C. GUICHARD
Sur les systéemes orthogonaux et les systemes cycliques

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 14 (1897), p. 467-516
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1897_3 14 467_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1897, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1897_3_14__467_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR LES

SYSTEMES ORTHOGONATUX

SYSTEMES CYCLIQUES,

Pan M. C. GUICHARD,

PROFESSEUR A L'UNIVERSITE DE CLERMONT-FERRAND.

e e e R e

PREMIERE PARTIE.

INTRODUCTION.

I

La premitre Partie de ce (ravail contient I'exposé des propriétés
générales des systemes orthogonaux et des systemes cycliques. La
scconde Partic sera consacrée aux applications et & I'étude des cas
particuliers.

Quoique le but final de ce Mémoire soit d’arriver a des propriétés
relatives & I'espace ordinaire, j’ai été obligé d'introduire des le début
des considérations relatives & I'espace & » dimensions; la premiere
Partic de mon travail roule presque entierement sur des propriétés
de hyperespace. Jespere que ceux quime liront penseront, avec moi, |
que le détour n’a pas été inutile; qu’il n’y a pas la seulement un jeu
d’esprit, mais que ces considérations expliquent et relient entre elles,
d’ane fagon logique, certaines propriétés de notre espace.

Les ¢léments introduits dépendent toujours de deux variables. Ce
sont les réseaux et les congruences.

Un point de I’espace & » dimensions déerit un réseau si ses n coor-
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données sont solutions de I'¢quation

20 _ 1,00 99

Jduodv a—z—t_‘—(‘)bﬁv'

Nous réservons le nom de congruences aux systémes doublement
infinis de droites qui touchent deux séries de courbes, comme cela a
licu dans I'espace ordinaire.

Jappelle réseau O un réseau dont les deux tangentes sont rectan-
gulaires; congruence O, une congruence formée par des droites nor-
males & un réseau O.

Jappelle réseau C, un réseau qui a le méme ds* qu’un réseau de
I'espace a trois dimensions; enfin une congruence G est une con-
gruence harmonique & un réseau O. (La définition des réseaux et con-
gruences harmoniques est donnée au n° 6. )

Les réseaux p, C; p, O de I'espace & n dimensions sont respective-
ment les projections de réseaux C; O de Pespace & n+p—1 di-
mensions.

On définit de méme les congruences pG et pO. J'établis dans celte
premiere Partie les relations générales qui existent entre ces divers
¢léments.

Le premier Chapitre contient les propriétés générales des réseaux
et congruences. Beaucoup des propriétés énoncées sont connues dans
le cas de I'espace ordinaire; d’autres sont nouvelles. Jai cru devoir
les présenter, d’abord parce qu’il était nécessaire de démontrer
qu’elles sont vraies pour I'espace & n dimensions; ensuite pour les
réunir en un corps de doctrines. J'espere avoir simplifié cette théorice
et introduit une terminologie qui facilite les raisonnements géomé-
triques.

Le deuxieme Chapitre est consacré aux réseaux et congruences O.
Le troisitme aux réseaux et congruences C. Le lien entre ces deux
théories est I'existence d’un déterminant particulier, que jappelle
déterminant orthogonal. Vai interprété ces déterminants successive-
ment & trois points de vue différents. Enfin j’indique leur mode de
formation de proche en proche.

Le dernier Chapitre est consacré aux réseaux et congruences pO
ou pC.
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CHAPITRE L

RESEAUX ET CONGRUENCES DANS L’ESPACE A n DIMENSIONS.

SOMMAIRE.

1. Définitions relatives & l'espace & » dimensions. — 2. Réseaux. Réseaux paralltles. Réseaux-points.
— 3. Gongruences. — 4. Représentation sphérique d’une congruence. Congruences paralléles. —
5. Réscaux et congruences conjugudes. — 6. Rdseaux et congruences harmoniques. — 7. Réseaux
dérivés et dérivants. Congruences dérivées et dérivantes. — 8. Projections des réseaux et con-
gruences. — 9. Propriétdés spéciales relatives & I'espace & trois dimensions. Congruences paralleles
4 un réseau.

1. Un point dans ’espace 4 » dimensions est défini par un systéme
de n nombres x,, ,, ..., x,, qu'on appelle les coordonnées du point.
Le point dont toutes les coordonnées sont nulles est le point origine.
La distance 4 de deux points M et M’ dont les coordonnées sont
(x,, 2y, ....xz,)pour M et (x,,x,,...,x,) pour M est donnée par la
formule

n

(1) A= (2= 2 ) (= 2 ) = Y (2 — )
1

Si les coordonnées d’un point M contiennent un parametre variable
au premier degré, c’est-a-dire si 'on a

(2) Xy == (; + hot; (E==1,2, ..., n),

on dira que ce point décrit une droite; les n quantités «; sont les pa-
rametres directeurs de la droite; quand la droite est donnée, ces
parametres directeurs sont déterminés & un facteur constant pres.

Deux droites sont dites paralléles si leurs parametres directeurs
sont proportionnels.

Elles seront dites perpendiculaires si la somme des produits des pa-
ametres directeurs correspondants est nulle.

Il est clair que par deux points passe une droite et une seule; que
par un point on peut mener une paralltle a une droite et une seule, etec.
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Si les coordonnées d’un point contiennent deux parametres va-
riables au premier degré, c’est-a-dire sil'on a

(3) ry= @+ A b+ ey (i==1,9, ..., n),

on dira que ce point décrit un plan.
Un plan contient évidemmentune infinité de droites; les parametres
directeurs de ces droites sont de la forme

o= by pCi

olt p est arbitraire. Toute droite ayant de tels parametres directeurs
sera dite paralléle au plan.

Une droite est perpendiculaire i un plan si elle est perpendiculaire
a toutes les droites du plan. La droite (2) et le plan (3) seront per-
pendiculaires si 'on a les deux conditions

n

n
Wl Y
(4) Dobi=o, Yoo
1

1

[l est clair qu’un plan est défini soit par trois points, soit par deux
droites qui se coupent, soit par un point et une droite.

2. Si les coordonnées (z,, x,, ..., 2,) d'un point M sont fonctions
d'un seul paramétre «, on dira que ce point décrit une courbe; la
droite passant par M et dont les paramétres directears sont (f/—;f, est la
tangente i la courbe en M.

Si les coordonnées (x,, @, ..., z,) d’un point M sont fonctions de
deux parametres u et ¢, on dira que le point M décrit une surface. Si
on laisse fixe 'une des variables « ou ¢, on aura une courbe tracée sur
la surface; I'ensemble de toutes ces courbes forme ce que jappelle
un systéme de courbes. Par chaque point de la surface passent deux
de ces courbes; les tangentes & ces courbes sont les tangentes du
systeme; le plan formé par ces deux droites est le plan tangent ala
surface ou au systeme. Toute droite, menée par M perpendiculaire-
ment & ce plan, est dite normale i la surface.

Je dirai que le systeme de courbes est un réscau, si les n coordon-
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nées (x,,2,, ..., x,) sont solutions d’une équation de la forme

99 _ 99 90

(%) duos =V ou Qo

P et Q élant des fonctions de u et ¢.

Deux systemes correspondants sont dits paralleles si les tangentes
correspondantes sont paralleles.  Soient M(x,, x,, ..., x,) et
M (2, @, ...,a,) les deux points qui décrivent des systemes pa-
ralleles. On devra avoir

(6) Ju — " du . _
5 (20,2, .., ).
().Z‘; _ ()J'i ( ) ’ )
Cdv T ov
s , , 0% x; o
En égalant les deux valeurs de —==, on trouve que x,, x,, ..., ¥,
€ du de
sont solutions de I'équation
dh ol

. J%f v dY du 9
(7) S T g e A e
' du de h—1L{ Ju ho— 1 Js
done

Les seuls systémes de courbes qui admetient des paralléles sont les
réseaua:.

Nous avons laissé de coté le cas ou A et [ seraient constants et
¢gaux, dans ce cas la droite MM’ passerait par un point fixe I et le

IM

rapport i serait constant. Les deux systemes seraient homothe-

ll(/u(f.ﬂ‘.
Réciproquement, tout réseau est paralléle a une infinité d’autres.
Supposons, en effet, que les coordonnées d’un réseau soient solu-
tions de I'équation (5). Déterminons deux fonctions % et [ par les
équations

oh Vo
. ‘7);_._—---1(/1 0,
o) {

0l

({7;._ Q(h—1).
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Les équations (6), qui sont compatibles, définissent un réseau pa-
rallele au réseau donné. _

La résolution du systeme (8) est équivalente & celle de I'adjointe
de (5).

Si 'on suppose que, dans les équations (8), les solutions A et /
tendent vers zéro, les formules (6) montrent que la surface corres-
pondante se rapprochera d’un point fixe. En passant & la limite, nous
obtiendrons un réseau, que jappelle le rdseau-point parallele au
réscau donné. Ce réseau peut étre défini ainsi : Soient MR, MS les tan-
gentes du réseau donné; menons par un point fixe O (le point origine
par exemple) des droites Or, Os paralleles 8 MR et & MS. A chaque
systeme de valeurs de « et ¢, on fait correspondre un couple de deux
droites Or, Os. C’est ce couple qui caractérise le réseau-point.

Ce couple de droites ne peut pas étre choisi d’une facon arbitraire.
Prenonssur O7 et Os des points quelconques P et Q; soit (5,,%,,...,%,)
les coordonnées de P; (v, 1y, ..., 1,) celles de Q. On aura

‘Clﬁl(-)—-l*’
du )
(9) ‘ (o (1,0, oo, n).
(‘/-'--7 Ji)_'ﬁf
S e

En tenant compte de Uéquation (5) on en déduira des relations de
la forme

[ %= Air B,
(10) ]

( ()"1/‘ i p

S CE - Doy

\ du i
Ainsi quand ¢ varie seul, les tangentes aux trajectoires de tous les
points de Orse trouvent dans le plan Ors; il suffit d’ailleurs que cette
propriété soit réalisée pour un point de Or pour qu’elle le soit pour
tous les autres. Méme résultat pourles points de Os quand w varie seul.
Ces deux conditions sont suffisantes. Supposons les conditions (10)

satisfaites. Posons

Ju
( dx;

. dv

g 9T g,
(1)

= L.
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Les conditions (rr) seront compatibles si I'on a

ﬁ =LC — HA,
de

(r2) N |
9% _HB — LD,
Ju

ce qui montre qu'il y aura une infinité de réseaux paralleles au réseau
point.

La propriété qui vient d’étre énoncée pour les réseaux points s’étend
aux réseaux queleconques.

Soient, en effet, (M) un réseau (fig. 1); MR et HS les tangentes du

Fig. 1.
v 9 —s
=
“w u
™~

réscau quand u et ¢ varient; prenons, suivant une loi quelconque, un
point P sur MR. Les coordonnées du point P sont de la forme

i

X, =+ h Ja

(i=1,2,...,n).
Différentiant et tenant compte de (5), on aura des relations de la

forme
()X,‘ o 065'[ 5 ()xl

ot e (t=1,2,...,n);

de — “ou
ce qui montre que la trajectoire de P, quand ¢ varie seul, est dans le
plan RMS; méme conclusion pour la trajectoire d’un point quelconque
Q de MS quand « varie seul.

3. Comme dans 'espace & trois dimensions, nous appellerons sur-
Jace développable dans 'espace 4 » dimensions le systeme «o* de points
situé sur les tangentes & une courbe.

Nous réserverons le nom de congruence aux systemes «* de droites
qui peuvent se répartir en deux séries de développables.

Ann. de U’Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XIV. — DicEMBRE 1897 60
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Dans tout ce qui va suivre, sauf indication contraire, les parametres
w et ¢ qui définiront la position d'une droite de la congruence sont
ceux qui restent fixes, quand la droite décrit 'une ou l'autre dévelop-
pable..

En faisant cette hypothese, il est facile de trouver les conditions
auxquelles doit satisfaire la droite pour décrire une congruence.

On peut représenter la droite par les (» — 1) équations
(13) X == Q2+ Py (i=2,3, ..., n).

Il faut que on puisse choisir @, de telle sorte que, si w varie seul,
le point, dont les coordonnées (x,, z,, ..., 2,) sont données par la

formule (r3), décrive une courbe tangente a la droite.
Ceci exige que I'on ait

op: Iy 91w

o due du
(l[],) -—.Ll_—z@_._g?l:;—«-...mmgﬁ‘,

Jdu due du

Ceei nous donne n — 2 conditions entre les coordonnées de la
droite; ces conditions étant remplies, les formules (13) et (14) don-
nent les coordonnées du point ol [a droite touche son enveloppe. Ce
point sera aussi appelé foyer de la congruence.

En faisant varier ¢, on aurait un deuxicme foyer et une deuxieme
séric de conditions

oy IPn
L de _ _ 0v

(15) T da, — T oa,
v v

On voit qu’en somme il faut 22 — 4 conditions pour qu’'une droite
décrive une congruence; ce nombre se réduirait A 22— 6 si l'on ne
spécifiait pas les parametres des droites de la congruence.

Les surfaces décrites par les foyers sont les focales de la con-
gruence ; les plans tangents & ces surfaces en sont les plans focaux;
aux développables de la congruence correspondent des réseaux sur les
focales. Inversement les tangentes & une série de courbes d’un réseau
forment une congruence. Je n'insiste pas davantage sur ccs propriétés,
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fqui sont analogues aux propriétés bien connues relativement d 'espace
a trois dimensions.

Interprétons maintenant les conditions (14) et (15). On en déduit
facilement que les » — 1 quantités p,, ..., p, satisfont & une méme
équation de la forme

a2*0 29 b

daor =P

I 7
<>

(16) +0Q

I~

¢

Or ces quantités p,, ..., p, sont les coordonnées du point d’inter-
section de la droite de la congruence avec I'hyperplan x, = o. Parun
changement de coordonnées cet hyperplan peut devenir un hyperplan
quelconque. Done :

La trace de la droite d’une congruence sur un hyperplan quelconque.
décrit un réseau.

Il résulte aussi des équations (14) et (15) que les n — 1 quantités
@y, ..., a, satisfont 4 une autre équation aux dérivées partielles de la
forme (16); remarquons maintenant que les parametres divecteurs de
la droite sont: 1, @y, ..., a,; ces paramétres satisfont done a une
méme équation de Laplace; il en sera de méme si 'on multiplie ces
parametres par un méme facteur. Done :

Les paramétres directeurs X,, X,, ..., X, d’unc droite d’une con-

gruence satisfont a une équation de la forme
9*0 20 a0

1 7 —_pZ L 0% po.
(17) dudy P()u+ ‘d(’+R

Cette propriété peut étre transformée facilement. Prenons sur
chaque droite de la congruence, d’unc fagon absolument arbitraire,
deux points A et B dont les coordonnées homogenes sont respective-
ment ,, ..., Xy, Lpoy LY, Yoy ovvy Yarr- POSONS

Xy X

(18) ' X, =
Yi Yk

Les parametres directeurs de la droite sont

kl,n—l 1 X2,u+1) LS ] Xn,n--H’
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et satisfont & une équation de Laplace E,.,. Comme rien ne distingue
les diverses coordonnées, on peut dire les » quantités

Xk, k2 (k=1,...,n+1)

satisfont & une méme équation de Laplace E;.

Il est inutile, pour le but que nous poursuivons, de rechercher les
relations qui existent entre ces diverses équations.

Il reste & caractériser les systémes de courbes décrits par les points
d’une droite de Ia congruence. Soit P(yy, ¥s, ..., ¥») un point de la
droite; les coordonnées du foyer F seront de la forme

(19) 5= y;+1X; (i=1,2,...,n).

Pour que ce point soit foyer il faut que

()3,' r
(20) m =hX,
ce qui donne
_dy: 50Xy Ok
R iy i R
ou bien
Q‘Zf:—)\g&'{— h— gz\- X,’,
du du du
expression qui est de la forme
dyi A 9X; -+ BX,.
Jdu ou

On peut raisonner de méme pour le second foyer.
On voit en somme que le systeme (P) décrit par un point de la con-
gruence est tel que ’on ait

9 p 9% g,
(21) Ju Jdu
i _ 9% |y,
o0 = 5y + DX
()ﬂ,)’i

Egalons les deux valeurs de et tenons compte de ’équation

dudv
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(17), on aura

AP —!—-%%:CP—FD,

(22) AQ+ B :CQ—{—SE,
u

JB )]

‘. AR + J;—Cﬁ—l—(f)z'

Réciproquement, si les conditions (17), (21), (22) sont satisfaites,
la droite, dont les paramatres directeurs sont X;, menée par le point P
de coordonnées y,, décrit une congruence.

Dans le cas particulier ot R est nul, ona

OB ID

PER IS

(23)
cette remarque nous sera utile plus tard.

4. Soient (C) une congruence; C une droite de cette congruence;
menons par origine une droite ¢/ parallele & C; nous obtenons ainsi
un systeme de droite (C) dépendant de deux paramétres. Un tel sys-
teme est appelé la représentation sphérique de la congruence (C).

Ce systeme (C") n’est pas un systeme quelconque doublement infini
de droites passant par l'origine. ,

En effet, soient X,, X,, ..., X, les cosinus directeurs de C qui satis-
font & Péquation (17). Il existe sur C’ un point A ayant pour coordon-
nées X,, . .., X,. Soit alors 0 une solution quelconque de (17). Posons

Le point p de coordonnées (&,,...,&,) décrira un réseau; ce point est
d’ailleurs situé sur la droite C’. Donc :

Sur les droites de la représentation sphérique, il existe une infinité de
points qui décrient des réseauzx.

Inversement :

Le systéme des droites qui joignent I’ origine aux points d’un réseau est
la représentation sphérique d’une infinité de congruences. ’
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Nous pouvons dire aussi pour simplifier que chacun de ces réseaux
est la représentation sphérique de la congruence.

Deux congruences sont dites paralleles, lorsque les développables
se correspondent et que les droites correspondantes sont paralleles.

Deuz congruences paralléles ont méme représentation spherique.

Il est clair que si ’on connait une congruence, on a par cela méme
une représentation sphérique. La recherche des congruences paralleles
a une congruence donnée est donc identique i celle des congruences
qui ont une représentation sphérique donnée.

Donnons-nous alors les quantités X, ..., X, qui satisfont & I'équa-
tion (17). Déterminons un systeme quelconque de courbes (P) décrite
par un point P de la congruence cherchée. 1l faudra déterminer quatre
fonctions A, B, C, D satisfaisant aux trois équations (22); puis les
équations (21) donneront les coordonnées du systeme (P) a Iaide
de quadratures.

Supposons, en particulier, que I'on prenne pour systeme inconnu
(P) le systeme décrit par le point milieu des foyers, systeme que nous
appellerons le systéme central. 11 faudra poser (19)

A=—1, C=2

Les deux premitres équations (22) donnent

__ 02 L
(24) B...;)T‘-}—Z).Q, ,_-(7;~—9.7\P.

La troisieme équation (22) donne ensuite

. ) oL P 00
(25) s H P g Qg (G G —8) = o

La résolution de cette équation permet d’obtenir toutes les congruences
qui ont une représentation sphérique donnée.

5. Un réseau et une congruence sont dits conjuguds, si le point qui
décrit le réseau se trouve sur la droite qui décrit la congruence et si
les courbes du réseau correspondent aux développables de la con-
gruence. (Nous excluons de cette définition les réseaux focaux.)
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Nous savons déja (n° 3) que les traces d’une congruence sur un
hyperplan décrivent un réseau; ce réseau est évidemment conjugué
4 la congruence.

De méme les droites qui joignent un point fixe aux points d’un
réseau décrivent une congruence conjuguée au réseau.

La théorie des réseaux et congruences conjugués repose sur les trois
propositions suivantes :

1° Chaque congruence est conjuguce a une série de réscauzx paralléles
a l’un quelconque des réseaux de la représentation spherique.

En effet, soit A(E,,...,&,) unréseau de lareprésentation sphérique.
Les n fonctions &,,. .., £, sont solutions de ’équation

0*0 5 09 00
—_— P — ) —-
du dv out Q dv
Prenons sur la congruence un systeme quelconque P(y,,...,¥,): on

aura (21)

()_V; _— ()Ei i
( (‘> 5 *()"J‘—-—AD‘[[” =t 1);'”
20
Ay _ -~ 0&; ,
== =G - i»
( dv ae D¢
avec la condition (23),
0B _ oD
dv ~ du
Ce qui permet de poser
__9dp _ ¢
B = 90’ D= J¢’

¢ étant déterminé & une constante pres. Prenons alors sur la droite de
la congruence un point M ayant pour coordonnées
2y =yi— pls
on aura
ou = ARGy

(27)
()‘%'l'___ v vsi
2 W—“(L P)()‘,

g ().1',' L A (}c:,

Le systeme (M) étant parallele a (A) est un réseau (n° 1). En faisant
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varier la constante qui entre dans p, on obtient une série de réseaux
conjugués paralleles & (A). Soient M et M’ deux de ces réseaux; les
projections de MM’ sur les axes sont

K&, K&, ..., Ké,.

et par conséquent
MM'=K.OA,

K étant une constante.
2° On obtient ainsi tous les réseaux conjugués a la congruence.

Cherchons en effet dans quel cas le systeme (P) défini par les
équations (21) est un réseau; d’abord, P n’étant pas placé & I'un des
foyers, A et C sont différents de zéro. On pourra d’abord multiplier
toutes les quantités X;, par un méme facteur A, de facon & faire dispa-
raitre le coefficient B : il suffit pour cela que 'on ait

()7\.

Ce qui détermine A & un facteur pres qui est fonction de ¢. On a donc

g i _ 9%

(28) du 7 u ( )
9 ! C (=1,2,...,n).
( Wi 9% px,
Jv Jy

Les conditions (22) deviennent ici

AD -+ ‘())7‘3 — QP 4D,

. oG
(29) 1 AQ=CQ+ T’
AR = CR + (2—[—)

Jdu

Il faudra que on puisse trouver P, et Q, tel que

LY _p 9 Ay
(30) daoe =Ygy Qg

On trouve
9A
dv’

—p 4 L _AQ.
Pi=P g Q=
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Egalons dans les deux membres de (30) le coefficient de X;. On aura

AQ

_\R po— (‘\ I)

CR = DO.

481

Iéquation (31) peut étre satisfaite de plusieurs manieres dillé-

rentes :
I. En posant

R =o, D =o.
Les ¢équations (28) deviennent
| T =
(28") :
2 oy 0X,
de o

Ce qui montre que le réseau (P) est parallele au réseaun (X;) de
représentation sphérique.
IT. En posant

R=o, Q=o.
Les équations (29) donnent alors
aC ab
~— T2 0, - —O0;
du du

) . D
CetD et par conséquent

sur cette propriété dans le cas général.
I11. Laissons de coté les hypotheses I et I1. On déduit de (29)

]
—
-

R o6

y 2
du

(32)

{l
>

|

(9
=
~

Les équations (31) et (32) donnent

1 JC T

Cou

Ann. de ’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome X1V. — DiceMnre 1897.

_ 1 Jb,
D ou

Gr1

est fonction de ¢ seul; nous retomberons
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D . iy
Le rapport - est fonction de ¢ seul, on pourra alors multiplier les
quantités X; par une méme fonction de ¢ seul, de fagcon & ramener les
équations (28) & la forme (28"); ce qui démontre le théoreme.
3° Les drovtes qui joignent deux réseaux paralléles décrivent une con-

gruence conjuguée par rapport a ces réseauzx. (RIBEAUCOUR.)

Soient (M) (x,,...,a,) et N(y,,...,y,) deux réseaux paralleles.
On aura ’

( Wi 4, 9%

oo Jdu du .

(33) ? Ive . (t=1,2,...,n).
rinidvrs

d’olt
Dz dxy 7] ‘
du = gu M= D)+ G (e @),
3 ()le'lj

dh
;)'-‘—1- = —()T’—(I "I—')\l “‘7\) -t ;}'—“"(}'[—'-’r,ﬁ).

- 1 . . .
En prenant A = — on a le premier foyer, puis on obtient le second

1 . . , .
en prenant A = -— ce qui montre que la droite MN décrit une con-

gruence rapportée d ses développables.

Des (rois propriétés quiviennent d’étre établies découlent les consé-
quences suivantes :

On obtient toutes les congruences conjuguées & un réseau en jorgnant
les points de ce réseau a ceux d’un réseau paralléle.

La représentation sphérique d’une congruence conjuguée a un réseau
est un reseau paralléle au réseau donné.

Done :

Si deux reseaux sont paralléles, toute congruence conjuguée a l’un est
parallele a une congruence conjuguée & ’autre.
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De méme,

St deux congruences sont paralléles, tout réseau conjugué & !'une est
paralléle @ un réseau conjugue a ['autre.

Enfin on démontre facilement la propriété suivante, qui, dans le
cas de I'espace a trois dimensions, est due 2 Ribeaucour :

Pour que le systéme central soit un réseau, il faut et il suffit que I’ equa-
tiorn a laquelle satisfont les paramétres directeurs soit a invariants égauz.

Les coordonnées de ce réseau satisfont ausst @& une équation @ inva-
riants égauz.

Nous donnerons le nom de congruences de Ribeaucour » ces con-
gruences spéciales.

6. Un réseau et une congruence sont dits hAarmonigues lorsque les
foyers de la congruence sont sur les tangentes du réseau. Le systeme
a alors la disposition indiquée par la fig. 2 ol nous indiquons sur

Fig. 2.

chaque courbe le paramétre qui varie quand on se déplace sur cette
courbe. ‘

Déterminons d’abord toutes les congruences harmoniques & un ré-
seau. Soient (@, ..., @,) les coordonnées d’un point M du réseaun qui
satisfont 4 I’équation

00 00 a0

14 ——— = P == —
(34) dudy I Ju % do

Les coordonnées des points R(X,, ..., X,) et S(Y,, ..., Y,)sont
de la forme

().Z?,'
X,'_..%‘,‘—— /) d—u-7
Yo oy 2
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En tenant compte de I'équation (34) on trouve

()J’[
—()—"- (I — /l()).

()K,‘ . ().1?; ()/I 5
Jv “W<~;)‘c)_lll>+
Ecrivons que la courbe décrite est tangente & RS. On aura

oh

— = — NP+~ —12Q =0
Jdv
ou bien
35) 9(x —_pl_ol L,
S do \ T TN T T T
On aurait de méme pour le point S
Jd /1 e 1 I

YAl R —_ el — R T —
(36) ()u</> ")</¢) Q7 +m=0

La comparaison des équations (35) et (36) donne
O (L) 0 (L
dv\h) T ou\l)’

1 1 Jo 1 1 Jw

ce qui permet de poser

— —ta s

h—9ou T o
L’une ou l'autre des équations (35) ¢t (36) donne

Py p do +0 99

dude " du T de
On arrive donc au résultat suivant (Darsoux, Legons) :

Pour obtenir les congruences harmoniques au réseau (M) on prend une
solution quelconque O de Idquation (34); les coordonnées des foyers de
la congruence cherchée sont

o 0 0.1),’

() Xe= 2= 55 ga
du

\ s 0 ().%‘,‘

(S) Y, =2z,— ._O—:Q_ vr

<
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Si deux réseaux (pouvant appartenir & des espaces quelconques dont
le nombre de dimensions n’est pas forcément le méme), correspondenta
la méme équation de Laplace (34), ces réseaux seront appelés corres-
pondants. Les congruences harmoniques qui correspondent & une
méme solution 0O seront appelées congruences harmoniques correspon-
dantes.

Les parametres directeurs (Z,, ..., Z,) de la droite RS sont

20 dx; 9 dwx;

(37) Li= 3 9w~ 9% 90"

Il est facile de former I’équation a laquelle satisfont les parameétres
directeurs Z,, Z,, ..., Z,. En tenant compte de I'équation (34) et de
celles que ’on en déduit par différentiation on trouve

2, _ 00 0*x; (0'30 0 49\ dux; ¢ 99 dx;
du — Je du? ur T ()u) o0 < v ou’
07 0 0*x; 0% NCA ()J, d9 01,
—_— = — -+ =— + —P
Jv du dv* Jde? cl;') du du oy’
0Ty 0w (00 00N R (0000
Jude — our \ger T dw) ot \du* T ()u)
dai | 9*0 opP ()() , a0
st pn Q
Ry _‘) a0 <01 g 2l > )‘J

da; [, 020 P 00 v\ 997
—W[l ()/L2+<;)Z+()(’ 2PQ Jdu
On voit alors que Z,, ..., Z, sont solutions de I'équation

2L _ . 0L O

Judv — “ton TN gp + R,

ou l'on pose

P 0%0
;)(_)-f
a0
v

020

92
06’
du
()l ()0

+

=P +

20+ PQ —P,Q;
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done :

Les paramétres directeurs de deux congruences harmoniques correspon-
dantes satisfont a la méme équation de Laplace.

Iexpression de Z, donne immédiatement le théoréme suivant :

Si deux réseaux sont paralléles, toute congruence harmonique a l’un
est parallele a une congruence harmonique a l’autre.

Le théortme subsiste, évidemment comme cas limite, dans le cas ol
I'un des deux réseaux est un réseau point. On peut aussi le vérifier
facilement par un calcul direct.

Si 'on augmente § d’une constante, la droite RS se déplace paral-
lelement & clle-méme; on obtient ainsi une série de congruences har-
moniques paralleles.

Si I'on prend la solution 0 = «,, on trouve

X = o, Y, = o.
Les points R et S sont les traces des tangentes du réseau sur I’hyper-
plan z, = o; en faisant un changement de coordonnées on en déduit :

7.’ ol . ’ S, N 7
L’intersection du plan tangent (d’un réscan) avec un hyperplan quel-
congque décrit une congruence harmonique an réseau.

Si deux réscaux sont correspondants, i 'intersection de I'un avee
un hyperplan correspond sur Pautre une congruence harmonique.
Les coordonnées X; de R peuvent s’écrire sous la forme suivante

().’Z’[ d9
PR R
X, - _du due 2
=% (=57
du
Sil’on pose alors
Z'; = '@i’ ‘Z’;H-i - 0’
on aura
oy
X, — du
= T
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de méme
9.
dv
()‘r’n+l

oy

Y,':

Alors les coordonnées homogenes des points M, R, S sont

(M) Ty ey X Zons1s
()‘E!x dx;1.+1

(R) 5’ ety sy -—()_l(_,

(8) 9z, 0%y,

, cy ey
dv Jv

Les fonctions o', ..., «,,, satisfont d’ailleurs & une équation de la
forme (34).

Cherchons maintenant les réseaux harmoniques 4 une congruence
donnée. Soient (g) une congruence, f et /" ses foyers; joignons un
point fixe O aux foyers; on obtient ainsi un systeme de droites O,
0/’. Quand u varie scul, la trajectoire de / est tangente & //" et par
conséquent située dans le plan O//”. Méme conclusion pour la trajec-
toire de /” quand ¢ varie seul; donc (n°2):

Les droites qui joignent un point fixe auz foyers d’une congruence
Jorment un réseau point harmonique a la congruence.

Soient maintenant (G) une congruence quelconque, F et F ses
foyers, i un réseau harmonique (fig. 3).

Fig. 3.

Soit O le réseau point parallele & w; il existe une congruence (g)
harmonique & O et parallele a (G).
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Soient /et /" ses foyers. La figure p.FF" est semblable 2 O //”. Done :

Tout réscau harmonigue d’une congruence est paralléle au réseau point
qui est harmonique a l'une des congruences paralleéles « la congruence
donnée.

Il reste & démontrer que la construction précédente, appliquée &
I'une quelconque des congruences (g) paralleles a (G ), donne bien un
réseau harmonique & (G). '

Soient (4, £, ..., &,) les coordonnées d’un réseau (A) qui sert de
représentation sphérique & (g) et & (G). Ces quantités satisfont i
I'équation
000 00,
dude ™ du S v

(38)

Prenons sur g et G des points m(x,, ..., x,), M(X,, ,.., X,)
qui décrivent des réscaux paralleles a (A). On aura

iy 0%; oX; 2%,

et = S, = { [t

D du e du
(39) ¢ . .

dep 0% IXi _ 94

( g T o0’ de T
avec les conditions
(fo) IRy i
. ol .
({717 = QU—1), = 0—L).

Les coordonnées des foyers /, /7, I, F' sont

(/) i by,

) PR
(I ' Y, =X,—H§,
(FI) r“i::: X,"""' lJE’;,'.

En différentiant et en tenant compte des conditions (40), on a

QZ_f:::(z_m(’)"'»-l;"ci,-), »’)Y’:(L—ll)(5-)54—1-’&)»

Jdv YIS Jde Jdy

()::;‘ . ' . ()E,’ o > ()Z,- . \ (()5; . >
=(=n(5E—0z), a1 (52 -0

Ju

/
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ou bien, en posant

}___H—L,

T h—1{
on aura

( ()Y, = ()‘Vi,
(41) ] o0 o

f 0Z; _ 93

\ du du

Prenons alors le point 11, dont les coordonnées (¢,, ¢, ..., {,) sont
:i: Y[— 7.}',‘: Z,'—- }.S;,

on aura

n_ o
, ge — Yige
(42) < -
X_ 0
(()u— “ou

Ces équations montrent que le point p décrit un réseau harmo-
nique & (G). On voit que la recherche des réseaux harmoniques 4 une
congruence cst identique & celle des congruences paralleles & la con-
gruence donnée. Il résulte de tout ce qui précede la proposition sui-
vante :

St deux congruences sont paralléles, tout résecau harmonique a l'une
est parallele & un réscau harmonique a autre.

7. Soit (M) un réseau, w un point du plan tangent au réseau; si le
point . décrit un réscau (@), nous dirons que le réseau (u.) est dé-
rivé du réseau (M), et aussi que le réseau (M) est le réseau dérivant
de (). Les réseaux dérivants peuvent étre définis comme I'enveloppe
de plans passant par les points du réseau dérivé, ces plans étant
choisis de telle sorte qu’ils enveloppent un réseau. On voit, d’apres
cela, que, dans I'espace & trois dimensions, -les deux problemes de la
recherche des réseaux dérivés et dérivants sont polaires réciproques
I'un de lautre.

Si deux congruences (G) et (G,) sont harmoniques @ un méme ré-
seau (M), le point de rencontre (p.) de G et G, décrit un réseau derive

de M (fig. 4 ).

Ann. de ULe. Normale. 3° Séric. Tome X1V, — Dicemre (8g7. 62
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Nous donnerons de ce théoreme deux démonstrations, 'une géo-
métrique, Pautre analytique.

t° Soient R, S les foyers de (G), (R, S,) ceux de (G,); il existe
une congruence R, S| harmonique & M et parallele & (G,); soit p' le

S S1 S

point de rencontre de R, S et R, 8|5 quand « varie seul, le point p.
décrit une courbe dont la tangente est intersection des plans focaux
de R, SetR,,S,; de méme, la tangente i la trajectoire de " est I'in-
tersection des plans focaux de R, S et R, 8; ces tangentes sont done
paralleles; méme conclusion quand ¢ varie seul. Les systemes de
courbes () et (w') étant paralleles sontdes réscaux; ce quidémontre
le théoreme.

2° Soient 0 et 0, les solutions correspondantes aux congruences R, S
et Ry, S,. Les coordonnces d’un point quelconque « du plan tangent
a M sont de la forme
(43) X; = a1 %’”' - (—57:7' .

Pour que ce point se trouve sur les droites R, S et Ry, S, il faut
que Uon ait

o=l -7 -()0 ) 09

(44) o “Ju {'(—)——(’,
B

[o=t,+3%% 4 2%

o )¢ T e

Les expressions (43) sont des expressions que M. Darboux appelle
des expressions (m, n). (Legons sur les systémes orthogonaux, etc., 1.1.)

Ces expressions s’annulent pour deux solutions particulieres 0 et 0,
de I'équation (34); donc, les quantités ; satisfont aussi & une équa-
tion de la méme forme.
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Cette démonstration met immédiatement en évidence le résultat
suivant :

Le théoréme précédent permet d obtenir tous les réseaux derives

de (M).

Si I'on prend la congruence harmonique correspondant i la solu-
tion 0 + K0, ou K est une constante quelconque, on voit que cette
congruence passe par . En faisant varier la constante K, on obtient

, . (Gt e aidy .
une série concourante de réseaux harmoniques.
Il est évident que :

Tout reseau conjugué d'une congruence harmonique « (M) est derioé
de (M).
Inversement, de ce qui précede résulte :
Tout réseau dérive de (M) est conjugué a une séree concourante de
congruences harmoniques a (M).
C b
Passons & la recherche des réseaux dérivants un réseau donné. On
peut déjiv énoncer le résultat suivant :
Tout réseaw (M) dérivant (p.) est harmonique a deux congruences
conjuguces a ().
“Inversement :

Si (G) et (G,) sont deux congruences conjuguées par rapport au ré-
seau (p.), le plan G, G, enveloppe un réseau (M), qui est évidemment
réseaw deérivant (. ).

Fig. 5.

G,

0

Bn ellet, soit g un réseau de la représentation sphérique de (G)
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parallele & (@); menons par g une droite gg, parallele & G, ; cette
droite décrit une congruence (n° 5); soient f et /7 ses foyers; le plan
G, G, étant parallele au plan O £/ enveloppe un réseau harmonique
2 (G,) (n°6); ceréseau est de méme harmonique a (G), ce qui dé-
montre le théoreme.

Une congruence (G) sera dite dérivée d’une congruence (H), si (G)
est conjuguée & 'un quelconque des réseaux harmoniques a (H).
Nous dirons aussi que (G) est une congruence dérivant ().

Tutorine. — Les droites qui joignent deux réseaux (M) et (N), har-
moniques & une congruence (H), forment une congruence (G) dérivee

de (H) (fig. 6).

Fig. 6.

Ce théoreme peut étre démontré géométriquement ct analytique-
ment :

1 Quand « varie seul, les plans tangents aux surfaces réglées dé-
crites par G en M et N sont le plan GR, donc G déerit une dévelop-
pable; méme conclusion quand ¢ varie seul; donc G engendre une
congruence conjuguée aux réseaux (M) et (N).

2° On peut choisir les coordonnées homogenes (2, ..., 2,,.,) de M
de facon que celles de R et S soient (n° 6)

(R) dar, A dx, ) e
Jdu du Jdu
($) doy L, 9%, DZasy,
Jde v Jdy

De méme, on peut choisir les coordonnées homogenes de

N(.}’n "-7.}//17.)'71—4—1)
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de telle sorte que celles de R et S soient

(R) &, .., % o
) Ju’ 170 Jdu
(8) o On  OYuss,

R T
On aura done

H ().)",‘ ()ll‘,-
\ Ju = h—
(43) ;o Ju (i=1,2 n,n—+1)
\ ()_)2_ l% — 1y 2y .y lly T .
( Jdv T ov

Un point quelconque de la droite MN a pour coordonnées homo-
genes

d’olt
[dg; __ 0Jh dx;
’ 0% Ok dx;
( —()—‘;-...(,‘(')‘; “{—(}—I“ l)';)—‘:'

On obtient les deux foyers de la congruence en faisant successive-
ment A= —h, A =—1.

Si maintenant on suppose A constant, le point ( 2;) décrit un réseau
harmonique a (I). 11 existe done, sur la congruence dérivée (G),
une scérie de réseaux conjugués a (G) et harmoniques a H.

On démontre facilement que le théoreme précédent permet d’ob-
tenir toutes les congruences dérivées de (H).

Tukortye. — St (M) et (N) sont deux réscaux conjugués a la con-
gruence (G), la droite d’intersection de ces dewr réseaux decrit une con-
gruence i dérivant (G).

Soient R et S (fig. 6) les points d’intersection des tangentes des ré-
seaux (M) et (N). Quand ¢ varie scul, la tangente & la trajectoire de R
est dans les plans tangents aux réseaux (M) et (N) (n°2); c’est donc
la droite RS; méme résultat pour S quand w« varie seul. H décrit donc
une congruence qui, ¢videmment, est une congruence dérivant (G).

On montre facilement que ce théoreme permet d’obtenir toutes les
congruences dérivant une congruence donnée.
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Enfin, il résulte de ce qui précede les conséquences suivantes :

St deuz réseaux sont paralléles, chaque réseaw dérivé de I'un est paral-
lele a un réscau dérvé de Uautre.

Méme resullat pour les réseaux dérivants.

St deux congruences sont paralléles, c/taque congruence deriwée de
l'une est paralléle a une congruence deérivée de U autre.

Méme résultat pour les congruences derivant.

8. Nous aurons souvent a projeter des figures sur un hyperplan,
ce qui permet de passer d’un espace & 2z dimensions & un espace i n — 1;
on peut aussi faire I'inverse. On peut toujours supposer que I'hyper-
plan sur lequel on projette ait pour équation x,= o; si alors a,,
Xy, ..., x, sont les coordonnées d’un point M de Pespace a », le
point m, qui, dans I’'espace & » — 1, a pour coordonnées a, x,, ...,
a,—, est appelé la projection de M.

Il est clair que la projection d’un réseau est un réscau. Inversement,
si un réseau est donné dans I'espace & 2 — 1, on aura le vésean proje-
tant en prenant pour z, une solution quelconque de D'équation a
laquelle satisfont =, ..., z,_,.

Les équations de condition (14) et (15) (n°3) montrent immédia-
tement que la projection d’une congruence est une congruence.
Les projections des foyers sont les foyers de la projection.

Supposons qu’inversement on veuille trouver la congruence pro-
jetante d'une congruence donnée. Dans les formules (13) (n° 2), on
connait @, ..., @uyy Pay -+ oy Pueys il reste a déterminer a, et p,. On
prendra pour @, 'une quelconque des solutions del'équation i laquelle

’

satisfonl @y, ..., @,_,; puis, les égalités

O P
Ju __ du

_— ey

()“n ()an--l
Jdu du

donneront p, par une quadrature.
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~

Siun réseau et une congruence sont conjugués, il en est de méme
de leurs projections.

Inversement, soient (g) une congruence conjuguée au réseau (m)
(fig- 7), G 'une quelconque des projetantes de (g); le point M de G

Fig. 7.

9

qui se projette en m décrit un réseau. En effet, il existe sur g un
point ’ qui décrit un réseaun parallele & M, soit M’ le point projetant
m'. Quand w varie seul, par exemple, les trajectoires de M et M’ sont
dans I'un des plans focaux, leurs projections sont paralleles, done ces
tangentes sont paralleles. Les systemes (M) et (M) étant paralleles
sont des réseaux.

De méme, si (M) est 'un quelconque des véseaux projetant (m ), il
existe des congruences (G) conjuguées a (M) etse projelantsuivant (g).
Tout revient & déterminer le réseau (M) parallele & M. Soient alors
Ty, Loy .o, X, les coordonnées de M; y,, v,, ..., v, celles de M. 11 faut
déterminer y,. On a déja

Wi _ 90w
du U du .
({==1,2,0c., 0 — 1.
dyi _ 9%
Jde T de

On déterminera y, par les équations

v, dx,
du Jdu
) no___ ()'I n
v Jdy

Ces équations sont compatibles parce que 2, satisfait & la méme équa-
tion de Laplace que x,, ..., 2,_,; elles déterminent y, d une constante
pres. Il y a une infinité de congruences satisfaisantes (G).
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Les formules qui donnent les coordonnées X, Y, des foyers R, S d’unc
congruence harmonique a un réseau montrent immédiatement les
résultats suivants : '

Si un réseau et une congruence sont harmoniques, il en est de méme
de leurs projections.

Si le réseau (m) et la congruence (g) sont conjugués et si (M) est
I'un quelconque des projetants de m, la droite G du plan du réseau
qui se projette suivant g décrit une congruence harmonique a (M).

Sil’on se donnait (g) et (G), il existerait une infinité de réseaux (M)
harmoniques & (G) et se projetant en m. Il suffit de déterminer Ia
coordonnée z, de M; soient X, et Y, les coordonnées correspondantes
des foyers de G. On aura

g dr,
T 00 u

O 0k,
N v i e .
"d0 de "
Jdy
Ces ¢quations sont compatibles, si G se projette suivant g. La
solution générale est de la forme

ay = (an)y -+ K0,

K étant une constante arbitraire, ce qui donne une infinité de réseaux
(M) satisfaisants.

On pourrait donner des résultats analogues pour les réscaux ou
congruences dérivés ou dérivants.

9. Nous terminerons ce Chapitre par des propriétés qui ne s’ap-
pliquent qu’a 'espace & trois dimensions. Nous dirons que

Un réseau et une congruence sont paralleles si la droite de la congruence
est perpendiculaire au plan du réseau.

Soient (M) un réscau et (G) une congruence paralléles (fig. 8).

Menons par un point fixe O, une droite O g parvalliéle & G; soit « un
point O g qui déerit un réscan (@); prenons la polaire réciproque de
la surface (@) par rapport & une sphere ayant son centre en O; soit (o)
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cette polaire réciproque; le plan tangent & o est normal & (g), le réseau
(o) est donc parallele & (M). Inversement, la polaire réciproque d’un
réseau quelconque («) parallele & (M) est un réseau de la droite Og;
la droite Ox est d’ailleurs perpendiculaire au plan tangent en ().

Fig. S.

o
a.

/q

Remarquons, d’autre part, que les congruences conjuguées a (M)
sont paralleles aux droites Oa; que les réseaux conjugués a (G) sont
paralleles aux réseaux (a); donc

Si un réseau et une congruence sont paralléles, toute congruence con-

Juguce aw réseau est parallele & un réseau conjugué a la congruence et
inversemendt.

Soit maintenant G” une congruence quelconque parallele & (G); g’
sa polaire réciproque; 4 g” correspond un réseau point (@) dont le

plan est perpendiculaire & (G’); ¢’est donc le réseau point de (M).
Inversement, si (g’) est]’ane quelconque des congruences harmoniques
i (), sa polaire réciproque (G) est parallele & G. A cette congruence
G’ correspond un réseau point (N) formé par le plan OG’; ce plan est
perpendiculaire 4 g’. Cela posé, remarquons que les congruences har-
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moniques & (M) sont paralleles aux congruences (g"); que les réseaux
harmoniques 4 (G) sont paralleles aux réseaux points (N”). Done :

St une congruence et un réseau sont paralléles, toute congruence har-
montque aw réseaw est paralléle @ un réseaw harmonique a la congruence
el inversement.

On obtiendrait des théorémes analogues pour les réseaux et con-
gruences dérives ou dérivants.

i @ O

CHAPITRE IT.
RESEAUX ET CONGRUENCES 0.

SOMMAIRIC,

[0, Systeme de rotation dans espace & n dimensions. — 11, Déterminants orthogovaux. 12, Pro-
pricté des éléments dlune colonne, — 13, Réseaux O, -~ 14, Congruences O el 110, 15, Projection

stévdographique des réseaux 0.

10. Prenons un déterminant A & 2* ¢léments, qui sont les coeffi-
cients d'une substitution orthogonale dans Uespace a2 dimensions,

o 1 2 N

'I’l aZ i oy

2 "

x a e

(1) A=z | T T2 2

.1 ] SO
l.r” [ N 4

Les ¢léoments de ce déterminant vérifient les relations

(2) Z (wf)yr=1, Z(I’/')(l'/) 0 (e kY,
RS =

d'olt 'on déduit, comme 'on sait, les relations

E=y

(3) 2: (afy2e=1, E (zhaty=o (kK.
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Ledéterminant A est égald == 1. Supposons de plus que les éléments
de ce déterminant soient fonctions de deux variables « et ¢. On pourra
exprimer les dérivées des éléments d’une méme colonne, en fonction
linéaire et homogene de cette colonne, les coefficients ne dépendant
pas de la colonne; on aura par conséquent des équations de la forme

. l==n
, dxs. ; ’ o
(5 “Ju :“-2/)/_.,.1‘} (F=,n, oo )y (D=1,02, ..., n)
l=1
el
)l l=n
n o, U
(5) "(7‘7‘”:}_"///’/
/=1

4

2"‘ . Jux) NI duh,

= A g ) el == =

P kD / Z L T
i

i

| O L O >, do
' Pt == S arh =y = Z xh - o

(6)
ds

i i
En différentiant les équations (3) on en déduit

. ( Pick == 0O, el ™= 0,

? [)A,/ l::——[)/A., = (///.'

Ces quantiles pg, gu, ainsi définies, sont ce que nous appelons les
rotations du déterminant (1). Elles sont analogues aux quantités intro-
duites par M. Darboux dans le cas des déterminants & trois lignes.

Si I'on différentie les équations (4) par rapporta ¢, et sil'on rem-
place dans le second membre les valeurs de %f(-} par leur expression
0%z,

dudy
linéaire et homogene de zf, 2, ..., 2, les coefficients étant indé-
pendants de 2. Si T'on différentic au contraire les équations (5) par

donndée par les formules (5), on voit que s'exprime en fonction

0% 2,
dudy
Ces deux expressions doivent étre identiques, puisqu'il ne peut pas

apport & w on obtiendra une nouvelle expression analogue pour
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exister une méme relation linéaire et homogene entre les éléments des
colonnes de A. En écrivant ces identités nous obtenons les relations
nécessaires qui doivent exister entre les rotations. Nous supposerons
toujours que ces conditions sont satisfaites. '

On peut alors se proposer de déterminer les éléments de A connais-
sant les rotations. Les éléments 2, 2%, ..., ¥}, d'une méme colonne
satisfont aux systemes

\ day,
(8) i g 2 Prt e
{

Jdu

der QO i
(9) o Z Jht ¥y

14

(k=0 ...,n); ({=1,2,...,n).

Ges deux systemes forment un systeme complet. Pour Pintégrer, on
intégrera d’abord le systeme (8) dans lequel on donne ¢ une valear
particuliere quelconque; la solution générale contiendra, d’une facon
linéaire, n constantes; on pourra prendre pour ces constantes des
fonctions de ¢ telles que le systéme (g) soit satisfait.

On reconnaif, comme dans le cas de Pespace & trois dimensions,
que toute solution des systemes (8) et (o) est telle que

Y
2 xpomm const,
k

Stag, ay, ..., 2 &, 2t ..., 2, sont deux solutions de ces sys-

temes, on a ausst
o
2‘ &2, = const.
P

On en déduit que la solution la plus générale du probleme posé se
déduit d’une solution particulivre, en cffectuant sur les éléments de A
une méme substitution orthogonale & coefficients constants; ¢’est-
a-dire que si x), x; sont deux systemes de solutions, on aura

afz=ol xl - o} 2t .. al .

Nous donnerons le nom d'opération dyfférenticlle d’ordre n — 2 i la
résolution complete des systemes (8) et (9) ou, ce qui revient au
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méme, & la détermination des éléments de A connaissant les rotations.
Si ’on connait une solution particuliere des systemes (8) et (9) ou,
ce qui est la méme chose, les ¢léments d’une colonne de A, on pourra
ramener le probleme & un autre analogue dans 'espace & n —1 di-
mensions; ainsi de suite; de sorte que le probleme s’acheve par qua-
dratures quand I'on en connait » — 2 solutions distinctes.

I1. Nous allons prendre une forme spéciale du déterminant (1).
Considérons un déterminant & (n + 2) lignes; I’élément de la ligne de
rang £ et de la colonne de rang ¢ sera désigné par o}, si £3n; les élé-

ments de la (n + 1)i*0e Jione seront désignés par &', 52, ..., &Env2.
S g
enfin ceux de la derniére par 4', 72, ..., v*"*. Nous mettons ainsi en

¢vidence les deux dernieres lignes qui jouent un role spécial. Nous
supposons bien entendu toujours que les ¢léments de ce déterminant
sont les coefficients d’une substitution orthogonale. Soit

N .2 n TS A2
Y < ST €
a + 2
R N R ST
(10) A —
W1 2 N NIETY NI
xX, o, P T, Wy, o,
- - » - 2
C;l ;‘1 ;II :_n+l ::M-
o -9
.nl .”.' nn -n»lll—l o2

ce déterminant. Nous supposerons en outre que I'on ait

£
drl,
T =
. (h=1,9,...,n0);({=1,2,...,n);
RS .
--———) - = /l/‘v 'fll
o

ce qui revient i dire que toutes les rotations py sout nulles, saufl
Piner qui est égal & az; de méme, toutes les rotations ¢, sont nulles,

g H / b . P ()ﬂi . H ;
sauf geq.. qui est égal & by Il résulte de I que 57 ne contient au-
‘ 2

cune des quantités @, x, ..., ; il en est de méme de T On pourra

done poser aussi '
()’{],' . ™ ()';:,'

—— ]

B ney e

e NI
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Il ne reste plus que les

C. GUICHARD.

les formules suivantes

!

— :(IA.E’,

(ll)’i)ﬁi

— ol
= by,

dZi \ ; ;
—E e apxh — mal,
du

i
JZ

T M,
oy

2n + 2 rotations a;, b;, m et n. On a alors

o’ L
= Nz,

i

dn; . ;
L brah—nil.
Jo 0 L', .
"

Pour que ce systeme (1 1) puisse exister, il faut que toutes les rela-
tions qui existent dans le cas général puissent ici étre satisfaites; or
on trouve, en différentiant,

}

Pl dag ., by,

=l P A~ ol =i
el S E g e L - D E
diudv Do = du =7

DE Dy A R ) dn .

i E — —m by ) 2y — E aphpnt— ——n" 4+ mnzt = -—n'4=mnz,
duds ) , Ju

/..

NErAd am . , ~ /dby N\ on . AN Vi )
e T e Bl ) — — nay )l e e X b S e
dudy ! e B0 007

On arrive done aux 22 -1 relations suivantes

day,

kb
= s
(19) Je ‘ am l n . y
12 e e - : =X
" by, 71y A
—— Ry,
du

Inversement, si les relations (12) sont satisfaites, les ¢léments de A
sont déterminés, & une substitution orthogonale & coefficients con-
stants pres, effectuée sur les éléments des lignes. Un déterminant
jouissant des propriétés qui viennent d’étre indiquées est appelé dé-
terminant orthogonal dans Uespace @ n + 2 dimensions.

D'un tel déterminant on peut en déduire une infinité d’autres. Con-
sidérons en effet la matrice

ol Py i plt 1 Ji
.ll @y .Il Y T
el g0 2 M RN NIES)
.I,! .12 .Iz ,l;, ”::
il 2 e WES b2
S P S ry

Effectuons sur les éléments des colonnes une méme substitution
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orthogonale & coefficients constants; ¢’est-a-dire posons
= alat el . 4 2l (A==, 9y 3 E==1, 2,00, 0y =1, 1 2.

ot les o sont les coefficients d’une substitution orthogonale & coeffi-
cients constants; le déterminant obtenu en remplacant, dans A, «)
par «f jouit des mémes propriétés que A; les quantités m et n sont
restées les mémes, mais @, O; sont remplacés par a;, b, donnés par
les formules

. ( @h=zja,+ajas+... 4 a}a,,

(=) | bp==ahby+clby ...~} b,.

Tous les déterminants orthogonaux ainsi obtenus seront dits équiva-
lents. Si deux déterminants sont équivalents, les quantités m, »,

Sz, S0 Sauby,

sont les mémes. Ces quantités sont les neariants du déterminant
orthogonal.

Nous allons montrer que ces déterminants équivalents sont définis
quand on en connait les deux dernieres lignes.

Supposons que 'on connaisse les fonetions %', &2, ..., &2, 7',
7%, .o, "t satisfaisant aux rvelations

] n-2 )
(14) E(«;':[)z:', Z('fl")z;'] 7 Z(Ei)(‘r,f):()
1 1 1 )
el
- nEd . dnt -
(1) D =N ', T mz'

adjoignons aux 2(n + 2) fonctions &, 7, un systeme quelconque
de n(n+ 2) fonctions X5 de w et ¢ telles que le déterminant

1 2 U CRl 2
X1OXE oXr XX
D ST CE G e
" g | T e e e
o) NpOXE oo N Xgeoxge )
"r,:l 5.’ . Eu E/z+l :'-j” +2

. ! n* . gt iRl e
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soit le déterminant d'une substitution orthogonale. Partageons les
rotations de ce déterminant en trois groupes : 1° les rotations Py, Qy
oXL 0X/

qui sont les coefficients de X} dans G e 2 les rotations m et n
. , . . Jn' .
qui sont données par les formules (15); 3° puisque —- ne contient

pas X4, Xy, ..., X}, il en résulte que —-0—{5 ne doit pas contenir v, il peut
contenir £ nous désignerons le coefficient de £ par Ay de méme,
X,
()" . . . -~

les quantités Ay, B, forment le troisieme groupe de rotations. On aura

par conséquent les formules

ne contient pas £, mais il contient 7‘, soit B, le coefficient de n;

). S A i
C e P X A AL
Ju It £:1 kG
oX, . .
= BQ XGB!
, v MIRNE N A
(17) i ol Ot
e SALNL — 5o gt
du kM " oo
dnt Y Jdnt i
— Tzt S e BB X nE
| du e dv ke N
Si Uon différentie la premiere des équations (17) on voit que le
oo - t X4 . . :
coefficient de X;, dans ==, ne dépend pas des quantités Ay, By, m,

n; méme résultat en différentiant la scconde. Il ¢n résulte que les
fonctions Py, Qi sont des rotations dans 'espace & n dimensions.
Ce point étant acquis, posons

(7 bis) ah=ytXie yEXE i Y5 XE (kzzr,0,00,0); ((=21,2,...,n42),

olt les fonctions y; sont les coefficients d’une substitution orthogonale.
Cherchons & déterminer ces fonctions de telle sorte que le détermi-
nant obtenu en remplacant dans A, X! par @/ soit orthogonal. Il faut

()"’Y" l/» 0.%‘ ’7.

et il sulfit pour cela, que les dérivées ne contiennent plus les

) o . di’ dv
fonctions X{, X,,..., X}, ce qui exige que 1'on ait
()yf kp kp kp
o i P8 Port oo+ i Py 0,
(18) <ok
dvi

v -*-'y/{(;)“~'r—"')’1{(,)*z/‘l“. R A I E=T )



Les formules (18) montrent que les rotations dans le systeme »} sont
précisément les quantités Py, D’apres la remarque faite plus haut, ces
équations (18) sont compatibles et par suite il sera possible par la
substitution (17) de ramener A" & un déterminant orthogonal. Les
fonctions inconnues y; données par les équations (18) sont définies
aune substitution orthogonale pres i coefficients constants. Il en résulte
que tous les déterminants orthogonaux déduits de A’ sont équivalents.

La détermination de ces déterminants orthogonaux exige par con-
séquent une opération différentielle d’ordre n — 2.

Considérons le point A; qui a pour coordonnées ), x}, ..., ;.
Ce point est situé sur ’hypersphere

()2 (22)2 . . (2 H2) =1,

Les coordonnées de ce point satisfont a 'équation aux dérivées par-
tielles

(19) 0 v dap 99 1 0bi 99
9 dudv " ap v du b 0w 0%

le point A, décrit donce un réseau; les tangentes & ce réseau ont pour
cosinus dirccteurs les quantités (Z) et (n); ces tangentes sont rectan-
gulaires. Nous appellerons ce réscau un rédsean 0S.

Considérons d’une maniere générale le point A dont les coordonnées

sont . .
Xz o &)+ ozl +. ..+ o), ({=1,2,...,0 + 2),

ol les o sont des constantes dont la somme des carrés égale I'unité.
e point A décrit un réscau OS paralléle aux réseaux Az; on voit qu’il
n’existe pas d’autres réseaux OS paralleles & ceux-la.
Si I'on suppose que
oF+or4.. .+ or=0,

le point A décrit un réseau parallele aux précédents et situé sur
I'hypercone
(X1 (X2)2 ... (X +2)2=0.

La connaissance d’un réseau OS détermine les quantités & et 7 et
une autre ligne d’un déterminant équivalent 2 A; un tel réseau permet
d’obtenir un déterminant orthogonal par une opération d’ordre n — 3.
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12. Considérons les éléments d’une colonne quelconque de A;

soient
Ly Loy eeey, Tp, E: 1,

les éléments de cette colonne ol nous supprimons l'indice supérieur.
On a

dxk — -
o kg,
dxk - 5
o0 = bin-
On voit facilement que
0’z . dé an
dudv ~ “ge T Vg

On en déduit que z,, @, ..., x, sont solutions de I’équation

1 0E 99 1 dn d0
(20) Jadv —E goda " noudv

si on sait d’avance que z,, «,, ..., , sont solution d’une équation

de Laplace écrite sous la forme

(91) ,_,{)f.q_ —_ l f),{{ Q_O_ - .{ .f)_{_ ,d?_.
i dudv ~ h dv Jdu { du Jdv

On devra avoir, en comparant (20) et (21),

(22) E:—: hU, lt.; A'A

U étant fonction de u seul, V de ¢ seul. Et par suite on aura
(23) A2l al=1— R U — V2,

Réciproquement, si @,, @, ..., x, satisfont & I’équation (21) et si la
“relation (23) est satisfaite, x,, @, . . ., @, seront les n premiers termes
d’une colonne de A. On déterminera & et » par les formules (22), de
sorte qu’'on aura bien la relation

(24) Z 4 A ) B
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Ensuite, on déterminera les rotations par les formules

A= 1 0xy — an
/= T T3 =T 5
(25) £ Jdu ¢ du
[ 0xy t 0f

bﬂ.:-_“’ n -— — ——

, n dv n oy

Il faut vérifier que les relations (12) sont satisfaites. Or les rela-
tions

—d()—c‘z’—ls“_“.hlb/.,
(26)
' g-i—}i = na
du —

reviennent a écrire que x; est solution de (21).
Ensuite, on déduit de (24) et (25)
ok dn

— =— X azx;— mn, = mé,

du Ju
dE on s, ,
a5 T, e T bra,— nk.
En égalant les deux valeurs de 5—- () et en tenant compte des équa-

tions (26) qui sont déja satlsfaltes, on trouve

am  on
—_— = = 2apb.—o.
Jav du T &G0
Donc :
Pour que n quantités x,, z,, ..., x, sotent les n premiers termes

d’une colonne d’un déterminant orthogonal, il faut et il suffit que ces
Jonctions soient solutions d’une équation de la forme (21) et que la rela-
tion (23) sout satisfaite.

13. Un réseau est dit orthogonal si les tangentes aux courbes du
réseau sont perpendiculaires. Si, dans I'espace & (2 + 2) dimen-
sions, X', X2, ..., X”*2 gont les coordonnées du réseau, on aura les
conditions

n

oX? 9Xé
(27) E Ju dv T
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Il y a lieu, toutefois, de faire une distinction. Introduisons les
quantités

n--2 n-4-2

0X,\? LN [OXA?
(28) E:E(—()—J>, (,_2‘(()(,)-
1

1

Si aucune des quantités E, G n’est nulle, on a un réseau auquel
nous donnons le nom de réseare O; si I'une des quantités E ou G est
nulle, on a un réseau spécial que nous étudions i la fin de ce Cha-
pitre; enfin, si E et G sont tous deux nuls, on a un réseau que nous
étudionsau Chapitre suivant sous le nom de réseau nul.

Il est clair que les réseaux paralleles aux réseaux OS du n° 11
sont des réseaux O. Déterminons d’abord ces réseaux; st X', X3, ...,
X"** gont les coordonnées du réscau, on devra avoir

‘ ()}X"' =z,
(9()) ) [4 l(,.
: | 0X¢

[ =17

Eerivons que ces deux équations sont compatibles; on aura, en te-
nant compte des formules (11),
9*Xi 0k

. " R i
(50) m} o= '(7‘—’@ = fennt = ;)7[- 1" ~t= [/Nc__ .

On devra done avoir
Joh

yrian Im,
(.‘;l) .
e
: - == in.
L du

La résolution du systeme (31) permet de déterminer, 4 laide de
quadratures, tous les réseaux paralleles & un réscau donné OS.

Si les équations (31) sont satisfaites, on peut éerire la valeur de
J*X¢
du dy

sous 'une ou 'autre des deux formes

o2Xi ok, dl on;

— £l ———nfz_-/ti)-i- L

(32) dude —00° " Ju I 7
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Ce qui montre que X satisfait aux deux équations

(33) X _ 19k JX 100X
dude — h 0y du L Qu dv
i) 20 10800 1 onl 09
dude £ Jde du 0t du de

L’équation (33) est celle & laquelle satisfont les coordonnées du
réseau. Elle admet la solution 2, telle que

=2

(35) 27..:2(};1‘)2.

1

Ce résultat est d’ailleurs équivalent & la condition (27).

L’¢quation (34) admet comme solutions les » quantités  (n° 12) 5=/

On peut donc dire : les coordonnées de méme rang de tous les réseaux
paralleles & un réseau OS satisfont & une méme équation de Laplace.
Au licu de résoudre le systeme (31), on peut opérer ainsi; posons

k=

o L ~ ; Y .

(36) X’:}_‘p,..w}ﬁ- GE 4+ raf,
k=1

Pis Pus «+ vy Pus @, T étant n —+ 2 fonctions inconnues que nous déter-
oXi 9X¢
0w’ v
I’équation (36) en tenant compte des équations (11). On aura

minerons de fagon que aient la forme (29). Différentions

=/

A.
()X_i R\ i ()/757 ; ()—(/ i » _[)i _
du “211/<()7 —arg )+ Z“/»‘/’/v"" Ju Hmr) 40t o —gm ),
k

k=1 b

OXE g i (9P i (97 _ AN or
W“Z'xh<—07_bk'>+€<5;““’ -+t Zb"“[)l‘—*_'”/_*—m .
! %

N

On devra donc avoir les conditions

()/7/..' . ()f/ . .
5 '-()zz-—ﬂ/,f/, a—;’ —=nr,
(‘ 7) g/.)_/_» by gi —

dV — Ty ()ll - l'
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On aura ensuite

)
h= Ea,:p,‘,—t— g% -+ mr,
1

(38) h

ar
l :Zbka+3; -+ nq.
1

Si les deux dernieres équations (37) sont satisfaites, les équations
qui donnent les 2 quantités p, sont compatibles. On trouve, en effet,

‘s ] 0% pr ,
en différentiant, que les deux valeurs 0-——u/d’—v sont égales. On a
9*pi :
dade = apnr—-bpymq,

ce qui peut s’écrire sous I'une ou I'autre des formes suivantes :

Ppr Oy or __ day by
duds — Mgy TG =050 Gy

ce qui montre que p; satisfait aux deux équations

(39) Ope 1 0 Opx 1 dbi Ops
29 dudv " ap dv du b du dv
(40) Ppr 109 dpx 1 Or Ops,
. Judv — g dv Jdu rdu Jv

L’équation (39) admet comme solutions a,, ..., 2;**; c’est I'équa-
tion du réseau OS décrit par A;. Sil’on connait une solution p, de
cette équation, les valeurs
g 00e L O

a, ou br Ov
satisfont aux deux dernieres équations (37) et, par conséquent, le
probleme s’achevera & I'aide de quadratures. On voit que, & des qua-
dratures pres, U'intégration des équations de Laplace qui correspon-
dent aux divers réseaux A, est un probleme identique. L’intégration
de I'équation (33) se ramene de méme a celle de 'équation (39),
a chaque solution p de (39) correspond une solution X de (33) par
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les formules

1oX 1 dp
hou a, ou’
10Xt dp,
{ 0v ™ by Oy

L’équation (40) admet comme solutions p,, p,, ..., p,. Nous allons
montrer qu’elle admet aussi comme solution 4. Il résulte, en effet,
des formules (35) et (36) que 'on a

k
21:21)}'}—%- g+ re.
1

En différentiant et en tenant compte des équations (37) et (38), on

aura .
( (-)l = Ir;
dv
d’ou
»(Zlf; = hrn + glm = (/gg = r 9l ()——I! - [()r

— —_— e - (=
Jdu Jdy Ju

ce qui monlre que A satisfait aux équations (33) et (40).

Nous allons montrer que, réciproquement, la méthode de formation
précédente donne tous les réseaux O. Prenons, en effet, un tel ré-
seau; soient X', X?, ..., X"*2 les coordonnées d’un point du réseau;;
soient &', &%, ..., £*** les parametres directeurs de la tangente i la
courbe de parametre ¢; soient, de méme, ', w2, ..., 7"** les para-
metres directeurs de I'autre tangente du réseau. Comme les courbes
du réscau ne sont pas de longueur nulle, on peut supposer que

n-2 n--2

(42) E(Ei);’:” 2(‘ni)2:l-

Le réseau étant O, on aura aussi

n-4-%

(43) M (E)(n) =o.
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On aura ensuite

[ASE. ki
du %7
oX! ;
o0 T Lot
et, par suite,
*X?i 0k 5 ol dl 00t
(44) dude  dv° '*']’57_“07 n +l()u

Le point décrivant un réseau, on doit avoir des relations de

forme
FX! L IXE X

gA” ON D il
dude —  du +Q Qv =Phii+ Qn'l
On a donc les équations
(d){f + /) 3; =Phi+ Qlv’,
(4%) ol ol
Z -l ) { i
I -4 l()( =Prg+ Qln'.

ri

Multiplions les premieres équations (45) par £, puis faisons
P [ q I |

somme; on trouve
o

=Phr;
de .
de méme, on aura
ol
o=
On en déduit
¢l 1 0l
0?! =7 0u '
(46)
dnt 1 0L,
( de — l dg °

Les équations (42), (45) et (46) prouvent (n° 11) que les quan-
tités £, = sont les deux dernieres lignes d’un déterminant orthogonal,

ce qui établit notre réciproque.
Il résulte de Ia :

Tout résecau O a des paralléles sur Uhypersphére ou sur UlLypercone

isotrope (pour n>5).
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14. Menons, par chaque point M d’un réseau O, une droite L per-
pendiculaire aux deux tangentes du réseau. Ses paramotres direc-
teurs y,, ¥as «., Yuse SONt

(47) Vi ol 4 oyt L 4o, s

différentions et tenons compte des formules (11), on aura
Ay .
- = A 5
9a A Sl 4+ 54
oy .
7)}% =Bn'+t;,
ol I'on a posé

s 2 ; 0oy o 0, - 2 Jz,
T 0w T g e "()(’
b 2" ()-/[ + 2l ().‘Zg -+~ o N ()./,,
=% T2 gp R T

Cherchons si cette droite L peut décrire une congruence; un point
quelconque P de cette droite I a pour coordonnées

Yi= X003
d’ol1, en différentiant, on trouve

Y
%—— =E(h+2A) + 3) Yi+ 23
Pour que P décrive une courbe tangente & L quand u varie, il faut

d’abord choisir A tel que
i+ 1A —=o0;

il faudra ensuite que la direction qui a pour parametres directeurs
les quantités z; soit parallele a L, ¢’est-a-dire

s Oocl__ 1 doty 1 0,4,,
a, 0w oy du T @, du

Les rapports de deux quantités a sont indépendantes de «; on voit de

méme qu’ils doivent étre indépendants de ¢. En divisant par un fac-

teur convenable, on réduit ces quantités & des constantes; c’est ce que
Ann. de U'Fe, Normale. 3° Série. Tome X1V, — DeceMsrE 1897. 65
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nous supposerons dorénavant. Les droites ainsi définies sont les nor-
males du réseau. On voit que les normales d’un réseau dépendent de
n — 1 constantes arbitraires.

La normale sera dite zsolrope si

a‘f—i—oz?_,%—...—%—f/.;‘;:t();

dans le cas contraire, on pourra supposcr

A A S =R

Le point de 'hypersphere dont les coordonnées sont yy, ¥y ooy Vg
décrit un réseau OS du déterminant A (ne 11).

Nous appellerons congrucnce O la coneruence déerite par une nor-
male & un réseau. La représentation sphérique d’une telle congruence
est un réscau OS. Dans ce cas, les quantilés 5, 4, sont nulles; on aura

donc
JY?¢ S A ():/ y
(/ ) 7)![ - (/I + AA)Q - du X
{16} . -
' oY o Oh
( ‘J""‘ == ([~1- )\B ) () ~t~ ;}—‘“’ y',

nest la distance MP; si A est constant, le point P déerit un réscau
parallele i M. On a, sur chaque normale, une série de surfaces paral-
leles équidistantes.

Les foyers de la congruence s’obtiennent en prenant pour A les
valeurs — f—'\ et — é Ces foyers sont des centres de courbure du ré-
seau M; les plans focaux sont rectangulaives @ ce sont des plans prin-
eipaux du réscau M. Nous appellerons encore géodesiques les courbes
des surfaces focales tangentes a L.

Pour qu’une congruence soit O, il faut et il suffit, d’apres ce qui
précede, que ses cosinus directeurs @, @y, ..., 2,, liés par la relation

I? -+ .’1:3 e ,’(;;zl T,
satisfassent & une équation de la forme

00 00 00
e pll
dJudy t Jdu +Q o
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Cette condition est ¢quivalente & la suivante :

Pour qu’une congruence soit O, il faut et il suffit que ['équation de
Laplace, a laquelle satisfont ses paramélres directeurs z,, z,, ..., z,,

admette comme solution \a* 4+ 12 + ... + 2%

Nous donnerons le nom de congruence HO  la congruence décrite
parune droite isotrope; tous les réscaur conjugués & une congruence HO
sont des réseaux O. 11 suffit de le vérifier sur la représentation sphé-
rique; soient @, x,, ..., x, les coordonnées d’un réscau de la repré-
sentation sphérique. On aura

- 2 —
xi4 i+ .+ axl=o,

d’ol V'on déduit
0., Q_}nl dx, dx, _
du de 7T du de T

2 y ’ 77 . » 3
La projection d’une congruence HO sur un hyperplan quelconque est
une congruence Q.

Projetons sur I'hyperplan @, =o, les parametres directeurs de la
projection sont x,, x,, ..., z,_ ,; 'équation a laquelle satisfont ces
parametres admet la solution

Va4 ai o+ xk | = i@,

15. Considérons un réseau O dans I'espace & n dimensions; les
coordonnées * Xy, X,, ..., X, et expression

p =X+ X2, - X2
satisfont & I’équation

A )

5 R gz 7z,
(%0) dudey ~  Qdu N Jv

Faisons unc projection stéréographique, nous obtenons sur 'hyper-
sphére & (n + 1) dimensions le point

5 g — 4% —2.7} R el
(51) Zy= ZI“—_;_‘(;’ le—fl‘*‘P, 'l,zf:r:——[;_i_P:
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d’ott 'on déduit, inversement,

2.2, . 22, T— g

(52)  Xy= I, X= Y, =g lT e,
‘I"i—x, 1 4= 1+ n.

-+ 1 n—+1 -1

Les quantités @, x,, ..., @,,, satisferont & 'équation

v
N
e

([);CP y 02 +Q,

(53) 0w = " g
qui se déduit de I'équation (50) en divisant toutes les solutions
par 4 + p.

On fait ainsi correspondre & chaque réseau O de Pespace d n un
réseau OS de I'espace & n+ 1, et inversement. Les équations (50)
et (53) étant équivalentes, on voit que si 'on connait deux réseaux
paralleles O de 'espace & n, on pourra déterminer, en outre, dans
Pespace A n + 1, un réseau O paralltle au réseau 0S. On a la un mode
de formation suceessive des déterminants A.

Dans le déterminant A, qui correspond & ce réscau OS de Pespace
A n -1, on connait, outre les deux dernieres lignes, une autre ligne
dont les éléments sont x,, 2., ..., Z,.. Pour le déterminer, il faudra
effectuer une opération différentielle d’ordre n — 4. On peut I'éviter
si 'on connait les normales du réseau O de Pespace i . Il suffit de
remarquer qu'une normale isotrope de O se transforme en une nor-
male isotrope au réscau () et la direction qui a pour cosinus direc-
Leurs @, @yy ooy Xyypys

FIN DU TOME XIV DE LA TROISIEME SERIE.



