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S U R LES

S Y S T È M E S O R T H O G O N A U X
ET U;S

S Y S T È M E S C Y C L I Q U E S ,
PAK M. C. GUICHARD,

r> n o v E s s iî u n A L' i; N i v K a s i r É n n c L E H M o x -r - v v. H n A .\ D .

INTRODUCTION.

La première Part ie de ce travail contient l 'exposé des propriétés
générales des systèmes orthogonaux et des systèmes cycliques. La
seconde Part ie sera consacrée aux applications et à l 'é tude des cas
par t icul iers .

Quoique le but f inal de ce Mémoire soit d 'arriver à des propriétés
relatives à l'espace ordinaire, j'ai été obligé d ' i n t r o d u i r e dès le "début
des considérations relatives à l'espace à n d imensions ; la première
Part ie de mon travail roule .presque ent ièrement sur des propriétés
de rhyperespace. J'espère que ceux qui me liront penseront, avec moi,
que le détour n'a pas été i nu t i l e ; qu'il n'y a pas là seulement un jeu
d'esprit, mais que ces considérations expliquent et relient entre elles,
d/une façon logique, certaines propriétés de notre espace.

Les éléments introdui ts dépendent toujours de deux variables. Ce
sont les réseaux et les congruences.

Un point de l'espace à n dimensions décrit un réseau si. ses n coor-
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données sont solut ions de l 'équat ion

^=pf+Q.^
au àv au < à^

Nous réservons le nom de congruences aux systèmes doub lemen t
infinis de droites qui touchent deux séries de courbes, comme cela a
lieu dans l'espace ordinaire.

J'appelle réseau 0 un réseau dont les deux tangentes sont rectan-
gulaires; congruence 0, une congruence formée par des droites nor-
males à un réseau 0.

J'appelle réseau, C, un réseau qui. a le même ds^ q u ' u n réseau de
l'espace à trois d imens ions ; enfin une congruence G est u n e con-
gruence harmonique à un réseau, 0. (La déf in i t ion des réseaux et con-
gruences harmoniques est donnée au n0 6. )

Les réseaux p , C;/?,0 de Pespace à n d imens ions sont respective-
ment les projections de réseaux C; 0 de l'espace à n ^ p — i d i -
mensions.

On définit de même les congruences pC eipO. J 'é tabl is dans cette
première Partie les relations générales qui existent entre ces divers
éléments.

Le premier Chapitre contient les propriétés générales des réseaux
et congruences. Beaucoup des propriétés énoncées sont connues dans
le cas de l'espace ordinaire ; d'autres sont nouvelles. J'ai cru devoir
les présenter, d^abord parce qu ' i l était nécessaire de démontrer
qu'elles sont vraies pour l'espace à n d imens ions ; e n s u i t e pour les
réunir en un corps de doctrines. J'espère avoir simplifié cette théorie
et i n t r o d u i t une terminologie qui facili te les raisonnements géomé-
triques.

Le deuxième Chapitre est consacré aux réseaux et congruences 0.
Le troisième aux réseaux et congruences C. Le lien entre ces deux
théories est l'existence d'un dé te rminant particulier, que j 'appelle
déterminant orthogonal. J'ai interprété ces déterminants successive-
ment à trois points de vue différents. Enfin j ' ind ique leur mode de
formation de proche en proche.

Le dernier Chapitre est consacré aux réseaux et congruences p ( )
ou pC. , ! ! ! , . ! , ! \ , ! ! . , ! ! ^ ! 1
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CHAPITRE I.
RÉSEAUX ET CONG-RUENCES DANS L'ESPACE A n DIMENSIONS.

SOMMAIRE.

1. Définitions relatives à l'espace? à n d imensions .—2, Réseaux. Réseaux parallèles. Réseaux-points,
— 3. Congruences. — 4. Représentation sphérique d'une congrucnce. Congruences parallèles. —
5. Réseaux et congruenccs conjuguées. — 6. Roseaux et congruenccs harmoniques. — 7. Réseaux
dérivés et dérivants. Congruences dérivées et dérivantes. — 8. Projections des réseaux et con-
gruences. — 9. Propriétés spéciales relatives à l'espace à trois dimensions. Congruenccs parallèles
à un réseau.

• I . Un point dans l'espace à n dimensions esi défini par un système
de n nombres .r,, ̂ , . . . , oc,^ qu'on appelle les coordonnées du point .
Le po in t dont toutes les coordonnées sont nulles est le point origine.
La distance d de deux points M. et M/ dont les coordonnées sont
{x,, x^ . . . , .r,/) pour M et (x\, x^ .. ., x^ ) pour M/ est donnée par la
formule

fï

(i) ^= (.̂  - ̂ o2^- " . • + «~- ̂ J^ ̂  {xlt """tr/)2-
i

Si les coordonnées d'un point M cont iennent un paramètre variable
au premier degré, c'est-à-dire si l 'on a

(9,) .-r, =: a,-h Àa, ( ^ '=1 ,2 , . . . , / ? / ) ,

on dira que ce p o i n t décrit une droite; les n quanti tés a, sont les pa-
ramètres directeurs de la droite; quand la droite est donnée , ces
paramètres directeurs sont déterminés à un facteur constant près.

Deux droites sont dites parallèles si leurs paramètres directeurs
sont proportionnels.

Elles seront dites perpendiculaires si la somme des produits des pa-
ramètres directeurs correspondants est nulle.

Il est clair que par deux points passe une droite et une seule; que
par un point on peut mener une parallèle à une droite et une seule, etc.
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Si les coordonnées d 'un po in t cont iennent deux paramètres va-
riables au premier degré^ c'est-à-dire si l'on a

(3) Xi-=.ai^~ }.^-+ y ' C i ( ^ , = = î , 9 , . . . , / ? . ) ,

on dira que ce point décrit un plan,
Un plan contient évidemment une in f in i té de droites; les paramètres

directeurs de ces droites sont de la forme

a, :== bi + p c,,

où p est arbitraire. Toute droite ayant de tels paramètres directeurs
sera dite parallèle au plan.

Une droite (^perpendiculaire à un p lan si elle est perpendicu la i re
à toutes les droites du plan. La droi te (2) et le plan (3) seront per-
pendiculaires si Pon a les deux c o n d i t i o n s

( 4 ) ^albl^oï ^^^'^ °*
i i

II est clair qu'un plan est défini soit par trois points, soit par deux
droites qui se coupent, soit par un point et une droi te .

2. Si les coordonnées Çoc^oc^,.. ^<z^) d'un po in t M sont fonc t ions
â\in seul paramètre u, on dira que ce point décri t une courbe; la
droite passant par M et don t les paramètres directeurs sont <—11 est la
tangente à la courbe en M.

Si les coordonnées Çx^x^, . . , , ,^) d'un po in t M sont fonct ions de
deux paramètres u et v, on dira que le point M décrit une surface. Si
on laisse fixe l 'une des variables u ou ^ on aura une courbe tracée sur
la surface; Fensemble de toutes ces courbes forme ce que j 'appelle
un système de courbes. Par chaque point de la surface passent deux
de ces, courbes; les tangentes à ces courbes sont les tangentes du
système; le plan formé par ces deux droites est le plan tancent à la
surface ou au système. Toute droite, menée par M, perpendiculaire-
ment à ce plan, est dite,normale à la surface.

Je dirai que le système de courbes est un reseau, si les n coordon-
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nées (,r,,^2, . . . , .r,^) sont solut ions d 'une équation de la forme

àïe — — D ^ ' ^ÔQ

và} , ÔU'îh'-1 àu.^2^'

P et Q é tan t des fonctions de u et î\
Deux systèmes correspondants sont dits parallèles si les tangentes

correspondantes sont parallèles. Soient M(.'X'.(, A:^, , . . , a^ ) et
M'^r'i, x^ . . . , .T^) les deux points qui décrivent des systèmes pa-
rallèles. On devra avoir

àx'i _ , à.ïj.
au à a

:6) , ( /= i , a, , . . , ^ ) .
^ — / ( ) x i

à v à c

En é f f a l a n t les deux valeurs de -—^ on t rouve que oc^ x^, . . . , .r,,r:) au ô^ ï

sont so lu t ions de l ' équa t ion
()h ai

à^Q " " " ' " 7^ àô Ju ()0
(7)

donc

àuà^ "" h — l au h — i ô^7

Les seuls systèmes de courbes qui admettent des parallèles sont les
reseaux.

Nous avons laissé de côté le cas où h et / seraient constants et
égaux, dans ce cas la droite MM' passerait par un point fixe ! et, le
rapport ̂  serait constant . Les deux systèmes, seraient homothé-
tiques.

Réciproquement, , tout réseau est parallèle à une infinité d'autres.
Supposons, en effet, que les coordonnées d'un réseau soient solu-

tions de l 'équation (5). Déterminons deux fondions h et / par les
équations

^ =-,.(/,-<!,
(8) ' 1 1 „,, „

f ^ = Q tA-" '
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. Les équat ions (G), qui sont compa t ib l e s , déf inissent un réseau pa-
rallèlo au réseau donné.

La résolution du système (8) est équivalente à celle de l 'adjointe
de (5).

Si l'on suppose que, dans les équat ions (8), les so lu t ions h et /
tendent vers zéro,, les formules (6) mont ren t que la surface corres-
pondante se rapprochera d\in poin t fixe. En passant à la l imi te , nous
obtiendrons un réseau, que j 'appelle le réseau-point parallèle au
réseau donné. Ce réseau peut être défini , a ins i : Soient MB, MS les tan-
gentes du réseau donné; menons par un poin t fixe 0 (le po in t origine
par exemple) des droites Or, O.ç parallèles à IV1R et à MS. A chaque
système de valeurs de u et v, on fait correspondre un couple de deux
droites Or, O.y. C'est ce couple qu i caractérise le réseau-point.

Ce couple de droites ne peut pas être choisi d 'une façon a r h i t r a i r e -
PrenonssurOret Os des points quelconques P et Q; soit ( ^n^» -.•>$,/.)
les coordonnées de P; (Y],, y^, . . . , y^,) celles de Q. On a u r a

( £...-} î^
\ c< -""" À ou:

(9) < , ^ ^"1 (ï, '^ .. ,, n ) .
^^

En tenant compte de l'équalion (5) on en déduira des relations do
la, forme

(ro )
^^:Â;r+-Br]/,

^ ,, C^,.P^
( ) II.

(^'--C£,-l- l)^.
l () ( { .

Ainsi, quand 9 var ie seul, les tangentes a u x trajectoires de tous les
points de Or se t rouvent dans le p l a n On"; il suff i t d ' a i l l eurs que cette
propriété soit réalisée pour un po in t de Or pour qu'elle le soit pour
tous les autres. Môme résultat pour les points de Os quand avarie seul-

Ces deux conditions sont suffisantes. Supposons les condi t ions (10)
satisfaites. Posons (^-"<-(") ^ ,1 . • ' 1 y -11..1.-1 -^ LY^.\ à^ .. :
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Les conditions (n) seront compatibles si l'on a

( 1 2 )

rM̂
-LC-HA,

àL
au ==:îiB-LD,

ce qui montre qu'il y aura une inf ini té de réseaux parallèles au réseau
point.

La propriété qui vient d'être énoncée pour les réseaux points s'étend
aux réseaux quelconques.

Soient, en effet, (M) un réseau {feg. i); MR et ES les tangentes du

Fig. i.

réseau quand u et avar ient ; prenons, suivant une loi quelconque, un
point P sur MR. Les coordonnées du point P sont, de la forme

X/ = ûCi -h- h àjc/.
Ju

<^==:I,2, . . . , / ? ) .

DifTérentiant et tenant compte de (5), on aura des relations de la
forme

6?X/ _ _ ôa!i , Q à xi
(£=:!, 2, .. . , /Z ) ;àv au àv

ce qui montre que la trajectoire de P, quand y varie seul, est dans le
plan RMS; même conclusion pour la trajectoire d'un point quelconque
Q de MS quand a varie seul.

3. Commedans l'espace à trois dimensions, nous appellerons sur-
face développable dans l'espace à n dimensions le système os2 de points
situé sur les tangentes à une courbe.

Nous réserverons le nom de congruence aux systèmes co2 de droites
qui peuvent se répartir en deux séries de développables.

Ârm, clé VÉc, Normale. 3° Série. Tome XIV. — DÉCEMBRE 1897 6o
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Dans tout ce qui va suivre, sauf indication contraire, les paramètres
u et v qui définiront la position d'une droite de la congruence sont
ceux qui, restent fixes, quand la droite décrit l 'une ou l 'autre dévelop-
pable.-

En fa isant cette hypothèse, il est faci le de trouver les conditions
auxquelles d o i t satisfaire la droite pour décrire une congruence.

On peut représenter la droite par les (n — i) équations

(i3) .Xi=aiX^-\-pi Ci == a, 3, . . . , n ) ,

II faut que l 'on puisse choisir x\ de telle sorte que, si u varie seul,
le point , dont les coordonnées Ç x ^ x ^ y ...,^) sont données par la
formule (:r3), décrive une courbe tangente à la droite.

Ceci. exige q u e l 'on a i t

( i4) -^

àpî ôp^ àp^
au _ au. _ _ ou.
àa^ "" àa^ """ * ' ' àan
au au au

Ceci, nous donne n — 2 conditions entre1 les coordonnées de la,
droite; ces condit ions étant remplies, les formules (i3) e t ( i 4 ) don-
nent les coordonnées dm point ou la droite touche son enveloppe. Ce
point sera aussi appelé/bywde la congruence.

En faisant varier ç, on aurait un deuxième foyer et une deuxième
série de condi t ions

àp^ àp^
à^ à^( i5) —^

()a^ * ' t "' àa^
àv à^

On voit qu'en somme il faut 2/2—4 conditions pour qu'une droite
décrive une congruence; ce nombre se réduirait à ^n— 6 si l'on ne
spécifiait pas les paramètres des droites de la congruence.

Les surfaces décrites par les foyers sont les focales de la con-
gruence ; les plans tangents à ces surfaces en sont les plans focaux ;
aux.développables de la congruence correspondent des réseaux sur les
focales. Inversement les tangentes à une série de courbes d'un réseau
forment une congruence. Je n'insiste pas davantage sur ces propriété^
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qui sont analogues aux propriétés bien connues relativement à l'espace
à trois dimensions.

Interprétons maintenant les conditions (i4) et (ï5). On en déduit
faci lement que les n — i quant i tés /^ , ' - ^ p n satisfont à une même
équation de la forme

(.6) - ^ p f - + Q ^ .
ou àv on ôv

Or ces quantités pa, ..., p^ sont les coordonnées du point d'inter-
section de la droite de la congruence avec Fllyperplan x^ = o. Par un
changement de coordonnées cet hyperplan peut devenir un hyperplan
quelconque. Donc :

La trace de la droite d\me congruence sur un hyperplan yuelconque
décru un réseau.

Il résulte aussi des équat ions (i4) et (i5) que les n — i q u a n t i t é s
a^, ..., a^ satisfont à une autre équat ion aux dérivées partielles de la
forme (16); remarquons ma in tenan t que les paramètres directeurs de
la droite son t : î , 0 a , . . . , a^ ; ces paramètres satisfont donc à une
même équation de Laplace; i l en sera de même si l'on mul t ip l i e ces
paramètres par un même facteur. Donc : .

Les paramètres directeurs X,, X^ . . . , X^ d'une droite d'une con-
gruence satisfont à une équation de la/orme

( \ àîQ n à° ^àe -^n( 17 ) -,—— == p -— + Q — 4- R0.
àuàv au. àç'

Cette propriété peut être transformée facilement. Prenons sur
chaque droite de la congruence, d'une façon absolument arbitraire,
deux points A et ,B dont les coordonnées homogènes sont respective-
ment o?i, ..., x^ x^ etj^ja, ...,j,^. Posons

Xi Xi,

yi y k(18 ) X^=

Les paramètres directeurs de la droite sont

•^•l,/^") l •^â^-n? . . .5 X,^/i4-i,
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et satisfont à iine équation de Laplace E^n. Comme rien ne dist ingue
les diverses coordonnées, on peut dire les n quant i tés

X^/,, k^i ( / c = = i , . .., n. -+-J)

satisfont à une même équation de Laplace E/.
Il est inu t i le , pour le but que nous poursuivons, de rechercher les

relations qui existent entre ces diverses équations.
Il reste à caractériser les systèmes de courbes décrits par les points

d'une droite de la congruence. Soit î ( y ^ y ^ , . . . , y^,) un point de la
droite; les coordonnées du foyer F seront de la forme

(19) ^==:j^4-^X/: ( ^ = ï , â , . . . , / 2 ) .

Pour que ce po-int soi6 foyer il f a u t que

(20) ^^hX,,au
ce qui donne

ou bien

A Y àyi -^1 r)x/ ^ à^ Yh\i = •—— 4- A —— 4- — X/,au ou au

^^_,^^fA-^X..,au au \ ou ]

expression qui est de la forme

^A^+BX,.au au

On peut raisonner de même pour le second foyer.
On voit en somme que le système (P) décrit par un point de la con-

gruence est tel que l'on ai t

( 2 1 )

^A^+BX.au au

Ép^c^+DX,,.
àv àc

Égalons les deux valeurs de —y- et tenons compte de l'équation
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(17), on aura
i A P + ^ ^ C P + I ^

( 2 2 ) { AQ-4- B ==CQ àC
+ -,- 5

6 /̂

rIB àD
An -+- -— == Ltl -1- -,— •

àv au

Réciproquement, si les conditions (17), (si), (22) sont satisfaites,
la droite, dont les paramètres directeurs sont X^, menée par le point P
de coordonnées^-, décrit une congruence.

Dans le cas particulier où It. est nul, on a
(m -^ï>.
Tv ~ au'

(23)

cette remarque nous sera utile plus tard.

4. Soient (G) une congruence; C une droite de cette congruence;
menons par l'origine une droite (7 parallèle à C; nous obtenons ainsi
un système de droite (G') dépendant de deux paramètres. Un tel sys-
tème est appelé la représentation sphérique de la congruence (C).

Ce système (G') n'est pas un système quelconque doublement infini
de droites passant par l'origine.

En effet, soient X.^ Xa, ..., X,^ les cosinus directeurs de G qui satis-
font à l 'équation (17). II existe sur G' un point A ayant pour coordon-
nées X^ ..., X/;. Soit alors 0 une solution quelconque de (17). Posons

2.-^.
^ - Q

Le point p de coordonnées (^,.. .,^) décrira un réseau; ce point est
d'ailleurs situé sur la droite G". Donc :

Sur les droites de la représentation sphérique, il existe une infinité de
points qui décrivent des réseaux.

Inversement :
Le système des droites qui Joignent l'origine aux points d^un réseau est

la représentation sphérique d'une infinité de congruence s,
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Nous pouvons dire aussi pour simplifier que chacun de ces réseaux
est la représentation sphérique de la congruence.

Deux congruences sont dites parallèles, lorsque les développables
se correspondent et que les droites correspondantes sont parallèles.

Deux congruences parallèles ont même représentation sphé'ncfue.

Il est clair que si l 'on connaî t une congruence, on a par cela même
une représentation sphérique. La recherche des congruences parallèles
à une congruence donnée est donc identique à celle des congruences
qui, ont une représentation sphérique donnée.

Donnons-nous alors les quant i tés X ^ , . . . , X^ qui sat isfont à l 'équa-
t ion (17). Déterminons un système quelconque de courbes (P) décri te
par un point P de la congruence cherchée. Il faudra dé terminer quatre
fonct ions A, B, C, D sa t i s fa isant aux trois équations (22); puis les
équations ( a ï ) donneront les coordonnées du, système (P) à l 'aide
de quadratures.

Supposons, en part iculier , que l'on prenne pour système inconnu
(P) ,1e système décrit par le point milieu des foyers, système que nous
appellerons le système central. I I faudra poser (19)

A=r-^, c=L

Les deux premières équat ions (22) donnen t

w ^â-^-Q' jD—^-->-u>.
La troisième équation (22) donne ensui te

(-) -^. -H P ̂  4- Q <? -^ (^ + ̂  - R\ - o.àuôv ou ^ à^ \àu <)^ ) '

La résolution de cette équation permet d'obtenir toutes les congruences
qui ont une représentation sphérique donnée.

5. Un réseau et une congruence sontdits conjugués, si le point qui
décrit le réseau se trouve sur la droite qui décrit la congruence et si
les courbes du réseau correspondent aux développables de la con-
gruence. (Nous excluons de cette définition les réseaux focaux.) .
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Nous savons déjà (n° 3) que les traces crâne congruence sur un
hyperplan décrivent un réseau; ce réseau est évidemment conjugué
à la congruence.

De même les droites qui joignent un point fixe aux points d'un
réseau décrivent une congruence conjuguée au réseau.

La théorie des réseaux etcongruences conjugués repose sur les trois
propositions suivantes :

i ° Chcique congruence est conjuguée à une série de réseaux parallèles
à Vun quelconque des réseaux de la représentation sphérique.

En effet;, soit A ( ^ , . . . , ̂ ) un réseau de la représentation sphérique.
Les n fonct ions ^ , . . . , ̂  sont solutions de l 'équation

yo _ p ^ , o ^ .
3--7-T- — 1 T- -h V 3"~ 'au àv au àv

Prenons sur la congruence un. système quelconque P (y,, 9 . . .,y,^)/, on
aura (21)

àri . àii -p ;„^ ^ A ^ + L ^

^^^
àv àv

(26)

avec la condition (23),

Ce qui permet de poser

(B _àfi^
àv au

B=^, D=^,
au ôv

p étant déternûliné à une constante près. Prenons alors sur la droite de
la congruence un point M ayant pour coordonnées

•^•^7—p^
on aura

à^i . . . à^t,—— = ( A — p ) "—• iou au

1^-^-
Le system.e (M) étant parallèle à (A) est un réseau (n° 1). En fa isant
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varier la constante qui entre dans p, on obtient une série de réseaux
conjugués parallèles à (A). Soient M et W deux de ces réseaux; les
projections de MM' sur les axes sont

KÇi, K^a, . . . , K^M,.

MIT==K.OA,
et par conséquent

MIT==K.OA,
K étant une constante.

2° On obtient ainsi tous les réseaux conjugués à Ici congruence,

Cherchons en effet dans quel cas le système (P) défini par les
équations (21) est un réseau; d'abord, P n'étant pas placé à Fun des
foyers, A et G sont différents de xéro. On pourra d'abord multiplier
toutes les quantités X^ par un même facteur À, de façon à faire dispa-
raître le coefficient B : il suffit pour cela que l'on ait

m=Ad̂u

Ce qui dé te rmine X à un facteur près qui est fonction de ^. On a donc

( ̂ =A^
\ au au

(38) < ( ^ = I , 2 , . . . , / À ) .
i àyi ^()\t , ,.Y-r , •:= {_, 4- i) ,\ .
\ Ô^ (h^

Les conditions (22) deviennent ici,

A p + ^ = C P + l ) ,à^
(29) , A,Q=CQ.

AR==C,R+

11 faudra que Fon puisse trouver P^ et Q^ tel que

(3o) ^ - p ^ 4 - Q ^ .
• ( ) ( i ( ) v OU W

On trouve

^-s^ Q-^'

àC
àt^
(m

au
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Egalons dans les deux membres de (3o) le coefficient de X,/. On aura

A R ^ ^ D
f-^

OU

( 3 l ) CRrrDQ.

L'équat ion (3 i ) peut être. sat isfai te de plusieurs manières diffé-
rentes :

I. En posant
I{=0 , 1)==:0,

Les équat ions (28) deviennent

(^/)
Ê^A^
6^ 6^
^, .̂
"je "~ ^^(- *

Ce qui. montre que le réseau. ( P ) est paral lèle au réseau. ( X . / ) de la
représentat ion, sphérique.

.II. En posant
K = o, Q "= o.

Les équat ions (29) donnen t alors

âC __ al) __
' au-0' 'J«"-0;

C et.!.) et par conséquent ^ est fonction de y seul ; nous retomberons
sur celte propriété dans le cas général.

I.IL Laissons de côté les hypothèses 1 et I I . On d é d u i t de (29)

(3.) R^=Q^.
à// au

Les équat ions (3i.) et (32) donnent

i ÔC __ r ai)
C ~ùn, ̂  Ï) ~âu "

Ann. de î'Éc. Normale, 3° Série. Tome X Î V . — DEdîMiniK 1^91. GT
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Le rapport /r est fonction de ^ seul, on pourra alors multiplier les
quantités X, par une même fonction de v seul, de façon à ramener les
équat ions (28) à la forme (28'); ce qui démontre le théorème*

3° Les droites (fui joignent deux réseaux parallèles décrivent une con-
gruence conjuguée par rapport à ces réseaux. (BÏBEAUCOUR.)

Soient ( M ) (o^ , . . . , ̂ ) et N(j i , . . . , j^) deux réseaux parallèles.
On aura

! àyi _ , à^ii --.— — il ——•
\ OU Ôît

(33) . (^i,2,...,/Q.
É î — / (h^.
( ) ( ) ( ) { )

Un point quelconque de la droite MN a pour coordonnées

Z^ffC^7\Yi—Xi),

d'où
àzi àxf, -, , ^ . à\ . .1 = —'-.(i + U — 1) -+• "Y- ( y /— ̂ ),au oit au '•/

à^i àxf . - , ... Q\, .^^^(^^«.A)+^(j^^).

En prenant À = •—^-7 on a le premier foyer, puis on obtient le second

en prenant \ == ——, ce qui montre que la droite MN décrit une con-
gruence rapportée à ses développables.

Des trois propriétés qui viennent d'être établies découlent les consé-
quences suivantes :

On obtient toutes les congruences conjuguées à un réseau en joignant
les points de ce réseau à ceux d'un réseau parallèle,

La représentation spkérique d'une congruence conjuguée à un réseau
eM un réseau parallèle au réseau donné.

Donc :
Si deux réseaux sont parallèles, toute congruence conjuguée à l'un est

parallèle à une congruence conjuguée à l'autre.
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De même,
Sî, deux congruences sont parallèles, tout réseau conjugué à l'une est

parallèle à un réseau conjugué à l'autre.
Enfin on démontre facilement la propriété suivante, qui, dans le

cas de l'espace à trois dimensions, est due à Ribeaucour :
Pour que le système central soit un réseau, il faut et il suffît que l'équa-

tion à laquelle satisfont les paramètres directeurs soit à invariants é^aux.
Les coordonnées de ce réseau satisfont aussi à une équation à inva-

riants égaux.

Nous donnerons le nom de congruences de Ribeaucour à ces con-
gruences spéciales.

6. Un réseau et une congruence sont dits harmoniques lorsque les
foyers de la congruence sont sur les tangentes du réseau. Le système
a alors la disposit ion indiquée par la fig. 2 ou nous indiquons sur

Fig. 2.

chaque courbe le paramètre qui varie quand on se déplace sur cette
courbe.

Déterminons d'abord toutes tes congruences harmoniques à un ré-
seau. Soient (^, ..., oc,^ les coordonnées d'un point M du réseau qui
satisfont à l 'équation
(34) ^ p ^ + Q ^ .

àuôv à IL àv

Les coordonnées des points R ( X ( , . . . , X^) et S ( Y i , . . . , Y^)sont
de la forme

y , ÔXiX,.==,r,-A^-,

Y,-=^—/^.
ày
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En tenant compte de l 'équation (34) on trouve

^X/ à X i f àh ,,A Ar,—— =z —— — — — À P -+- —— ( ï — // ,()) ,
<À\ au \ àv ) àv ' '

Ecrivons que la courbe décrite est tangente à 1{S. On aura

.-. / àh _ k i p + // _ 7^0 = o
d(^

ou. bien

(35) ^f^^p^Q^-.^o.^(•' \ A 7 fi l /il

On aurait de même pour le poin t S

/ o/^ (J f î \ .., / 1 \ /-. ï î.( 36) -ç- ~ ~ j> - , - — () - -j- — =: o.
au \l / \n/ t li^

La comparaison des équations (35) et (36) donne

à fi\ à fi\
àv\h ^ à u A J 7

ce qui permet de poser
ï I ()0 1 T à^

h 9 au l ~ y à^

L'une ou l'autre des équations (35) et (36) donne

.^^P^^Q^.
auûv au àv

On arrive donc au résultat suivant (DA.RBOUX, Leçons) :
Pour obtenir /es congruences harmoniques au réseau (M) on prend une

solution quelconque 0 de U équation (34); les coordonnées des foyers de
la congruence cherchée sont

( J ) \ . Y /y ^ ^<lr/'(IIK) , . ^ x.=^^^^,
(?^

(S) Y,=^-0^.
(/0 dP

, , , à^
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Si deux réseaux (pouvant appartenir à des espaces quelconques dont
le nombre de dimensions n'est pas forcément le même), correspondent à
la même équation de Laplace (34)5 ces réseaux seront appelés corres-
pondants. Les congmences harmoniques qui correspondent à une
même solut ion 9 seront appelées congruences harmoniques correspon-
dantes.

Les paramètres directeurs (Z,,, ..., Z//,) de la droite RS sont
_àe à^ àQ àxi

w) • ^i~~^ au ~Ju~à^'

II est fac i l e de former l 'équation à laquelle satisfont les paramètres
directeurs Z ^ , Za, . . . , Z/;. En tenant compte de l'équation (34) et de
celles que l'on en déduit par différentiation on trouve

^ = à! ^1^ — f0!0 o ̂  ̂  - o ̂  ̂ '/
ou àv àu^ \à(z2 ^ a u ) 6?p ^ à^ ou

^ =: „ ào î!!̂  -, ( à ï o p ̂  ̂  -^ p ̂  àJil
(){' au à^ ' \ô^ ' dv ) ou ou <)i'

fpzL - ()!xi ( ̂  p {)!r\ ̂ (p xt ( ̂  < ) ̂  \
ôn'û^ ~ "r)'̂ " \û^ 4~' ; (}^y1 "Jï'2' \ï)^:i "̂  " ̂ /J

^^ro^H-^-^+.po)^)
^^ L (^ \^{{' ^{î / àv 1-^•rp^+ff+^+.po)f-"i-^p L ^<r/; v^ ^ t î / ^ ^ J

On toit alors que Z ^ , . . . , Z^ sont solutions de ^équation
<)2Z p ^z L-n àrL -j-R y, i'i —- -|- iji — •4- l\i/^

àuàv au ^ àv

où l'on pose
à^Q
Ih^P, == P .
àe.
àv

€P^

0,-Q^y
OU

"•=^-^-^"Q-•••Q-
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donc :
Les paramètres directeurs de deux congruences harmoniques correspon-

dantes satisfont à la même équation de Laplace.

L'expression de Z, donne immédiatement le théorème suivant :
Si deux réseaux sont parallèles, toute congruence harmonique à l'un

est parallèle à une congruence harmonique à l'autre.

Le théorème subsiste, évidemment comme cas l imite, dans le cas où
l'un des deux réseaux est un réseau point. On peut aussi le vérifier
facilement par un calcul direct.

Si l'on augmente 0 d'une constante, la droite RS se déplace paral-
lèlement à elle-même; on obtient ainsi une série de congruences har-
moniques parallèles.

Si Fon prend la solution 0 == x^ on t rouve

X,=o, Y/=o.

Les points R et S sont les traces des tangentes du réseau sur Phyper-
plan x^ = o; en faisant un changement de coordonnées on en dédu i t :

V intersection du plan tangent (d'un réseau) avec un hyperplan quel-
conque décrit une congruence harmonique cm réseau.

Si deux réseaux sont correspondants, à Tinterseclion de l 'un avec
un hyperplan correspond sur l'autre une congruence harmonique.

Les coordonnées X^- de R peuvent s'écrire sous la forme su ivante

Q àx! „ î
y au tr^ / O2 \À ;• =. ————————— x

Qï \ ^
\ au

Si l'on pose alors
, _ xi , t.

xi -T5 ^w=7j'
on aura

X/=
^

j)j.t
àxJÏ±1

à a
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de même
487

Y,= c^
à^',,

àv

Alors les coordonnées homogènes des points M, R, S sont

(M)

(R)

(S)

(î
au

à.c\
~~à7''

àx1.
au

àx'^
àv

Les fonctions x\, . - . , ^^ satisfont d'ailleurs à une équation de la
forme (34).

Cherchons maintenant les réseaux harmoniques à une congruence
donnée. Soient (g) une congruence, f et // ses foyers; joignons un
point fixe 0 aux foyers; on obtient ainsi un système de droites O/,
O/7. Quand u varie seul, la trajectoire de /es t tangente à ff et par
conséquent située dans le plan Qff. Même conclusion pour la trajec-
toire de f quand v varie seul; donc (n° 2) :

Les droites qui joignent un point fixe aux foyers (Vune congnience
forment un réseau point harmonique à la congruence. .

Soient maintenant (G) une congruence quelconque, F et F' ses
foyers, (x un réseau harmonique {fig- 3).

Fîg. 3.

Soit 0 le réseau point parallèle à p.; il existe une congruence Çg)
harmonique à 0 et parallèle à (G).



488 ! C. GUICHAR.'D.

Soient/et/' ses foyers. La, figure p.FP est seîïi.blable à 0//\ Donc :
Tout réseau harmonique (F une congruence est parallèle au réseau point

qui est harmonique à F une des congruences parallèles à la congruence
donnée.

Il reste à démontrer que la construction précédente, a p p l i q u é e à
l 'une quelconque des congruences Çg) parallèles à (G), donne bien un
réseau ha rmonique à (G).

Soient (^, ̂  . . . , ^) les coordonnées d 'un réseau (A) qui , sert de
représentation sphér ique à (g-} et à (G-). Ces quan t i t é s s a t i s f o n t à
l 'équation

(38) ^=p^ ,o^ .
UU (]^ OU ()V

Prenons sur g et G des points m(x^ . . . , .r,,), M ( X , , , . . , X,,)
qui décrivent des réseaux paral lèles a (A). On aura

f ^'i _ A à'v. dX, al,i — ̂  //,. .^, »., ^ ii _.^
^ , i < ) { ( . ou oit à i l(3()) {

^/ _ . à a dXt _ y àÏ^
û^ ' à^ (}^ ~'"" ' " J Ji' •î

avec les condi t ions

(4o)
^=-^"-'1. ^——P(N-I-),

^= Q(^/), ^= Q(II-L).

Les coordonnées des foyers/,/', F, F' sont
f/) y,--2'/-/<.£-„
(,/") ,-,-_-,^,-/,,,
( f ) • Y,==x/--n£-,,
( V ' ) Z,=X/--U,.

En d i f fé ren t ian t et en tenant compte dos condi t ions (Yio), on îi

^-"-'•'(t-^. ^-<'-">(t-^),
^(/._^-QS,), .̂-(,,-,,̂ -(,,).
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ou bien, en posant
^^tin^/ — h—l

on aura
[à^^à^
\ àv t 6^ '
j à7^ ̂  i ̂ fj ,
[ <^/ ( /̂

Prenons alors le point pi, dont les coordonnées ("Ci» ^2» • • * » ^) sont

Ç,=:Y,-Àr,=Z—^/,
on aura

l à^ ^w \^=-^
^-^. ̂

[ au ^ "/ du'

Ces équa t ions montrent que le p o i n t p- décrit un réseau harmo-
n i q u e à (G). On voit que la, recherche des réseaux harmoniques à une
cong'ruence est iden t ique à celle des con^ruences parallèles à la con-
^Tuence donnée. I l résulte de tout ce qui. précède la proposition sui-
van te :

Si deux congruences sont parallèles, tout réseau harmonique à l'une
est parallèle à un réseau harmonique à l'autre.

7. Soit (M) un réseau, pi un point du plan tangent au réseau; si le
po in t p. décrit un réseau (p-)? nous d i rons que le réseau (a) est dé-
riçé du réseau (&I), et aussi, que le réseau (M) est le réseau dérivant
de (jj.). Les réseaux dérivants peuvent être définis comme l'enveloppe
de plans passant; par les po in t s du réseau dér ivé , ces plans é tant
choisis de telle sorte q u ^ i l s enveloppent un réseau. On volt , d'après
ce la /que , dans l'espace à trois dimensions, -les deux problèmes de la
recherche des réseaux dérivés et dér ivants sont polaires réciproques
l 'un de l'autre.

Si deux congruences (G) et (G^) sont harmoniques à un même ré-
seau fM), le point de rencontre ((x) de G et G^ décrit un réseau dérivé
deMÇfig.^).

Ann. clé l'Kc, Normale. 3° Série. Tome XIV. — DECEMIÎHÊ ,1897. 02
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Nous donnerons de ce théorème deux démonst ra t ions , l ' u n e géo-

métr ique , l 'autre ana ly t ique .
[° Soient R, S les foyers de (G), ( R ( , Si) ceux de (G/); il existe

u n e congruence Rp S', ha rmonique à M et parallèle à ( G i ) ; soit [j/ le

po in t de rencontre de R, S et IV,, S, ; q u a n d u varie seul , le po in t p
décrit u n e courbe dont la t angen te est l ' in te rsec t ion des p lans focaux
de R, S et R i , S,; do même, la tangente à la trajectoire de (.A/ est l ' i n -
tersection des plans focaux de R, S et R.p S7, ; ces tangentes sont donc
para l lè les ; même conclus ion q u a n d ç varie seul. Les systèmes de
courbes (p.) et (p/) étant paral lè les sont des réseaux ; ce q u i démontre
le théorème.

2° Soient C e t 0,i les so lu t ions correspondantes a u x congruences R ,S
et R^ Si . Les coordonnées d 'un poin t que lconque u du plan tangent
à M. sont de la forme
,,, , ! — , ô j ' , Ô.K:,
(4o) X.=.^+A-^..4^^.

• Pour que ce po in t se trouve sur les droi tes R, S et R , ( , S i , jl f a u t
que l 'on ai t

/ ., . à h c)0/. -., »./ y - 17 './
0 == 0 4" / --r- 4- ̂  -r '

( ) l Z </P
(44) . . ()0i 00^

o :=6 / i 4 -A——4-^ - . - 1 -a^ 1 ôv

Les expressions (4.3) sont des expressions que M. Darboux appelle
des expressions (m, /z). ( Leçons sur les systèmes orthogonaux, elc.y t. 1.)

'Ces expressions s 'annulent pour deux solut ions par t icu l iè res 0 et 0^
de l 'équation (34); donc, les quantités^, satisfont aussi à une équa"
l ion /de l à mêmeforme. 1 ' ' 1 1 , , ! 1 1 , 1 1 , , . , 1 !
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Cette démonstrat ion met imméd ia t emen t en évidence le résultat
s u i v a n t :

Le théorème précédent permet d'obtenir tous les réseaux dérivés
de (M).

Si l 'on prend la congruence harmonique correspondant à la solu-
t ion 8 -h- K O , , où K est une constante quelconque, on voit que cette
conûïuence passe par a. En faisant varier la constante K, on obt ient0 . - t o'̂ 11*1^11^ -iune série concourante de harmoniques .

Il est évident qiïe :

Tout réseau conjugué d'une congruence harmonique à (M) est dérive
de (•M).

Inver sement , de ce qui précède résulte :
Tout réseau dérivé de (M) est conjugué à une série concourante de

congrue nées harmoniques à (M).

Passons à la recherche des réseaux dérivants un réseau donné. On
peut déjà énoncer le résultat suivant :

Tout réseau (M:) dérivant ([x) est harmonique à deux congruences
conjuguées a (?•)•

• Inversement :
Si (G) et (G,) sont deux congruences conjuguées par rapport au ré-

seau (;J-), le plan G, G, enveloppe un réseau (M), qui est évidemment
réseau dérivant ([J-).

P^- 5.

En effet, soit g un réseau de la représentat ion sphérique de (G)
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parallèle à (p.); menons par ^ une droite g g ^ parallèle à G^ ; cette
droite décrit une congruence (n° 5); soient /et/' ses foyers; le plan
G, Ci é tant parallèle au plan O//enveloppe un réseau harmonique
à (G,) (n° 6); ce réseau est de même harmonique à (G), ce qui dé-
montre le théorème.

Une congruence (G) sera dite dériçée d ^ u n e congruence (H) , si (G)
est conjuguée à l ' un quelconque des réseaux ha rmon iques à ( H ) .
Nous dirons aussi que (G) est une congruence dérivant (H).

THÉORÈME. — Les droites qui joignent deux réseaux (M) et (N), har-
moniques à une congruence (H), forment une congruence (G) dérivée
^(H)(A?.6).

Fîg. 6.

Ce théorème peut être démontré géométr iquement et analyl iq i îe-
m e n t :

i° Quand u varie seul , les plans tangents aux surlaces réglées dé-
crites par G en M et N sont le plan G'R, donc G décrit une dévelop-
pable; même conclusion quand v varie seul; donc G engendre une
congruence conjuguée aux réseaux (M) et (N).

2° On peut choisir les coordonnées homogènes (x^ . . . , ̂ 4.^) de M
de façon que celles de R et S soient (n° 6)

,,., A^i àxn ^+1
( H ) •"-..—— 5 " ' • 1 —.—— ? ——.——— ?' ou au au

Ô^i OXn. Ô^n^\
( 0 ) '—^— ? " * " î ——— 5 —»———— »

ov (h9 àv

De même, on peut choisir les coordonnées homogènes de

N(yi , .. .,y/,,7^i)
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de telle sorte que celles de R et S soient

(K) ^yi àfn àyn-^i——— 5 . . . , ———— , ————— ,

OU OU OU

s^\ à}'^ àfn ôy^) , ..., ——, »-4-1

à^ ' 7 à^ ' <}p
On aura donc

, ^j __ , àj^
/ , - , 1 au ~" l à ii
OP) < (l ==:!, 2, . . ., H, n ~r î ) .^yi — / ̂

[ ô^ ~ ' ôv

Un poin t quelconque de la droite MN a pour coordonnées homo-
S'ènes

,s,==r/-+- )..r/,
d'où

î' ôt.i à^ „-, , „ àx{(,/,,,). !^-r'•^+(7•+/')^-î

(^=,,^+(^/)^.
l ^t5 c}r ^t»

Oïl ob t ien t les deux foyers de la congrucnce en faisant successive-
m e n t À == — h, À == — /.

Si maintenant on suppose A constant , le point (j^-) décrit un réseau
liarnionique à (H). Il existe donc, sur la congruencè dérivée (Gr),
une série de réseaux conjugués à (G) et harmoniques à H.

On démontre facilement que le théorème précédent permet d'ob-
ten i r toutes les congruences dérivées de (H).

ÏliiiORÈME. — Si (M) et (N) sont deux réseaux conjugués à la con-
gruence (G), Ici droite cl' intersection de ces deux réseaux décrit une con-
gruence H dérivant (G).

Soient B et S {fîg. 6) les points d'intersection des tangentes des ré-
seaux (M) et (N). Quand v varie seul, la tangente à la trajectoire de R
est dans les plans tangents aux réseaux (M) et (N) (n° 2); c'est donc
la droite RS; même résultat pour S quand, u varie seul. H décrit donc
une congruence qui , évidemment, est une congruence dérivant (G).

On montre facilement que ce théorème permet d'obtenir toutes les
congruences dérivant une congruence donnée.
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Enfin, il résulte de ce qui précède les conséquences suivantes :
Si deux réseaux sont parallèles, chaque réseau dérivé de l'un est paral-

lèle à un réseau déîivé clé l'autre.
Même résultat pour les réseaux dérivants.
Si deux congruences sont parallèles, chaque congruence dérivée de

l'une est parallèle à une congruence dérivée de l'autre.
Même résultat pour les congruences dérivant.

8. Nous au rons souvent à projeter des figures sur un hype rp lan ,
ce qui permet de p<^sser d'un espace à n d imens ions à un espace à n — i ;
on peut aussi faire l ' inverse. On peut toujours supposer que l ' i ivper-
plan sur lequel on projette ai t pour é q u a t i o n ^==0; si alors ^,
.r^, . . . , x^ sont les coordonnées d 'un po in t M. de l'espace a n, le
po in t m, q u i , dans l'espace à n — i, a pou r coordonnées x ^ , ^» . . . ,
.T^I est appelé la projection de M.

11 est clair que la projection d 'un réseau est un réseau. I n v e r s e m e n t ,
si un réseau est donné dans l'espace à n — i , on aura le réseau proje-
tant en prenant pour x^ une solution quelconque de l 'équat ion à
laquel le satisfont x^ . . . , .y^i.

Les équat ions de cond i t ion (i:4) et ( l Ô ) (n° 3) m o n t r e n t imméd ia -
tement que la projection d 'une congruence est une congruence.
Les projections des foyers sont les foyers de la project ion.

Supposons q u ' i n v e r s e m e n t on veui l le t rouver la con^menco pro-
je tan te d 'une congruence donnée . Dans les fo rmu le s ( r 3 ) ('n° 2), on
connaît a,, . . . , a,^,, /^, . . . , /)^^ ; il reste à dé te rminer a^ et p,^ On
prendra pour a^ l 'une que lconque des solut ions de l 'équat ion à l aque l l e
sat isfont a^ , . . „ . , a^^ ; puis, les égalités

ùpn àpn-"\
au au
àa^ "~~ àa^\
au au

àp^ ^-i
à^ à^

àan '""" ^5/L-Jl
àv àv

donneront p^ par une quadrature.
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Si un réseau et une congruence sont conjugués, il en est. de même
de leurs project ions.

Inversement, soient ( g ) une congruence conjuguée au réseau (w)
C/ '̂* ?) ' ^ l'une quelconque des proje tantes de ( g ) ' , le p o i n t M de G

q u i se projette en m décrit un réseau. En ef fe t , i l exis te su r g un
p o i n t mf qui décri t un réseau para l lè le à M, soit M' le po in t pro je tan t
m\ Quand, a v a r i e seul, par exemple, les trajectoires de M. et M/ sont
dans l ' un des plans focaux, leurs projections sont para l lè les , donc ces
tangentes sont parallèles. Les systèmes (M) et (M/) é t an t para l lè les
sont des réseaux.

De même, si (M) est l 'un q u e l c o n q u e des réseaux projetant ( / n _}, i l
exis te des congruences (G) conjuguées à. (M) et se p ro je tan t s u i v a n t ( g ) .
Tout revient à déterminer le réseau (M') para l lè le à M. Soient alors
.v^, . r^, . . • , ^,/, les coordonnées de M ; y ^ ,yy., . . . ,r/, celles de M'. I l f au t
dé terminer j^. On a déjà

ô•rl ^r- h^
au. ou

àyji „ / à'x^
'^; ̂  "^

/, rz= r ,2 , . . . , / /

On déterminera Vri P^' ^s équations

Ces équations sont compatibles parce que x,^ s a t i s fa i t à la même équa-
tion de Laplace que x,, .. ., ̂ ^,; elles dé t e rminen ty^à u n e constante
près. II y a une inf in i té de congruences satisfaisantes (G-).
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Les formules qui donnen t les coordonnées X,,Y, des foyers R, S d 'une
eongruence harmonique à un réseau montrent immédia tement les
résultats suivants :

Si un réseau et une eongruence sont ha rmoniques , il en est de même
de leurs projections.

Si le réseau (w) et la eongruence Ç g ) sont conjugués et si (M) est
l 'un quelconque des projetants de w, la droite G- du p lan du réseau
qui se projette suivant g décrit une eongruence harmonique à (M).

Si l'on se donna i t ( g ) et (G), il ex is te ra i t une i n f i n i t é de réseaux (M)
harmoniques a (G) et se proje tant en m. Il suffit de dé t e rmine r la
coordonnée ̂  de M; soient X^ et Y^ les coordonnées correspondantes
des foyers de G1. On aura

0 ^—xxn"~ W "<h7 -'A^
(îu

^ àln. ,„, y
•^15I'7p" --• ï /"^

Ces équations sont compatibles, si G se projette suivant g. La
solut ion générale est de la fo rme

^^^(^/0, ,-4-K^

K étant une cons tan te a rb i t r a i r e , ce qui donne une i n f i n i t é de réseaux,
(M) sa t i s fa i san ts .

On pourra i t donner/ les résultats analogues pour les réseaux ou
congruences dérivés ou dér ivants .

9. Nous terminerons ce Chapitre par des propriétés qui ne s'ap-
p l iquen t qu'à l'espace à trois d imensions . Nous dirons que

Un réseau et une eongruence sont parallèles si /a droite de la eongruence
est perpendiculaire au plan du réseau.

Soient (M) un réseau et (G) une eongruence parallèles (fi^. 8).
Honoris par un po in t fixe 0, une droite ()g parallèle à G; soit a un

point ()g qui décrit un réseau (a); prenons la polaire réciproque de
la surface (a) parrapport à une1 sphère ayant son centre en O;1 soit (a) .
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cette polaire réciproque ; le plan tangent à a est normal à (^"), le réseau
(a) est donc parallèle à (M). Inversement, la polaire réciproque d'un
réseau quelconque (a) parallèle à (M) est un réseau de la droite 0^ ;
la droi te Oa est d'ailleurs perpendiculaire au plan tangent en (a).

Remarquons, d'autre part , que les congruences conjuguées à (M)
sont parallèles aux droites Oa; que les réseaux conjugués à (G) sont
parallèles aux, réseaux (<2); donc

Si un réseau et une congruence sont parallèles, toute congruence con-
juguée au réseau est parallèle à un réseau conjugué à la congruence et
iriversernenl.

Soit ina in tenan t G' une congruence quelconque parallèle à (G); g1

sa po la i re réciproque; à g ' correspond un réseau point (p.) dont le

Fig. 9.

• p l a n est perpendicula i re à (G-');, c'est donc le réseau point de (M).
Inversement , si (^/) est l 'une quelconque des congruences harmoniques
à ((x), sa polaire réciproque (G7) est parallèle à G. A cette congruence
G'' correspond un réseau point (PT) formé par le plan OG7 ; ce plan est
perpendiculaire à g ' ' . Cela posé, remarquons que les congruences har-
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rnoniques à ( M ) sont paral lèles aux conû;ruences (^'/); que les réseaux
harmoniques à (G) sont parallèles aux réseaux p o i n t s (N7), Donc :

Se une congruence et un réseau sont parallèles, foule congruence har-
monique au réseau est, parallèle à un réseau harmonique à la congruence
cl inversement.

On obtiendrait des théorèmes analogues pour les réseaux et con-
gruences dérivés ou dérivants.

.„„—^ait»,oi9^<B

CHAPITRE II.
RÉSEAUX. ET CONGRUENCES 0.

S O M M A I R K .
10. Sy.stèmci de rotation <huiK l'oMpac'c1! fi // (HmoiiKioliK. "- 1 1 . Dl'ilcriïliniiiifc.s «l'Ulo^'oîialiX. • 1 "2 . { ' t ' i » " -

jn'fi'îf.t^ (îci-i (nthnritt.s (l'inic colonne. " 1; î . R^s^aux 0. • 1 i. (îoiiiLÇt'iKiîicnrt 0 (il, 1 1 0 . 1 5 , Projcct'Kiti
sUTdogTapIliqm' <l(;s l'esc'iiiix < ).

tO. Prenons un déterminant A à /r élérrH^nts, qui sont les coeffi-
c ien ts d'une subst i tut ion orthogonale dans l'espace a n dimensions,

(0 A =
-yi 1 .•Y, & ,^-i'

| "'• // '< // • " • < < /
-,.,1 ,y,2

// ' * //

Les éléments de ce déterminant vérifient les relations
t..;...:: il

(^) ! ^ {.r['f = i, ^ (.r,) (.4.) "::: o (/•,; / (1),
/ r:: 1 / ,;- 1

d'où l'on déduit, comme l'on sait, les relations

/ ":~ t i . i :-:: i i ^ ,
(3) ^(^•)î-=i, ^(rt,rf)=»o (Â-^-').
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Le déterminant A est égal à ± i. Supposons de plus que les éléments
de ce déterminant soient fonctions de deux variables u et ç7. On pourra
exprimer les dérivées des éléments d 'une même colonne, en fonction
l i n é a i r e et homogène de cette colonne, les coefficients ne dépendant
pas de la colonne; on aura par conséquent des équations de la forme

/ =.--- n

( 4 ) ^ -==• ̂ P^^ (^= i,^ . .., il } \ {.i~==- t , ̂  . . . , /Q
/.=!

( - 1

^4 „ Y /, „../ux,, ^c-i
( o ) -^---^!,,.r;.

Des équa t i ons (3), ( 4 ) » (5) on d é d u i t

\ V\ .- 0^ /, •̂  . ÛJ'û.x'\. V ,/ ÛJ^,,-,„—. , - , ,^^ ̂ ^.
\P^=2^•t•"-ô^ ^^i^-^

! i i

\ ^ . <).r1/, ^ - ().r/,,̂,/,,̂ ,,̂ , ^=^^.^
' il" ^

En d i fTéren l i an t les équat ions (3) on en dédui t

„ ( p^^:-=L 0, y^^.==0,

(7) )t ^/,/ ,;=--?//,, <//^ =:— ^//^.

('.es quan t i t é s p,^ y/,^ a ins i , déf inies , sont ce que nous appelons les
rouillons du dé t e rminan t (i). 'Elles sont analogues aux quanti tés intro-
d u i t e s par M. Darboux dans le cas des dé te rminan t s à trois lignes.

Si. l'on dif ïerent ie les équat ions (4) par rapport à y , et si. l'on rem-
() Y 'place dans le second, membre les va leurs de — p a r l e u r expression

donnée par les formules (5), on voit que"!—— s'exprime en fonction
l inéaire et homogène de ûc\,x^ . . . , , .z^, les coefficients étant indé-
pendants de i. Si l'on di f férent ie au contraire les équations (5) par

y yi

rapport à u on obtiendra une nouvelle expression analogue pour y—-
Ces deux -expressions doivent être identiques, puisqu'i l ne peut pas
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exister âne même relation linéaire et homogène entre les é léments des
colonnes de A. En écrivant ces ident i tés nous obtenons les r e l a t ions
nécessaires qui doivent exister entre les rotations. Nous supposerons
toujours que ces condi t ions sont sat isfai tes .

On peut alors se proposer de déterminer les éléments de A connais-
sant les rotat ions- Les éléments x\, ,x^, . . . , .z^ d 'une même colonne
satisfont aux systèmes

m ^=S/^
' (/:•=-:!, 9,, . . . , / / - ) ; ( / •:-= 1 , 2 , . . . , / / ) .

/ . O'^k V^ •w=Z^^^/
Ces deux systèmes f o r m e n t un système complo t . Pour P in tégrer , on

intégrera d'abord, le système (8) dans lequel on d o n n e à c u n e v a l e u r
particulière q u e l c o n q u e ; la s o l u t i o n générale con t i endra , d 'une façon
l inéaire , n constantes; on pourra prendre pour ces constantes des
fonctions de v telles que le système (9) soit sa t i s fa i t ,

On reconnaît , comme dans le cas de l'espace à trois d i m e n s i o n s ,
que toute solution des systèmes (8) et ((}) est t e l l e que

^ .r].-consî.
/.

Si x^ .r^, ..., x,^ x\, .z'ii, * . . , ̂  sont deux solutions do ces sys-
tèmes, on a aussi

^.r/,,y/,~ consi.
À-

On en d é d u i t que la so lu t ion la p lus générale du problème posé se
déduit d'une solut ion/part icul ière , en e f fec tuan t sur les é léments de A
une même subs t i tu t ion orthogonale à coefficients cons tan ts ; c'est-
à-di re que si. x1^ x'^ sont deux systèmes de so lu t i ons , on aura

, ^=:^l<y;t+a^r^4]l•••...4-a^•^.

Nous donnerons le nom à'opération dijfférentieUe d'ordre n — 2 à 'la
réso lu t ion complète'des .systèmes (8) et (9) ou, ce q u i 1 revient au
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même, à la détermination des éléments de A connaissant les rotations.
Si l'on connaît une so lu t ion particulière des systèmes (8) et (9) ou,
ce qui est la même chose, les éléments d'une colonne de A, on pourra
ramener le problème à un autre analogue dans l'espace à n — i di-
mensions; ainsi de sui te ; de sorte que le problème s'achève pî.ir qua-
dratures quand l'on en c o n n a î t n — 2 solut ions distinctes.

11. Nous al lons prendre une forme spéciale du dé terminant (i).1

Considérons un déterminant à (n 4- 2) lignes; l 'élément de la ligne de
rang k et de la colonne de, rang i sera désigné par x\ si k^n', les élé-
ments de la (n+ï)1"116 ligne seront désignés par î;\ I;2, . . . , p/+li;
enf in ceux de la dernière par r^, T|2, . . . , r^'2. Nous mettons ainsi, en
évidence les deux dernières lignes qui jouent un rôle spécial. Nous
supposons bien entendu toujours que les éléments de ce dé te rminan t
sont les coefficients d 'une subst i tu- t ion orthogonale. Soit

( ï 0 ) A--:

T\

^

^.

y

'n1

,v'i
,Ï"|

.rj,

4"
rr

... .r','
,y. 11

..y.»

• • • "l //

?«
. . . *;

. . . •n"

,1
,'v

.'f.

c
r\

n +1
l
n +1

// i - 1
il
/ / - 4 l

n hl

.2

.?:

.,/

^

ri

n + 2
1

// 4- 2

, i l +• •î
li

,'/ -h2

//.-+-2

ce déterminant. Nous supposerons en outre, que. l'on ait

<).x'i,
au
à^

( /• =. 1 ,9 . , . . ., n ) ; ( / =: i, 2, . . ., n ) ;
^=b,r^

ô^

ce qu i revient à dire que toutes les ro ta t ions p / ^ sont nul les , sauf
ph,n+\ (pi ^t égal à OA; de même, toutes les rotat ions c/^ sont nu l les ,
saufy/^+a qui est égal à 6^. Il résulte de là que —^ ne cont ien t , au-

cune des quant i tés x\, x1^, . . . , x1^ ; i l en est de même de —- On pourra
donc poser aussi

^Y)/ . àî.,"ĵ  ^.m^^ -^ =:.n-ni.
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11 ne reste plus que les 2/2 -h 2 ro ta t ions a/,., b/,, m et 72,. On a alors
les formules suivantes

(^=^-,i au

^
à^ -= w,

(7/,;Z"/, — m 7} S
^/

^^,;4^^/.

Pour que ce système (1 î) paisse exister , il , faut que toutes les rela-
t i o n s qu i existent dans le cas général puissent ic i ôtre s a t i s f a i t e s ; or
on t rouve , en d i f f e r e n t i a n t ,

^ ^ ̂  ̂  a^^ ̂  ,'+ l^,
UlfÛ^ Ô^ OU ^ - -'

^ ,,, ^ ( à a,,^•'f ^ ( ) < ' î ' k , \ , "̂ 0 , • < / i ^ ' • " f^f- •
^^ :::::- - 2 (.157 - m hh' ! ̂  ̂  2 at-bkfrïi -' ̂ rï' ^ mn ̂  ̂  à a 'nl 4""mn ̂  -<)^" 1 " t

/,^/,^" "-( ••- f nn ' f t ' \( ] / ) ,< ^ ..^Y/ ôrn .••—-. ^ ..-„— ^-4- m-nr^:.
ôu<)^ ()^ • ,~.:/-" >, ^/.^/.^-•t-1-•2\ ()u ' -^y-A. ^^

On arrive clone BUK ^n 4"" r relations suivantes

ô^

à^f.
•^-na^

-4- J^ ^/.^/, ""•:.:<:>.

Inversement , si les re la t ions (12) sont s a t i s f a i t e s , les é l émen t s de A
sont dé te rminés , à une subs t i t u t ion orthogonale à coeff icients con-
stants près, effectuée sur les é léments des l ignes. Un d é t e r m i n a n t
jou issan t des propriétés q u i v i e n n e n t d'être ind iquées est appelé dé-
terminant orthogonal dans l'espace à n -f- 2 dimensions.

D'un tel dé t e rminan t on peu t en déduire u n e i n f in i t é d 'autres . Con-
sidérons en e f fe t la ma t r i ce

^ i c , , ' f (•• î ,....'/ ' l - 2

Effectuons sur les éléments des colonnes, une 'même , subs t i t u t i on
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orlhogcmale à coefficients constants ; c'est-à-dire posons

,2^ -= ̂ x\ + a^ x'^ 4- . . . -l- ̂  x1,, (A- == 1,9...... ,n; /== 1,2, . . . ,^ , ^,-+1,^-4-^).

ou les a sont les coefficients d 'une subs t i tu t ion orthogonale à coeffi-
c ients cons t an t s ; le d é t e r m i n a n t ob tenu en remplaçant, dans A, x\.
par x^ jou i t des mêmes propriétés que A; les quant i tés m et n sont
restées les mêmes, mais a^ b/, sont remplacés par a^ b^ donnés par
les formules

( i3 )
a/, =- a},0i 4- a^ -i-.. . + ̂ 'j,a^

b^-z-.^h^ a^a4-. . .4- a^//.

l'ous les dé t e rminan t s orthogonaux a ins i ob tenus seront dits éc/uiva-
lents. Si deux dé te rminan t s sont équivalents , les quan t i t é s m, n,

Ïai, î , ^a,.^.

sont les mêmes. Ces quanti tés sont les iwariants du déterminant
orthogonal.

Nous a lions montrer que ces déterminants équivalents sont définis
quand on en connaî t les deux dernières lignes.

Supposons que l'on connaisse les fonctions ^ ' , '^\ ..., ^ft^'\ T\
ï|2, ..., rf''^ satisfaisant aux relations

S;^"
n 4- 2 n -h" S

^WW i^^)^')^

adjo ignons aux 2 (^4 -2 ) fonct ions Ç, y;, un système que lconque
de n(n -t- 2 ) fonct ions X^, de u et v telles que le dé t e rminan t

(,6) A'=

Xi
\\

'^},.
c 1

•r,1

Xf
x'i

'X2,
p
'fi'1

. . . Xï

... x^

v, . . ,,̂ ,̂

... ^

... ^//-

x?»-1

•v //, . 1 - 1A^

X // {• 1
It,

^n-^l

^/-H

x'^
\ fi •)- î.A ^

•V //, •r 2
A-//,

c-^
^/<.+.2
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soit le dé t e rminan t d 'une substi tut ion orthogonale. Partageons les
rotations de ce d é t e r m i n a n t en trois groupes : i ° les rotat ions I\/, Q/,/

à\.1 à\1qui sont les coefficients de X1 dans —±, —J:; 2° les rotations m et n1 l Ou àv

qui sont données par les formules ( l Ô ) ; 3° pu isque <f—^- ne contient
à^K1

pas X\, X ^ , . . . , X^, il en résulte que —— ne do i t pas con ten i r Y]'', il peut
conten i r ^/; nous désignerons le coefficient de ^ par A A ; de même,
f)\1'— ne cont ient pas $\ mais il cont ient r/, soit B/^ le coefficient de r^;
les q u a n t i t é s A^, B/(. forment le t rois ième groupe de rotat ions. On aura
par conséquen t les formules

/)Y /'
^^P./XJ+A^V

^^iQ/./X', l-B/.-r,',

% =-^w-^ 1=^',
à'n' y . (h]1 ^ y,
Ja ^^7 , ^--.-.IB.X.-^-. ,

Si l'on différent ie la première des équa t ions (17) on voit que le
coefficient de X^, dans ——', ne dépend pas des quant i tés A/»., B/,, m,
n; même résultat en d i f fé ren t ian t la seconde. I l en résulte que les
fonctions P/^, Q^ sont des rotations dans l'espace à n dimensions.

Ce point étant acquis, posons
( 1 7 bis) 4=jW+y^X44"...4-^Xi (/f^j,2,...,/z);(i==i,2,..^^+2),

où les fonctions y^ sont les coefficients d'une substitution orthogonale.
Cherchons a. déterminer ces fonct ions de telle sorte que le détermi-
nant obtenu en remplaçant dans A', Xf par x\ soit orthogonal. Il faut
et il suffit pour cela, que les dérivées <—^? (-^1 ne cont iennent plus les
fonctions X\, X ^ , . . . , "X.^ ce qui exige que l'on ait

j ̂  +.rîP^+ytP^+...+y£P^:=o, ,

, ( ^^yfQ./4-,7tQv+...+r^Q^=o.



Les formules (18) montrent que les rotations dans le système j^' sont
précisément les quantités P^. D'après la remarque faite plus haut , ces
équations (18) sont compatibles et par suite il sera possible par la
substitution (17) de ramener A' à un déterminant orthogonal. Les
fonctions inconnues y^ données par leséquations (18) sont définies
a u n e subst i tut ion orthogonale près à coefficients constants. Il en résulte
que tous les déterminants orthogonaux déduits de A' sont équivalents.

La détermination de ces dé terminants orthogonaux exige par con-
séquent une opération différentielle d'ordre n — 2.

Considérons le point A^ qui a pour coordonnées x^xj^ . . . , .r^2.
Ce point est situé sur l 'hypersphère

( .:r1 y1 + ( .r2 )2 +...+( x11+2 )2 =: ï.

Les coordonnées de ce point satisfont à l 'équation aux dérivées par-
tielles

^0 i ( ) a / , M i àhf, à0
09) au à^ " ci/,, à^ au. bf^ au à^

le point A/f décrit donc un réseau; les tangentes à ce réseau ont pour
cosinus directeurs les quant i tés (S;) et (•/]); ces tangentes sont rectan-
gulaires. Nous appellerons ce réseau un réseau OS.

Considérons d'une manière générale le point A dont les coordonnées
sont

X^ai^-haâ.^-}--- • •"+- ^•"^ ( z = = T , 2,. . . , / ? + a),

où les a sont des constantes dont la somme des carrés égale l 'uni lé .
Ce poin t A décrit un réseau OS parallèle aux réseaux A/^ ; on voit qu'il
n'existe pas d'autres réseaux OS parallèles à ceux-là.

Si l'on suppose que
a^ -+- aj 4-.. . H- a\ == o,

le point A décrit un réseau parallèle aux précédents et si tué sur
l'hypercône

(X1)^ (X^) 2 ^" . . . ̂ X^2)^ o.

La connaissance d'un réseau OS détermine les quantités ^ et Y] et
une autre ligne d'un d é t e r m i n a n t équivalent à A; un tel réseau permet
d'obtenir un déterminant orthogonal par une opération d'ordre n — 3.
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12. Considérons les éléments crime colonne quelconque de A ;
soient

^ \ t ^îf " • * ? ^- n y Ç? ' ' ?

les éléments de cette colon.ne où nous supprimons l'indice supérieur.
On a

^-^ï
au ~~ak^
àjx^
àv •• b/^n.

On voit facilement que

assoie _ à'f, . rf-n
^^•-^^+^^"

On en dédui t que x^ x^, . . . , x^ sont solutions de l 'équation

àï6 „ ï <^ ^^ 1 ^ ^0

àuàv ^ àv au YÎ ̂  <'̂
(20)

si l'on sait devance que ^i, a^, . . . » ̂  sont solation d 'une équation
de Laplace écrite soos la forme

( 2 ï )
(pe^ ^ I àh ̂  r ài ()e.

au àv h à^ ou l au à^

On devra avoir, en comparant (20) et (21),

(22) ^=AU, r=^v,
U étant fonction de u seul, V de v seul . Et par sui te on aura

(a3) ^-h x\ +•. ..-+" x^ ï ~ ̂  U^- ^V2.

Réciproquement , si x ^ x ^ , . . . , ̂  satisfont à l 'équation (21) et si la
relation (28) est satisfaite, x ^ , x^ ..., ̂  seront les n premiers termes
d'une colonne de À. On déterminera Ç et T] par les formules (^), de
sorte qu'on aura bien la relation

( a 4 ) , ' , . ^4-^J4-. . .4"^+^ 2+n s==I•
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Ensuite, on déterminera les rotations par les formules

(25)

_ i àxk _ i àf}
ak~^ £ au ? 7 ~" Ç" d^5

_ i c^ — i. ^1./, -- ^- -̂ - , 71 -- ^ ^ -

II f au t vérifier que les relations (12) sont satisfaites. Or les rela-
tions

àa/, - ,^=mb,^

W j àbf,9 -^ ̂  nak
\ ou

reviennent à écrire que oc/, est solution de (21).
Ensuite, on déduit de (24) et (^5)

ai ^ à-n ,,^~2a,^-^, ^=mÇ,

(YÇ àr\ ^,
^^^, . ^^^^n^

En égalant les deux valeurs de y— et en tenant compte des équa-
tions (26) qui sont déjà satisfaites, on trouve

àyîï à/î ^ r4, 4- ̂  Oh-b/^ 0.àv ait'
Donc :
Pour que n quantités x^ ;r̂  .... x^ soient les n premiers termes

d'une colonne d'un déterminant orthogonal, il faut et il suffit que ces
fonctions soient solutions d'une équation de la forme (21) et que la rela-
tion (28) soit satisfaite.

13. Un réseau est dit orthogonale les tangentes aux courbes du
réseau sont perpendiculaires. Si, dans l'espace à ( / z+2) dimen-
sions, X1, X2, . . . , X^2 sont les coordonnées du réseau, on aura les
conditions

^2 à^1 (W _
(^7) 2^ï^-"0'
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11 y a l ieu, toutefois, de faire une dis t inct ion. Introduisons les

quant i tés
n 4- 2 n 4- 2(.s) E^vf^-v, G=vf^-y.
^Hà\ au J ^»à \ àv 7^ / ' v' " ̂  \ ^
i ' i '

Si aucune des quanti tés E, G n'est nul le , on a un réseau auquel
nous donnons le nom de réseau 0; si l 'une des quanti tés E ou G est
nul le , on a un réseau spécial que nous étudions .à la fin de ce Cha-
p i t r e ; enf in , si E et G sont tous deux nuls, on a un réseau que nous
étudions au Chapitre su ivant sous le nom de réseau nul.

Il est clair qae les réseaux parallèles aux réseaux, OS du n° H
sont des réseaux 0. Déterminons d'abord ces réseaux; si X 1 , X2 , . . . ,
X/^2 sont les coordonnées du réseau, on devra avoir

(29)
^="?.
àJJ . ,——•^L Zr/.
</P

Ecrivons que ces deux équat ions sont compatibles; on aura , en te-
nan t compte des formules (i i),

f^\ ()ÎTl ^ h • r i 1 ( ) l . , . .(.oj ^^^^hnr^^r^^^.

On devra donc avoir

:3Q

àh
J^
<H
au

: l/n,

: /m.

La résolution, du système (3i) permet de déterminer, à l 'aide de
quadratures , tous les réseaux parallèles à un réseau donné OS.

Si les équations (3i) sont sat isfai tes , on peut écrire la valeur dey X/
j^; sous l'une on l'autre des deux formes

(3.), / ^xi^^^4^.^^/+/^ !

àuôv àv •' au (){> ()u
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Ce qui montre que X' satisfait aux deux équations

rPX i ôh àX. i ai <)X(33)
au àv h ôv ou ' i ~àu àv

nn àîe — x ^ à! 1 ^1 à e
v < 4 / àuà^~ ̂  àv ôu^ 'n1 au à^

L'éqiîcition (33) est celle à laquelle satisfont les coordonnées du
réseau. Elle admet la solution \y telle que

II •+- 2

(35) ^=^(X')2.
1

Ce résultat est d 'a i l leurs équivalent à la condi t ion (27).
L'équation (34) admet comme solutions les n quanti tés^ (n° 12)^u-

On peut donc dire : les coordonnées de même rang de tous les réseaux
parallèles à un réseau OS satisfont à une même équation de Laplace.

Au l ieu de résoudre le système (3r), on peut opérer ainsi; posons

(36) ' ^^I^4'4"^"^'^

p^, /^, . . . , p,^ G ] , r étant n "4- 2 fonctions inconnues que nous déter-
minerons de façon q u e — ? —aien t la forme (29). Différentions
l ' équat ion (36) en tenant compte des équations (î i). On aura

k = h

' ̂  ( ̂  - a^J ) + ̂  ( Z ̂ - /^ + j~ 4- mr ) 4- •̂^=2-i•(^-^)-e(2-'j-l+^+"!'•)+•'•(^ - " " ' } •
Â'=l A-

ï^ï^-"")^-^^-^"^'^-
k k

On devra donc avoir les conditions

W

àp/c àq^=a^ ^=nr,

àftk r àr^=,6,r, ^==/»y.
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On aura ensuite

(38)

r ^ àq
h =: 2d a/^/(•4"' ̂  + mrt

i
A

/ V ï àr
1 = JL bkPfc'J^^ 4~ /^<7•

Si les deux dernières équations (37) sont satisfaites, les équat ions
qui donnent les n quantités p^ sont compatibles. On trouve, en effet,
en d i f fé ren t ian t , que les deux valeurs —p!- sont égales. On a

^=a,nr^^m^

ce qui peut s'écrire sous l 'une ou l 'autre des formes suivantes :

^Pk _ ^ àq , or à a,, , àb/,^^^a,^+b,^^q^ -h/-^;

ce qui montre que p / , satisfait aux deux équations

(39)

(40)

^IEL — 1. àak ̂  -^ »L ̂  ^A-.
au àv ' " €tk à^ au bk au àv '

à^p/^ _ ï àq_ àpk ï ()r à p / c
àuàv """ q àv à a r TTii ^àv *

L'équation (3()) admet comme solut ions x\, . . . , x^2 ; c'est l'équa-
tion du réseau OS décrit par A/,. Si l'on conna î t une solution p^ de
cette équation, les valeurs

n —. JL ̂ y ,. ̂ . JL ̂
a/c au 7 bfe àv

satisfont aux deux dernières équations (37) et, par conséquent, le
problème s'achèvera à l'aide de quadratures. On voit que, à des qua-
dratures près, l ' intégration des équations de Laplace qui correspon-
dent aux divers réseaux A^ est un problème identique. L'intégration
de l'équation (33) se ramène de même à celle de l 'équation (39),
à chaque solution p de (39) correspond une solution X de (33) par
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les formules
i dX __ i à?
Ji au cik au
i àX _ _i_ àp
1 àv b/c à^

L'équation (4ô) admet comme solutions p^ p^ ... ,/^. Nous allons
montrer qu'elle admet aussi comme solution A. Il résulte, en effet ,
des formules (35) et (36) que l'on a

^^^J^+^+r2.

En différent iant et en tenant compte des équations (87) et (38), on
aura

(40

d'où

à\ .—=r qh,
au
à\
àv

l r :

cyt , , à h ôl ,àq ,àr— ^ /irn 4- r/l/n == q — -}- /' — =:~ II — 4- L — 5
au à^ ôv uu ov uu

ce qui montre que À sat isfai t aux équations (33) et (4<))-
Nous allons montrer que, réciproquemeni, la méthode de format ion

précédente donne tous les réseaux 0. Prenons, en effet, un tel ré-
seau; soient X ' , X2 , . . . , X^2 les coordonnées d'un point du réseau;
soient ^, ^2 , . . . , ^4:2 les paramètres directeurs de la tangente à la
courbe de paramètre p; soient, de même, T]\ y]2, . . . , r^ les para-
mètres directeurs de l 'autre tangente du réseau. Comme les courbes
du réseau ne sont pas de longueur nulle, on peut supposer que

n + 2 n -1- 2

rayi.^. , V f'r.i\ï-(4.2) l;̂ ^ '.S^02^-
1 l

Le réseau étant 0, on aura aussi
! ! ! . »'{-%

(43) ^(^)(.-^)=o.
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On aura ensuite
à^_
" à H ' - 1 1 ^ '
àX1 , ,
-W = /Y3 ?

et, par suite,
iff\ à'xl ~~ àhfr' j à ' ^ _ à l ^ (W
l44/ àuà^'àï^ ^ (h;~'àT^ ~h"^7*

Le point décrivant un réseau, on doit avoir des relations de la
forme

rPX^' ^à^ ^àX1 ,,,,.. /. .,
-——=:P..^.^ ̂  Q——— r=PAP+ (}'fï1 l.au àv àa 09 <, • ^ <

On a donc les équations

àh^ ^k^ =p^^^0^s0^-' ()() s ^ ' ?
(45)

^^^i^^phy^qw.ou ait '

Mult ipl ions les premières équations (45) par ^", puis faisons la
somme; on trouve

àh
, ==PÀ;àv

de même, on aura

On en dédu i t

(46)

^^i.au

à^ _ i 01^ ^
àv h an
à-(\1 _ i à h
àv ^h ài^ 9

au / à y
^

^ Les équat ions (42), (45) et (46) prouvent (n° 11) que les quan-
tités ^ ï) sont les deux dernières lignes d'un déterminant orthogonal,
ce qui établi t notre réciproque.

I l résul te de là :

Tout réseau Q a des parallèles sur l'hyper sphère ou sur l'hypercône
isotrope (pourn ^> 5).



SUR LES SYSTÈMES ORTHOGONAUX ET LES SYSTÈMES CYCLIQUES. 5l3

14. Menons, par chaque point M d'un réseau 0, une droite L per-
pendiculaire aux deux tangentes du réseau. Ses paramètres direc-
teurs y^ j^, . . . , y,,^ sont

( 47 ) Vi = y-i ̂ \ -+- a, a.-[ -4- ... 4- a/, ,z^ ;

différentions et tenons compte des formules (i i), on aura

i àr^ ._ , .,, .,,-Ar^
(48)

où l'on a posé

i ^Ci-
[ 'àv ~~

Br/+^,

{ ^ai , ôcy.^ . Ja./. ,wl i _\ /v>l - i_ L. -•y1

• tÂ.' A —^—— "T*" <•Â•i• q —'»——— ~ 1 * • • ~"1 «•"-' f) —\~~" 51 au - au au

da, . à y..-, , da.,
/,== x\ — -\~ x 1 — 4-. . . -4- ..r11 f)^ t " 2 ^^ -T-...-r-../, ^^

Cherchons si cette droite L peul dée/r i re une congruence; un poin.t
quelconque P de cette droite L a pour coordonnées

y'-^X^+Àj/;

d'où, en di f férent iant , on trouve

^•^•(/^A)+^,4-^,.

Pour que P décrive une courbe tangente à L quand u varie, il faut
d'abord choisir X tel que

A.-î-}.A=o;

il faudra ensuite que la direction qui a pour paramètres directeurs
les quantités z-i soit parallèle à L, c'est-à-dire

i <3ai _ ï àv^ _ _ i àa.n.
G^ OU ûîâ OU ' * " O ^ n OU

Les rapports de deux quant i tés a sont indépendantes de u; on voit de
même qu'ils doivent être indépendants de v. 'En divisant par un fac-
teur convenable, on réduit ces quantités à des constantes; c'est ce que

Aw. de î'Éc\ Normale. 3° Série. Tome XIV. -— DÉCEMBRE 1897. 00
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nous supposerons dorénavant . Les droites a ins i définies sont les nor-
males du réseau. On voit que les normales d 'un réseau dépenden t de
n -— ï constantes a rb i t ra i res .

La normale sera dite isotrope si

a2 4- a| -1-. . .-4- a^ =:o;

dans le cas contraire , on pourra supposer

a2 -l" al 4- . . . -+- a^ r= î .

Le point , de l 'hypersphère dont les coordonnées sont y,,, y^, ... 5 r/^
décrit un réseau. OS du d é t e r m i n a n t A (n0 i l) .

Nous appel lerons congrucnce 0 la con^ruence décr i te par une nor-
male à un réseau. La représenta t ion s p h é r i q u e d 'une te l le congruence
est un réseau OS. Dans ce cas, les q u a n t i t é s ^, /^ sont n u l l e s ; on aura
donc

(49)
^=:(.+AA)^..^,^

ÔY1 . , .,,, . à7. ,
—— = = f / 4 - ^ B •/]/"+• "Y- -•^(%'='.'-""-'-^^^Ç, ' ' f)^

X est la d is tance MP; si À est cons tan t , le p o i n t P décr i t un réseau
paral lè le à M.. On a, sur chaque n o r m a l e , u n e série de surfaces para l -
lèles é q u i d i s t a n t e s .

Les foyers de la congruencc s 'ob t iennent en prenant pour A les
valeurs — -r et — .-r* Ces foyers sont des centres de courbure du ré-A ' B " ! ' J

seau, M; les plans (beaux sont rectangulaires : ce sont des plans prin-
cipaux- du réseau M. Nous appel lerons encore géodéfîiques les courbes
des surfaces focales tangentes à L.

Pour .qu'une con^ruence soit 0, il t a n t et i l suffit , d'après ce q u i
précède,, que ses cosinus directeurs x^ .z^, . * . , oc,^ l i és par la re la t ion

^4-^i+- ..-+-.^=1,
sat isfassent a une équation de la forme

()ÎQ ()Q f)0
.,JL.i. r::P— +'(') — -
au àv ()u , ^ ()v
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Celte c o n d i t i o n est équ iva l en te à h suivante :

Pour quune congruence soit 0, il faut et il suffit que l'équa/ion de
Lapin ce., à laquelle s ci l i s font ses paramètres directeurs x^ ./ .̂,, ..., x,^
admette comme solution \jx\ 4- .z^ +-...••+-

Nous d o n n e r o n s le nom de congruence tIO à la congnience décri te
par une droite isotrope ; tous les réseaux conjugués à une congruence HO
sont des réseaux 0. 11 su f f i t de le vérifier sur la représentat ion sphé-
rique; soient x^ oo^, . . . , x^ les coordonnées d'un réseau de la repré-
sentation sphér ique. On au ra

^4-..^4-. . .+^==0,

d'ou l 'on dédu i t
àx^ àx^ ôx^ àx^ __.
au (h3 ' ' * <)// àv

La projeciion d^une congruence HO sur un hyperpictn Quelconque est
une congruence 0.

Projetons sur l ' i êyperp lan a^-.==o, les paramètres directeurs de la
projection sont x^ x.^ . . . , .^,.1; l ' équal ion à laquelle satisfont ces
pararnètres admet la so lu t ion

\/j^ 4- ̂  4- . . .4" .:̂  ,̂  == ixn.

15. Considérons un réseau 0 dans l'espace à n dimensions; les
coordonnées | X.i, X^, . . . , X^ et l'expression

p=X^hXj4-...4-X;

sat isfont à l ' équat ion

^o) ^^-p^+O^.tjo) àuàv ~~~ au 1 "6^

Faisons une projection stéréographique, nous obtenons sur l 'hyper-
sphère à Çn 4- i) dimensions le point

/ . , 4Xi 4X, ' 4-P
(,Q ^^ ^=^:v ^,=^^,
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d'où l'on dédui t , inversement ,

2.3"! , • ^ X i ,î—.r,/.4.i
(3,) x,=^^-^ x,=^^ P-^TT-^'

Les quantités x^ x^ . . . , ^+1 satisferont à l ' équat ion

à2 9 •̂  ^ ^ <)co(S3 ) -3—1- = P.i — + Qi -Y-»v / c)^ J^' d« ô^

qui se déduit de l ' équa t ion (5o) en d i v i s a n t toutes les solut ions
par /!•+ p.

On f a i t ainsi correspondre à chaque réseau 0 de l'espace à n un
réseau OS de l'espace a ^-+-1, et inversement . Les é q u a t i o n s (5o)
et (53) étant équivalentes, on voit que si l'on conna î t deux réseaux
parallèles 0 de l'espace à n, on pourra dé te rminer , en outre, dans
•l'espace à n 4-1, un réseau 0 paral lè le au réseau OS. On a là un mode
de fo rma t ion successive des dé t e rminan t s A.

Dans le dé te rminan t A, qui correspond à ce réseau OS de l'espace
^ ^ ̂  ^ on connaî t , outre les deux dernières l ignes, une au t re l igne
dont les éléments sont x^ oc^ . . . . x^. Pour le déterminer , il, f audra
effectuer une opération d i f f é ren t i e l l e d 'ordre n — l\. On peut l 'éviter
si l'on conna î t les normales du réseau 0 de l'espace a n. I l suffi t de
remarquer q u ' u n e normale isotrope de 0 se t ransforme en une nor-
male isotrope au réseau (^) et la. d i rec t ion qui a pour cosinus direc-
teurs^ , , ^2, . . . , ^+,,r9

FIN DO TOME XIV DE LA TIUMS1ÈME SÉRIE.


