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SUR QUELQUES POINTS
DE LA

T H É O R I E DES F O N C T I O N S ,
PAR M. L. DESAINT.

PREFACE.

Dans la première Partie de ce travail, j^ tudie la d i s t r i bu t ion des
zéros d'une fonction. C'est une façon d'aborder le problème général
de la résolution des équat ions. Je ne me suis pas proposé de détermi-
ner point par point leurs racines; ce problème est beaucoup trop dif-
f ic i le à résoudre; mais je l imite les régions du plan de la variable com-
plexe où une fonction peut s 'annuler. Le cas d'un polynôme à racines
réelles est un des rares exemples où l'on soit parvenu à trouver par
point les zéros d 'une fonction ; si certaines racines d'un tel polynôme
sont comrnensurables, celles-ci s 'obt iennent immédiatement; quant
aux racines incommensurables, pour les avoir on procède ainsi : la
valeur de la racine cherchée est enserrée entre deux nombres corn"
mensurables, l 'un a.plus grand, l'autre b plus petit qu'elle; considé-
rons le segment ab de l'axe des quantités réelles et à chaque zéro
faisons correspondre un segment analogue; l'ensemble E de ces seg-
ments représente la précision avec laquelle on a résolu Inéqua t ion ; à
notre point de vue E l imi le la région du plan où sont les racines du
polynôme. Dans l'exemple cité, la région l inéaire E s'approche autant
qu'on le veut d'une région ponctuelle ; analytiquement ce résultat est
parfait; mais, dès que la fonction dont on étudie les zéros se complique
légèrement, non seulement on ne peut approcher d'une région ponc-
tuelle, mais encore il est impossible de déterminer une région linéaire
à l'extérieur de laquelle la fonction ne s'annule pas. En un mot, F (s)
étant une fonction uniforme quelconque, on ne peut fixer une région
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du plan, qui ne soit pas tout le plan, et qui contienjne tous les zéros
possibles de F(-s).

Je viens de signaler l 'insuffisance des résultats auxquels on est
arrivé jusqu'ici dans le problème qui m'occupe; il faut en chercher la
raison dans la méthode presque toujours exclusivement analytique
qu'on employait, quand, d'après la nature même du problème de la
d is t r ibut ion , l 'élément géométrique devait jouer un si grand rôle; la
déf in i t ion de la zone des zéros peut d'ailleurs se faire de bien des fa-
çons; comme nous le verrons dans le cours de ce travail, on arrive
à des résultats d'une grande simplicité en rapportant la position des
zéros à l 'ensemble des discont inui tés ; dans le problème général de
la distribution des valeurs de la variable qui font prendre à une fonction
une valeur donnée, nous retrouverons, comme élément géométrique fon-
damenta l , cette même région de d i scon t inu i tés . Ce résu l t a t n'a r ien
de surprenant si l'on considère que les fonctions ne se d i f fé renc ien t ,
véri tablement que pa r la position, et la n a t u r e de leurs singulari tés;
les points singuliers constituent à un cer ta in point de vue l'essence
des fonctions, et si l'on veut aller un peu loin dans leur théorie, il faut
employer une méthode qui rattache avec s impl ic i té le problème visé,
à la connaissance de l 'ensemble des discontinui tés .

Dans le premier Chapitre, j'expose la méthode géométrique dont je
fais usage ; elle repose sur les considérations su ivantes ; soit un en-
semble de segments F partant du p o i n t - s ; si ces segments sont tous
situés au-dessus d 'une droite I), le segment résultant est essentielle-
ment différent de zéro et se trouve au-dessus de D» J'applique cette
remarque aux séries de fractions ra t ionnel les , ce qui me conduit à un
théorème fondamental , dont je fais rapplication aux racines d^un po-
lynôme, aux fonctions algébriques et aux zéros des fonctions uni-
formes à discontinuités polaires; parmi ces dernières se trouvent les
dérivées logarithmiques des fonctions entières, ce qui me mène à
l 'étude de la comparaison des zéros des fonctions entières et de leur
dérivée; les premiers travaux, dus à M. Félix J.ucas, ont été suivis des
recherches de MM. Berloty (Q et Cesaro ( 4 ) ; je complète celles-ci pï'ir
quelques propositions.

( 1 ) Sur les fonçtiolix liolomorphe^ de- gwr-e. 'auelconque ( (comptes rendus^ t. XCIX).
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Le second Chapitre vise les fonctions déterminées par des intégrales
définies portant sur une fraction rationnelle de z; je présente un théo"
reme dont je fais l 'application aux intégrales elliptiques et hyperel-
l ip î iques a ins i qu'aux intégrales hypergéométriques.

Dans la seconde Partie, le théorème de Cauchy me permet d 'u t i l i -
ser les propositions précédentes, pour donner une solution du pro-
blème de la distr ibution des valeurs de la variable qui font prendre
à une fonction uniforme une valeur donnée.

Un grand nombre de travaux de l'Analyse ont été consacrés à cette
question : Une fonction étant donnée par ses valeurs sur un contour,
trouver sa valeur u en un point z quelconque.

Le problème qui nous occupe : une/onction est donnée par ses va-
leurs le long d^un contour; trouver les valeurs de la iKiriable qui lui font
prendre la valeur u, peut être considéré comme l'inverse du précé-
dent, et ce titre le rend intéressant. J 'appellerai en particulier l'atten-
tion sur cette proposi t ion : soit F (z) une fonction uniforme pour la-
quel le l ' inf in i est point ordinai re ; traçons un cercle C qui entoure
toutes les d i s c o n t i n u i t é s de P(^) et d'ailleurs aussi rapproché qu 'on
le veut du contour convexe de surface r n i n i m a entourant ces points;
désignons par M le module maximum de F(z) sur le cercle C de
rayon R; les valeurs de z pour lesquelles F(^) prend la valeur u sont
à l ' in tér ieur d'un cercle F concentrique àC de rayon R y ^ ï - h '-^Z^T])'

De là se dédu i t avec faci l i té un théorème général sur la cont inu i té
des fonctions,

La seconde Part ie se termine par une étude, des fonctions entières
et des intégrales des équations différentielles, et par l'esquisse très
sommaire d'une classification polaire des fonctions à m valeurs d'ex-
c l u s i o n . ! .

Un cer ta in-nombre des résultats de cette étude ont été insérés dans
les Comptes rendus de l'Académie.

Qu'il me soit permis, ici, de remercier M. Poincarépour le bienveil-
lant accueil qu ' i l a fa i t à mes recherches et de lui exprimer ma pro-
fonde reconnaissance.

Ann, de l'/tc. Normale. 3e Série. Tome XIV. — AOUT "1897. 40
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SUR LÀ DISTRIBUTION DES ZÉROS DES FONCTIONS UNIFORMES.

CHAPITRE I.

La méthode géométrique dont je me sers pour démontrer les théo-
rèmes qu i vont suivre est fondée sur la remarque suivante : étant
donné un ensemble de segments F partant d 'un point z , si ces seg-
ments sont tous situés au-dessus d\ine droite I), le segment résultant
est essentiellement différent de zéro et se trouve au-dessus de D.
Considérons alors une série de fonctions do z ; à chaque valeur de la
variable faisons correspondre un segment, qui est la représentation
géométrique de la valeur d'une fonct ion de cette" série, rorigino du
segment étant la valeur considérée de la variable; on définira ainsi un
ensemble de droites dont la résultante est la représentation géomé-
trique de la valeur de la fonct ion déterminée par la somme des termes
de la série pour la valeur donnée à z. La proposition qui sui t est ainsi
immédiate :

Une fonction fÇz) de la variable complexe est définie par la série

/ (^)=^y.(^) .
ri

la série des modules étant convergente. Si R est une région du plan des s
où la variation de l'argument de ç^(^) est inférieure à TT lorsque n varie,
la fonction f(z) ne peut § annuler qu en dehors de cette région.

Dans ce premier Chapitre, je supposerai que les fonctions ̂ (-s) sont
des fractions rationnelles; sous deux condit ions très1 simples, la propo"
sition qui précède permettra, avec là plus grande facil i té, de limiter
les régions du'plan de l,a1 variable où. une fonction/^) peut s'annuler-

D'après la nature des1 zéros et des! pôles'des fractions "ration-
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nelles 9/^(5 ), deux cas bien distincts vont se présenter : tout d'abord
ces zéros et ces pôles sont à distance finie et, le plus souvent, f(z)
présentera des lignes ou des espaces de discontinuité; nous considé-
rerons ensuite le cas où les pôles et les zéros des fonctions y%(s)
tendent vers la même limite à l'infini lorsque n augmente indéfini-
ment. Nous étudierons d'une façon spéciale le premier cas et voici, à
ce sujet, le thorëme fondamental :

1. THÉORÈME ï. -— Soitf(z) une/onction définie par la série

/V^.\ ^ -^/!k'(z —— ^l)- • • ( ^ — — ^ )^=: z '(.-^...(^^r5
m,n, ...,A'

où Ahh', a,, a^, ,.., a/;, b^, b^, ..., basant des quantités variables avec les en -
tiers m, n, ...,.?; A/^ est réel et garde unsigne constant quand w, n^ ... s^
prennent toutes les valeurs de la série, la différence k—V étant la même
pour toutes les fractions rationnelles; de plus, tous les pointa ^ a ̂ .. .a/,.
b^b^ .. b^ sont à distance finie; considérons le cercle C Çde rayon R) de
surface minima entourant tous les pôles et les zéros des termes de la
série /'(-s); les zéros de f(s) sont à l'intérieur (F un cercle concentrique

au cercle C, de rayon ——————— y où fc 4- k' est la plus forte somme des
si a ——,——7-7-2( / • -4 "A• / )

degrés des dénominateurs et numérateurs respectifs des fractions ration-
nelles de la série.

Voici la démonstration de ce théorème : appelons X et V les valeurs
les plus grandes respectivement de k et de k'\ puisque k — K est
constantpour (eûtes les fract ions rationnelles, À et A' seront les degrés
du numérateur et du dénominateur d'une fraction rationnelle de/(^).
Rendons alors les degrés des numérateurs et dénominateurs des frac-
tions respectivement égaux à A et ^ /; pour cela, multiplions les deux
termes de chaque fraction 9 (-s) par les mêmes binômes (z — y) ou les
quantités y sont prises d'une façon quelconque parmi les zéros a et les
pôles 6.

.Entourons tous ces points a et b du cercle C; en dehors de ce cercle,
cherchons la région du plan des s dans laquelle la variation de l'argu-
ment des fractions rationnelles, lorsque w, r i , . . . , s varient, soit infé-
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rieure à T:; à cet effet , da point amenons les deux langentes au cercle C;
les deux points de contact étant c., et c^, supposons que l 'argument de
Ci s soit plus grand que l 'argument de c^z, ces deux arguments é tant
d 'ai l leurs positifs et inférieurs à 271:. Géométr iquement , l'on voit que
la. plus grande variation de l 'argument d'un des binômes z —a ou,
.5 — &, lorsque m, n, .. . , < < ? varient, est, inférieure, en valeur absolue, à
l 'angle a des deux tangentes. Comparons alors les arguments des
numérateurs et dénominateurs des fractions rationnelles ç (^) de/(s)
aux termes correspondants de la fraction i^^^-^L^ la différence '\z •— c'a} k

absolue maxima entre l 'argument du numéra t eu r de chaque fraction
ç(^) et l 'argument de A).)/(^ — c^ est certaineoient infér ieure à Xa;
de même, cette différence pour l 'argument du d é n o m i n a t e u r de chaque
traction ç(.-s) et l 'argument de (^ — c^ est cer ta inement plus petite
que À'a; par suite, la différence maxima absolue entre l 'argument de
chaque fraction rationnelle ç(.s) et l 'argument œ de ̂ ï^^^ est.
(À+Â^a . Or, d'après la position des tangentes l 'une par rapport à
l'autre, les arguments des fractions rationnelles def(z) sont infér ieurs
à l'argument de ^^ •̂-"—-̂ -., en prenant , comme nous le supposons
dans toute cette démonstration, pour les arguments de z — a et s — b,
des quantités comprises entre les arguments choisis pour z — c^ et
.s—c,i. Si donc, 0 ^ , . . . , 0^ sont les arguments des diverses fonctions
rationnelles y (-s), les différences co — 0, , . , . , a> — 0^ sont. toutes posi-
tives et leur différence maxima est ( A + A ^ a ; il suffira ainsi de
prendre z dans une région pour laquelle (A •+- A') a soit inférieure à TÏ
pour que 0 ^ , . . . , 0 , diffèrent entre eux de moins de w; or, la courbe
sur laquelle on a (X-+- ÎV)a == TÎ est un cercle F concentrique à C, de

Rrayon ——-^—— ; comme 1 4- "À" est la plus forte valeur de k "h k\ et
^^(ÀTÏ)

que, en dehors de F, l'on a fA + ̂ )a <-n:, d'après la proposition qui
est en tête de ce Chapitre, les zéros de/(s) sont à l'intérieur du
cercle T de rayon———-^——,où "À "+- À' est là plus forte somme des

sin ———r—^ • . / , 2 (A "4- A 7 ) . ^ . !

degrés des dénominateurs et, numérateurs respectifs des fractions
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rationnelles de la série /(^), ce qui démontre le théorème. Nous
a l lons maintenant présenter plusieurs importantes applications de ce
théorème, aux fonctions algébriques et aux surfaces d'intégration des
intégrales doubles.

2. Tout d 'abord, étant donné un polynôme, proposons-nous de
l imi te r , dans le plan delà variable, les régions où ce polynôme peut:
s 'annuler . J 'énoncerai, à ce sujet la proposition qui suit :

THÉORÈME II. — Etant donné le polynôme

f{z) ==Ao^^Al^ l+. . .-4-A.p^^-r-...+ A/,,
t ^ — ,

si p esl la valeur de k pour laquelle t/iTT^ prend soi plus grande valeur

quand k varie entre i et n, [A/.- et Ao éteint les modules de A^. ci A,,, (es
racines de fÇs) soni à l'intérieur d^un cercle concentrique à ron^'ine et.

il)/[k.f)n
/ V |Aorde rayon •̂.•••-..-i..-."---1--..

s in —2 //..

Remarquons, en effet, que, Ao ayant une valeur f in i e , les zéros du
polynôme f(.z) satisfont à l 'équation

.,.. + ̂  ̂ ^. _ ^ ̂ +.. .^ ̂  ̂ o,
Ay A(» . A.o

et encore à cette autre équation

y(.) =^+ ̂  .-+. ..+ ̂  ———f--...+ "A/? =c,
• " AO Ao Ao

qui peut s'écrire, d'ailleurs,

'̂ î̂ M-
h == 1

Or, d'après le théorème général qui précède, les zéros de 9 { z ) sont
à l 'intérieur d'un cercle T concentrique au cercle C de surface minirna
entourant les zéros des polynômes ^ 4- /—s s ' 1 " 1 ' quand k prend toutes
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les valeurs de i à k. Or, les zéros de ^-4" n— z11"1' sont : s ° l 'origine
comme racine d'ordre n — / c ; 2° k points situés sur un cercle de

rayon i / ' - ^ p . Par suite, nous prendrons pour C un cercle concen-

trique à l'origine, de rayon, infiniment peu différent de i / 1 — ^ (mais

supérieur), si. c'est? la valeur de k pour laquelle 4^.-—' prend sa
plus grande valeur. Le cercle F, d'après le théorème fondamental,

différera infiniment peu du cercle P de rayon J-——•- et concentrique
s in —2 n

à l 'origine. Le théorème II est, par suite, immédia t .
Nous allons tirer, de ce théorème II, une proposition sur les fonc-

tions algébriques d'une et de plusieurs variables. Supposons, en ef'Ïet,
que, dans le théorème précédent, Â(), Ao . - . , A.A soient des polynômes
dépendant d'une certaine variable complexe; lorsque cette variable

décrit un circuit C, la quantité {/^^•^^tteï.ndrîi sa valeur maximay "o i
pour une valeur ZQ de la variable qui entre dans les coefficients et pour
une valeur /c=p de fc; nous sommes donc conduits au théorème sui-
vant sur les fonctions algébriques :

THÉORÈME III. — Sou une fonction algébrique u de la variable définie
par

^+ ç>i(5)^""1. . ..+-9^)^^. . .4-9,/,(-3) =r o,

où (f^ cp^ ,.., (fp9 ..., cp^ sont des/raclions rationnelles de z; quand z
décrit dans son plan le circuit C ne rencontrant aucun pôle de o^, <p^ ...,
ç^, le radicale ç^ j n atteint sa valeur maxima pour z = ̂  et k ==p, s^
étant un point de C* Les circuits décrits par la fonction algébrique u sont

à l'intérieur du cercle T concentrique à l'origine et de rayon ̂ L£î ^ .
7Ts in —2 n

La démonstration employée pour prouver ce théorème nous conduit
immédiatement d'ailleurs à la généralisation suivante :
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THÉORÈME IV. — Sou une fonction algébrique u des variables oc y y, ...,
z, définie par Inéquation

«"+. ..-+-9p(.z>,.y^)^-P4-.. .+©/,(^,y,^)== o,

où y,,, Ça, ..., cpp, ..., ç^ sont des fractions rationnelles en se, y, z ,
lorsque Çoc, y, z) décrit dans l'espace à 2 r dimensions (r e^rn^ fc nombre
des variables x, y, ..., -s) î n continuum C /ie rencontrant aucune dis-
continuité de © i , cpa, ..., o^, le radical \/\ (p^(o?,y, ..., -s) | n atteint sa
plus grande valeur pour x === x^, ^y == y^, ..., z == ̂  ^ k = p où
(.z'o,^? ..., s,,) e^<? un point du continuum C; les circuits décrits par la
fonction algébrique u dans le plan de ses valeurs sont à l'intérieur d'un

cercle concentrique à l'origine et de rayon ̂ l-TA .̂.---o -̂̂ ^ l̂̂ -̂ ^ .
7Tsm —ïti

Ici. les circuits décrits par u pourront former une aire, si le conti-
n u u m a plus (l'une dimension dans l'espace à 'ir dimensions, ce qui
n'avait pas l ieu lorsque les fonctions dépendaient seulement d'une
variable. Voici, la dernière généralisation que je présente du théorème
sur les zéros d'un polynôme :

THÉORÈME V. — La fonction u des variables x, y, ,.., s est définie par
l'équation

^'-1-. ,.4-G>(«^,7, ..., 5)^-^4-. . .•+-G/,(,r,7,^)=:o,

où (ii, Ga, . .., Gn sont des fonctions uniformes de a?, y, ..., s; quand le
point x, y, ..., s décrit dans l'espace à 2 r dimensions (r étant le nombre
de variables x, y, ..., -s) un continuum C ne rencontrant aucune discon-
tinuité des fonctions Q^ Ga, ..., G;,, le radical \1\ G^(^, j, ..., z) \ n
atteint sa plus grande valeur pour x == ^o, y =jo, ..., z == ZQ et k == p
où ( x ^ , Yo, ..., ^o) est un P0^ ^u continuum C ; les aires ou les circuits
décrits par la fonction u dans le plan de ses valeurs sont à l'intérieur

d'un cercle concentrique à Vorigine et de rayon ̂ JA l̂L2jll̂ —^±JJ.. • . 7T
o i il ""——a n

Nous allons appliquer le théorème IV, dans le cas où r,p= 2, à une



320 t. DESAINT.

question d'intégrales doubles relative à deux variables complexes.
Considérons, en effet, l ' intégrale doub le ( f -A^llL^^^^^^^ on Q(^,y)

J J Y \ lz' 9 f )

est un polynôme suivant l 'une des deux var iables , l ' intégrale
étant étendue à une surface dans l'espace à quatre dimensions . Com-
ment pouvons-nous déformer cette surface sans que l ' intégrale change
de valeur lorsque P(.r, y) est holomorphe en x ety, Q(.^\y) étant un
polynôme en x et une fonction uniforme en y . Pour répondre à cette
quest ion nous nous appuierons tout d'abord sur cette proposit ion, éta-
blie dans toute sa généralité par M. Picard, que l'on peut déformer !a
surface d'intégration sans rencontrer le cont ini iurn Q(;r,y) == o, de
façon que la surface déformée corresponde à l 'ensemble de deux
courbes, l'une sur laquel le se déplace y, l 'autre étant ,un c i rcui t sur
lequel x prend ses valeurs. Soit C la courbe l i eu dey et (T la courbe
lieu de oc. Nous allons ma in t enan t raisonner yu r le con l inuum (0(7);
nous fixons la courbe C lieu dey et nous cherchons les déformat ions
de CV qui n'altèrent pas la valeur de l ' intégrale. Or, d'après le théo-
rème IV, y variant sur C, le polynôme en^, Q(ji?,y), é tant mis sous la
forme

Q(.^y) ==r^yy(y) •+..z^•l-•^^y) +.. .+^"-^9/,(y) +. -.+ ̂ a(y).

les valeurs de x qui' annu len t Q(^,y) sont sur des courbes situées à
l 'intérieur du cercle r concentrique à l 'origine des x^ son rayon étant
AyliZzo^
.1:—Lîli2jL^ oùyo est un point de C qui , avec la valeur? de ky déter-

sin —2 n
Aysz î.]^

mine le maximum du radical v—LîiiZI.L,
TT

SÎÛ 11——. ^n
La courbe C étant laissée fixe, plusieurs cas se présenteront dans la

transformation du contour G':
t° C est complètement en dehors deT; alors l'intégrale, double est

nulle;
2° C empiète; sur l'aire du cercle r. Nous supposerons^ comme cela

se passe dans le •cas1 général, que C/ ne soit pas tangentes T. Les'deux
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courbes C et F étant fermées se rencontrent en un nombre pair de
p o i n t s à distance f inie; soit 2(JL ce nombre. Marchons alors sur F dans
un sens dé terminé; nous rencontrerons les points d ' intersection dans
l'ordre A, A y , ..., A^.-iA^o» • • • » A^^Aa^; nous voyons immédiate-
men t que nous pourrons remplacer C par la courbe obtenue en fer-
mant la port ion "intérieure de (7 dans F par les p. arcs A", A^, . • • ,
A^A^-i, • • • » A^x-iA^. Si en marchant sur F dans le sens direct
( l 'a ire du cercle à gauche) les points A se présentent dans l 'ordre
A . , A 2 , . . . , A 2 ( i , le contour (7 étant aussi décri t dans le sens direct
( l ' a i r e de C à gauche), nous remplacerons (Y par la port ion intér ieure
de C (décrite dans le sens choisi pourC) fermée par les p. arcs Ai A^.- . i
A.2ç,»..i A.^» • • • ? Aa^iA^ parcourus, relat ivement au cercle F, dans le
sens direct.

Si la courbe (7 éta i t complètement intérieure à F, notre théorème
sur les fonctions algébriques ne permettrai t pas de s impl i f i e r la surface
d ' in tégrat ion.

3. Après avoir étudié la d i s t r ibu t ion des zéros d'un polynôme et t i ré
quelques conséquences pour la théorie des fonct ions algébriques d 'une
ou plus ieurs variables, je reprends la question de la dé terminat ion
des zéros d 'une fonction uniforme dans le cas où. les points singuliers
sont à distance f inie. Voici à ce sujet une première proposi t ion :

THÉORÈME VI. — Soit F (-s) une fonction uniforme dont tous les points
singuliers a^ sont à distance finie, cette fonction ne pouvant admettre
comme points singuliers essentiels que les limites des pôles, de telle sorte
c/uon peut l'écrire

//,r;:so U,^.:.i)l ̂

^=^22 A- ,

où a,^ est un pôle de degré m^ de multiplicité, la série S A^ étant sup-

posée convergente. Si le radical i/1^-.—^ atteint su plus grande valeur

pour [M ==/<;, C désignant un cercle Çde surface minima entourant les
pôles a^) de rayon R, les zéros de F(-s) sont à f intérieur du cercle F con-

Ânii.de VÈc. Normale. 3° Série. Tome XIV. — SEPTEMBIIE 1897. 4 1
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R i t/^^AÏ -+- t / - . - , - -

centrique à C ̂  f/^ rayon ———v—1^1.-, m^ étant le plus ^mnd degré de
s in 7-4 ^o

multiplicité des pôles.

Reprenons, en effet, la série qui dé f in i t F(,s)

p^.^4 , ^ AÏ
•^^"A 0 4 Z(T=Ta^

Les zéros de F(^) sont ainsi détenninés par l 'équat ion

4 ^ A^)^-^ir.-r^^
qu i peut encore s'écrire

âA'^
'ï.r

H^^^)^y i A^ i -h V —A'L.,,..,,̂  .̂ ,,^'A/A 1 ' ^iz-^a n^ '"" '

où nous avons posé ô =-= S A^ L
L'équation précédente se t rans forme dé f in i t iven ien t en cel le-ci

t, [A / „ ,/ \ (i ...(.„. "'•' i a /A 1

y ^"..l..;̂ "'" "^^ ^^^^^^^^^^^^^^^^^
(^-a,,)^

Dans la série de fractions ra t ionne l les du premier membre, les con-
di t ions d 'appl ica t ion du théorème I sont satisfaites. Les pôles de ces
fract ions ra t ionne l les sont les poin ts a/,; leurs zéros sont déterminés
par l 'équation

(. ^m,,^IA^-o.[^ —- CT//.;t J.,,, .-.,.,......,-̂ ...,,-.-.,..»-., „„...„,„„. 0 ,
A(,

elles sont à l ' intérieur d'un cercle concentrique à a^ et de rayon^

V lA.T"
De là résulte immédia tement , d'après le premier théorème, la dé-

monstration du théorème que nous avons en vue.
Si, AQ était nul ,1 la proposition qu i précède ne présenterait aucun

intérêt; il iaut imposer de nouvelles condit ions à F(,s) pour obtenir,
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p a r l a méthode employée, des renseignements sur la posit ion de ses
zéros. Voici la proposition qui. répond au cas de A() nu l :

THÉORÈME VII. — Une fonction uniforme F (s) régulière et s'annulant
à V infini, n a que des discontinuités polaires a^ {sauf peut-être aux li-
mites des pôles}, d'un degré m ̂  de multiplicité; elle est représentée par la
série

n =-- as p. =;: in „
^ AW

F M =2 2 (^-^y-

la série S [ A^ | étant convergente. Si les résidus des pôles sont tous diffé-
rents de zéro et ont même argument, C étant un cercle {de rayon R) de
surface minima qui entoure tous les pôles a^ et les zéros des parties prin-
cipales relatives à ces pôles, les zéros de F (s) sont à l'intérieur d'un
cercle T concentrique à G, de rayon——————-? où m est l'ordre de

gin „-, ,,—-.._
2 ( •?- m — ï )

multiplicité le plus élevé clef! pôles.

Remarquons , à cet effet , que F(s) peut s'écrire

F(^)^^I\(3) .

n = 1

où. I:\ désigne la partie principale du pôle a^ fraction rationnelle qui.
s'écrit

i> , ̂  A;/ ( z - a,)—1 +... +Ar^---^ ±A^l., ( z ) :„..„.:: .-.——— —.^-._ ̂  ̂

Or, lorsque n varie, les résidus A^ sont des quantités imaginaires
de même argument 0; en faisant sortir e^ du signe S, on a une série
de f rac t ions qui satisfont aux condi t ions d 'application du théorème 1,
ce qui achevé la démonstration du théorème.

Lorsque le degré m^ de mult ipl ici té des pôles est l ' un i té , on peut
donner de la région des zéros une définit ion intéressante et très
simple dans ses rapports avec la région des discont inui tés de la fonc-
t i on . La proposition qui vise le cas de m === ï s'énonce ainsi :

COROLLAIBE. — Si une série à termes réels de signe constant £A^ est
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convergente, la fonction F (s) 5 définie par l'identité

•••o-z^'
a ses zéros à U intérieur de tout contour convexe entourant les points a^.

En effet, en tourons les points a,/, d/un conlour convexe q u e l c o n q u e C;
d'après un ra i sonnement complè tement analogue à ce lu i que nous
avons employé dans la démons t ra t ion-du théorème 1, il ne peu t y avoir
de zéros deF(^ ) à l 'extérieur du con tou r (7, l i eu des po in t s d'où C est
vu sous un angle 71:; ce contour (7 est C lu i -même.

Nous allons app l ique r ce corollaire à l 'é tude de certaines fonct ions
étudiées par MM. Poincaré et Eîomèn. Aupa ravan t , f a i sons cette re-
marque : en dehors de l 'ensemble G des po in t s a,^ la f o n c t i o n F(^)
est holomorphe; on peut a l l e r p l u s lo in : les zéros de F(^) é tant a.
l ' i n t é r i e u r d'un contour convexe que lconque C e n t o u r a n t Go la fonc -
tion ne s ' annu le pour aucune valeur f i n i e de la va r i ab l e en dehors de C ;
F(^) est donc représentable parc0135, où 0(s) est holornorpbe en de-
hors de tout contour convexe en tou ran t les po in t s a,/.

Je considère d'abord les (onc t i ons de M. Poincaré ( 1 ) :
/// r:: so il .::•: "4- se /) .::::• dA

F/,^ V V V (ym^n'^>

• < { z ) ̂  ̂  JL Zi ̂ "'"'''̂ H1^^^^^
/// ;;•::•(> // :ï:(1) 1).».::; l1» *•> '"..-...,.."•.-"-...--.--...•..-.....•..--....•-"-.-..-....•.--........--....—

' /n -h 1 1 -1- /,-'

^ „ _ ̂  Y' " _ am P^y7' • " " À A '
•" / """"""" j^ jaai /n a -\- n b -4- ... -h sV

ni :=:(> .v ;;-:: 0 -3 — "—•---•."..•-.•..-.•••.--.••-".••..----.---•-..•.."-•.••-.--..-..•-.----•.,-—
m "h n 4-"... 4- t

où a, [3, y, . . , , A sont des quant i tés réelles comprises entre o et î .
M. Poincaré a établi que ces séries représentaient des fonct ions bien

déterminées de la variable s, sauf dans les régions respectives définies
par le triangle {abc) et le polygone convexe ( a b c . . J ) , qui, son t pour
ces 'fonctions des espaces lacunaires; 01% d'après le corollaire du théo-
rème VII, les fonctions F ( z " ) ne peuvent s 'annuler, en. dehors du
triangle ou du polynôme convexe, que pour des valeurs infinies de z,

( ! ) Âcta Sociotatis SciQiiliarwn fenlucœ, i. X Î Ï .
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La forme générale de ces fonctions à espace lacunaire ' est donc ^^l
o ù 0 ( ^ ) est holomorphe en dehors de l'espace lacunaire correspon-
d a n t ; cette propriété rattache entre elles les séries considérées de
M. Poincaré.

En second l ieu , dans le même ordre d'idées, examinons la distri-
bu t ion des zéros de la fonction de M. Homen, définie par r iden t i t é

ae //; s= )l p = n

F/^-- V V V i^u^u'S1 (^ - 2i Z L ————,^
// .=. l m =1 p .-= 1 z — z ^ — ^ £- Q n

où ^ i , u.^ u.^ sont des q u a n t i t é s réelles, posit ives, infér ieures à i , el / ,
u n e q u a n t i t é réelle posit ive.

La fonct ion F(-s), a i n s i déterminée, admet le cercle G,, de centre .^,
de rayon ^ comme espace lacunaire; d'après le corol la ire précédent,
elle ne peu t s ' annuler en dehors du cercle lacunaire . La forme de F(s)
est donc c0^, où 0(s) est holomorphe en dehors de l'espace lacunaire
correspondant à F(s); q u a n d u^ u^, u.^ l^ va r i en t sous les condit ions
rappelées p lus haut , les fonct ions F(s), a ins i déterminées, sont ra t ta-
chéespar la forme O(^) , qui, l eur est commune.

4. Dans les paragraphes qu i précèdent, nous avons l i m i t é la posi t ion
possible des zéros de polynômes et de fonctions régulières à l ' in f in i ,
ayant un nombre quelconque de pôles à distance finie; nous nous
proposons, dans ce paragraphe, d 'é tudier les zéros de fonct ions uni-
formes n 'ayant à distance f inie et à l ' inf ini , que des d i scon t inu i t és po-
laires, l ' i n f i n i n 'étant pas l imi te de d iscont inu i tés . Je donnera i , à ce
su je t , le théorème suivant :

THÉORÈME V11L — Sou F(z') une fonction uniforme pour laquelle
l'infini est pôle d'ordre p sans être limite de discontinuités, les singula-
rités à distance finie étant toutes polaires (^sauf peut-être aux limites des
pôles où elles peuvent être essentielles^ de telle sorte qu on ait cette identité

n = »o, u. =: in,
-^ A ( [J. )

F(s)-.-=Ao3''-^B^/-'-^...+B/,5/'- /c4-...+B/.+ Y "'—-^,
——" ^ —— ^'fl)^

H s: 1, \1. ss 1
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où <^ est un pôle d'ordre m,^ la série S A^' ê/a/^ convergente. Si R ̂
/a plus grande des quantités

lorsque k varie entre i et p, i entre i et m,^ n entre i et co, les zéros de
F (s) sont à l'intérieur d'un cercle T concentrique à l'origine et clé rayon

___R___, M étant l'ordre de multiplicité le plus élevé.
s m

3 ( 3 M -4- ? )

Considérons la série qui, déf in i t V ( z ' )

V ( z ) == A()^ "l- Bi ^>~ï 4-.. . 4" B/.^^ 4-. . . 4" B/, -k ^
// ,̂,: 0- , ̂  ;::" /// ,t

^ A^'^ ^^ ,̂.,,̂ .,̂^/^ ...̂  ^^ ^,^ "T" , . . -T" ï»/,-^- --r- . . . --i- «^ /^ - r ^ / ^ __ ^ ^

// ;:r: 1 , [f, ;= 1

Les zéros de F (-s) sont déterminés par l ' équa t ion

Ao^ 4- BI ̂ ;~"l 4-... + B^ s^--^' 4-. , . + ̂  ̂ ,.̂ ^̂  - o,

cme nous écrirons
A A t j ^ 'AK: o

^ , , „ Biôs^- 1 1 B^â^;^-^ l.î«o ^ ""'Ao1 1 '
I:1 - ̂  ̂  1^^ + -A;- "•h ' • < + ^^^^^^^ + • • " •+ ± + ̂  (-^^^^^ " 0

avec
o=:: ï 4 - 2 | A ^ | .

L'équation précédente se transforme défini t ivement en celle-ci :

,i, ^..^^.^...^v^w^^'^-^^,.
A,() A.O -— \ A O ^ — M ^ / ' /

Le polynôme et les fractions, ra t ionnel les du. premier membre satis-
font aux condi t ions du théorème I. La d i f fé rence des degrés des nu-
mérateurs et dénominateurs respectifs est p , le rapport des termes de
degré le'plus élevé dans les termes correspondants étant un nombre
réel positif, i ou; |A^|. Il nous reste donc à étudier les zéros du poly-
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nome et des fractions rationnelles du premier membre de l'équa-
tion (i).

•Les zéros du polynôme
,./ , B/,^-^ I^ô

J ,5 —'- ̂  + • • . + —————— -1- . • . -i- -——Ao A.o

sont, d'après le théorème II , à l ' intérieur à\m cercle concen t r ique à
l 'or igine et dont le rayon est la plus grande des q u a n t i t é s

//iini±^̂v Ao
7Ts ni —ï p

lorsque k prend toutes les valeurs entières entre ï. et p .
La fraction r a t ionne l l e

lA.i^+^iîL-^iAm
! '-fi 1 ^ • A / ^ /y \u,A()(^ — a/i ^

a pour zéros les racines de l 'équat ion
r -L.^| AH

.^(^~.^J^±-^
Ao

qui s'écrit encore

.̂  + . . . 4-- (~ a^ ^-^^^^^^^^^^^^^^^^^ .^ ̂  . . .+ î lAil ̂  o.
'̂  i , a , . . . , / / Ao

Or, les racines de cette équat ion sont à l ' in tér ieur d 'un cercle con-
c e n t r i q u e à l 'or igine dont le rayon est la p lus grande des quan t i t é s

. , ŷ (Z:EÎ ^ '̂̂ tïIJi:!'
' ^ 'V 1 , 2 , . . . , ^ V " ""IA.O'I ~

a(p-i- ^) " 2( / .»+^.)

Si donc R est/la plus grande des quant i tés
,/^^^^^^^ .̂̂ .̂ ^^^^^^^ ^ ^ ̂ ^.^

V^^^ATI^^ lal̂  ^Vzisr:
7T ! . TC . TTï—--- 1 s m -•-;———— si il •—-——-

2? • ' ï (p 4- ^) " 2 (/>•+- JJ.)
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les zéros et les pôles des fractions ra t ionnel les du premier mem.bre de
l 'équat ion (I) sont à r in té r i eur d 'un cercle concentr ique à l 'or igine
et de rayon R. L'application du théorème 1 achève la démonstra t ion.

5. Dans les 'paragraphes précédents, nous nous sommes placés ex-
c lus ivement d a n s le cas où les fonctions é tudiées étaient développables
en séries de f ract ions ra t ionnel les dont les pôles é ta lent à distance
finie, ou tout au moins ne formaient pas de suites s 'étendant à l ' i n f i n i ;
nous a l lons nous occuper ma in t enan t de la l i m i t a t i o n des régions du
plan où la fonction F( 3 )» déf inie par la série de fractions ra t ionnel les

F(^)^^y^),
n

peut s 'annuler , les fonctions cp^(s) étant assujetties a u x condi t ions
suivantes : la différence des degrés entre le numéra teur et le dénomi-
nateur de chaque f ract ion rat ionnelle y(,s) est la. même, quel que so i t / z ,
le rapport des coefficients des termes de degré le plus élevé au déno-
m i n a t e u r et au numéra teur étant réel et gardant u n signe cons tant
pour toutes valeurs de n ; nous supposerons, de p lus , que les pôles et
zéros des f ract ions 9,;(s) t enden t tous vers le mêroe p o i n t a l ' i n f i n i 1
pour des valeurs infinies de n. Ce p o i n t à, l ' i n f i n i sera s i t ué , par
exemple, dans la direct ion a; si nous jo ignons l 'origine dans le plan,.,.„„-)»..
des z au poin t à l ' i n f i n i .1, la demi-droite 01 aura une di rec t ion a; sup-
posons alors q u ' u n e pe rpend icu la i re P à 01, venant d 'un point très.„„-,.,'>.„
é loigné sur la droi te 01 dans la direct ion opposée à la droite 01, se
déplace de t e l l e sorte que son po in t d'intersection avec 01 varie dans

-•->•
le sens 01 sur cette dro i te . Le premier po in t rencontré par la droite P,
parmi, les zéros et les pôles des fractions y^C 5 )» sera le point a par
exemple. Je considère alors la parabole C de sommet a, son axe étant
une droite de d i rec t ion a passant par a; la concavité1 de C est de plus
tournée vers I ; le paramètre de,cet te parabole sera pris assez grand
pour que tous les pôles et xéros.des fractions rat ionnel les o^(^) soient
à, l ' intér ieur de cette parabole G, ,ce qui sera toujours possible d'après
la façon'dont nous1 avons défini a. Le raisonnement employé dans la
.démonstration du théorème 1 nous montre ,que .nous obtiendrons une
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courbe séparatrice des régions du plan des z , où F (s) ne s'annule
jamais ou peut s'annuler, par le l ieu du point desquels la parabole P
est vue sous un angle égal à ——7? où /c et K sont respectivement les
degrés du numérateur et du dénominateur de la fraction rationnelle
y/î,(^) à termes du, plus liant degré. Le l ieu, nous le savons, est une
branche d 'hyperbole dont un des foyers est le foyer de la parabole C;
la directrice correspondante coïncide de plus avec la directrice de la
parabole. Si nous rapportons l'hyperbole H que nous avons en vue à
l'axe de C et à sa tangente au sommet, l 'équation de cette hyperbole
peut s'écrire

/ r»\ 2
y1 —- ^px =•= tang'2 V" [ x -h "- ) ?

ou p est le paramètre de la parabole et V === —7:—- Pour l'une des
branches de FI, l 'angle des deux tangentes qui comprend C est égal. à

Tr-. pour l 'autre branche, l 'angle analogue est égal à
^ ^(/^/.^ï)

7, _ ̂ .̂  = ,̂ ,.̂ ,̂ ^^^^^^^^

I l y a donc deux cas à distinguer :
1° k "+- ^== i. Alors les fractions rationnelles ^(-s) ont la forme '̂ -T

ou A ( s — &); si /c === o, k' = x , les fonctions ç^(^) ont la forme ——— 57 (. S — On

où A^ garde un signe constant quand n varie; ce cas particulièrement
simple sera étudié en détail à la fin de ce Chapitre : les zéros de F ( z )
sont à l ' intérieur de la branche d'hyperbole G comprenant en cet inté-
rieur toutes les discontinuités finies ou infinies de-F(s); si les pôles
des fractions 9^(-s) tendent ainsi que les zéros vers une même limite à
l ' infini , les zéros de F(-s) sont à l 'intérieur de la parabole C qui vient
d'être définie; c'est ce dernier cas qui nous occupe en ce moment.

Si À = = X , /^==o, / les fonctions rationnelles 9^(2,) ont la forme
A,,/5—a^); et la fonction F(^) se réduit à un binôme dont l 'unique
racine est encore à l'intérieur de la parabole C dont le sommet est un
des points a.^

^o 'k + k''== 2. L'hyperbole H se réduit à la directrice de la para-
À/ift. de /7^\ Nonnaie. 3" Série. Tome X IV .— SEPYÏÎMBHK i8<j7. 42
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bole G comme droite double : cette directrice sépare le plan. des z en
deux régions, dont l 'une contient la parabole C.

La fonction F (-s) == 2 ç^(^) a ses zéros dans la région de la directrice
de la parabole G qui contient cette parabole.

3^4^>.. Alors ^<^ et ^-^>^ Des deux
branches de l'hyperbole, celle pour laquelle l'angle des deux tangentes
qui comprend C est égal à —^— est la branche située par rapport à la
directrice de C du côté opposé à cette parabole.

Remarque. — Nous avons supposé, dans l'énoncé des proposit ions
qui précèdent, que la droite P, en var iant , ne rencontrait tout d'abord
que le point a; pour cette position I\ de P, il pourrait , se trouver sur P
d'autres points que a, appartenant au groupe des pôles et zéros des
fractions rationnelles de la série. Appelons, dans ce cas, A et B les
deux points entre lesquels sont les points « sur Py. Nous pourrons
prendre, pour la parabole qui, entre dans nos proposit ions, une para-
bole passant par A et B, dont l'axe est parallèle à 01, sa concavité étant
tournée vers I. On disposera du. sommet et du paramètre pour enfermer
à l'intérieur de la parabole tous les points a/, et b/^ pôles et zéros des
fractions rationnelles de la série F(^).

Pour simplifier les énoncés des propositions qui vont suivre, j 'appel-
lerai parabole des points a et b, la parabole C définie comme il vient
d ' ê t r ed i t dans ce paragraphe. Je résumerai la discussion qui précède,
dans le cas de k 4- K > 2, en ce théorème :

THÉORÈME IX. — La fonction f(z) est définie par la série de/raclions
rationnelles

ff.\^. V ^•'(^•"L?!)-- " (s"" a^)^^ ^ ̂ ^^^.^^^,
m, H) ,.,, A"

où Ahk'9 ^i » • * » » ^A, l>i, . * . , b^' sont des quantités variables avec m, n,... y .y ;
A/^ est réel et garde un signe constant quand w, n, ..., s prennent toutes
leurs valeurs, la différence k — k' étant la même pour toutes les fractions
rationnelles qui forment les termes de cette série; clé plus, il existe au
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moins une fraction rationnelle pour laquelle k 4- K ^> 2 ; lorsque m, 71, ..., .y
augmentent indéfiniment les pôles et les zéros des fractions tendent vers
le point 1 à l^infini. Le lieu des points d'où l'on voit la parabole C des

points a et b sous un angle comprenant G, d'ouverture -,—p (k+îcétant

la plus forte somme des degrés des numérateurs et dénominateurs respectifs
des fractions), est une branche d'hyperbole H; les zéros de F (-s) sont
situés, par rapport à cette branche d'hyperbole, dans la région de lapara-
bole C.

Nous allons suivre, dans la recherche des zéros des fonctions uni-
formes polaires quelconques, une voie parallèle à celle qui n o u s a
guidés lorsque nous avions à déterminer les zéros de fonctions uni-
formes à discont inui tés polaires ne s'étendant pas à l ' infini . La propo-
sition qui correspond au théorème VI s'énonce ainsi :

THÉORÈME X. — Etant donnée une fonction uruforme F (s) n'admettant
comme points singuliers essentiels que les limites de ses pôles, une seule de
ces limites 1 étant infinie, sans que le point à l'infini soit pôle, on l'écrit
sous la forme suivante

n^x os, [X=Wn

^ __A^
^ ^^a.n)^'^^Ao^ Z
, ÎA=1

où a n est un pôle de degré rn^de multiplicité, la série S [A^| étant supposée
convergente. De chaque pôle flyi comme centre décrivons un cercle C^ de

rayon \/^1—ç-; soit P une parabole comprenant à son intérieur tous ces
" y A() j

cercles C^, son axe étant parallèle à la direction du point limite 1 de la

suite infinie des pôles. Le lieu des points d^où V on voit P sous un angle —^

(M étant l'ordre de multiplicité le plus élevé des pôles) est une branche
d'hyperbole H; les zéros de V(s) sont situés, par rapport à celle branche
d'hyperbole, dans la région de la parabole î.

Considérons, en effet, la série qui déf ini t F(^)

• ^^-^^^(^fa^ • , ,
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Les zéros de F(^) sont déterminés par l 'équation
, YI A^
^^^(T^^^0

qui siéent
|A,|[(.-.,.)^^1_

^ Cs-a/,)^

La série de fractions rationnelles, qui figure au premier membre,
satisfait aux conditions du théorème IX. Les pôles sont ici les points a^

^ / \ ^ ' ^ r \
les zéros sont à l 'intérieur des cercles Cn de centre a,^ de rayon i/ —— 'V -^o
La parabole C est une parabole comprenant à son intér ieur ces
cercles C^; si nous la désignons, dans ce cas, par P, d'après le théo-
rème IX, les zéros de F(^s) sont situés, par rapport à la branche
d'hyperbole H, dans la région de la parabole P.

La proposition précédente peut prendre une nouvel le forme au moyen
des considérations qui, suivent; mettons la quan t i t é Ao sous la forme
K^°, B. étant son modale et 0 son argument Développons ensui te R, en
série de termes positifs et réels suivant les entiers de la série F (a).
Pour abréger, nous écrirons deux entiers n et p. dans les termes de H,
de telle sorte qu'on ait

il :;= oo, y, s-s w ,(,

A,,=û'o ^ , («,?.).
n = l, ̂  =s 1

Nous remplacerons alors les cercles C^ du théorème X par des-

cercles D/^ de centre a^de rayon i V ^ ^ , la parabole P sera remplacée
y •<? { n y P') '

par une parabole P7 entourant les cercles I.V, les zéros de F(^) sont
alors situés par rapport à la branche d'hyperbole correspondante dans
'la région de la parabole P'«

Lorsque A.o est nul, les conclusions du théorème X doivent être
transformées; voici le théorème qui correspond à cette valeur particu-
lière de Ao, :

THÉORÈME XI.,— Soit F(^) une/onction uniforme (fui réadmet comme
points singuliers essentiels que les limites de ses pôles, une seule! de ces
limites l étant infinie; de plus, F(^) s'annule à l'infini, sauf en I, de
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telle sorte que F on peut écrire
n =. oo, (J. = m „

Ag-
F(.)= 2

(3-^)!1

n =1, ^= i

oàS[ A^'l e.̂  convergente, a^ étant un pôle d'ordre m^ de multiplicité. Dési-
gnons parC la parabole des pôles et zéros des parties principales de F(-s)
relatives aux pôles. S/ les résidus des pôles sont tous différents de zéro et
ont même argument, les zéros de F (s) sont à l'extérieur de la branche

d'hyperbole, lieu des points desquels C est vue sous un angle ——— -> où

M est l'ordre de multiplicité le plus élevé des pôles.

Remarquons à ce sujet que F(^) donne lieu à la représentation
suivante :

F(^=^I\(^

où, PnÇ^) désigne la partie principale relative au, pôle a,.^; cette fraction
rationnelle est définie, comme l'on sait, par l 'identité

r> , ̂ -A^^la/'L)^^A/ .^ -— - • {z-a^

Lorsque n varie, les résidus A^ sont, pcZr hypothèse, des quant i t és
imaginaires différentes de zéro et ayant même argument 9; en fa i san t
sortir '̂0 du signe S, on a une série de fractions rationnelles qui
satisfont aux conditions d'application du théorème IX, d'où l'on
dédui t immédiatement le théorème XI.

Remarque. — Le théorème précédent aurai t encore lieu si les résidus
étant tous nuls, la valeur minima de (JL était la même pour toutes les
parties principales, les quantités A^ correspondant à cette valeur com-
mune de p- étant des quantités imaginaires de même argument.

Lorsque le degré m^ de multiplicité des pôles est l 'unité, la région
des zéros de F(^) se définit très simplement par la région des discon-
tinuités de la fonction considérée.
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La proposition qui vise le cas qui nous occupe se présente ainsi :

COROLLAIRE. — Si une série, à termes réels et de signe constant "LK^
est convergente., la fonction F (-s), donnée par l9 identité

F'^-Is-é
A^

Un

a ses zéros à l'intérieur de tout contour convexe entourant les

Le contour convexe est ici, i n f i n i ; si les limites des pôles sont toutes
f inies sauf une 1 Je contour convexe, en touran t les points ̂  dont on
pourra se servir, sera par exemple la parabole C définie au commence-
ment de ce paragraphe,.

Je ferai l 'application de ce corollaire à l 'é tude de la fonction cols;
cette fonction est définie pour toutes les valeurs de la variable par la
série

cou=^+ V (-___+.±
^ ^sd \^z — n TT n TT" 11 7T tl 7T .

n.=±l, ±â, ...,

Les discontinuités de cot;j sont les pôles nrc, ou n prend les va-
leurs o, ±:i, . . . , ±co. Nous prendrons comme contour convexe
deux droites parallèles inf in iment rapprochées de l'axe des quan t i t és
réelles et comprenant cet axe entre elles. Nous déduisons donc immé-
dia tement , comme corollaire du théorème XI, cette proposition :

La fonction coU ne $ annule Çsauf pour F infini) que pour des va-
leurs réelles de la variable.

^ On voit encore que coU est représeniable par e^\ où 0 ( z " ) est holo-
[ jmorphe en dehors de l'axe des quantités réelles.

Parmi les fonctions F(s) du corollaire précédent, se trouvent encore
les dérivées logarithmiques des fonct ions entières à mult ipl icateur ex-
ponentiel constant, de genre pair, à racines réelles. Nous savons, en
effet,-qu'en,désignant par/(^) une fonction entière de genre œ, on a
cette identité

1 ! ! T ( s } ==^ == -^ V » _ î l . ! !
! ; , ! ! v f, . ^<(^-aJ 1 : ! • ^ ! ,
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Lorsque les racines a^ sont réelles, le genre œ étant pair, les quan-
tités a^ sont réelles et positives; le corollaire nous apprend que F(^)
ou encore/^ ont leurs racines réelles; cette propriété des fonctions
entières a été donnée par M. Cesàro.

Remarque. ~ Lorsque dans le corollaire du théorème XI, les points
a^ sont en l igne droite, leurs arguments étant 0, si A^ est une quan-
tité d'argument — 0, les zéros de la fonction définie par

^=^ï^
sont sur la droite des points a^, D, Écrivons à cet effet F(-s) sous la
forme X •— if Y; on voit alors que (XY) est la résultante R de segments
de répulsion venant des po in t s a^ en raison inverse de la distance et
d'une force [Ao | parallèle à là droite des points a,^ toutes ces actions
s'exerçant sur le poin t mobile z. Si par z nous menons une parallèle
à I), les composantes de R sont toutes situées au-dessus de cette pa-
rallèle P ou sur elle; de plus elles ne pourront être toutes situées sur
F, qu'en supposant z sur la droite D; R ne peut donc s ' annuler que
pour des valeurs d e ' z situées sur la droite des points a^y ce qui. achève
la démonstrat ion.

Cette remarque c o n d u i t tout de suite à la proposition de M. Cesàro
sur les fonctions entières de genre impair : lorsque les racines de
telles fonctions sont toutes réelles, les zéros de leur dérivée sont tous
aussi, réels. Nous,voyons en effet que, F(s-) étant de genre impair co,
on a l'identité

v, ̂  „ /. ̂  ,̂ï v ____ - .u)-i r v r_^_ 4, ±] i.l ̂  ; — -" — ^ T — *> \ 7 ^_i / _ \ n^ \\j ^ .ÀOHA a^^z — a^) f -•"— \^a^ [^ — a^) u^ j 5

Les racines a^ sont réelles par hypothèse, et a^~~1 est, par suite,"
une quantité réelle posit ive; de plus —, est réelle. L'application des
considérations qui, précèdent conduit ainsi au théorème de M. Cesàro
sur les fonctions entières de. genre impair.

Quand tous les pôles a^ sont réels, le corollaire du théorème XI
donne lieu à cette seconde remarque : si, Ao est une quantité réelle né-
gative et si Bo et a sont des quantités réelles de signe quelconque, les
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zéros de la fonction déterminée par l ' identité

F(^) = Ao(,^ - a) + Bo4- V "A— (A, > o)
--"— ^ — "/ii

sont tous réels si les quantités On. sont toutes, réelles. Mettons F(^)
sous la forme X — fï; on reconnaît ainsi que (XY) est la résultante de
deux systèmes de forces : i° une répuls ion proportionnelle à la dis-
tance, venant du point (— — a -4- 2,'r) de l'axe des quanti tés réelles,A \A.o ) i

la masse du point é t an t (— Ao) ; 2° par des répulsions en raison in-
verse de la distance venant des points a/, de l'axe des quanti tés
réelles.

Le point matériel 5==*r-4- iy est soumis à des forces qui toutes
sont situées au-dessus de la parallèle à l'axe X des quant i tés réelles,
menée par le point 2 ou sur cette parallèle, à moins que z ne soit sur
l'axe X. Ainsi X — iY ou encore F(^) ne peut s'annuler que pour des
valeurs de z réelles. La même propriété subsisterait si V(^) était don-
née sons la forme

A,(.,^a)+^(^+c.l
MM \^ w" un. /

c^ étant réel.
Nous allons maintenant appliquer les remarques qui précèdent a

l 'étude des zéros des dérivées des fonctions entières à racines réelles.

6. Tout d'abord nous étudierons les fonct ions entières de genre o
et i, dont le multiplicateur exponentiel est de la forme e^3 '̂̂  ; les
dérivées de ces fonctions donnent lieu au théorèrne suivant :

Les fonctions entières de genre o et î ç dont le multiplicateur exponen-
tiel est de la forme Ar^^4'"^^4^, ou A est une constante, a et ? étant réels
et a négatif ou nuls jouissent de cette propriété (fue^ si leurs zéros sont
réels', les zéros de leur deriçée sont tous aussi réels\

Les fonctions dont nous parlons sont représen tables respectivement
par

. /,(^)==A^^+rTT^ (genreo),
JB. A, \ Ufl/

f^s) == A^^P^-T TT (ï — Kzm.} e^1 , (^enre ï).
JB;. JL.1 \ C'i ̂  j ! ! ,
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Les dérivées logarithmiques correspondantes sont

^^af.+^Uy——,J'î \ a a/ Ar i^—a^

^=:..(^±\^^(____^±\
/s \ 2a/ ^ \ ^—,^ a,,;

Sous cette forme on reconnaît, d'après ce qui 'a été dit, que ces dé-
rivées logarithmiques ont leurs racines réelles, ce qui entraîne la
même propriété pour les dérivées des fonctions entières f\(z) et
/^). / , ^

J'appliquerai cette proposition à l'inverse arithmétique de la fonc-
tion eulérienne, en remarquant que T ( z ) désignant cette fonction, on
a l ' identité

r-^-'-n^)'-5].
où C est la constante d'Euler et / i = = i , 2, 3, .... Sous cette forme
^JTT^^ apparaît comme fonction entière de genre i où le facteur ex-
ponentiel est de la forme A^^"'^ avec a == o, pt = C. Ainsi :

La /onction inverse arithmétique de la fonction eulérienne de seconde
espèce admet une dérivée dont les zéros sont tous aussi réels.

D'après les expressions de la dérivée' logarithmique de la fonction
eulérienne de seconde espèce

d l o ^ r ( z ) r /, r i i \———— =l im^^( log^"— - — —— — . . . — ——— ),
€lZ \ ° Z Z-^-i z^.n)

Jk)gr_(^) _ _ ^ ^ y z ̂  i
dz ^ ÀSÀ ( n -f- i ) ( s. -h n ) '

Les équations

lim^ (logn - -t - ——— -. . .- ———^ =o, V ——(̂ nlL_ ̂ c,
\ D s s-+'i z - ^ n ) ï Â»à (n^-i)Çz ̂  n) f

/z==0

C étant la constante d ' Euler, ont toutes leurs racines réelles.
Voici une seconde proposition sur les fonctions entièjes :
Les fonctions entières de genre !„ dont le multiplicateur exponentiel

An n» de l'Éc. Normale. 39 Série* Tome XIV. — SEPTEMBRE 1897. 43
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est de la forme Ae0^4'^ où a est une quantité réelle positive ou nulle, et
les fonctions de genre à de multiplicateur A^24"^ jouissent de celle pro-
priété que si leurs zéros sont réels 5 les zéros de leur dérivée sont tous aussi
réels.

Les fonctions qui nous occupent sont représentables ainsi

/,(;€)= A^r TT [fi - -^ ̂ "̂ 1 écrire 2),
—--••L\ "/&/ J

fiÇz)-=Ae^r Tï\(î^.±\e^\ (genre î ) .-B- JL |̂  \ a^ / j

Les dérivées logarithmiques correspondantes sont

/u5) ' ^ r T ï / ^ . r%a ^ r 'i^ ^ = 2^,s ̂  ̂  ———— + (^ ̂  ̂  ) -̂ . ^2 „ ̂  X _ ,
/ï (;3 ), ^ [̂  — a,, a,i J L 5 ^ a,l ( r — a/, ) J

f^ .-̂  ,. v r î . r 1-.̂ ...-—- -rz: a -h ,7 ——"— "-}•" "— *^(5) À»â [5—^,, a,,]
•f t » \ p1

La dernière remarque du paragraphe 5 montre que ̂ ^ e t ^ o n t
toutes leurs racines réelles; "il en csl de rnêrne, hieri entendri , des
dérivées f\{z) et /,(>).

Les fonct ions enî ieres , de genre quelconque, donnent l ieu aux pro-
posi t ions qui suivent :

Les fonctions entières^ de genre pair co, dont le multiplicateur exponen-
fiel du produit infini de facteurs primaires de'M. Weierstrci$s est de Ici
forme A^^'1'94-^^'14^, où A est une constante, a et ^ réels et a négatif^
jouissent de cette propriété que, si leurs zéros sont réels^ les zéros de leur
dérivée sont aussi réels»

II suffit de se rappeler la représentation analytique des fonctions
que nous considérons ;/(-s) étant une fonction du, type étudié, l'on a

^^ = ̂  V ———I———- -+. a ( ô:) + 2 ) 5Û)•"^1 + (3 ( û,) 4- ï) ̂f(s) j^àa^s—a^ s / \ \ }

""i2^^-("-'M4^]i.
le raisonnement à/tenir alors est exactement le 'même que pour le
théorème qui précède.
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Lorsque des fonctions entières, de genre impair CD, ont toutes leur ra-
cines a^ réelles {simples ou multiples), le multiplicateur exponentiel (lu
produit infini de facteurs primaires de M, Weierstrass étant de la forme

A^0^^-1-^ où A est une constante, a, 3 réels et B > —ï— V ——,r l ' o-> -4- ï ^ a^4-1

les racines des dérivées de ces/onctions entières sont toutes réelles.

Les fonctions, de genre impair co, dont on s'occupe, satisfont à
l ' ident i té

^"[I^-a.)^^2^4-^^
f.or v- peut s'écrire encore*/ 5

^'"[^o-^rr^-S^-^^^2)^^^1)]

— I;.^^^^^^')-^^]^^^2) •
Sous les conditions énoncées dans la proposit ion, les racines J z sont

réelles; il en est de même des m'es de/^.
Voici une dernière proposition sur les zéros des dérivées des fonc-

tions entières.
Lorsque des fonctions entières^ de genre impair OD, ont toutes leurs ra-

cines a^ réelles et positives, le multiplicateur exponentiel du produit infini
de facteurs primaires de M. Weiersirass étant de la forme Ae^^^2^^,
où A est une constante^ a, j3 réels et a négatif, les racines de leurs dérivées
sont toutes réelles.

Il suffit, pour le voir, de se reporter à l ' identi té utilisée dans le pre-
mier théorème sur les fonctions entières de genre pair, identité qui
subsiste pour co impair.

7. Après avoir ainsi ouvert une parenthèse pour montrer l'applica-
tion de nos •théorèmes à l 'étude, des dérivées des fonctions entières à
racines réelles, nous allons revenir à la détermination des zéros des
fonctions polaires quelconques, en supposant à présent que l'infini est
pôle d'ordre/;?. Je donnerai, à ce sujet, le théorème qui suit :
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THÉORÈME XII* — Soil F(-s) une fonction uniforme qui n admet
comme points singuliers essentiels que les limites (le ses pôles\ limites toutes
finies^ sauf une, I; de plus F (-s) admet le point à l'infini comme pôle
d'ordre p et donne lieu à la représentation analytique

V(z ) =: B.o^-4- Bi^-1 -4-... -4- Tîp
n =; oo
v^ F A^» A 1 "1, ^ ï ^fi______ i • Jl^ , ,, , ,, , , . y »p \-4- ^ —————-— 4- . . . 4- «————- + r ï + / 1 -s +. . . H- / p+i «/ ,
A-t [_(a—a^) ' "» (5—-^) J
M ==:!

oiî a^ est un pôle d'ordre m^ de multiplicité, r^ r^y ..., zy^ cto quantités
qui dépendent de n. Si les quantités Bo ^ r^^Çn) ont le même argument
et, si les racines infinies Çavec n) des termes de la série tendent vers ïy en
désignant par C une parabole entourant les zéros de

lîo^ -+- Bi ̂ 1~•1 +,.. + lïp == o,

ainsi que les pôles et les zéros des termes' de la série^ les zéros de F(^) sont
à l'extérieur de la branche d'hyperbole) lieu des points d'où Von voit C
sous un angle •"-",——-5 M étant l'ordre de multiplicité le plus élevé des

pôles.

La. démonstration de cette propositio.n est immédiate : le polynôme
B()^-I- Bi ^'^"4-.. .4- 'îip et les divers termes de la série forment des
fractions rationnelles satisfaisant aux conditions d'application du
théorème IX.

Le théorème XII va nous conduire avec facilité à quelques propriétés
de types très étendus de fonctions entières. Considérons une fonc-
tion F(.s) de genre p, de multiplicateur expo-ncmtiel

^a^;3?M-...4"a<i

oùa^ est une quantité réelle positive, le polynôme a^ 4-... + a^ ayant
ses racines réelles. La fonction î(s) sera ainsi représentée

^^^^^•••^n'^1"^)^
De cette identité on tire la suivante

— ^p^yZ^-^r. .^ai^'Sf—— ï— 4- ^~ "4-. . .-(- — — ) .1^ ' V . ^ À»À\z—an On . < /
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Les quantités désignées par Bo et r^ sont ici p ^ p et —,; dép lus^
Ci' ̂

d'après l 'identité

G V/' î I SP-^ ^ . Z Pg == y [ ———— -_j_ — 4.... -i- —— i ̂  y ——————,
^^-a,, ^ < ; ^<(^-a,,)3

les racines de chaque terme de la série S se confondent avec l'origine;
la condition imposée aux racines infinies des termes de S de tendre
vers I. est ainsi remplie; quant aux valeurs des quantités Bo et r^^
nous distinguerons, à ce sujet, plusieurs cas qui nous conduiront aux
propositions suivantes :

Une/onction F(-s) est entière de genre pair p ; ses racines a^a^, ..., a^
sont réelles et le multiplicateur exponentiel du produit infini de facteurs
primaires est de la/orme ^r^4----^" où a^ est une quantité réelle positive,
le polynôme P == a^s^--}-. . .+ao ayant ses racines réelles. En désignant
par a^ la racine qui\ avec a^, limite les racines de la dérivée de P(-s) et
les racines a^ de F (s), les zéros de la dérivée de F(-s) se trouvent clans

l'angle clé sommée a\, d'ouverture —7r^-, symétrique par rapport à F axe

des quantités réelles et couvrant sur cet axe les zéros de F(^).

La parabole C du théorème X.II se réduit ici à la portion de l'axe des
quantités réelles comprises entre a^ eta^, le lieu des points d'où l'on
voit ce segment sous un angle égal à ^ n _ = —rr— se compose de
deux droites symétriques par rapport à l'axe X des quantités réelles,
faisant entre elles un angle -^7r--, cette ouverture V égale à -^7T- étant
dirigée du côté opposé aux racines a^; la région V est une zone d'ex-
clusion pour les zéros de F(^).

Voici maintenant deux autres propositions que je ne fais qu'énoncer :
Sou F (^) une fonction entière à racines simples a^ a^y ..., a^ de

genre quelconque p^ le multiplicateur exponentiel du produit de facteurs
primaires étant ^sr4-...+a^ ̂  ̂  ̂  ̂ ^ quantité réelle positive, le poly-
nôme P == Op^-}-. • .4- o^ ayant toutes ses racines réelles. Si les racines
de F(^) sont réelles et positives y les zéros de la dérivée de F (s) se trouvent
dans V angle symétrique par rapport à Vaxe des quantités réelles de som»
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7726^ a^ Çdefini comme précédemment)^ l'ouverture de l'angle étant ^——
et dirigée vers les zéros de F (s ).

?7/& théorème analogue a lieu pour les dérivées des fonctions entières (d
racines réelles négatives) de genre impair.

Remarque. — Dans le cas où le polynôme P, du facteur exponen-
tiel ^^•••"^o, a ses racines comprises entre les zéros extrêmes de F (s),
les racines de la dérivée de P sont aussi comprises entre les limites
des quanti tés a^ a^ .,., a^; le point a\ se confondra donc avec la
limite finie des zéros a,, a^ ..., a^\ les racines réelles de F^)
seront ainsi comprises entre les limites des racines de la fonction
F(^), puisque la région angulaire des zéros de la dérivée ' F ( z ) a pour
sommet a\ et contient la portion de l'axe des quant i tés réelles où se
trouvent les points a^a^, . . . ,<^. Cette propriété rapproche les fonc-
tions entières des polynômes et des fonctions entières de g'enre o à
multiplicateur exponentiel constant.

8. Nous avons supposé dans le théorème XÎI que, la fonction F(^)
étant mise sous la forme

F(^) == Q,{z) +V ](^ (———-) + î\ 4- •t\s -+.. . .+ rp^z'P l
-"— L \w — ""^ / J

G^(s) était un polynôme de degré p y G^(—1—) représentant la
\ S — €€ft, /

partie principale de F(r?) relative au pôle a.^ Plus généralement, une
fonction à discontinuités polaires a^ donnera lieu à ridentité

f(^) = G-o(^) + V [G,, (——\ + ro+ t\z +... »h /v^ |,
-"* L V5 — M»/ J

où G-o(^) et une fonction entière et v un exposant variable avec n.
Nous n'examinerons ici que le cas suivant : Go(^) est un polynôme
de degré p , les exposants v se réduisant à un entier constant inférieur
à1/?. L'identité qui précède se transformera en celle-ci :

F(s)==Bo^-^Bl^-l+...»^.B,p

• / 4-^[G.(^^)+7.o+r,^.^+^ •^</Q.
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Les zéros de F(s) sont donnés par l'équation

Bo^+B,,^-^. . .+B^+VfG,f-^—)+r,+r,^+.. .+^^ ^ — ̂  ^ j

où Gf^^^j est la partie principale du pôle a^ Or, déterminons une
série S^(7i ) à termes réels et positifs, dont la somme est inférieure à
l ' un i t é ; ainsi

^=^.?(^), k<^

Céqualion des zéros de F(s) se transforme et devient
T> ^p—i

( I -Â- )^4—— l ———-4- . . .
OQ

Bn V r I n / T \ r\ y\ Ï'., "1-^T^-lL^0^.^^)-1-^-1-^^---"^^-1-^")^!-0-
/2

Sous cette forme, le premier membre apparaît comme une somme
de fract ions ra t ionnel les satisfaisant aux conditions d^appl ica t ion d u
théorème IX; en effet, la différence entre les degrés respectifs des
numérateurs et dénominateurs est p , et le rapport des coefficients
des termes de degré le plus élevé est pour le polynôme (i — /c) et pour
les termes de la série ^(n); or (i ~ /c) et s(n) sont des quant i tés
réelles positives. Par suite, si Fon peut déterminer les quantités s(ri)
de tel le sorte que les termes de la série

S ^n F J ^ / •ï \ ri ï\ ^"v^ 1^Z \WG\^——~)+—4--^+...+ — — + s ( n ) z P ==o
'^^L^O \M—aft/ ^O ^O "O J

aient leurs racines finies, ou bien tendent vers 1 quand n augmente
indéf in iment (I est toujours le point l imite des pôles a^), on pourra
construire une parabole C entourant les racines de

B o ( i — /c)^+Bl5^1-^-...4-Bp•==o,
ainsi que les pôles et zéros des termes de la série S.

Nous énoncerons, sous cette forme abrégée, le résultat auquel nous
arrivons :

Les zéros de F (-s) sont situés à l'extérieur de la branche d'hyperbole H,
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lieu des points d'où la parabole C est vue sous un angle —,-—— 3 M étant
le plus grand ordre de multiplicité des pôles.

Remarque. — Jusqu'ici nous avons fait cette hypothèse que les
pôles et zéros des termes de F(^) tendaient à l 'infini vers la même
limite I; admettons maintenant qu'il y ait y. directions l imites de
pôles; les suites correspondantes seront ainsi a^ a^y ..., a^(a)^
b^ &^, ..., 6//p), • . . ? l^ 4? . < . î 4 ( ^ ) " Cherchons alors quelle courbe
remplacera la parabole C, qui intervient dans nos théorèmes. A. cet
effet, par un point 0 du plan des s, menons les demi-droites de direc-
tion a, 6, ..., y dans le sens des limites des pôles; soient a et ^ les
demi-droites qui comprennent toutes les autres dans l'ouverture de
leur angle, quand cet angle est décrit dans le sens de O a à OX. De
plus, nous supposerons cet angle supérieur à TT, ce qui est le seul
cas intéressant, comme nous allons le voir* Ceci posé, une parallèle
à Convenant de l'infini et se déplaçant parallèlement à elle-même,
coupera pour la première fois l'ensemble des pôles dans la posit ion Oa;
de même, une parallèle à 0\ venant de l ' i n f i n i traversera tout d'abord
le môme ensemble pour une position /X. La courbe qui remplacera P
sera formée par les deux demi-droites aa, A limitées à leur point d'in-
tersection (Y. Le lieu, des points d'où, l'on voit (Va sous un angle -^——
(M étant le plus grand ordre de mult ipl ic i té) , se compose de deux.
droites (Vw, O'n également inclinées sur le prolongement de (Va et fa i -
sant avec celui-ci un angle ""^—:; de même le lieu des points d'où (VA

est vue sous un angle —T—- se compose de deux droites (Y p , (Y y éga-
lement inclinées sur le prolongement O7^ de OX et faisant avec (VX7 un
angle égal à •-—— ', les deux régions limitées par l'ouverture (O'm, ( Ï n )

7T 9et 1/angle { ( Y p y O ' y ) n'auront de partie commune que si TT.—— > ^'
ô étant l'angle inférieur à âTC deOa avec OX. Ainsi ta méthode géo-
métrique dont nous nous sommes servi ne, présentera d'intérêt qu'en

^ supposant 8 << —F— : sous cette condition, les sséros seront en dehors
de la région commune aux angles (0'w,Cyn) et ( O ' p ^ O ' y ) ; en parti-
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27Tcul ier , si 0 == ———-, F(,s) admettra la région symétrique de
l'angle ((Va, (VA) par rapport à (Y, comme zone d'exclusion de zéros.

Nous allons nous occuper., dans le Chapitre suivant, des intégrales
définies étudiées par M. Hermite; nous arriverons, par cette voie,
aux théorèmes sur les fonctions uniformes quelconques, relat ifs à la
distr ibution des valeurs de la variable qui font prendre à ces fonctions
une valeur donnée' u.

II.

1. Nous étudierons, dans ce Chapitre, les zéros de fonclions ¥ ( z )
données par dci.s intégrales déf in ies mul t ip les

r^ F " ' - r^ H ( ̂ , .... n-, s ) dt da . . . cùv
,l< ( z ) == j • • . j ,.--..-.--..,..-~^^^^^

<i / /» tv

(loutcs les quanlilés u^ u^y . .., <ï'.i, îï-'a sont finies),

où 11(/, u, . . . , w, s) et (x(/, il, .. » , ÎP ,^) sont des fonctions holomorphes
de /, a, ..., i-v et des polynômes en z de degrés respectifs a et ?, le
rapport des termes de degré le p l u s élevé en z de H( / , . . . , s) et de
G ( / , . . . , z) gardant une valeur réelle de signe constant quand t varie
entre ^ el £^ ... ; de plus, nous supposerons que, A ( ^ , u, . . ., w) et
B(^ u, ..,, ^désignant les coefficients de ^ et-sP dans E.(t,u, . . . ,w, ^)
et G ( l , u, .. * , w, -s), 1/ensemble des racines en t des équations A == o
et B === o, n ^ a i l qu'un nombre fini de points communs avec le seg-
ment /77y de l'axe des quanti tés réelles, lorsque^, î-\ . .., w prennent
toutes les valeurs de l ' intégration.

Les fonct ions F(^), a insi définies, donnent l ieu à ce premier théo-
rème :

THÉORÈME I. — Lci fonction F (z) est donnée par l'intégrale définie
multiple

r^ r^ f^lH/, a, ..., (P, z) di clu. ̂ . . dwn^'^ j • • • / ———^-^^^^^^^^^^^^^ ,
t7/, '-///l <y (t'1 ' ' " '
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où H(/, u, . • .^ tï-^ s) <?/ G (/, ?/ , . . . , Î-P, -s) .sw^ <A?.ç polynômes en .s ̂
degrés respectifs a (?/ (3, /<? rapport des coefficients A(<?, ^, ." . , w) <^
B(^, u, ..., w) </<?5" termes en z°' et z^ dans ces polynômes ne devenant
jamais infini ou indéterminé dcins les limites d'intégration. Si ce rapport
est réel et garde un signe constant pour toutes les valeurs de t entre /,
et t^, .. ., de w entre (P^ et w^^ G désignant un cercle de surface minimum

qui entoure les pôles et zéros de .~~^~?~^^^^^\ï \t, il, .. ., z )
de t^ à t^, ..., de w^ à ̂ 2), les zéros de F (^) sont à V intérieur cl9 un cercle

concentrique à C et de rayon ••-——————y où R. est le rayon de C.
sin^^p..^

La démonstra t ion de ce théorème est contenue dans celle du théo-
rème 1 do Chapitre I; il suffit de prendre comme termes de la série,
les éléments in f in iment petits

H { t , u, ..., (•TS s) dt du ,.. dw
G[ï, if, ..., W y S )

Comme corollaire du théorème 1, j 'énoncerai la proposi t ion qui
suit :

THÉORÈME 1.1. -~- Si A,(^ u, ç% .,., ç'', w) garde un signe constant quand
t varie de t^ à /^, ..., t-p de (̂  a w,^ la fonction

r 1 " f^A (t, u, . . ., w') dt du dv . . . dw
'^^J, • " •X, ••-———^^^^^^^^^^^

a ses zéros à l'intérieur de tout contour convexe entourant la région

/1^ u^ . .., w^\
s -^ G ̂  t, u, ..., w j ,

\^, ^2, , . ., ̂ i/

qui est un espace de discontinuité pour la/onction.

Ce théorème, ainsi que le corollaire du théorème XI (Chapitre I),
me semble intéressant à signaler pour les raisons suivantes : il est
assez rare de rencontrer des fonctions formées simplement et dont
deux ensembles remarquables de points jouissent, l^un par rapport, à
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l 'autre, de propriétés géométriques très simples. Or, c'est ce qui.
arrive ici, où les fonctions considérées possèdent cette propriété que
l'ensemble de leurs zéros (sauf l ' infini) est à l ' intérieur de tout con-
tour convexe entourant l'ensemble de leurs discontinuités.

Le théorème II conduit immédiatement à ce corollaire :
COROLLAIRE. — Si H(^) garde un signe constant de t^ à t.^ t étant

une variable réelle, la fonction

r-nwdttï î ï ( t )d ti^)-~J J^G(O
qui admet la ligne

(^
: G I /

comme ligne de discontinuité, a ses zéros à l'intérieur de tout contour
convexe entourant cette ligne,

A F e f ï e t d e démontrer le théorème II et son corollaire, entourons
les points des ensembles

/^, • • . » (^A
z = (x ( /', //, . . ., tï ' j

Vi, ...,(^/

d'un contour convexe qui les entoure tous; un raisonnement, com-
plètement analogue à celui que nous avons employé dans la démon-
stration du théorème 1 du Chapitre I, nous montre que les inté-
grales F(^) considérées ne peuvent avoir de zéros qu'à l 'extérieur du
contour C', lieu, des points desquels C est vue sous un angle -n:; ce con-
tour C' est le contour C lui-même.

Un raisonnement ident ique va nous conduire aux formules de
MM", Darboux et Weierstrass sur les intégrales définies. Voici, à cet
effet, la proposition qui nous y amènera :

La fonction
^/s ! ^wa ^ ! ! . t

F(^) -=:. - • j H(^ u, . .., w) [s — G{t, (f, . . ., ̂ )] dtdu :. . chr,
J ^ J w^

où H(/, u, .. «, w) est une quantité réelle de signe constant pour les va-
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leurs de l'intégrcition, a son. zéro à l'intérieur de tout contour eonwï'e
entourant l'ensemble

/^ ....n-A
s == G- 8 t, u, . . ., w Y

Vl, ..^H'i/

La démonstrat ion de celte proposition, est analogue à celle d u co-
rollaire précédent; nous allons déduire de là la formule de M. Weier"
strass, généralisée :

Si G ( l , u, .... w) est une fonction complexe de n variables réelles
/,, u, ..., w, H(^ u, ..., (,p) gardant un signe œnstant c/uand l varie de
^ a t^, ..., w de w^ à ^^, on a l'égalité suivante relatwe à des inté-
grales multiples d'ordre a 4- ? •+.... .. + À :

/• /s r^ r^
j / " " f ^(^ (^ - •. « î l ) il ( ̂  ^, . . ., n') (r//)'^ (^)P , . . {d^

^ / i ^ / / i «'•'•»», ' ' '

r:::/^0/ f - " 1 i î ( ^ / ^ . . . , n • ) ( ^ ) a ( ^ ) ^ . . ^ • ) \
t- /l ^//f «-'«'i

oA /^^ ̂  /^q^-e d'un point situé à l'intérieur de tout contour comexe
enlourant la région engendrée par le point d'affixe z = G(/, //, ..., n/),
où l varie de t, à t^ ^ ., w de w^ à w,.

La f o r m u l e de M'. Darboux, étendu.e aiî cas des intégrales multiples,
est i m m é d i a t e en remarquant l ' identité

/ • ^ = = K G ( ^ , ^ o ^ . . , ^ o ) ,

où K est une quan t i t é imaginaire de modale in fé r i eur à î ,

G(^), u^ . . . , (pç),

la valeur d e G ( / , n, . . . , w) de module maximimi quand t varie de t,
a ^, . . , ,^de w, à w,; je présenterai ainsi le résultat auquel nous
arrivons :

^ Si G(i, u, .., î.p) est une fonction deu variables réelles t, u, ..., w;
n de plus-la fonction H(^ „, ..'.,, ̂ ) et - l e s . différentielles 'dz^ .l..,î^l
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gardent un signe constant, pour les valeurs de l'intégration, on a cette
égalité

/,/a ^"i /^'2

/ J " • • / G(/, H, .. ., w) H(/, u, . .., (P) (rL-0^.. .(^)>-
^/i ^ i / i ^'u'i

/./a /,//, u'^

= K G ( / o , ^o, • . ., ( ï 'o ) | / - ' I î(^ / / , . . . , n'') (^i)". . .(A/,)7,
^/l -•// I ' /W•,

où G(^o, Mo, ..., w^) est une des valeurs de G(/, 'u, ..., w) rf<z7Ls- l'inté-
grciiion el K z^/?^ quantité de module inférieur à i .

2. Nous avons étudié, dans le presnier paragraphe^ le cas où la
fraclkm rationnelle en. z, —i^i^—^^^^^^ qui entre sous Je s i f fned ' in -

iï-(t, «,..., (^ ^) 1 c5

tégration, a ses zéros et ses pôles à distance finie lorsque les variables
réelles l, u, ..., w p rennent les valeurs de l ' intégration. Nous al lons
nous occuper ma in t enan t des intégrales pour lesquelles

ÊtllL̂ Ll.î ^
G(/ , a, ..., t ï ' , ^ )

a des zéros et des pôles inf in i s .
Nous imposons toujours d'ailleurs à la fract ion ra t ionnel le

H(^^.j^ • . . , ̂ ^)
~G(t, U, . . . , (^ ,5 ) '

les conditions indiquées au commencement de ce second Chapitre-

TIIÉORÊME IIL — SoùFÇz) une/onction donnée par l'intégrale dé/inie
multiple

,,. . r^ r^ r^ î ï ( t ,u , ̂  ...,n-,5)^^...j^
^'^^ </, •*\^ -^(^.T^-T^)——?

où 1Ï,(^ u, * » . , z:-}, G(^ u, ..., w, 5) w/z<? des fondions holomorphes
des variables réelles t, Uy ..., w et des polynômes en s de degrés a el ?,
fey coefficients de ̂  et ^'étant respectivement A.(^, ?^,...,w), B(^, u, ..,,'s,^').

S^ /^ rapport -'^^——^— / Ê'.̂ /' r^/ et sarde un sisne constant pour toules/ 1 B { é { U y . . . , (Y) 0 a i

les valeurs qui n annulent pas A ou B, et si les circuits décrus par les ra-
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cin es z clés équations H.(/, u, . .., w, s) == o ^ G(/, ^, . . . , ^, ^) == o
admettent une seule et même direction asymptotique pour toutes les va-
leurs de t, il, ..., w de F intégration, les zéros de F(-s) sont à l'exté-
rieur de Ici branche d'hyperbole lieu des points desquels la parabole P
1 *i ,, ' 1 II (^, U^\ . . . , (T , S) , 7Tdes pôles et zéros de 7——LJ!———~ est vue sous un ano-le ——^ '' i <j ( t, u, c, ..., w, z) ° y, -+" j3

Je n'ajouterai qu'un mot d'éclaircissement à ce théorème. Donnons
à s une valeur qui soit l'affixe d'un point si tué en dehors de la cou-
pure

//a, . . ., (ï'2 \
(jr ( ^, ^, . . ., (P, Z ) •= O*

\^i, . . ., (ï'i /

Appelons ^, . . . , tp les p po in t s - communs a l 'ensemble des racines
en t de A == o et de B == o (lorsque u, ç, . . . » w prennent les valeurs
de l ' intégration), et au segment / i /s» de l'axe des quantités réelles;
considérons alors les éléments de l ' intégrale relatifs à toutes les va-
leurs de u, ç7, ..., w considérées dans l ' intégrat ion et à ces p valeurs
de t', leur somme est

r"- r ^ l ï t ^ ^ ^ . . . , ^ ^ ) , . ,
h == dt 1 - • * j .————————————" du d^. . . cw 4-. . ,

Ju, ^ (j ( /o^,P, . . , , W , S )

^dir^r^^-—^^^^
J^ J,^ (r(^, ? - / , ( ' , . . . , (r, s)

or G(/,, /^, ^ , . . . , w, ^), .. ., G(^, u^ ^ , . . . , w, -s) sont différents do
zéro puisque z n'est pas sur la coupure; la somme S est donc i n f i n i -
ment petite et l'on peut négliger, par sui te , les termes pour lesquels
Â(^ u, ..., w) ou B(<^ u , , . . , (^) s'annalent. Comme pour tous les
autres éléments le rapport A(/l»'i—li^

i> { ^ C , Uy « • . , W ) u

le théorème est immédiat,.d'après un raisonnement complètement ana-
logue à celui, que nous avons employé dans le n° 5 du Chapitre L

Remarque. ~ Si les circuits des pôles et des %éros admettent des
branches infinies s 'éloignant dans des directions asymptotiques diffé-
rentes, on pourra encore limiter les régions où V ( z ) peut s'annuler;
soient a,.:,., À'.les, directions des demi-droites suivant lesquelles1
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les pôles et les zéros de -"^^i——^ tendent vers l ' infini. Soient
U { t , Uy . . . , t^, Z )

Oa et 07. les directions asymptotiques extrêmes; le seul cas intéres-
sant pour nous est celui dans lequel l'angle positif de OX avec Oa est
inférieur à -rc. Considérons, comme précédemment (Chapitre I, n° 8),
deux droites respectivement parallèles à Oa ei OÀ, venant de l ' i n f i n i ;
en se déplaçant elles rencontrent l'ensemble des pôles et zéros en ^ de
(}7J\ respectivement en a et /, leur position correspondante étant O'a
O'À. Le lieu des points d'où l'on voit ces deux droites O'a, O'X, sous
un angle -——y se compose pour la première droite O'a de deux
droites Q'm, (ïn; de même le lieu des points d'où l'on voit 0\ sous
•un angle ^ ^ - , se compose de deux droites (0^, O'y) également in-
clinées sur le prolongement O'X' de OÀ et fa i san t avec (W un angle
. — o é tant l 'angle inférieur à TC de Oa avec 0'Â, sous la condition
V. •--}-•• p -J

0 ̂  — les deux régions limitées par l 'ouverture (O'm', O'n\
(O'/^, O'y) auront une partie commune à l ' intérieur de laquelle F(s)
ne peut s 'annuler.

3. Nous allons appliquer les propositions et les considérations qui,
précèdent à des fonctions non uniformes qui , en dehors de leurs cou-
pures, sont représentables par des intégrales définies qui rentrent
dans la classe étudiée dans ce Chapitre. Tout d'abord nous nous occu-
perons des intégrales de fractions rationnelles.

Soit 9(.s) une fraction rationnelle dontlezéro e t iespôlessonts i tués
en ligne droite avec rorigine; proposons-nous de déterminer les zéros
de l ' intégrale f ^(^z)dz lorsque la variable z décrit des circuits neJ o
rencontrant pas les coupures de cette fonction; à cet effet, nous écri-
rons ç(^) sous la forme qui sui t :

,^^ ̂ A^ w cfi)...(s—a/,)y(,).^^^^^__^^

où a^ a^, .. . ,a/r , b^ b ^ , . . . , b^ sont situés sur une même droite D pas-
sant par l'origine 0.
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Nous voyons que l'intégrale

F(5)== f c?(z)ch
jy

aura h représentation un i fo rme

F A^-^' a^ ^ ^/,• • ( - — 7
V 1 „ \ —— ^ /. / .- ^ H " —— S ' l
A (̂  j ,^. S y ( ^ ^ ) ( 7 ^ — — • — . . - . — — — — — — —( I ) ^ \ / ^

7;"*^"'T.
^(l t / - 1 \

cette identité ( I ) n'a lieu qu'en dehors de la coupure définie de la f a -
çon suivante: appelons &/,, by les deux pôles de ç(.s) si tués sur la,
droite D, ne comprenant entre eux ni. l'origine 0 ni aucun pôle de
o(js) ; la coupure de F(,s) sera la droite I), moins le serment de cette
droite compris entre b^ et /^. Si tous les points & , , /^, . . . , b^ se trou-
vaient d'un même côté de l'origine sur 1), la coupure serait la portion.
de D» partant du point b le plus voisin de 0, qui s'étend à l ' inf ini du
côté des pôles de y(^) . Quand la variable décri t des contours ne cou-
pant pas les coupures ainsi, déterminées, la fonct ion V ( z " ) est u n i f o r m e
et donnée par l ' i den t i t é (I). Or, nous pouvons appliquer le théo-
rème ÏII à la fonction F(,^) représentée par 1/intégrale déf inie de 1/iden-
tité (I); deux cas bien nets se présenteront dans l 'applicat ion que
nous ferons du tliéôrèn:iie Ilî : 1° les points a^, a.^ . . . , a^ b^, b.^ . . . , b^
ne sont pas tous situés du. même côté de l 'origine; alors nous désigne-
rons par A et B les deux points consécutifs de l'ensemble des pôles el
des zéros de 9 (-s) qui comprennent l 'origine ; ?.° les points a et b sont
si tués d 'un même côté de l 'origine; le point des pôles e txéros de y ( ^ )
le plus rapproché de l 'origine sera désigné ici par A. De cette discus-
sion résulte, d'après le théorème Itl, la proposition qui su i t :

La fraction rationnelle ç(.s), dont le numérateur ci pour racines a,,
a,», ..., a/y el le dénominateur b^ 63, ..., /̂ .', a tous ses pôles et ses. zéros
situés sur une même droite D passant par le point .Sy; soient A et B les
deux points consécutifs de V ensemble (a^, a^ ..., a/,, b^ ^,..., b^) qui
comprennent ^, et b^ bg les points correspondants pour V ensemble
(6.1, 62» • * -» ^)- Lorsque la variable'^ décrit des contours ne 'rencontrant
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pas les coupures 006^, &^.cc (^situées sur la droite D) de la fonction

F(.-)= f o(z)d^

cette fonction F (-s) /î<? ^pe^ s'annuler qu'en dehors du losange de som-

mets A et B dont les côtés/ont un angle j——p cwec la droite D.

Le cas où, les points a^ a^y ..., a^ b^ 63, ..., b^ sont situés sur D
d'un même côté de ZQ nous conduit à cette seconde proposition :

Soit une/onction définie par f intégrale

-f.F(.c)=J 9(^)^ ,

où ^('s) est une fraction rationnelle dont le numérateur a pour racines
a^ a^, ..., a^ le dénominateur b^, h^, ..., bj^ les points a^, a^, . ., ff^.,
& ^ , ^2, ,.., &/^ e/a/"^ situés avec z^ sur une droite I), ̂  du même côté de 2^.
Désignons par A ^ &/^ les points respectifs des ensembles (a^ a^,. » . , a;,.,
&,,, éa, ..., &//) c^ (6,, ^2, ,.., &^) çw ,s'o^ les plus rapproches de ^o.

Lorsque z décrit des contours ne rencontrant pas le segment de D, A/^X)
/roc^ du côté des pôles de y (.s), la fonction ' F ( z ) a ses zéros dans l'angle
de sommet A 9 symétrique par rapport à D, d'owerture (^tournée vers les

•y \ ^ y ^ a TT ( /c -i- k1 — .1 )points a et b) égale a ———p—— ' - '

4. Les deux corollaires du théorème III, que nous venons d'énoncer,
trouveront leurs applications pour des valeurs réelles des pôles et
zéros de 9(^). Si les quantités a^ a^, ..., a^ b^ b^, ..., b^' ne sont
pas du même signe, les points A et B, dont nous avons parlé dans le
premier corollaire, deviennent ici la l i m i t e supérieure des racines
négatives et la l imite inférieure des racines positives du numérateur et
du dénominateur de ç(^); les quantités &y, b^ sont les l imites ana-
logues pour les racines du dénominateur seulement. Dans le cas où
a^ a^, ..., a^ b^ b^,..., b^ sont des quantités réelles de même signe,
les points h^ et A du second corollaire sont. respectivement les l imites
supérieures des ensembles (/^, ^a» - • - » ̂ ^(a^^a,...,^, b^ b^, ,..,/;/(.•),

Ann. de. rÉa. Normale. 3" Série. Tome XIV. — SEPTEMBRE 1897. ^
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si toutes les quan t i t é s a^ a^ ..., a^ & , , Z^, ..., Absent négatives; 6^ etA.
seront, au contraire, les l imites inférieures des ensembles correspon-
dants si toutes ces q u a n t i t é s sont positives. Le poin t ^-^ est, b ien
en t endu , ic i , un p o i n t que lconque de l'axe des q u a n t i t é s réelles.

•Apres avoir étudié les zéros des intégrales de fract ions rat ionnel les ,
nous appl iquerons le théorème I.l'.I à la dé t e rmina t ion des intégrales

F ( ^ ) /"'SLil̂ r,
"7 (yï^ ?v^:

où 9(^) et ^(^) sont des polynômes. Ces fonc t ions se ra t tachent à nos
intégrales définies mul t ip le s , dans la représenta t ion analy t ique un i -
forme que nous al lons donner des intégrales por tant sur des irrat ion-
nelles de la forme i n d i q u é e .

Ainsi considérons les intégrales

r^ A"^ (»>.),n./,. V^t^

où, ç(^) et 4^) sont cleLÎX polynômes; ^(s) n'a que des racines
simples et les racines de ^(^) et ^(^) sor^ situées sur u n e même
droi te l) avec ^< , . Pour s i m p l i f i e r les démons t ra t ions , je supposerai ,
dans les explications, que ^, se confond avec l ' o r ig ine . Ch(,uïhons
tou t d/ahord une représentation u n i f o r m e de l ' in tégra le

r ^ { s } c h
1 Wr-}'^ ^^^

A cet e f f e t , je rappellerai un théorème que j 'ai donné dans une Note
des Comptes rendus de l'Académie des Sciences ( \ s mars iScp); c'est
une généralisation de la proposit ion de Laguerre sur la période e l l i p -
t ique K(s); ce théorème est con tenu dans l ' i den t i t é suivante

/ . .. SmÀTT /J y^--1 (i—y)-^<;/y
(,-..)— --,--^--^4^ (°<^<^

elle a lieu quand la variable z décrit , pour prendre sa valeur, des cir-
cuits ne coupant 'pas la droite s === — y où x es t ,une quant i té constante'''</



SUR QUELQUES POINTS DE LA THÉORIE DES FONCTIONS. 355

réelle ou imagina i re , la variable y prenant ses valeurs entre o et i.
Nous pouvons donc écrire

l i
^ A (^ ) -= [B,(tz - b,). . .(^ - ̂ //):P

=JBJ-O^^,..^-^)...(^P^
L \ ^i/ \ ^

=[»„(-,,.„.„. ,^,-Q...(,-^F
or, si nous écrivons le polynôme ^(s) sous sa forme

^(.^)=B,,^•'4-B,^-1+...+B^
on a

Bo(-ï) '"^^. . .^=B^.
Nous aurons donc les deux ident i tés suivantes

^—(-^•••(-ë)4
fi/s'

et,

' b ' ^ i s ) - -1.- <sill-?•TC^
' ' / ^ TT7.'

' !{;;•

( î ) ' , /"»' /*' -1,-| J-, _ 1 .'

' / - / "• y & /

.y," ..,>';, 0-y,) "...(t-y/,.) / <r,... Jr/,.
\_.ri^V.Y^.z^^^i y \ ^h1

*/<. <k-/

En dehors des coupures z == -^? •.., z == -^, ou les y varient
7i ^ r/^'

entre o et ï. a in s i que £, on peut écrire a ins i la fonct ion F(s)

F(^)= r^i.^^ r^ii^^^ "1 • ~ 1FM- r^^ - r^^^— ^ . i t - ^L^ t ^ r / tl • \ ^ ) — a . ,„,:::;• — I "vT-rr::—-— -" / ? ( 1 ^ ^ (/.^K"-
./, VH,̂  ,/ ^(^) ././ W^) 'J, ^T^) ~ \^

L' ident i té (1) nous condui t à la su ivan te :

F(.)~î ^
BÎ TT^

?(^) (71.. ty^^(s—yi)J^-(ï-y^ ^yr"-^^
-—"(7_^J.^(,^J-^•
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0l1, cette intégrale mul t ip le , d'ordre k' + î , satisfait aux cond i t ions
d'application du théorème III. Pour le voir, écrivons l ' intégrale précé-
dente sous la foriTie

z^mW
1 H — ——i——

^^^•^LJ^r^^-^r^„ „ . . . - . , - .

V JTi) V y ^ )

Remarquons, de plus, que ^(s) peut s'écrire

(p { z ) = A(,^'4- AI^"--' +.. .4- A/,';

p(^) est ainsi un polynôme en l et z dont le coetÏicient de ^ est A,/;
nous pouvons faire sortir A(( du signe d'intégration et y(5) se présen-
tera alors sous la, forme d'un polynôme en z de degré k dont le coeffi-
cient de ^ est ^''î ce coefficient ne s'annulant pas entre o et ï et
gardant un signe constant, ainsi que

(,/l^^••y/.•')^a[(I-Jl)•••( f-,n")" l ï

eUA'» ̂  fonction F(s) détinie par l'intégrale

^(sitù^''

BoBr^''
•S1 ^ l . , . . 1

A A,'
^^l,^U.-.,+^(y^^,^,^^[(,«^).,(i^^)f1^

^0 AO/

"^\ f. ^'\

.ri^/ \ .//.,•'v

satisfait aux conditions d'application du théorème III1 de ce Chapitre.
Comme dans l'étude des intégrales de fractions rationnelles, nous
distinguerons deux cas dans l'application de ce théorème; nous
sommes ainsi conduits à ces deux propositions :

Soient ç(s) et ^(s) deux polynômes; le premier est de defçré k; le
second, de degré k\ a pour racines b^b.^ ..., b^; de plus, les racines
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de 9 (s) et ^(^) sont sur une même droite D passant par z^; désignons
par A et B les deux points consécutifs de l'ensemble des zéros de ç(^) et
de ^(^), qui comprennent z^, b^ et b^ étant les points analogues de l'en-
semble des racines de ^(s) seulement. Lorsque la variable z décrit des

contours ne rencontrant pas les coupures co&^, 6,,co sur la droite D de la
fonction

F(=)=rtë^ o>,),
^ 0H.5)

la fonction F (s) ainsi définie ne peut s'annuler, sauf pour z -= ZQ, quen

dehors du losange de sommets A, et B dont les côtés forment un angle —1—,

a^ec la droite D.

Quand les racines de ç(-s) et ^Çz) sont toutes situées d ' un même
côté de ^o sur D, nous avons cette seconde proposition. :

Les deux polynômes ç(^) et ^Çz) ont leurs moines situées du même
côté du point z^ sur la. droite D. Soient A et b^ les points respectifs de
^ensemble des racines de CD (^) et ^(.s) et de l'ensemble des racines
de ^(-s) seulement, qui sont le plus rapprochés de z^. Lorsque z décrit

—";>•
des contours ne rencontrant pas le segment de droite b^ccyui, par rapport
à h/^ s étend à l'infini du côté des racines de î&(^) et de '^(-s) sur la
droite Ï), la/onction

F(.)=rîi^ a>o
-h, \AHÏ)

ci ses zéros Çsauf pour z = z ^ ) dans I 1 angle symétrique par rapport à D,

de sommet A, d'owerlure 2rc ————^ tournée vers les racines des poly-

nômes ç'('s) et ^(-s).

Voici quelques fonctions part iculièrement simples qu i rentrent dans
la classe d'intégrales dont nous étudions les zéros :

Tout d'abord, considérons la, fonction arcsins déterminée par l ' inté-
grale y^ r ds

K (s) '=• j -7=== -̂-
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Ici ^, == o, À == 2, ^ (s) == (i — .s) (i + .;?) =r ~ (^ — j:) ( z + i) ; le
polynôme ^(s) a donc pour racines" i et ""•- i; les sommets A et B
dev iennen t ici les points i et — i de l 'axe des quant i tés réelles;
l'angle —— est égal à ̂  puisque le polynôme ç(.^") se r é d u i t à la

constante i et que ^ ( s ) est de degré 2. La fonct ion a r c s i n s d o n n e
lieu à la remarque suivante :

Lorsque la variable z, pour prendre sa valeur, décru des circuits ne

rencontrant pas les segments — c e . . . — i et •+• i . . .+cc de l'axe des
quantités réelles, la/onction arc si n s ne peut $ annuler (sauf "pour z = o)
que pour des valeurs de z dont la parlie réelle est plus grande c/ue l'unilé
en valeur absolue.

I/i ntégrale el 1 ip tiq ue

r dz
• j • ^y^^^Jo ^1 - ^ ) ( I -Â - Î ^ )

donne lieu à une remarque analogue. Ici

,^, := o, ). = a, y ( z ) :== î , À- .:::::: o, 4/ ( 5 ) ::-:: ( ! — z9' ) ( i — A'^ ̂  ) ;

le degré de ^(^), k\ est égal à 4; l^s sommets A. et B de la première
proposition sur les intégrales de la forme

r' 9(^/5r' î^^
J. ^^ïJo ^ /^(^)

sont ici les points — :i et 4- î de l'axe des quan t i t és réelles, pu i sque
^o< î ; bf, et l.^ se confondent d 'ai l leurs avec A et B; enf in Fan^le

^ ̂  D^ là / se dédu i t cette proposition sur l ' in tégra le e l l i p -

t ique normale :

Lorsque la variable s décrit des circuits ne rencontrant pas les ser-
ments —.00. . . — î et 4- ï' ... -h ̂  de l ' a x e des quantités réelles, l'inté-
grale elliptique

r as• r --j v-(-,-::-iii,.»«,.,,,.1 n «...»,,»„,, ,. ,«,....̂ »,«,, ,»..,.»„.• «,„«.
1 — — 3 2 ) ( , _ _ ^ S Î )
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ne peut s'annuler {sauf pour'z == o) qu'à l'extérieur du carré de som-
mets opposés ~{- î e'I — i.

Plus généralement, si nous considérons les intégrales hyperellip-
tiques de première et de seconde espèce, où le radical carré porte sur
un polynôme ^(s) à racines réelles b^ 63, ..., /^, ces intégrales au-
ront leurs zéros l imités a in s i : désignons par b^ la l imi te supérieure
des racines négatives et par ^,.la l imi te inférieure des racines positives:
lorsque z décrit des c i rcui ts qui ne rencont ren t pas les coupures
'-—^;, . « . , /^, /^, ..., -4- 'co (sur Faxe des quanti tés réelles), les inté-
grales hyperel l ip t iques , ainsi définies, ne peuvent s 'annuler (sauf
pour z == o) qu'en dehors du losange de sommets b/,b^, dont les côtés
font un angle - . , avec l'axe des quan t i t é s réelles.

5* Le théorème III, se prête aussi, avec la plus grande facili té, à
l ' é tude de fonctions qui se présentent comme périodes d'intégrales
abél icnnes ou comme intégrales Irypergéométriques.

A u p a r a v a n t , j 'ouvrirai , une parenthèse pour rappeler le théorème II
de ce Chapitre, en l ' é t endan t au cas où les d i scon t inu i t é s de l ' intégrale
m u l t i p l e s 'étendent à l ' i n f i n i .

TilÊonÈME 1.V. ~- Si A ( l , u, ..., w) garde un signe constant quand
l wrie de t^ à /y , . .., <p de w^ à <-^, la fonction

r — f /a f1"8^tv l/î • - • ' {•viL€!u^ L; LÉÏ
^^•-j^ f ' f J^ ——^-_-^^^^^y-

a ses zéros à l'intérieur de tout contour convexe entourant les points à
distance finie ou à l9 infini

/ k^ . . ., IÏ '2\

5 = G ( /i, u, ..., w j.
Vi, • • • ? « ' i /

Tout d/abord, au moyen du théorème IV, nous all 'ons retrouver les
propriétés bien connues des périodes elliptiques f,\k et '2^. A cet
effet, j 'emploierai la représentation uniforme décès quanti tés 'consi-
dérées comme fonctions du module, représentation donnée par La-
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guerre et qui résulte de l ' identité 'suivante :

,(,)^ r r__^__;
^ J , ./„ (i-^y^i-.-c'Hi-.r2)

cette ident i té a lieu à l 'extérieur de toute la partie positive de l'axe
des a;, comptée depuis une distance de l 'origine égale à l 'unité.

Appliquons à l ' intégrale double, que nous venons d'obtenir, le théo-
rème IV après avoir mis ^"(-s) sous cette forme

/ : ( s , ) — a /"1 r 1 —-—— —dx-dy—.—-.—_-
"^./o ./„ (I--SA•»J2)^(T-:r2y(7--72)

-.-1 r ' r l __--.„-,... .-_.....-̂ '̂, -.-_-..--.--,----..,.
",/ ^ (-^)-2y^•.^)-(T=-73)

Ici, dans la dernière intégrale double que nous venons d 'ob ten i r ,
on a

a =: .2*, (,» ==1 y, A ( ̂ , t-Q =:: •~-~--•--l--l"•7:::::;:r::::::::,•:.,,,;.-l!::lu;:: :r,1:: ;r:rr:-1:-,::;,:;1::.;:::: •> (a ( u, v ") -^ ——, .
.r^y^(r-.r^(i.-7^ v ^.•^J"

Or, lorsque oc et y prennent toutes les valeurs réelles entre o et :r,

Ï

^y^ ^/ ^•••^^^

est une quant i té réelle de signe constant; de plus, la ligne de discon-
t inui té de Finté^rale est Fensemble de points définis par z ^ ^-^9
où x et y varient entre o et ï ; c^ist donc la port ion de l'axe des quan-
tités réelles, s 'étendant de l 'uni té à l ' infini positif. D'où cette proposi-
tion connue :

.Les/onctions kÇz) et k\z) ne peweni scmnuler, à l'extérieur clé leur
—>- 1 -"»•

coupure respective. •+" i „ * , -4- OD et o ... — co, que pour des valeurs infinies
du module 5. •
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Comme corollaire des propriétés de Â-(s) et de ^(s), nous retrou-
vons œ théorème :

. i . i
La fraction — ne peut s'annuler, à l'extérieur de ses coupures

->. -^
4- i. ... -4- oo et o . .. — co que pour des valeurs infinies du module.

Voici quelques propriétés des intégrales hypergéométriques, qui se
rattachent bien simplement au théorème IV.

Je considère les intégrales ^(s), où les limites sont î et -+-oo,
/-eo

^(^)r= j ^{u—iy^u—z^du,
^i

ou Û > — T , 6 > — i , À > ~ - Ï , a - i - 6 - { - Â < — i , ce qui entraîne
— î < À < r . De plus, nous supposerons À négatif, c'est-à-dire com-
pris entre — i et o.

Par le changement de variable u = -^ nous ramènerons les l imites(i
à être r ou o; ^(-s) siéent ainsi :

i
^ ( ̂  ) == ^ ^-(,M-6-(-),-M ) ( j _ ^2 )/. ( i _. ̂  )/. ̂

»y<)

I/intégrale ^(s) admet une représentation uniforme, que nous
obtiendrons par l ' identité rappelée précédemment :

, „ sinÀTT ^^(i-^cly / . ^ . ^ ^(,^,^)-~.=_^_^ ̂ .-.^^^^ ( o<À< Q.

Nous arrivons ainsi à l'expression uniforme de5(s),

'w^~ sin2:7r f1 / r^^zi^^^^'^^!^^, (,) „ _ «^—^ cy ̂  ^ ^ ^ ^ ,

expression valable en dehors de la portion i ... -4- co de l'axe des quan-
tités réelles.

En dernier lieu nous avons cetteidentité

,, , RÎnÀTr r^ r ' y^\\^y^t-^^^{i^ty>dt^^-^-r / y1 •——r—\———-J , J . v~^)
Ann. de l ' E u . Normale, 3°Série. TomeXIV. — OCTOBRE 1897. 40
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Comme y^\î ̂ y^r^^^i — t)0 conserve un signe constant
pour toutes les valeurs de t et y comprises entre o, i , les condi t ions
d'application du théorème IV se trouvent remplies.

Les intégrales hyper'géométriques

J(z)= f i^^u—îY^u—s^du, où —i<X<o ,
•A

ne s'annulent jamais en dehors de leur coupure i ... "+- co.

Nous allons continuer l 'étude de ces intégrales J(^), en reprenant
l'expression uniforme

jf^^^^i^ r 1 r 1 ̂ ^x'̂ l+)^~^î^^ ^ ^ - —.. ^—^^^..,._..„ ,„.
Faisons ^ = = X - + - î Y . En séparant la partie réelle et la partie ima»

ginaire de J(-s), nous arrivons à cette représentation de S ( z )

j(^) =_sin^ f f1 f1 (izî ^Z^L^ - Q^y ̂
TT H ^ (J-X^)2^?^2^

-{-^Y f1 r'̂ Î iirL^^^
Jo.Jo (ï-x^)^Y^y " ]•

Or, comme \ est compris entre — i et o, — sinÀrc est positif; de
plus tous les éléments qui figurent dans la deuxième intégrale du se-
cond membre de l'égalité sont positifs; ces deux intégrales sont donc
essentiellement positives. Ainsi ;

Les intégrales hyper géométriques

^
J(^)= / ic^u-iy^u-z^du, où o>À>- ï ,«/i

ont leurpartie imaginaire de même signe que la partie imaginaire de la
variable, lorsque la variable décrit des chemins ne traversant pas la cou-
pure i... + oo.

Une proposition analogue nous sera fournie par la considération de
l'intégrale figurant dans la partie réelle de J(s); on voit que pour
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toutes les valeurs de X inférieures a i, i — Xty est positif; l'intégrale
double correspondante est par suite positive et, comme — sin^rc > o,
la partie réelle de J(-s) est aussi positive.

Pour toutes /es valeurs de la variable de partie réelle inférieure à i, les
intégrales hyper géométriques

J(s)= j u a { u - i ) h { u — z ) î - d u , o ù — r < À < o ,
^3

ont leur partie réelle positive, si les circuits que décrit la variable ne tra-

versent pas la coupure i... + os.

Je vais appliquer les théorèmes qui précèdent à l'étude delà série
hypergéométrique de Gauss à l'intérieur de son cercle de convergence.
Soit

F(a , (3 ,y ,^ )==i4- •aj- z •+-...

+ a(^+i)...(a+p-i)p((3+i)...((3-h^-i) ̂
i2. . .^y(y+i) . . . (y+^~0

la série de Gauss relative aux paramètres a, p, a, où a>[3, (3>o,
o < a < i .

Or, à l'intérieur du cercle de convergence de rayon i, on a l'identité

f ^-r(^«i)y-P-i/'i-i^ ^du

^ r^(.-^ ĵ̂ ^^...+^±^^
Ji ' L ^ i2..^y(y+i)...(y+/?-r) J

c^est-à-dire

f\-Y(^^ï)r-'P-l(<I-iya^=F(^p,y,s) [ ^Y(^-i)ï-P-1^;.
Jl \ u / ^3

^w

mais l'intégrale ^ ir^Çu— i)^-1^ est une quantité positive avec
" i

la détermination initiale des radicaux que nous avons choisie; ainsi
les trois propositions énoncées sur les intégrales hypergéométriques
sont applicables à F(a, ?, -y, z), puisque l'intégrale du premier membre
de ladernière identité rentre dans la classe d'intégrales étudiées, car
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o > — a > — r , et la variable restant à l ' intérieur du cercle de con-
vergence de rayon i de centre l'origine, sa partie réelle est inférieure
à i . Ains i :

La série hyper géométrique de Gauss, F (a, (ï, 7, s), <w y ^> p, [3 ^> o,
o < a < T , 726 s'annule jamais à l'intérieur de son cercle de convergence;'
sa partie réelle garde un signe constant et sa partie imaginaire a le
même signe que la partie imaginaire de la variable.

Je terminerai ce Chapitre par l'application du théorème IV aux pé-
riodes de certaines intégrales abéliennes.

Soit F(^) une fonction définie par l'intégrale

r "
f(z)= /

^/ /«5,

ïrf?

u

sur la surface de Biemann correspondant à la fonction algébrique u,
déterminée par l ' identité

^==:(,s—ai)...(;;--a/,) ( ^—y) ,

où a,, a ^ , . . . , Oh sont des quantités réelles ou complexes représentées
par des points en ligne droite D. Considérons alors les périodes de
l'intégrale abélienne relatives aux points a^ . . , , a^ comme fonctions
dej, et cherchons la distribution des zéros de ces fonctions. Je prends
une de ces périodes correspondant à deux points consécutifs de l 'en-
semble a^ a,,, . . . , a/, sur D

F ( y ) = a f
' dz

ilJ^

La fonction F (y) s'écrit en remplaçant u par sa valeur

^ \/(s — a i ) . . .[s — a / , ) \/s — y

' Or le' radical \/(^ —" ̂ ).. .'(a — ^/J conserve un argument constant
quand z varie entre a^ et a^

Faisons de F(j) une représentâtioïl uniforme par la formule si sou"
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vent employée qui donne ici cette identité

FO^^E^ r1 r1___________dtM___________, où.=a,+(a,-^L

' / / ^-..^-^-^^-l̂ l
' . /O î-/o L t\ai~~all}^

Lorsque z varie entre a^ et (^ ou <? entre o et i, le radical

0^_ a , ) . . . (i- ^,) (i-^)^

a un argument constant. Déplus , nous pouvons transformer déf ini t i"
veinent ainsi F(j) :

Notre théorème IV est alors applicable et conduit à ce résultat :

Etant donnée âne intégrale abélienne

^n-
relative à la fonction algébrique ^, définie par l'identité

a2 = (z — ai)... (^ — a/,) ( s — y),

.ci fcy points a,, a^, ..., â^ w/^ ff/i ^/î<9 droite, les périodes de cette inté-
grale ((fui correspondent à deux points consécutifs a^ a^- de l'ensemble a^,
a^ ..., a^ sur /a droite D de ces points), considérées comme fonctions de
y, ne peuvent s'annuler en dehors du segment a^a; de la droite D.

Je termine ici mon étude préliminaire sur les xéros des fonctions;
dans cette première Partie je ferai remarquer que j 'ai pu caractériser
certaines classes de fonctions discontinues ou multiformes par une
propriété de leurs xéros qui leur fût commune et par suite les ratta-
chât entre elles; seulement par elle-même la méthode géométrique
que fai employée ne peut viser qu'un nombre relativement restreint
de classes de fonctions.

Dans la seconde Partie de ce travail, en utilisant le théorème de
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Cauchy et le théorème III (Chapitre I), je vais parvenir à étendre l'ap-
plication de mes propositions aux fonctions uniformes quelconques et
généraliser le problème que je me suis proposé dans la première Par-
tie. Le problème général que j'ai en vue est le suivant : étudier la dis-
tribution des valeurs de la variable qui font prendre à une fonction
uniforme une valeur donnée u.

SECONDE PARTIE.
SUR LA DISTRIBUTION DES VALEURS DE LA VARIABLE QUI FONT PRENDRE

A UNE FONCTION UNE VALEUR DONNÉE u.

Pour résoudre le problème que j'ai en vue, je m'appuierai sur le
théorème suivant qui n'est qu'un cas particulier du théorème 1 (pre-
mière Partie, Chapitre II) :

Soit la fonction fÇz) définie par l'intégrale

f{z)= f
^ t,

^S^ifl^
G(^)^

où î î ( t ^ z ) etG(t,z) sont des fonctions holomorphes en t et des poly»
nomes en z de degrés respectifs a et [S, les coefficients des termes de degré
le plus élevé en z de ïï(t, s) et G(^, z) étant respectivement A(^) et B(^)
différents de zéro pour toutes les valeurs de t, de ^ à t^. Si le rapport
A^ est réel et garde un signe constant pour toutes les valeurs de t^ entre
B ( t )
l^ et t^ en désignant par C un cercle de surface minima entourant les

TT ( f w \
pôles et zéros de •^^ lorsque t varie, les zéros de f(z) sont à l'inté-

rieur d'un cercle concentrique à C, de rayon ——————5 R étant le
! ^ 1 ! ! sin ————yr-2(a+(3) , ,

rayon de C.



SUR QUELQUES POINTS DE LA THÉORIE DES FONCTIONS. 307

Considérons une fonction uniforme F(-s) uniquement assujettie à
avoir toutes ses discontinuités à distance f inie; de plus, pour des va-
leurs infinies de ^, F(^) prend une valeur AQ. Déterminons un
cercle C aussi voisin qu'on le veut, mais ne le coupant pas, du con-
tour convexe minimum entourant les discontinuités de F(s). D'après
le théorème de Cauchy, F(-s) étant holomorphe en dehors de C et pre-
nant la valeur A^ sur le cercle de l ' infini, on a l'identité

TV^-A -^ T f^)^Jb (.5) == Ao-+"•——; I —————
' 2 7T t J^ X — Z

pour toutes les valeurs de z à l'extérieur de C supposé parcouru dans
le sens indirect, c'est-à-dire en laissant son aire à droite.

De l'identité précédente, nous déduisons qu'en dehors du cercle C
(à l'extérieur), les valeurs de z, qui font prendre à F(^) la valeur u,
sont données par l 'équation

ï r ï i x ^ d x
^==Ao4-——. I —————5

0 2^1J^ X — Z

qui s'écrit encore
r f^F^R^^p

(I) o=Ao«.+^ ——r=———9

en faisant ce = a -+• R<^, R étant le rayon du cercle C et a son centre.
Or

/ ï \ /•»—S!TC

^.——-^jf ^- •
L'équation (I) devient

ï /'""""F / * ^ F^Re^-l .0==^ [-(Ao-")+^-r-J^-
Dans l'intégrale du second membre, donnons à d(f une valeur con-

stante; de plus, divisons tous les termes de rintégrale par A^ — u;
l'équation en z s^écrit définitivement

/'-~^,-,-^twK^-|
-1 l .-t-""k
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F(.r)R^
Z — X -h ———^———

' Or, les quantités —————'/J)—u— sont des fractions ra t ionne l les
j3 — <3?

en «s, telles que, ;z? ou 9 variant, la différence des degrés du n u m é r a t e u r
et du dénominateur est constante : c'est zéro; de p lus , le rapport des
termes en z est l 'unité. Nous pouvons alors appl iquer le théorème
mentionné en tête de cette seconde Partie. Ici l 'ensemble des pôles
des fractions rationnelles considérées, lorsque ç varie, est le cercle C;
l'ensemble des zéros est défini par

: x
F(.r)R^

A o — u

Désignons par M le module m a x i m u m de F ( s ) sur le cercle G;
nous voyons que les zéros seront à l ' in té r ieur d 'un cercle concen-
trique à G et de rayon R ( ï 4- rr———j ) ; par su i te , les zéros de l 'équa"

\ j AC) U \ / ^
t ion (II), ou encore les valeurs de z qu i font prendre à F(^) lîi valeur
u sont déterminées par ce théorème :

THÉORÈME I. "•— Soilî(z) une fonction uniforme pour laquelle le point
à F infini est ordinaire; traçons un cercle C entourant toutea les disconti-
nuités de F(^) et d'ailleurs aussi rapproché qu'on le veul du contour con-
vexe minimum entourant les disconiinuùés ; appelons M le module maxi-
mum de F(-s) sur C, R étant le rayon de ce cercle. Les valeurs de z, pour
lesquelles Ff-s) prend une valeur u, sont à l'intérieur d'un cercle cou-
centrique à C et de rayon

M
R \ / 2 ( l + A ~, u \

A étant la valeur de î(s ) à U infini.

Remarque. — Pour abréger l 'énoncé des théorèmes qui vont suivre
j 'entendrai par cercle de'surface rn in ima . entourant un ensemble de
points, un cercle aussi rapproché qu'on le veuf du contour convexe de
surface minirna entourant ces points, mais ne rencontrant pas ce con-
tour. De même, pour simplif ier , le langage, je désignerai par points
singuliers, les pôles ou les discontinuités essentielles.

/Le 'théorème 1 pedt se mettre sous une autre forme1 qui, nous.sera
uti le par la suite :

THÉORÈME . Il* — Une/onction F(^) unï/orme etpour laquelle l'infini
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est point ordinaire, est donnée par ses valeurs sur un cercle Ç a l'exté-
rieur duquel la fonction est holomorphe, La fonction F(^) prenant à
r infini la valeur A, M désignant le module maximum de F(^) sur le
cercle C de rayon R, les valeurs de z, pour lesquelles F(-s) prend la valeur
u, sont à l'intérieur d'un cercle concentrique à C et de rayon

.. r f M \R Va ( i + ,A — u

Du théorème II nous pouvons déduire une réciproque qui permet,
en particulier, d'établir une distinction entre les fonctions uniformes
et les fonct ions non uniformes :

COROLLAIRE. — Sou F(-s) une fonction donnée par ses valeurs le long
d'un cercle C de rayon R ; désignons par M son module maximum sur C.
Si? pour des valeurs z s7 éloignant à l'infini clans une direction a, F(^)
tend vers u^ et si l'on peut trouver une quantité u^ différente de u^ telle
qu'il y ait cru moins une valeur de z, z^ en dehors d'un cercle F concen-

trique à C et de rayon R\/îi( ï -4- ,————— )i qui fasse prendre à F(^) /a •
\ I uî— //! / '

valeur u^ :
1° La fonction F(-s) étant uniforme et régulière à V infini admet néces-

sairement des points singuliers à l'extérieur de C ;
2° La fonction F(^) étant uniforme et n ayant pas de discontinuités

à distance finie en dehors de C, admet nécessairement le point à V infini
comme pôle au point singulier essentiel ; si u^ est fini, r infini est point
singulier essentiel;

3° La fonction F (-s) noyant pas de points singuliers à dis lance finie
ou à l'infini en dehors de C ne peut être uniforme.

En effet, dans le premier cas, si F(^) n'admet pas l 'infini comme
p<yie oii point singulier essentiel, en supposant qu'il n'existe pas de
discont inui tés à distance finie à l'extérieur de C, la fonction est holo-
morphe en dehors du cercle C; comme elle prend la valeur ^i dans
une direction, elle prend cette valeur dans toutes les directions. Le
théorème 1 est alors applicable et la fonction F(s) ne peut prendre la
valeur u^ qu'en des points ^2, à l 'intérieur du cercle F concentrique à

/ 'It/S' \

C et de rayon R \ / i ( ï + ,—--——r)? ce qui, est en contradiction avec
- \ 1 u^—— ?/! \ J

Ann, de l'Ac, Normale. 3e Série. Tome XIV. —OCTOBÏIE 1897. 47
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les conditions auxquelles F(/s) satisfait dans le corollaire. Il est donc
nécessaire qu'il existe des discontinuités à distance finie à l 'extérieur
du cercle G.

Dans la seconde hypothèse la fonction F(;s) est uniforme et de plus
estholomorphe sauf à l ' infini à l'extérieur de G; si, l'infini é ta i t point
ordinaire pour F(/3), cette fonction prendrait en ce point la valeur u^
et les valeurs ^2 de z pour lesquelles sa valeur est u.^, seraient à l 'inté-
rieur d'un cercle F concentrique à G de rayon Ry^î ( i + ————-},\ I l u """•"u}. 17
ce ci.ui amène une contradict ion «wec les propriétés de F(^) dans le
corollaire.

Enfin, dans la troisième Partie, la fonction F(^) étant finie pour des
valeurs de z inf iniment grandes a pour valeur u^ à l ' inf in i , si. elle est
uniforme autour de ce point ; puisque F(^) n'a pas de points singu-
liers en dehors de G, en la supposant uniforme, il n 'existerait pas de
valeurs ^a de ̂  variable faisant prendre à cotte fonction, la valeur u^
en dehors du cercle F. Ainsi F(^) ne peut être uniforme.

2. Nous allons maintenant é tud ie r le problème de la l imi t a t ion des
régions du plan où une fonction peut prendre une valeurs, dans le
cas d 'une fonction uniforme quelconque. Nous nous servirons à cet
effe t du premier théorème (théorème I)» Considérons les transforma-
fions définies par les égalités

( i ) z — a=:::.r,

(.) .̂
Soit alors ' ¥ ( z ) la fonction un i forme sur laquelle nous ra i sonnons ;

nous aurons les identités
F (^ )=9(^ )=<I>(7 ) .

Dans une .région da plan .de la variable complexe z, où V ( z ) est
holowlorphe, traçons un cercle G (de rayon B, de centre P) sur lequel
•la fonction prend un module maximum M. Nous donnerons alors à a la
valeur deïafïixe1 de P^dans la transformation (i). Décrivons de P(a)
comme centre,, un cercle E ayant pour rayon la distance, de P à la
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discontinuité la plus voisine de ce point. Par la première transforma-
tion, le cercle C se change en un cercle égal C^ dont le centre est l'ori-
gine 0. Le cercle E se transforme en un cercle égal de centre 0 à
l ' intérieur duquel est Cy. Dans la seconde transformation, prenons
y == R2 ; celle-ci équivaut à une inversion de pôle 0, la puissance d'in-
version étant R2 , suivie d 'une symétrie par rapport à l'axe des quan-
ti tés réelles : ainsi , le cercle Ce se change en lui-même et Cy n'est autre
que Cy. Les points à l 'extérieur de Cy et, a forliori, les po in t s à
l 'extérieur de E^, pa rmi lesquels se trouvent les discontinuités
de 9(.r), se changent en points à l ' intérieur de Cy. Considérons alors
la fonction uni forme ^(j); tous ses points singuliers sont à l ' in tér ieur
de Cy sur lequel elle prend un module max imum M; le théorème II est
donc applicable à ^(y) et les valeurs dey pour lesquels cette fonction
prend la valeur u sont à l ' in té r ieur d 'un cercle Ty concent r ique à

_^ r- •nï -1

l 'origine, de rayon R\/2 r. -+- —^-— 3 A étant la valeur de ^(.y) pour
y " inf in i , c'est-à-dire F(a).

Revenons m a i n t e n a n t au plan des x et, ensui te , au plan des ^; le
cercle Cy se change en lui-même C^.; le cercle Ty se transforme en un
cercle F^ concentr ique à 0 et de rayon —,————«..——r"; enfui les

\/2 ( î 4" p.---————;)\ I J h ( a ) - ~ < / l /
seuls valeurs de z pour lesquelles F(^) peut prendre la valeur u sont à
l ' in té r ieur du cercle r concentrique à C et de rayon —-;————.,——-^

î /,» / ï î , îy .si î î —r" 7*"»~-,~i—"" ——; jv \ \]}^^H\}

ou M est le module maximum de F(^) sur le cercle C. Nous sommes
ainsi conduits aux propositions qui suivent :

THÉOKÈME III. — Une/onction F(-s), uniforme, est donnée par ses
valeurs le long d'un cercle C de rayon R; sou M son module maximum
sur C. Soit

^p'̂
(où z == a -h R^9, a désignant l'a/fixe du centre C). La fonction F (s)
étant holomorphe à l'intérieur de G ne peut prendre une valeur donnée u
quà l f extérieur du cercle T concentrique à C et de rayon —-,——s-^—.-

^(^|A^î)
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Ce théorème est applicable à toute région circulaire où ¥ ( z ) est
liolomorphe; voici une autre forme de la proposition qui précède; elle
mené à un théorème général sur la con t inu i té :

THÉORÈME IV. — Eteint donnée une fonction, uniforme quelconque F(.^),
lorsquen un point P, au voisinage duquel la fonction est holomorphe,
F(,^) prend une valeur A différente d'une quantité u^ on peut fixer un
cercle F à V intérieur duquel, certainement, F (.s) n'atteindra pas la va-
leur a ; soit C un cercle de centre P de rayon R inférieur à la distance de P
au point singulier le plus voisin, M étant le module maximum de F(^)
sur ce cercle. Le cercle cherché F est concentrique à G et de rayon

.̂Jl„ ,. ̂

^l^^lT^i)

Le théorème 1.11 est susceptible de fourn i r des renseignements sur la.
position des points singuliers de fonctions uni formes données par
leurs valeurs sur un cercle :

THÉORÈME V. "-" Etant donnée une/onction uniforme F(5), par ses
valeurs le long d'un cercle C de centre a, de rayon R, soit M, son module
maximum sur C. En désignant par A. l'intégrale.

,,.2Tt

A^ F(^

(où s == a 4- lie1^, F(.s) lon'que ç varie, prenant les valeurs données sur
le cercle), si Von peut trower une quantité u différente de A. telle q u i l -
existe au moins une valeur, de z, z^ à l'intérieur d'un cercle T concentrique

à C et de rayon —•••-———_—.,.^,..., qui fasse prendre à F(^) la valeur u, la
^ ^^^^^

fonction F (s) a certainement des points singuliers dans C.

En effet, si F(-s) n 'avait pas de points singuliers dans C, diaprés le
théorème III, i l n'y aura i t a u c u n point à Fintérieur de F fa i san t
prendre à F(s) la valeur u,- puisque A. serait alors la valeur de ' F ( z )
•au centre de C; a ins i , comme A est d i f f é ren t de u, z^ serait forcément.
en dehors'de r.. 1 ^ ! ^ ' \ ! ' 1 : 1

LG théorème III admet un corollaire analogue à celui du théorème II;
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on peut ainsi établir une nouvelle distinction entre les fonctions uni-
formes et les fonctions multiformes :

Une fonction F (s) est donnée par ses valeurs le long cl'un cercle C de
rayon R, de centre a; désignons par M son module maximum sur G. La
fonction F(^), nayant pas de points singuliers à F intérieur de C,
A représentant l'intégrale

^
A==.— F(^)ûfo3

271 ̂  1

Çoù ,s == a -4- K^), si l'on peut trouver une quantité u différente de A
telle quil existe au moins une valeur de z, -s, à l'intérieur d'un cercle T

concentrique à C de rayon —-——R-^—., qui fasse prendre à F ("s) la

^^TA^) '
valeur u, on peut affirmer que F (s) n est pas uniforme.

La démonstrat ion de cette proposition est immédiate ; si F(,s) é ta i t
uniforme, A serait sa valeur au centre du cercle et, d'après le
théorème I I I , i l n'y aurait aucun poin t à l ' in tér ieur de F fa isant
prendre à F(^) la valeur u différente de A.

;:L Nous allons appliquer les théorèmes généraux du paragraphe
précédent à l'étude particulière des fonctions entières.

M. Picard, a montré l ' impossibili té de l'existence de deux nombres
a et b pour lesquels F(^s) === a et F ( z ) = & n'aient aucune racine.
Ainsi, Fune des deux équat ions a au moins une racine; M1. Picard a
complété ce résultat en faisant voir qu'il y avait alors une infinité de
racines : nous nous proposons de déterminer leur position possible
suivant la valeur de a et b.

Tout d'abord, voici une première proposition qui n'entraîne de
propriétés nouvelles, qu'en supposant la fonct ion entière réduite à un
polynôme :

Soit F(^) une fonction entière donnée par ses valeurs le long d'un
cercle C de rayon M; F(-s) prend un module maximum M sur C, et une
valeur A au centre de C. Il ne peut exister deux nombres a et b pour les-
c/uels r équation 'F (s) == u, quand on remplace u par a et b, n'ait pas
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de racines à ^extérieur d'un cercle concentrique à C de rayon
R.

V/ï i
M

IA-^1

En effet, dans le cas d'un polynôme F(-s), l 'équation "F(z)==u a au
moins une racine, puisque la fonction ne se réduit pas à une constante ;
de plus, cette racine est à l 'extérieur d 'un cercle F concentrique à G
et de rayon —j———^—^, sauf, peut-être, pour u = A.

^(^lA^l)
Si la fonction entière F(^) est transcendante, sauf pour une valeur

d'exception, l 'équation F(^) === u a, toujours des racines, et en nombre
i n f i n i ; par suite, la même conclusion subsiste.

La proposition précédente peut encore se mettre sous cette forme :
Une fonction entière F(^) donnée par ses valeurs le long d'un cercle C

de rayon R, prend un module mcwimum M sur G, et une valeur A au
centre de C* II ne peut exister deux valeurs de u, a el b pour lesquelles
f/équation F (s) = u au des racines à l'intérieur d'un cercle concentrique
à G de rayon ——.—————.^( M'

0 1 T -4— <"»—.,-s \ A -T" . • " ••——,
| A — u\

Nous avons supposé la fonct ion ' F ( z ) déterminée par ses valeurs sur
un cercle; mais la représentation la plus simple d 'une fonction entière
est le développement en série suivant les puissances croissantes de la
variable. Pour me conformer à cette remarque, je reprendrai l 'étude
des fonctions entières sur leur développement en série de Taylor.

Ainsi ' F ( z ) est donnée par la série
F ( s ' ) •=; A,(» 4- A i z , -+• . . . -h A// s ' 1 "h . . . .

Nous prendrons comme cercle C, 'un cercle concentrique à l 'origine,
de rayon R. Le module maximum de T ( z ) s u r C , aura pour l i m i t e
supérieure

M ^ l A o | + | A , | R + . . . + | A / J I ^ + . . . ,

o ù j A o , [AJ, . . , , A/,)1, . , . sont les modules de A y , A , , . . . , A ^ . La
seconde de nos propositions sur les fonctions entières peut ainsi
prendre une nouvelle forme.
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Soit F(^) une fonction entière donnée par la série

F (5) ==:Ao- l -Ai^-+- . . .+ A^"-f-.. .;

n rs co

désignons par M la quantité V' A^ [ IV2. // /2<? peut exister deux valeurs
?/== 00

r/e ^, a <^ b, pour lesquelles F équation ÎÇz) = u ait des racines à l'inlé-'
rieur d'un cercle concentrique à l'origine et de rayon

B

V^{i-+- M
Ao — u

4. Le théorème III nous permettra d'étudier avec facilité les inté-
grales des équations différentielles an voisinage de leur valeur ini-
t ia le .

Tout d'abord, considérons l 'équation différentielle

d'y /./ \^=y(.^j);

la fonction f(x, y ) est holornorphe lorsque^ reste à l ' intérieur d 'un
cercle Co de centre XQ, de rayon a, et y à l 'intérieur d 'un cercle (^ de
cercle jo, de rayon b. Il existe une intégrale, et une seule, qui, pre-
n a n t la valeur yo pour* ̂  ̂  ^o» est holomorphe au voisinage de x^.

Quand les variables restent à l ' intérieur de leur cercle respectif,
/'(./r,y) prend un module maximum M, et l'intégrale y qui, pour
x == oo^ a la valeur jo est holomorphe dans un cercle Fo de centre x^
de rayon la plus petite des quanti tés a et ^; ainsi, désignons par 'R.
le rayon de T, ; à l ' intérieur de Fo, /(^y) a un module infér ieur à M.
el la fonction j a un module plus peti t que |jo | •+" b ' ces propriétés
subsisteront sur un cercle aussi rapproché de IV qu'on le veut. Le
théorème III sera d 'une application immédiate :

Étant donnée l'équation différentielle

^^-
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wil y une intégrale qui, pour x^=.x^ prend la valeur j\p f{x,y)
ayant un module maximum M lorsque x reste à l'intérieur du cercle
de centre oc^, de rayon a, y variant à l'intérieur d'un cercle de centre y^,

de rayon b; désignons parR la plus petite des quantités a et' -^ • A l5 inté-

rieur de son cercle de convergence de centre XQ, la fonction y ne peut
prendre la valeur u quà l'extérieur du cercle T concentrique à x^ et de
rayon

R.
^(.-..^L±-^

\ | ^—,7o | /

A l ' intérieur du cercle de convergence de l'intégrale y considérée,
le module de y est inférieur à |jo + ^ ; il en est ^û ^eme à r in tér ieur
du cercle de centre x^ de rayon R -- e et sur ce cercle lu i -même,
£ étant d'ailleurs aussi, petit que l'on veut. Ainsi, dans renoncé, poui*
être rigoureux, il fau t dire que la fonction y n 'a t te int la valeur u qu^à
l'extérieur de F ou sur F.

Plus généralement encore, nous pouvons définir y par un syslenrc
d'équations :

Etant donné le système

dyj^
dœ ^/iC^jiî " • " > y ^ - •-..r/^

dvf^==/,(^,7,,...,y,,...,y,),

dr
-^=:/^(,yi,y,, . . . ,yA.» . . - » y ^ ) ;

soit y^ l^ intégrale satisfaisant à ce système, qui prend la valeur y^' pour
x ==: x^, les fonctions f^ ,,,, f^, ..., f^ ayant un module maximum M.
lorsque x reste à l'intérieur d'un cercle de'centre oc^^ de rayon a, y^\
y-ii • * ^ .Y/f " - • » Yn. variant respectivement dans les cercles de centres
yTry^\ - * • » yÏ\ • • * » y^ ^ de rayon b. Si R désigne la plus-petite des

c/uanti'tés a et. "»p à l'intérieur de son cercle de! convergence décentre x^,
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l'intégrale y ^ 'ne prend la valeur u que sur le cercle T ou à l'extérieur du
cercle T concentrique à x^ et de rayon

R
/ - / |r/° -t-^\
^1^)

5. Je rne propose, pour t e rmine r ce t ravai l , d'esquisser très som-
mai remen t une classif icat ion po la i re des fonctions F(^) pour les-
quel les il ex is te m valeurs que ces fonc t ions ne puissent prendre;
ainsi F(-s) == u n'aura pas de racines pour ^ = = a , , ..., u==.a^\ ces
quant i t és a,, 03, . . . , a,^ seront alors désignées sous le nom de va-
leurs d'exclusion.

M. Picard a donné ce théorème, qu ' une fonction entière ne peut
avoir p lus d 'une valeur d 'exclusion a^, dans le cas spécial d 'un poly-
nôme, c'est-à-dire d 'une fonction ent ière a d m e t t a n t l ' i n f i n i , i l n'existe
a u c u n e va leu r d'exclusion. De plus, lorsqu 'une fonction qu i admet
l ' i n f i n i comme s ingu la r i t é essentielle ne possède, à d i s t ance finie, que 1
des pôles. M'. Picard a montré qu ' i l y a au, plus deux valeurs a^ <^,
On est a ins i b ien na tu re l l emen t amené à penser qu ' i l y a un lien
étroit en t re le nombre et la posit ion des s ingular i tés essentielles et le
nombre des valeurs d 'exclusion de la fonction possédant ces singula-
rités.

Dans les études que nous venons de résumer, on part de l 'ensemble
des d iscont inui tés etPon en dédu i t le nombre possible de squan t i t é s a ;
je vais suivre une marche inverse : je suppose connu le nombre de
valeurs d'exclusion et je cherche à définir l 'ensemble des points sin-
guliers.

Soit d'abord F(/s) qu i ne possède qu 'une valeur d'exclusion a^
Posons

y^)^^^;

f(s} a comme seules discontinuités les points singuliers essentiels E
de F(s). Traçons alors une ligne L entourant une aussi, grande por-
tion du plan que l'on veut; de plus, cette l igne L ne rencontre aucun
point singulier de F(^). De chaque point M de L comme centre, avec
un rayon R inférieur à la distance M au point essentiel E le plus vol-

Ann. de. l'Éc. Normale. 3^ Série. Tome XIV. OCTOBRE 189';, 48
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s in , décrivons un cercle C; nous a l lons dé te rminer la pos i t ion des
pôles deF(5) par rapport à C, de la façon qui suit : aux pôles de F(s)
correspondent les zéros de /(^) et inversement , pu i sque F ( ^ ) — " a ,
ne s ' annule jamais . Or, à l ' in té r ieur de G, la fonction J\z) est holo-
morphe; d'après le théorème Fil de cette seconde Partie, les zéros de
f(^) sont à l ' i n t é r i e u r d'un cercle T concentr ique a C, de rayon

R__,^

^^um)
où Y est Faftixe du p o i n t M centre de G, et M. le m o d u l e de/(,^) sur C,
pris avec sa v a l e u r m a x i m u m ; lo r sque M décrit L, comme sur les d i f -
férents cercles C correspondants , i l n'y a pas de p o i n t s s i n s u l i o r s
essentiels, les modules maxima M, re la t i fs à chacun, de ces cercles C,
restent in fé r ieurs à une quan t i t é fixe o, q u i est le m o d u l e m a x i m u m
de /(-s) dans l'aire et sur le contour de l'aire balayée par G ; a i n s i /(s )
n'a pas de xéros dans la région S, balayée par un cercle F de c e n t r e
M (7) sur L, le rayon de F é tan t
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par suite, F(s) n'a pas de pôles dans la région S engendrée par F
lorsque M se déplace su,r L.

Lorsque F ( z ) possède des valeurs d'exclusion a^ 03, . . . » a^ il
existe m régions S,, S^, ..., S,̂  correspondant à ces valeurs; l'en-
semble W de ces m régions forme une région d'exclusion de pôles
pour F(^).


