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SUR QUELQUES POINTS

DE LA

THEORIE DES FONCTIONS,

Par M. L. DESAINT.

PREFACE.

Dans la premiere Partie de ce travail, j"étudie la distribution des
zéros d’une fonction. C’est une fagon d’aborder le probleme général
de la résolution des équations. Je ne me suis pas proposé de détermi-
ner point par point leurs racines; ce probleme est beaucoup trop dif-
ficile & résoudre; mais je limite les régions du plan de la variable com-
plexe olt une fonction peut s’annuler. Le cas d’un polynome & racines
réelles est un des rares exemples ol I'on soit parvenu & trouver par
point les zéros d’une fonction; si certaines racines d’un tel polynome
sont commensurables, celles-ci s’obtiennent immédiatement; quant
aux racines incommensurables, pour les avoir on procede ainsi: la
valeur de la racine cherchée est enserrée entre deux nombres com-
mensurables, I'un a.plus grand, I'autre b plus petit qu’elle; considé-
rons le segment ab de l'axe des quantités réelles et 2 chaque zéro
faisons correspondre un segment analogue; I'ensemble E de ces seg-
ments représente la précision avec laquelle on a résolu I’équation; a
notre point de vue E limite la région du plan ot sont les racines du
polynome. Dans I’exemple cité, la région linéaire E s’approche autant
qu’on le veut d’une région ponctuelle; analytiquement ce résultat est
parfait; mais, des que la fonction dont on étudie les zéros se complique
légerement, non seulement on ne peut approcher d’une région ponc-
tuelle, mais encore il est impossible de déterminer une région linéaire
a I’extérieur de laquelle la fonction ne s’annule pas. En un mot, F ()
étant une fonction uniforme quelconque, on ne peut fixer une région
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du plan, qui ne soit pas tout le plan, et qui contienne tous les zéros
possibles de F(z).

Je viens de signaler l'insuffisance des résultats auxquels on est
arrivé jusqu’ici dans le probleme qui m’occupe; il faut en chercher la
raison dans la méthode presque toujours exclusivement analytique
gqu’on employait, quand, d’apres la nature méme du probléme de la
distribution, I’élément géométrique devait jouer un si grand role; la
définition de la zone des zéros peut d’ailleurs se faire de bien des fa-
cons; comme nous le verrons dans le cours de ce travail, on arrive
a des résultats d’'une grande simplicité en rapportant la position des
zéros 4 l'ensemble des discontinuités; dans le probleme général de
la distribution des valeurs de la variable qui font prendre a une fonction
une valeur donnée, nous retrouverons, comme élément géométrique fon-
damental, cette méme région de discontinuités. Ce résultat n’a rien
de surprenant si I'on considere que les fonctions ne se différencient
véritablement que par la position et la nature de leurs singularités;
les points singuliers constituent 4 un certain point de vue I'essence
des fonctions, et si I’on veut aller un peu loin dans leur théorie, il faut
employer une méthode qui rattache avec simplicité le probleme visé,
a la connaissance de I’ensemble des discontinuités.

Dans le premier Chapitre, j'expose la méthode géométrique dont je
fais usage; elle repose sur les considérations suivantes: soit un en-
semble de segments F partant du point z; si ces segments sont tous
situés au-dessus d’'une droite D, le segment résultant est essentielle-
ment différent de zéro et se trouve au-dessus de D. Japplique cette
remarque aux séries de fractions rationnelles, ce qui me conduit a un
théoreme fondamental, dont je fais I’application aux racines d’un po-
lynome, aux fonctions algébriques et aux zéros des fonctions uni-
formes & discontinuités polaires; parmi ces dernieres se trouvent les
dérivées logarithmiques des fonctions cntieres, ce qui me mene i
I'étude de la comparaison des zéros des fonctions entieres et de leur
dérivée; les premiers travaux, dus & M. Félix Lucas, ont été suivis des
recherches de MM. Berloty (*) et Cesaro (*); je complete celles-ci par
(uelques propositions.

(1) Sur les fonctions holomorphes de genre quelconque(Comptes rendus, t. XCIX ).
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Le second Chapitre vise les fonctions déterminées par des intégrales
définies portant sur une fraction rationnelle de =; je présente un théo-
reme dont je fais Papplication aux intégrales elliptiques et hyperel-
liptiques ainsi qu'aux intégrales hypergéométriques.

Dans la seconde Partie, le théoreme de Cauchy me permet d’utili-
ser les propositions précédentes, pour donner une solution du pro-
bleme de la distribution des valeurs de la variable qui font prendre
a une fonction uniforme une valeur donnée.

Un grand nombre de travaux de I’Analyse ont été consacrés i cette
question : Une fonction étant donnée par ses valeurs sur un contour,
trouver sa valeur u en un point s quelconque.

Le probleme qui nous occupe : une fonction est donnée par ses va-
leurs le long d’un contour; trouver les valeurs de la variable qui lui font
prendre la valeur u, peut étre considéré comme 'inverse du précé-
dent, et ce titre le rend intéressant. Jappellerai en particulier I'atten-
tion sur cette proposition : soit F (z) une fonction uniforme pour la-
quelle I'infini est point ordinaire; tracons un cercle C qui entoure
toutes les discontinuités de F(z) et d’ailleurs ausst rapproché qu’on
le veut du contour convexe de surface minima entourant ces points;
désignons par M le module maximum de F(z) sur le cercle C de
rayon R; les valeurs de z pour lesquelles F(z) prend la valeur « sont

a l'intéricur d’un cercleI' concentrique 4 G de rayon R\/§<1+ ’T_ET—”—I)

De la se déduit avec facilité un théoreme général sur la continuité
des fonctions.

.a seconde Partie se termine par une étude des fonctions entieres
et des intégrales des équations différentielles, et par I'esquisse trés
sommaire d’une classification polaire des fonctions & m valeurs d’ex-
clusion.

Un certain nombre des résultats de cette étude ont été insérés dans
les Comptes rendus de [’ Académae.

Qu’il me soit permis, ici, de remercier M. Poincaré pour le bienveil-
lant accueil qu’il a fait & mes recherches et de lui exprimer ma pro-

fonde reconnaissance.

Ann. de ('Fe. Normale. 3¢ Série. Tome XIV. — Aovr 1897. 4o
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PREMIERE PARTIE.

SUR LA DISTRIBUTION DES ZEROS DES FONCTIONS UNIFORMES.

CHAPITRE I

La méthode géométrique dont je me sers pour démontrer les théo-
remes qui vont suivre est fondée sur la remarque suivante : étant
donné un ensemble de segments I partant d’un point z, si ces seg-
ments sont tous situés au-dessus d’une droite D, le segment résultant
est essentiellement différent de zéro et se trouve au-dessus de D.
Considérons alors une série de fonctions de z; i chaque valeur de la
variable faisons correspondre un segment, qui est la représentation
géométrique de la valeur d’une fonction de cette série, Uorigine du
segment étant la valeur considérée de la variable; on définira ainsi un
ensemble de droites dont la résultante est la représentation géomé-
trique de la valeur de la fonction déterminée par la somme des termes
de la série pour la valeur donnée & . La proposition qui suit est ainsi
immédiate :

Une fonction [ (z) de la variable complexe est definie par la scric
. %
NOED YOS
n

la série des modules dtant congergente. Si R est une région du plan des =
o la variation de l'argument de ¢,(z) est inférieure a = lorsque n varie,
la fonction f(z) ne peut s annuler qu’en dehors de cette région.

Dans ce premier Chapitre, je supposerai que les fonctions ¢,(z) sont
des fractions rationnelles; sous deux conditions trés simples, la propo-
sition qui précede permettra, avec la plus grande facilité, de limiter
les régions du plan de la variable ol une fonction /'(z) peut s’annuler.

D’apres la nature des zéros et des poles des fractions ration-
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nelles ¢,(z), deux cas bien distincts vont se présenter : tout d’abord
ces zéros et ces poles sont a distance finie et, le plus souvent, /(=)
présentera des lignes ou des espaces de discontinuité; nous considé-
rerons ensuite le cas ol les poles et les zéros des fonctions ¢,(z)
tendent vers la méme limite & linfini lorsque ~ augmente indéfini-
ment. Nous étudierons d’une facon spéciale le premier cas et voicl, a
ce sujet, le thoreme fondamental :

1. Tutorkme I. — Soiz f(z) une fonction définie par la serie

. . A/‘./L.'(z—a,)...(:—a/;)
&)= 2 (5 —0y).. (s—bg)

mn,..,s

OU Ay @(yQyy oony Ay by, by, ..., by sOnL des quantités variables avec les en -
tersm,n, ..., s; Ay est réel et garde un signe constant quandm, n, ... s,
prennent toutes les valeurs de la série, la différence k— k' étant la méme
pour toutes les [fractions rationnelles; de plus, tous les pointia,a....a;
b,by. . by sont & distance finie; considérons le cercle C (de rayon R) de
surface minima entourant tous les pdles et les zéros des termes de la
série [(z); les =éros de [ (=) sont & Uintérieur d’un cercle concentrique
] y l{ [y ,
au cercle G, de rayon —————— ok + k' est la plus forte somme des
Sin ———
9 (/l' _+_ /l’)

degrés des dénominateurs et numéraieurs respectifs des fractions ration-
nelles de la série.

Voici la démonstration de ce théoreme :-appelons A et 1’ les valeurs
les plus grandes respectivement de £ et de £'; puisque £ — £ est
constantpour toutes les fractions rationnelles, A et A’ seront les degrés
du numérateur et du dénominateur d’une fraction rationnelle de /(z).
Rendons alors les degrés des numérateurs et dénominateurs des frac-
tions respectivement ¢gaux & A et A’; pour cela, multiplions les deux
termes de chaque fraction ¢ (z) par les mémes binomes (s — v) ot les
quantités y sont prises d’une fagon quelconque parmi les zéros a et les
poles b.

Entourons tous ces points @ et b du cercle C; en dehors de ce cercle,
cherchons la région du plan des z dans laquelle la variation de 'argu-
ment des fractions rationnelles, lorsque m, n, ..., s varient, soit infé-
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rieure A =; A cet effet, du point s menons les deux (angentes au cercle C;
les deux points de contact étant ¢, et ¢,, supposons que 'argument de

¢, 5 Soit plus grand que I'argument de c25, ces deux arguments étant
d’ailleurs positifs et inférieurs 4 2. Géométriquement, 'on voit que
la. plus grande variation de 'argument d’un des binomes s — a ou
s — b,lorsque m, n, ..., s varient, est inféricure, en valeur absolue, &
I'angle « des deux tangentes. Comparons alors les arguments des

numérateurs et dénominateurs des fractions rationnelles ¢ (=) de /(=)
. Ay (5 — ¢ ) s :
aux termes correspondants de la fraction L%T(_T;l’ la différence
S — Co )™
absolue maxima entre I'argument du numérateur de chaque fraction
o (z) et Pargument de A,;/(z — ¢,)* est certainement inféricure & Az
7 8 ) 1
de méme, cette différence pour argument du dénominateur de chaque
fraction ¢ (5) et 'argument de (z — ¢,)” est certainement plus petite
que Na; par suite, la différence maxima absolue entre argument de
A . Aoy (5 — ¢ )h
chaque fraction rationnelle ¢ (=) et I'argument o de --—'{"—;(—~f--»—(~»;~;.;;‘~.)——n est
(A -+N)a. Or, d’aprés la position des tangentes 'une par rapport i
I'autre, les arguments des fractions rationnelles de /'(3) sont inféricurs
. Ayye(5 —e)?
a argument de —7-(3;&_——0——5.;%, en prenant, comme nous le supposons
dans toute cette démonstration, pour les arguments de z — @ ¢t = — b,
des quantités comprises entre les arguments choisis pour z — ¢, ct
s —c,.Sidonc, 0,,...,0;sont les arguments des diverses fonctions
ationnelles ¢ (), les différences  — 0y, ..., @ — 0, sont toutes posi-
tives et leur différence maxima est (A -+ A")z; il suffira ainsi de
prendre z dans une région pour laquelle (A + 1)a soit inféricure & =
pour que 0,,...,0; different entre cux de moins de =; or, la courbe
sur laquelle on a (A+A")a2 == est un cercle I" concentrique & C, de
‘ R - -
PAyon —-———-—; comme A -+ A" est la plus forte valeurde £ + #, et
$IN e
2 (h - M)
que, en dehors de T, I'on a (A + %" )a <=, d’apres la proposition qui
est en téte de ce Chapitre, les zéros de /(s) sont i lintéricur du

. , R - - ,
cercle I' de rayon —————— 0l A+ X est la plus forte somme des

$IN —e——ere
2(/;'*"’)&,)
degrés des dénominateurs et numérateurs respectifs des fractions
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rationnelles de la série f(z), ce qui démontre le théoreme. Nous
allons maintenant présenter plusieurs importantes applications de ce
théoreme, aux fonctions alaehmques et aux surfaces d’intégration des
intégrales doubles.

2. Tout d’abord, étant donné un polynome, proposons-nous de
limiter, dans le plan de la variable, les régions ol ce polynome peut
s'annuler. J’énoncerai & ce sujet la proposition qui suit :

Tutorine 1. — Etant donné le polyrome

SE)=ApEt - Al L+ AP L A,

st p est la valeur de k pour laquelle \/y |I\\/ |1“

quand k varie entre 1 el n, A, | étant les modules de Ay et A,, les
racines de [ (=) sont & {intérieur d’un cercle concentrique a 'origine et

V":—

de rayon ~—

prend sa plus grande valeur

Remarquons, en effet, que, A, ayant unec valeur finie, les zéros du
polynome /(=) satisfont & I'équation

AP ;
5 g é‘l‘ "'_1+...+§‘-}—- 3”“”—}-...—-{—:}—'1 =0,

“ ) o - LA

et encore & cette autre équation

nA
9(3)==nz"-+ \—1 e R

Agp A ik

n\, ni,

ST e

= O,

qui peut s’écrire, d’ailleurs,
k=n

p(s)= 2 (;n -+ ff]\_ﬁ{ zn,-—l») —0.

k=1

Or, d’apres le théoreme général qui précede, les zéros de ¢ (=) sont
A 'intérieur d’un cercle ' concentrique au cercle C de surﬁce minima
\c

0

entourant les zéros des polynomes 5" 4+ 2% z** quand % prend toutes
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n Ah

les valeurs de 1 2 & Or, les zéros de 5" + ——= z"~* sont : 1° U'origine

0
comme racine d’ordre n—k; 2° & pomls situés sur un cercle de

k X .
rayon ]‘{\Klr- Par suite, nous prendrons pour C un cercle concen-
0
. . . Ao
trique & 1’origine, de rayon infiniment peu différent de I—I-éll— (mais
0

supérieur), si c’est p la valeur de £ pour laquelle \/llA i prend sa

plus grande valeur. Le cercle T, d’apres le théortme fondamental,

r/[A,n
.o . . A .
différera infiniment peu du cercle I'" de rayon VAl concentrique
sin —
an

a l'origine. Le théoreme II est, par suite, immédiat.

Nous allons tirer, de ce théoreme II, une proposition sur les fone-
tions algébriques d’une et de plusieurs variables. Supposons, en elfet,
que, dans le théoreme précédent, Ay, A,, ..., Ay soient des polynomes
dépendant d’une certaine variable complcxc; lorsque cette variable

décrit un circuit C, la quantité \/l‘ Al “atteindra sa valeur maxima
0

pour une valeur s, de la variable qui entre dans les coefficients ¢t pour
une valeur £ =p de £; nous sommes donc conduits au théoreme sui-
vant sur les fonctions algébriques :

Tutorine . — Sozt une fonction algébrique u de la variable definie
par
u' @ (5)ut g, (B)ut g, (5) 0,

OU Dys Py sevs Pps - s Pp SONL des fractions rationnelles de z; quand =
décrit dans son plan le circuit C ne rencontrant aucun pdle de ¢, @,, ...,

. L . .
Ons | radical \J| o5 | n atieint sa valeur maxima pour s = s, et k =p, =,
elant un point de C. Les circuits décrits par la fonction alge’bn'qu(' u sont

> . . \ . . J 3 I’
alintérieur du cercle T' concentrique & U'origine et de rayon Y- VoG )I .
sin —
an

La démonstration employée pour prouver ce théoreme nous conduit
immédiatement d’ailleurs & la généralisation suivante :
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Tutorive IV. — Soiz une fonction algébrigue u des variables z, y, . . .,
s, définie par I’équation

U .+ 0,(2, ¥, 5) U P 4. . .+ 0,(x, ¥, 5)= 0,

08 Gyy Doy vy Ppy --os @, sONL des fractions rationnelles en x, y, s,
lorsque (2, y, z) décrit dans [ ‘espace @ 2 r dimensions (r €tant le nombre
des variables x, y, ..., ) un continuum C ne rencontrant aucune dis-

. . . k .
continuité de @, 9y ..., 0, le radical \| (2, y, ..., 5)|n atteint sa
plus grande valeur pour x =x,, y=y,, ..., s3=23, el k=p ou
(X Yor -+ -» 50) st un point du continuum C; les circuits décriis par la
Jonction algébrigue u dans le plan de ses valeurs sont & Uintérieur d’un

](/' 01 (Zgs Yoy -+ -5 30) In‘_

cercle concentrique a I’ origine et de rayon -
sin —
2n

Ici les circuits décrits par u pourront former une aire, si le conti-
nuum a plus d’une dimension dans I'espace & 2r dimensions, ce qui
n’avait pas lieu lorsque les fonctions dépendaient seulement d’une
variable. Voici la dernitre généralisation que je présente du théoreme
sur les zéros d’un polynome :

Tutorime V. — La fonction u des variables x, y, ..., 5 est définie par
{’équation

W o+ Gz, y, B U P A Gy (2, Y, 5) =0,

ot G, Gy, ..., G, sont des fonctions uniformes de x, y, ..., 5; quand le
point , y, ..., s décrit dans Uespace a 2r dimensions (r étant le nombre
de variables x, y, ..., =) un continuum C ne rencontrant aucune discon-
tinuité des fonctions G, G,, ..., G,, le radical I\f/} Gy, y, ...,z)|n
alteint sa plus grande valeur pour x =, y =y, .., 3 =350elk=p
ol (24, Yos -1 50) st un point du continuum C; les aires ou les circuits
décrits par la fonction u dans le plan de ses valeurs sont a U'intérieur
’\’/[ G, (29, ¥0r50) | (R + 1),

. TC
S~
2n

d’un cercle concentrigue a l’origine et de rayon

Nous allons appliquer le théoreme IV, dans le cas ol 7= 2, & une
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question d’intégrales doubles relative & deux variables complexes.
Considérons, en effet, I'intégrale double ff E—(%%)(—I;xj—{[)-, ol Q(x, )
J(x,
est un polynome suivant l'une des deux variables, Uintégrale
¢tant étendue b une surface dans l'espace & quatre dimensions. Com-
ment pouvons-nous déformer cette surface sans que I'intégrale change
de valeur lorsque P(«, y) est holomorphe en o et y, Q(z,y) étant un
polynome en « et une fonction uniforme en y. Pour répondre a cette
question nous nous appuierons tout d’abord sur cette proposition, ¢ta-
blie dans toute sa généralité par M. Picard, que I'on peut déformer la
surface d’intégration sans rencontrer le continuum Q (x,y) == o, de
facon que la surface déformée corresponde o I'ensemble de deux
courbes, 'une sur laquelle se déplace y, autre étant un circuit sur
lequel @ prend ses valeurs. Soit C la courbe lieu de y et €' la courbe
licu de @. Nous allons maintenant raisonner sur le continuum (CC);
nous fixons la courbe C licu de y ¢t nous cherchons les déformations
de ¢ qui n’alterent pas la valeur de Uintégrale. Or, d’apres le théo-
reme [V, y variant sur G, le polynome ena, Q (2, y), étant mis sous la
forme

Qa,y)=axmo,(y) + 2 1o (y) +. o220, (¥) .ot o,(¥),

les valeurs de « qui annulent Q (2, ¥) sont sur des courbes situées i
Vintérieur du cercle I' concentrique & I'origine des 2, son rayon étant
”/I_E?_PLZQM
[Po(yo)l : int de C qui. a valeur k. déter
St ol y, est un point de C qui, avee la valeur p de £, déter-
sin —

2 ,l .. —
Hler(y) [ n
mine le maximum du radical ..,_L%L;}’_XL
sin —
27

La courbe C étant laissée fixe, plusieurs cas se présenteront dans la
transformation du contour C':

1° (/ est completement en dehors de T'; alors I'intégrale double est
nulle;

2° (" empiete sur P'aire du cercle I'. Nous supposerons, comme cela
se passe dans le cas général, que (' ne soit pas tangente a I'. Les deux
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courbes C' et T étant fermées se rencontrent en un nombre pair de
points & distance finie; soit 2p. ce nombre. Marchons alors sur I dans
un sens déterminé; nous rencontrerons les points d'intersection dans
Pordre A Ay, ..., Az Aus, ooos Ay Ayys nous voyons immédiate-
ment que nous pourrons remplacer C' par la courbe obtenue en fer-
mant la portion intérieure de C dans T' par les w arcs A, A,, ...,

AysAuss o Asu Ay, Sioen marchant sur T' dans le sens direct
(l'aire du cercle & gauche) les points A se présentent dans Pordre
AA,, ..., Ay, le contour € étant aussi décrit dans le sens direct
(l'aire de C & gauche), nous remplacerons €’ par la portion intérieure
de C (décrite dans le sens choisi pour C) fermée parles pares A, A,, ...,

Agzy Augy ooy Agy Ay, parcourus, relativement au cercle T, dans le
sens direct.

Si la courbe €/ était compleétement intérieure & I', notre théoreme
sur les fonctions algébriques ne permettrait pas de simplifier lasurface
d’intégration.

3. Apres avoir étudié la distribution des zéros d’un polynome et tivé
quelques conséquences pour la théorie des fonetions algébriques d’une
ou plusicurs variables, je reprends la question de la détermination
des zéros d’une fonction uniforme dans le cas ol les points singuliers
sont & distance finie. Voici & ce sujet une premibére proposition :

Tiiorine VI. — Soit F (=) une fonction uniforme dont tous les points
singuliers a, sont a distance finte, cetle fonction ne pouvant admelire
comme points singuliers essentiels que les limites des pdles, de telle sorte
g’ on peut Uécrire

nz=w (=g,

F(z)=A, ~n—2‘ Z G i‘_’y;”

ow a, est un pole de degré m, de multiplicite, la série £| AY| étant sup-

A
posée convergente. Si le radical \/ ll Akl atteint sa plus grande valeur

pour .=k, Cdésignant un cercle ( de surface minima entourant les
poles a,) de rayon R les zéros de ¥ (=) sont a Uintérieur du cercle T' con-

Ann. de I Fe. Normale. 3° Série. Tome XIV. — SepTEMBRE 1897, 41
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R \/ &AL |
. . A
centrique a G el de rayon ——————J" oL s m, étant le plus grand degre de

sin 5—
qmy,

multiplicité des poles.
Reprenons, en effet, la série qui définit F(=)

F(2) = Ayt 3 -k

(5 —a, )%

Les zéros de F(z) sont ainsi détermindés par I'équation

qui peut encore s’éerire

( S A
ZIAU’ L("-“N”)U‘ 0

0l nous avons posé ¢ == X[ A¥].
I’ équation plcculcntc se transforme définitivement en celle-ci

‘ SlAL
n'| l (5 — a, )= ....A’.‘.\“

o Ay ,
Eoni § I
2 (5 =

Dans la série de fractions rationnelles du premier membre, les con-
ditions d’application du théoreme I sont satisfaites. Les poles de ces
fractions rationnelles sont les points @, ; leurs zéros sont déterminés
par I’équation

Al
(5~ a, )¢t - IA(, l =05
elles sont & Pintéricur d’un cercle concentrique & @, et de rayon
STAY]
[A]
De Ia résulte immédiatement, d’apres le premier théoreme, la dé-
monstration du théoreme que nous avons en vue.
Si A, était nul, la proposition qui précede ne présenterait aucun
intérét; il faut imposer de nouvelles conditions & F(z) pour obtenir,
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par la méthode employée, des renseignements sur la position de ses
zéros. Voici la proposition qui répond au cas de A, nul :

Tutorime VII. — Ure fonction uniforme ¥ (=) réguliere et s’annulant
a linfini, n’a que des discontinuités polaires a, (sauf pewt-éire aux li-
mites des poles), d’un degré m, de multiplicité ; elle est représentée par la
serie

n=x \L=m,

F(s) = 2‘1 z‘ﬁ Al
v/ T
S — )"
n - ( ”)

la série L|AY| dlant convergente. Siles résidus des pdles sont tous diffe-
rents de zéro et ont méme argument, C étant un cercle (de rayon R) de
surface minima qui entoure tous les pdles a, et les zéros des parties prin-
cipales relatives & ces péles, les zéros de F(z) sont a Utntérieur d'un

R ,
ey Ut 2 est {ordre de

cerele T concentrique & C, de rayon

$in ————:
2(2m —ru)
mul/zp/wzl(:' le plus éleve des péles.

Remarq s, & cet effet, que F(z) peut s’ éerire
Remarquons, & cet effet, que F(s) peut

F(s)= 3 Pu(s),

n=1

ol P, désigne la partie principale du pole «,, fraction rationnelle qui
[y .
secrit

B, (s) = AL(E= @) T AU (5 @) - AT
ni\~ — (; — ([” )I“

Or, lorsque n varie, les résidus A, sont des quantités imaginaires
de méme argument 0; en faisant sortir ¢ du signe Z, on a une série
de fractions qui satisfont aux conditions d’application du théoréme I,
ce qui acheve la démonstration du théoreme.

Lorsque le degré m, de multiplicité des poles est I'unité, on peut
donner de la région des zéros une définition intéressante et tres
simple dans ses rapports avec la région des discontinuités de la fonc-
tion. La proposition qui vise le cas de m = 1 s’énonce ainsi :

COROLLAIRE. — Si une séric & termes réels de signe constan! LA, est
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convergente, la fonction F (=), définie par l'tdentité

F(s)= ¥ = _A_";z—, '

a ses zéros a [’intérieur de tout contour convexe entourant les poinls a,.

En effet, entourons les points @, d'un contour convexe quelconque C;
d’apres un raisonnement completement analogue & celui que nous
avons employé dans la démonstration du théoréme 1, il ne peut y avoir
de zéros de F(z) a extéricur du contour €, lieu des points d’ol G esl
vu sous un angle =; ce contour C’ est G lui-méme.

Nous allons appliquer ce corollaire 4 I’étude de certaines fonctions
étudiées par MM. Poincaré et Homen. Auparavant, faisons cetle re-
marque : ¢n dehors de ensemble G des points a,, la fonction F(z)
est holomorphe; on peut aller plus loin : les zéros de F(z) élant a
Pintérieur d’un contour convexe quelconque G entourant G, la fone-
tion ne s’annule pour aucune valeur finie de la variable en dehors de C;
F(z) est done représentable par @, ot 0(=) est holomorphe en de-
hors de tout contour convexe entourant les points a,.

Je considere d’abord les fonetions de M. Poincare (1) :

[ D g B

I -‘ )., >-\ amfdn /p
3) = 2 -
m o - n /; »|— /1(
(el 7

2 (e = ) 5o

N - Il l~— /4

m :ow S on

oM Erep y P
P (s) - z ) —
L man /) 4— sl

e T T e 0+ ;}— A

col e, B, v, ..., Asont des quantités réelles comprises entre o et 1.
M. Poincaré a ¢tabli que ces séries représentaient des fonctions hien
déterminées de la variable z, sauf dans les régions respectives définies
par le triangle (abce) et le polygone convexe (abe...l), qui sont pour
ces fonctions des espaces lacunaires; or, d’apres le corollaive du théo-
reme VII, les fonctions F(z) ne peuvent s’annuler, en dehors du
triangle ou du polynome convexe, que pour des valeurs infinies de z.

(1) deta Societatis Seientiarum fennicee, (. XIL



SUR QUELQUES POINTS DE LA THEORIE DES FONCTIONS. 325

La forme générale de ces fonctions i espace lacunaire est donc er’i;),\
ot 0(=) est holomorphe en dehors de 'espace lacunaire correspon-
dant; cette propriété rattache entre clles les séries considérées de
M. Poincaré.

En second lieu, dans le méme ordre d’idées, examinons la distri-
bution des zéros de la fonetion de M. Homen, définie par l'identité

® m=n p=n
m

5 AN whub
F(z)= 2

1) AT
n=lom=1 p=1 5 — 3y — l,!- e
7

ol uy, u,, u, sont des quantités réelles, positives, inférieures & 1, et ¢,
unc quantité réelle positive.

La fonction F(z), ainsi déterminée, admet le cercle G, de centre =,
de rayon ¢, comme espace lacunairve; d’apres le corollaire précédent,
elle ne peut s’annuler en dehors du cerele lacunaire. La forme de F(z)
est done ", ou 0(=) est holomorphe en dehors de I'espace lacunaire
correspondant & F(z); quand «,, uy, u,, ¢, varient sous les conditions
appelées plus haut, les fonctions F(z), ainsi déterminées, sont ratla-
chées par la forme 0(z), qui lear est commune.

4. Dans les paragraphes qui précedent, nous avons limité la position
possible des zéros de polynomes et de fonctions régulieres & I'infini,
ayant un nombre quelconque de poles & distance finie; nous nous
proposons, dans ce paragraphe, d’étudier les zéros de fonctions uni-
formes n'ayant & distance finie et & U'infini que des discontinuités po-
laires, I'infini n’étant pas limite de discontinuités. Je donnerai, & ce
sujet, le théortme suivant :

Tutorime VIII. — Soi ¥(z) une fonction uniforme pour laguelle
Uinfini est péle d’ordre p sans éire limite de discontinuites, les singula-
rutés a distance finie étant toutes polaires (sauf peut-étre aux limites des
poles oi elles peuvent étre essentielles), de telle sorte qu’on ait cette identité

n==w, Jz=m,

F(5)=Ays?+ Bzt .. + BpsP—b. ..+ B,+ Z

n=g,0=1

A (”{L !

’
(53— a,)?
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ow a, est un pdle d ‘ordre m,, la série X
la plus grande des quantités

w| étant convergente. Si R est

/‘/|B/||_I—|— AR P | /[.L (J.—— a+1) petp /1 XAV
] V e ™
lau!a ’
.o T . T
S — si [T I —
2p ’(1J+['> 2(p—+p)

lorsque k varie entre 1 et p, i entre 1 et m,, nentre 1 et », les zéros de
F(z) sont a Ueneérieur d’un cercle T concentrique a U origine el de rayon
-~————~l—{;r———- » M étant l'ordre de multiplicitd le plus eleve.
sin TGN F )
Considérons la série qui définit l*‘('z)

SR

i A(J
F(5) = Ayaf 4By 0= oo Bysthop o Byt Z
4=

-(5 - (II; )[L
Les zéros de F(z) sont déterminés par l’éql_mlion
Y
Aps? -+ Byar=ta-. . Bpsphag .- 1 °
AosP+Bysr=t ... Byar—hy }“}-‘(h«w)”
que nous écrirons
. B,ds B oz/’ -k B,0 O A,
(1ot S[AB[Jor 202770 Bedsr o Beg Yoo Ao
Ao Ao Ay
avee
(3] AR
L’équation précédente se transforme définitivement en celle-ci :

nsa

y B, dar— B 5
(1) arn. .+ = ‘*"’?\“"’"24\

ABS
Al’f SV - KWW*MH“’__—_> 0

1] 0
ne=

Le polynome et les fractions rationnelles du premier membre satis-
font aux conditions du théoreme I. La différence des degrés des nu-
mérateurs et dénominateurs respectifs est p, le rapport des termes de
degré le plus élevé dans les termes correspondants étant un nombre
réel positif, 1 ou|A%[. Il nous reste donc a étudier les zéros du poly-
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nome et des fractions ratlonnelles du premier membre de I’équa-

tion (1).

Les zéros du polynome
B ozp—Fk B,o
=5P 4L e Sl 2

/(%) + A

0

sont, d’apres le théoreme II, & Uintérieur d’un cerele concentrique &
Porigine et dont le rayon est la plus grande des quantités

\/llmm S[A%0)p

S”l —

lorsque £ prend toutes les valeurs entitres entre 1 et p.
La fraction rationnelle
Af[1 -+ Z] Al
lA;ﬁ.’zp_l [ + I l]
: Ag(5— a, )
a pour zéros les racines de I'équation

F+ 3] A
A

0

P (5 a, )k — == 0,

(qui s’éerit encore

[J({J-—-l) .([J.—i—-{—l)sp‘_‘_p_l._iﬂ' . 1 XA [__0

1,2, 0.y L A,

sPH e i (- ay

Or, les racines de cette équation sont & 'intérieur d’un cercle con-
centrique & Porigine dont le rayon est la plus gx’ande des quantités

1 {J—-—l) p—-z—l—r) P+ |AV
y
I ‘V/ IAI

Sin e
Mﬂ+#) C2(pp)

Si done R est la plus grande des quantités

SB[+ 2 [As]p ]\/ (p—1)e (p— (1) l""‘\!/l~f—..,\”l
Ag ,k,...,z' ’ W

sin - sin T —
Y ) (P+/> Ca(pp)

((IIJ’
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les zéros et les poles des fractions rationnelles du premier membre de
I’équation (1) sont & l'intérieur d'un cercle concentrique & l'origine
et de rayon R. L’application du théoreme I acheve la démonstration.

5. Dans les paragraphes précédents, nous nous sommes placés ex-
clusivement dans le cas olt les fonctions étudiées étaient développables
en séries de fractions rationnelles dont les poles étaient & distance
finie, ou tout au moins ne formaient pas de suites s’étendant a I'infini;
nous allons nous occuper maintenant de la limitation des régions du
plan ot la fonction F(z), définie par la série de fractions rationnelles

F(3)= Y ¢a(s),

n

peut s’annuler, les fonctions g, (s) étant assujetties aux conditions
suivantes : la différence des degrés entre le numérateur et le dénomi-
nateur de chaque fraction rationnelle ¢ (z) est la méme, quel que soitz,
le rapport des coefficients des termes de degré le plus ¢levé au déno-
minateur el au numérateur é¢tant réel et gardant un signe constant
pour toutes valeurs de n; nous supposerons, de plus, que les poles et
zéros des fractions 4,(z) tendent tous vers le méme point & infini I
pour des valeurs infinies de n. Ce point & Uinfini scra situ¢, par
exemple, dans la direction o; sinous joignons l'origine dans le plan
des z au point & U'infini [, la demi-droite Ol aura une direction o; sup-
posons alors qu’une perpendiculaire P a4 OI, venant d’un point trés
¢loigné sur la droite Ol dans la direction opposée 4 la droite Ol, se
déplace de telle sorte que son point d’intersection avee Ol varie dans
le sens O sur cette droite. Le premier point rencontré par la droite P,
parmi les zéros et les poles des fractions g,(z), sera le point « par
exemple. Je considere alors la parabole C de sommet @, son axe étant
une droite de direction o passant par «; la concavité de C est de plus
tournée vers I; le parametre de cette parabole sera pris assez grand
pour que tous les poles et zéros des fractions rationnelles ¢,(z) soient
a 'intérieur de cette parabole G, ce qui sera toujours possible d’apres
la fagon dont nous avons défini «. Le raisonnement employé dans la
démonstration du théoreme I nous montre que nous obtiendrons une
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courbe séparatrice des régions du plan des z, ol F(z) ne s’annule
jamais ou peut s’annuler, par le licu du point desquels la parabole P

) Q y Y bs T N \ A4 3
est vue sous un angle égal a 7’ Ouk et & sont respectivement les

degrés du numérateur et du dénominateur de la fraction rationnelle
©,(5) & termes du plus haut degré. Le lieu, nous le savons, est une
branche d’hyperbole dont un des foyers est le foyer de la parabole C;
la directrice correspondante coincide de plus avec la divectrice de la
parabole. Si nous rapportons I'’hyperbole H que nous avons en vue &
I"axe de C et & sa tangente au sommet, I’équation de cette hyperbole
peut s’écrire

yr*—oapx =tang?V <.1+ 1)>27

0

. N T
ol p est le parametre de la parabole et V= ——- Pour 'une des
k+k
branches de H, I'angle des deux tangentes qui comprend C est égal a
T .o w]’r L ‘;l ¢ -l ) ]’: (rlm 1 r t ,)(rtl;
7 pour lautre branche, Iangle analogue est égal a
- n_ w(k-4-L—0)
k4= 4" le=- 1K'

Il'y a done deux cas a distinguer :
y . . . A
19 & -+ & = 1. Alors les fractions rationnelles 9,(z) ontla forme :i_-—z

An

)
5— b,

ouA(s—b);sik=o,k'=1, les fonctions ¢,(z) ont la forme

olt A, garde un signe constant quand » varie; ce cas particulierement
simple sera étudié en détail & la fin de ce Chapitre : les zéros de F(z)
sont & I'intérieur de la branche d’hyperbole G comprenant en cet inté-
rieur toutes les discontinuités finies ou infinies de F(z); si les poles
des fractions ¢,(z) tendent ainsi que les zéros vers une méme limite ¢
I'infini, les zéros de F(z) sont & I'intérieur de la parabole C qui vient
&’étre définic; c’est ce dernier cas qui nous occupe en ce moment.

Si k=1, ¥ =o0, les fonctions rationnelles ¢,(z) ont la forme
A,(5—a,); et la fonction F(z) se réduit & un binome dont I'unique
racine cst encore a l'intérieur de la parabole C dont le sommet est un
des points a,.

2° k- k' = 2. L'hyperbole H se réduit & la directrice de la para-

Ann. de U'fe. Normate. 3° Série. Tome X1V. — Sepramsre 1897, 42
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bole C comme droite double : cette directrice sépare le plan des z en
deux régions, dont I'une contient la parabole C.

La fonction F (z) = 2 0,(z) a ses séros dans la région de la directrice
de la parabole C qui contient cette parabole.

20 ~ vQ ___,»E__ . E T — ._____L T_E . ( cUX
3° k+4&>2. Alors e <5 et T—pp > - Des  deux
branches de I'hyperbole, celle pour laquelle I'angle des deux tangentes

. ~ . s T . / s
qui comprend C est égal & -——— est la branche située par rapport a la
' k4

directrice de C du coté opposé a cette parabole.

Remarque. — Nous avons supposé, dans I’énoncé des propositions
qui précedent, que la droite P, en variant, ne rencontrait tout d’abord
que le point @; pour cette position P, de P, il pourrait se trouver sur P
d’autres points que a, appartenant au groupe des poles et zéros des
fractions rationnelles de la série. Appelons, dans ce cas, A et B les
deux points entre lesquels sont les points @ sur P,. Nous pourrons
prendre, pour la parabole qui entre dans nos propositions, une para-
hole passant par A et B, dont I'axe est parallele & OI, sa concavité étant
tournée vers I. On disposcera du sommet et du parametre pour enfermer
a intéricur de la parabole tous les points «, et by, poles et zéros des
fractions rationnelles de la série F(z).

Pour simplifier les énoncés des propositions qui vont suivre, j'appel-
lerai parabole des points a et b, la parabole C définie comme il vient
d’étre dit dans ce paragraphe. Je résumerai la discussion qui précede,
dans le cas de £+ £ > 2, en ce théoreme :

Tugorime 1X. — La fonction [(z) est définie par la série de fractions
rationnelles

e X A (z—ay).. (53— ay)
f)= REE A eET

myn, ...,

0U Aprs @1y ooy @y by, ..., by sONL des quantités variables avec myn, . . ., s;
A est réel et garde un signe constant quand m,n, ..., s prennent toules
leurs valeurs, la différence k — k' étant la méme pour toutes les fractions
rationnelles qui forment les termes de cette série; de plus, il existe au
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moins une fraction rationnelle pour laquelle k~+k > 2 lorsque m, n, ..., s
augmentent indéfiniment les péles et les séros des fractions tendent vers
le point 1 a Uinfini. Le lieu des poinits d’otx ’on voit la parabo]e C des

points a et b sous un angle comprenant C, d’ ouverture 7—— (k+ k&' étant

la plus forte somme des degrés des numérateurs et denommaleurs respectifs
des fractions), est une branc/ze d’kyperbole H; les zéros de F(z) sont

sutues, par rapport @ cette branche d’hyperbole, (Icms la région de la para-
bole C.

Nous allons suivre, dans la recherche des zéros des fonctions uni-
formes polaires quelconques, une voie parallele & celle qui nous a
guidés lorsque nous avions 4 déterminer les zéros de fonctions uni-
f’ormeq a discontinuités polaires ne s’étendant pas a I'infini. La propo-
sition qui correspond au théoreme VI s’énonce ainsi :

TmioriMe X. — Etant donnée une fonction uniformeF(s) n’admetiant
comme points singuliers essentiels que les limites de ses péles, une seule de
ces limites 1 étant infinie, sans que le point a Uinfini soit péle, on U écrit
sous la forme suivante

nzze, LE=mp

) =A+ 3

n==1, =1

ou a, est un pole de degré m,, de multipliciee, la série £ |AY| élant supposée
convergente. De chaque pdle a, comme centre deécrivons un cercle C, de

v/ 2| AY . . ., .
rayon \/ I‘l’\ | ; sout P une parabole comprenant a son intérieur tous ces

cercles C,, son axe étant parallele & la direction du point limite 1 de la

suite infinte des pdles. Le lieu des points d’ot U'on voit P sous un angle —-M

(M étant Uordre de multiplicité le plus elevé des péles) est une branche
d’hyperbole H; les zéros de F (z) sont situés, par rapport a cette branche
d’hyperbole, dans la région de la parabole P.

Considérons, en effet, la série qui définit F (z)

For= e By
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Les zéros de F(z) sont déterminés par I’équation

qui s’écrit

(5 —a,)*

La série de fractions rationnelles, qui figure au premier membre,
satisfait aux conditions du théoreme IX. Les poles sontici les points «,;

.. th
les zéros sont d l'intérieur des cercles C,, de centre @, de rayon \

La parabole C est une parabole comprenant & son intérieur ces
cercles C,; sinous la désignons, dans ce cas, par P, d’apres le théo-
reme IX, les zéros de F(z) sont situés, par rapport & la branche
d’hyperbole H, dans la région de la parabole P.

La proposition précédente peut prendre une nouvelle forme au moyen
des considérations qui suivent; mettons la quantité A, sous la forme
Re®, R étant son module et 0 son argument. Développons ensuite R en
série de termes positefs et réels suivant les entiers de la série F(z).
Pour abréger, nous écrirons deux entiers n et p. dans les termes de R,
de telle sorte qu’on ait

Nm oy Ym0y,

Ay=e¢i z s(n, ).

nemly (=g

Nous remplacerons alors les cercles €, du théortme X par des.
v/ AR ,
cercles D, de centre a, de rayon ;»27;»’-%«)7 la parabole P seraremplacée
s(n, p.
par une parabole P’ entourant les cercles D,; les zéros de F(z) sont
alors situés par rapport i la branche d’hyperbole correspondante dans
la région de la parabole P'.

Lorsque A, cst nul, les conclusions du théoreme X doivent étre
transformées; voici le théoreme qui correspond & cetle valeur particu-
liere de A, :

Tugorime XI. — Soit F(z) une fonction uniforme qui n’admet comme

points singuliers essentiels que les limites de ses pdles, une seule de ces
limutes 1 étant infinie; de plus, ¥(z) sannule a Uinfint, saufen 1, de
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telle sorte que ’on peut écrire

n=w,l=m,

] _ Al
rO= X o

n=1, =1

ot X| Al| est convergente, a, ctant un pole d’ordre m,, de multiplicité. Dési-
gnons par G la parabole des poles et zéros des parties principales de F(=)
relatives aux poles. Si les résidus des poles sont tous différents de zéro et
ont méme argument, les zéros de ¥ (z) sont & l'exitérieur de la branche

™

a2 M —

d’hyperbole, licu des points desquels C est vue sous un angle > ot
I

M est {ordre de multiplicie le plus éleve des poles.

Remarquons & ce sujet que F(z) donne lieu a Ia représentation
suivante :

n=m

F(s)= E P.(3),

n=|

olt P, (=) désigne la partie principale relative au pole a,; cette fraction
rationnelle est définie, comme l'on sait, par I’identité

p (’_) ___ x\‘,’})(z — an)m,,—l e A‘,{""“(E . a”) -+ AA(,L"”
L\~ ——— (z — (‘”')”L"

Lorsque n varie, les résidus A} sont, par hypothese, des quantités
imaginaires différentes de zéro et ayant méme argument 0; en faisant
sortir ¢® du signe X, on a une série de fractions rationnelles qui
satisfont aux conditions d’application du théoreme IX, d’ott T'on
déduit immédiatement le théoreme XI.

Remarque. — Le théoreme précédent aurait encore lieu si les résidus
étant tous nuls, la valeur minima de p. était la méme pour toutes les
partics principales, les quantités A% correspondant i cette valeur com-
mune de p. étant des quantités imaginaires de méme argument.

Lorsque le degré m, de multiplicité des poles est I'unité, la région
des zéros de F(z) se définit tres simplement par la région des discon-
tinuités de la fonction considérée.
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La proposition qui vise le cas qui nous occupe se présente ainsi :

COROLLAIRE. — St une série, a termes réels et de signe constant LA,
est convergente, la fonction F(z), donnée par Uidentité

a ses zéros a Uintérieur de tout contour convexe entourant les pownts a,.

Le contour convexe est ici infini; siles limites des poles sont toutes
tinies saufune 1, le contour convexe, entourant les points @, dont on
pourra se servir, sera par exemple la parabole C définie au commence-
ment de ce paragraphe.

Je ferai Papplication de ce corollaire a I’étude de la fonction cots;
cette fonction est définie pour toutes les valeurs de la variable par la

série
al 1 1
+ 3 (_.« - )
S NT nT

ne=dz1, =2, ..,

cotls ==

=

Les discontinuités de cots sont les poles nw, olt n prend les va-
leurs o, #=1, ..., #=o. Nous prendrons comme contour convexe
deux droites paralleles infiniment rapprochées de 'axe des quantités
réelles ct comprenant cet axe entre elles. Nous déduisons done immé-
diatement, comme corollaire du théoreme XI, cette proposition :

La fonction cotz ne s’annule (sauf pour Uinfini) que pour des va-
leurs réelles de la variable.

On voit encore que cots est représentable par @, ol 0(s) est holo-
morphe en dehors de 'axe des quantités réelles.

Parmi les fonctions F(z) du corollaire précédent, se trouvent encore
les dérivées logarithmiques des fonctions entieres A multiplicateur ex-
ponentiel constant, de genre pair, & racines réelles. Nous savons, en
effet, qu’en désignant par f(z) une fonction entiere de genre », ona
cette identité

VIR BN N !
F(z)= F= 50 Z(Zg?_(.__ .

G a,,)
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Lorsque les racines a, sont réelles, le genre o étant pair, les quan-
tités @, sont réelles et positives; le corollaire nous apprend que F(z)
ou encore f ont leurs racines réelles; cette propriété des fonctions
entieres a été donnée par M. Cesaro.

Remarque. — Lorsque dans le corollaire du théoreme XI, les points
a, sont en ligne droite, leurs arguments étant 0, si A, est une quan-
tité d’argument — 0, les zéros de la fonction définie par

5) — A

F(s)= A+ E ;—d:
sont sur la droite des points @,, D. Eerivons 2 cet effet F(s) sous la
forme X — ZY; on voit alors que (XY) est la résultante R de segments
de répulsion venant des points a,, en raison inverse de la distance et
d'une force |A, | parallele a la droite des points a,, toutes ces actions
s’exercant sur le point mobile z. Si par z nous menons une parallele
a D, les composantes de R sont toutes situées au-dessus de celte pa-
rallele P ou sur elle; de plus elles ne pourront étre toutes situées sur
P, qu'en supposant = sur la droite D; R ne peut done s’annuler que
pour des valeurs de s situées sur la droite des points a,, ce qui acheve
la démonstration.

Cette remarque conduit tout de suite a la proposition de M. Cesaro
sur les fonctions entitres de genre impair : lorsque les racines de
telles fonctions sont toutes réelles, les zéros de leur dérivée sont tous
aussi réels. Nous voyons en effet que, F(z) étant de genre impair w,
on a l'identité

t(e) e L5 N I IS
I(”)——“_"’DZ—_——— Z—1 2 Z}F‘T(z—-an)—'_“fl’ ;

_/z a;‘;(z_an)—-
[HE

Les racines a, sont réelles par hypothese, et a;,™" est, par suite,-

une quantité réelle positive; de plus -&'7; est réelle. L’application des
considérations qui précedent conduit ainsi au théoreme de M. Cesiro
sur les fonctions entitres de genre impair.

Quand tous les poles @, sont réels, le corollaire du théoreme XI
donne licu & cette seconde remarque : si A, est une quantité réelle né-
gative et si B, et « sont des quantités réelles de signe quelconque, les
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zéros de la fonction déterminée par I'identité

F(s)=A, (~—-a)+130+2‘-——- (A, >0)

-y

sont tous réels si les quantités @, sont toutes réelles. Mettons F(z)
sous la forme X — Y ; on reconnait ainsi que (XY) est la résultante de
deux systemes de forces : 1° une répulsion proportionnelle & la dis-

. B .., ,
tance, venant du point <7\—" — o m;) de I'axe des quantités réelles,
0

la masse du point étant (— A,); 2° par des répulsions en raison in-
verse de la distance venant des points @, de l'axe des quantités

réelles.

Le point matériel z =2+ iy est soumis i des forces qui toules
sont situées au-dessus de la parallele & Paxe X des quantités véelles,
menée par le point = ou sur cette parallele, & moins que = ne soit sur
I'axe X. Ainsi X — 7Y ou encore F(z) ne peut s’annuler que pour des
valeurs de z réelles. La méme propriété subsisteraitsi F(z) était don-

née sous la forme
p— el e
Ao )+Z<~—-~an | )
¢, étant réel.

Nous allons maintenant appliquer les remarques qui précedent
I'étude des zéros des dérivées des fonctions entitres i racines réelles.
6. Tout d’abord nous étudierons les fonctions entieres de genre o

et 1, dont Ie multiplicateur exponentiel est de la forme e +Be+v; Jeg
dérivées de ces fonctions donnent lieu au théoreme suivant :

Les fonctions enticres de genre o et 1, dont le mulliplicateur exponen-
tiel est de la forme A B2+, oit A est une constante, « et B dlant récls
et o. négatif ou nul, jouissent de cette propriété que, si leurs séros sont
reels, les séros de leur dérivée sont tous aussi réels.

Les fonctions dont nous parlons sont représentables respectivement

par
f1(5) = Aeust+Bory II < aﬂ> (genre 0),
fiz) = Aespesr [ ( s )‘*’"" (genre 1).



SUR QUELQUES POINTS DE LA THEORIE DES FONCTIONS. 337

Les dérivées logarithmiques correspondantes sont

%:ga( >+2 s —a,
%:20:( )'*‘Z(,._an 51:)

Sous cette forme on reconnait, d’apres ce qui a été dit, que ces dé-
rivées logarithmiques ont leurs racines réelles, ce qui entraine la
méme propriété pour les dérivées des fonctions entitres f,(z) et
fu(s).

Jappliquerai cette proposition & I'inverse arithmétique de la fonc-
tion eulérienne, en remarquant que I'(z) désignant cette fonction, on

a lidentité
v ek s _7:1
1‘(:.'—{—1)'—6 H[(I+n>e ]’

ou C est la constante d’Euler et »n =1, 2, 3, .... Sous cette forme

I a » . .y N 0
INEE) apparait comme fonction entiere de genre 1 ol le facteur ex-

ponentiel est de la forme Ae*#+F#+Y ayec o = o, f = C. Ainsi :

La fonction inverse arithmétique de la fonction eulérienne de seconde
espéce admet unc dérivée dont les séros sont tous ausst réels.

D’apres les expressions de la dérivée logarithmique de la fonction
eulérienne de seconde espece

.d_.__———loi‘:r(z) :limnzw(logn——l—“ "'_I'_'_"'— _-l__—)?
ds z Z 41 5+ n
dlogl (s) ) s—1
—& = Ao eEe
Les équations
. 1 1 I — 5 ) =
11m,,=w(logn——2 e —...—z_l_n) =o, z(n+1)( -+ n) =G,

C etant la constante d’Euler, ont toutes leurs racines réelles.
Voici une seconde proposition sur les fonctions entieres :

Les fonctions enticres de genre 1, dont le multiplicateur exponentiel
Ann, de I’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XIV. — SepreMpre 1897. 43
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est de la forme Ae*+P, ou a est une quantité réelle positive ou nulle, et
les fonctions de genre > de multiplicateur Ae***+8, jouissent de cette pro-
priete que st leurs zéros sont réels, les séros de leur dérivée sont tous ausse

réels.

Les fonctions qui nous occupent sont représentables ainsi

S1(z) = Aers+y ]] Rr — 5:) er] (genre 1).

Les dérivées logarithmiques correspondantes sont
Jo(5) ' ! NECERR N : 7
e T 200G A -z Bl P T
S1(5) ¢ }_E z-—aL+af,( ) 3 +2& ai(z —ay) |
PG )
Jfi(s S,
S1(3) ¢ Sa

La derniere remarque du paragraphe 5 montre que YAC )ot A ont

toutes leurs racines réelles; il en est de méme, bien entendu, des
dérivées f,(z) et [/, (5).

Les fonctions entitres, de genre queleonque, donnent lieu aux pro-
positions qui suivent :

Les fonctions entiéres, de genre pair o, dont le multiplicateur exponen-
tiel du produit infini de facteurs primaires de M. Weierstrass est de la
Sorme Ae** BT o A est une constante, o et B réels el o négatif,
Jowssent de cette propricté que, si leurs zéros sont réels, les zéros de leur
dérivée sont aussi réels.

Il suffit de se rappeler la représentation analytique des fonctions
que nous considérons; /(=) étant une fonction du type étudié, Pon a

;(Z) Wl I
f(z) :507Zm+d(6)-}~9)~¢.)+1+l)(m+I>~m

3 (0 +1)7).
gza::’(w-au)"‘ a0+ ’[ g'mi;) i’

le raisonnement & tenir alors est exactement le méme que pour le
théoréme qui précede.
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Lorsque des fonctions entiéres, de genre impair w, ont toutes leur ra-
cines a, réelles (simples ou multiples), le multiplicateur exponentiel du
produit infini de facteurs primaires de M. Welerstrass élant de la forme

1
w-+1"
an

azm-bn_i,ﬁzu-ﬁ—z_,_y 0y ’ o) 1
Ae , o A est une constante, «, 3 réels et 3 > prya E
les racines des derivées de ces fonctions entiéres sont toutes réelles.

Les fonctions, de genre impair w, dont on s’occupe, satisfont &
Iidentité

%:zw[zm +a(m+2):+@(m+[)];

n

LA

!
or % peut s’écrire encore

il
u

be I
@ — e — ¥ —— o+ 2)5 + 0)-5—1]
[Z a® (s —a,) 2 aw+ ( ) B( )
:5“’“5 S-“-I—————F Blw—+1)— E o
(el ) (5 — aty) ap+

Sous les conditions énoncées dans la proposition, les racines = sont

z

-

-+ o (w -+ 2)2.

réelles; il en est de méme des zéros de /7.
Voici une dernitre proposition sur les zéros des dérivées des fonc-
tions entieres.
Lorsque des fonctions entiéres, de genre impair w, ont toutes leurs ra-
q 8 P
cines a,, reelles et positives, le multiplicateur exponentiel du prodwit infini
de facteurs primaires de M. Weterstrass ¢tant de la forme Ae*"+B"1+1,

ot A est une constante, a, 3 réels et . négatif, les racines de leurs dérigées
sont toutes réeelles.

Il suffit, pour le voir, de se reporter a I'identité utilisée dans le pre-
mier théoreme sur les fonctions entiéres de genre pair, identité qui
subsiste pour w impair.

7. Apres avoir ainsi ouvert une parenthése pour montrer 'applica-
tion de nos théoremes & I’étude des dérivées des fonctions entieres a
racines réelles, nous allons revenir & la détermination des zéros des
fonctions polaires quelconques, en supposant & présent que I'infini est
pole d’ordre p. Je donnerai, & ce sujet, le théoreme qui suit :



340 L. DESAINT.

Tukorime XII. — Soit F(z) une jfonction uniforme qui nr’admet
comme points singuliers essentiels que les limites de ses péles, limites toutes
finies, sauf une, 1; de plus F(z) admet le point a Uinfini comme pile
d’ordre p et donne lieu a la représentation analytique

F(5)=Bos?+ Byap=t--...+ B,

n=ow
Am,L Al}, 7
7 v - v P
+2 [(a — )" "+ +_ET——2:) T s '+”’+1QPJ’

n=1

ot a, est un pdle d’ordre m,, de multiplicité, r,, ry, ..., r,., des quantités

qut dépendent de n. Si les quantités B, et r,.,(n) ont le méme argument

et, s les racines infinies (avec n) des termes de la série tendent vers 1, en

désignant par G une parabole entourant les séros de
Bos-+-Bysr—t4...+B,=o,

ainst que les péles et les zcros des termes de la série, les zéros de F (z) sont
a Uextérieur de la branche d’hyperbole, licu des points d’ot ['on vou C

sous un angle » M étant Uordre de multplicieé le plus célevé des

T
oM+ p
poles.

La démonstration de cette proposition est immédiate : le polynome
B,z" 4+ B,z7~'+. ..+ B, ¢t les divers termes de la série forment des
fractions rationnelles satisfaisant aux conditions d’application du
théoreme IX.

Le théoreme XII va nous conduire avec facilité & quelques propriétés
de types tres étendus de fonctions enticres. Considérons une fonc-
tion F(z) de genre p, de multiplicateur exponentiel

Oy ZP =1 o =L
[l (N

ol o, est une quantité réelle positive, le polynome o ,z? +.. .+ a, ayant
ses racines réelles. La fonction F(z) sera ainsi représentée

e a P
F(z):e“p“"“”---"'“u I I [(l— _"_)e;l-,;-b-...-a—-—iJ'
p n
ap

De cette identité on tire la suivante

F, ot I 1 Pt
F';—-—papu +-p.+a1+2 Z———-an+—+.'.+ al) .
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e ;o ’ o . 1
Les quantités désignées par B, et r,,, sont ici pa, et —; de plus,
. .« . n
d’apres I'identité

2 1 1 sP—! 2 5P
S: — -+ — 4+ ...+ — - — T
S—an n a, ah(s—ay,)

les racines de chaque terme de la série S se confondent avec 'origine;
la condition imposée aux racines infinies des termes de S de tendre
vers | est ainsi remplie; quant aux valeurs des quantités B, et 7, ,,
nous distinguerons, & ce sujet, plusieurs cas qui nous conduiront aux
propositions suivantes :

Une fonction F (z) est enticre de genre pair p; ses racines a,,a,, ..., a,
sont réelles et le multiplicateur exponentiel du produit infini de facteurs
primazires est de la forme ¢*r*" % od a, est une quantité réelle positive,
le polynome P = o,50 4. . .+ a, ayant ses racines réelles. En désignant
par a, la racine qui, avee a.,, limite les racines de la dérivée de P(z) et
les racines a,, de ¥ (z), les zéros de la dérivée de F(z) se trouvent dans

4 27D
Cangle de sommet a), d’ouverture 7 +[ ]

» symétrigue par rapport a [’ axe
des quandtites réclles et couvrant sur cet axe les séros de F(z).

La parabole C du théoreme XII se réduit ici d la portion de I’axe des
quantités réclles comprises entre a) et a,; le lieu des points d’ou l'on
7T —_—
2+p—1 p-+1
deux droites symétriques par rapport a I'axe X des quantités réelles,

V. 27 2T
faisant entre elles un angle
P+ -+ 1

voit ce segment sous un angle égal a se compose de

étant

» cette ouverture V égale
I p

dirigée du coté opposé aux racines a,; la région V est une zone d’ex-
clusion pour les zéros de F(z).
Voici maintenant deux autres propositions que je ne fais qu’énoneer :

Soit ¥(z) une fonction centicre a racines simples a,, a,, ..., a,, de
genre quelconque p, le multiplicateur exponentiel du produit de facteurs
primaires élant e N ot a, est une quantité réelle positive, le poly-
nome P = o,z” ...+ a, ayant toules ses racines reelles. St les racines
de ¥ (=) sont réelles et positives, les zéros de la dérivée de F (z) se trouvent
dans 'angle symétrique par rapport a l’axe des quantités réelles de som-
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’ h ’ ’ 27TP
met a’ (défini comme précédemment), Uouperture de U'angle étant =L
1 . 5 p+1
et dirigée vers les zéros de F (z).
Un théoréme analogue a lieu pour les dérivées des fonctions enticres (a

racines reelles négatives) de genre impair.

Remarque. — Dans le cas ou le polynome P, du facteur exponen-
tiel ¢+ +%, a ses racines comprises entre leszéros extrémes de F(s),
les racines de la dérivée de P sont aussi comprises entre les limites
des quantités a,, @, ..., a,; le point a] se confondra donc avec la
limite finic des zéros a,, a@,, ..., a,; les racines réelles de F'(z)
seront ainsi comprises entre les limites des racines de la fonction
F(z), puisque la région angulaire des zéros de la dérivée F'(s) a pour
sommet « ct contient la portion de I'axe des quantités réelles ou se
trouvent les points @,, ., ..., a,. Cette propriété rapproche les fone-
tions entieres des polynomes et des fonctions entitres de genre o &
multiplicateur exponenticl constant.

8. Nous avons supposé dans le théoréme XII que, la fonction F(z)
étant mise sous la forme

F(3)=G,(3) +2 [(},, <-—-——I-~—> A Y e el .+r,,.,.,zl'J,

& —— dy,

Go(=) ¢tait un polynome de degré p, G,L< représentant la

8=ty

partie principale de (=) relative au pole @,. Plus généralement, une
fonction & discontinuités polaires @, donnera licu a Uidentité

; -
I(z) =Go(5) G e ) o= Py A=y B e Py B
(@) =Go(s)+ 3, | G ympm ) H it oty
ol G,(=) et une fonction entitre et v un exposant variable avec n.
Nous n’examinerons ici que le cas suivant : G,(z) est un polynome
de degré p, les exposants v se réduisant 4 un entier constant inférieur
ap. L'identité qui précede se transformera en celle-ci :

MF(S) :]3051)““ Bizl’—1—|—. A Bﬂ

+Z[G"< ! >+ro+rlz+...+rvz“] (v<p)-

g
< an
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Les zéros de F(z) sont donnés par I'équation

n

1 ]
Bos?+BysP=t ..+ Byt 3, [Gn <———- )+7'1+r25+--~+ f'pz”J:o, v < p.

ou G,,<_
série Ts(r) & termes réels et positifs, dont la somme est inférieure a
'unité; ainsi

1 . . R , .
~ > est la partie principale du pole a,. Or, déterminons une
— Cn

f.—_zs(n), k<.

[’ équation des zéros de F(z) se transforme et devient

(1 —Fk)sP 4+ B‘.:'___
B,

I;,, 1 ] 1 vy .
+i}_0_ "r-Z[—;G(E—_:—a—”)—PTj-—i—BOaJ-l— E—-a’—ks(n) 1]—0.

Sous cette forme, le premier membre apparait comme une somme
de fractions rationnelles satisfaisant aux conditions d’application du
théoreme IX; en cffet, la différence entre les degrés respectifs des
numérateurs ¢t dénominateurs est p, et le rapport des coefficients
des termes de degré le plus élevé est pour le polynome (1 — £) et pour
les termes de la série s(n); or (1 — k) et s(n) sont des quantités
réelles positives. Par suite, si 'on peut déterminer les quantités s(n)
de telle sorte que les termes de la série

vV i
S= Zn[ﬁ;“( —a,,> R SRR ”(”""J:(’

aient leurs racines finies, ou bien tendent vers I quand » augmente
indéfiniment (I est toujours le point limite des péles @,), on pourra
construire une parabole C entourant les racines de

B,(1— k)sP+ BisP~1 ...+ B,=o,
ainsi que les poles et zéros des termes de la série S.
Nous énoncerons, sous celte forme abrégée, le résultat auquel nous
arrivons :
Les séros de F (z) sont situés & Uextérieur de la branche d’ hyperbole H,
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lieu des points d’ow la parabole C est vue sous un angle M ~» M étant
le plus grand ordre de multiplicité des pdles.
Remarque. — Jusqu’ici nous avons fait cette hypothtse que les

poles et zéros des termes de F(z) tendaient & l'infini vers la méme
limite I; admettons maintenant qu’il y ait p directions limites de
poles; les suites correspondantes scront ainsi a,, @y, ..., a,(a),
by byy ooy 0,(B), ooy 4y Ly ooty L,()). Cherchons alors quelle courbe
remplacera la parabole C, quiintervient dans nos théoremes. A cet
effet, par un point O du plan des =, menons les demi-droites de direc-
tione, B, ..., v dans le sens des limites des poles; soient o ot A les
demi-droites qui comprennent toutes les autres dans louverture de
leur angle, quand cet angle est décrit dans le sens de Oa i OA. De
plus, nous supposerons cet angle supéricur a =, ce qui est le seul
cas intéressant, comme nous allons le voir. Ceci posé, une parallele
4 O, venant de Vinfini et se déplacant parallelement 4 clle-méme,
coupera pour la premitre fois 'ensemble des poles dans laposition O«;
de méme, une parallele 2 OA venant de U'infini traversera tout d’abord
le méme ensemble pour une position /A. La courbe qui remplacera P
sera formée par les deux demi-droites ae, /A limitées d leur point d’in-

tersection 0. Le lieu des points d’ott 'on voit O’ sous un angle —~\-1~. e
(M étant le plus grand ordre de multiplicité), se compose de deux

droites O'm, O'n également inclinées sur le prolongement de O’z et fai-
- ™
nt lui-ci un angle ————
sant avec celui-ci u M
- se compose de deux droites O'p, 0'g tga-

; deméme le licu des points d’olt O"A
£) Y o

est vue sous un angle :>M
lement inclinées sur le prolongement O’ de O\ et faisant avec O’ un

angle égal a ; les deux régions limitées par 'ouverture (O'm, O'z)

T
2M—+p’
0

k4 " Hd ) . N . TT
et 'angle (0'p,0’¢) n"auront de partie commune que si Py >

0 étant Pangle inférieur & 2w de O avee OA. Ainsi fa méthode géo-
métrique dont nous nous sommes servi ne présentera d’intérét qu’en
supposant 0 < ————— 2M : sous cefte condition, les zéros seront en dehors
de la région commune aux angles (0'm, 0'n) et (O'p,0’¢); en parti-
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c,ulicr, si 0 :_;i\li’:—ﬁp’ F(s) admettra la région symétrique de
Pangle (0’2, O'A) par rapport & 0, comme zone d’exclusion de zéros.

Nous allons nous occuper, dans le Chapitre suivant, des intégrales
définies étudiées par M. Hermite; nous arriverons, par cette voie,
aux théorémes sur les fonctions uniformes quelconques, relatifs a la
distribution des valeurs de la variable qui fontprendre a ces fonctions
une valeur donnée u.

CHAPITRE IL

I. Nous étudicrons, dans ce Chapitre, les zéros de fonctions F (=)
données par des intégrales définies multiples

F(s) = /‘l"' ['"" [”"ll(t, Uy ooy, s)dide ... div
Jo . Gt uy oo,z

W

(toutes les quantites wy, ta, .., 50, vy sont finies),

ou W4,y oy, z)et G4, u, ..., ,35) sontdesfonctions holomorphes
de ¢, uy ..., v et des polynomes en s de degrés respectifs « et §, le
apport des termes de degré le plus élevé en =z de H(z, ..., 3) et de
G(¢,...,3) gardant unc valeur réelle de signe constant quand ¢ varie
entre ¢, et ¢,, ...; de plus, nous supposerons que, A(Z,u, ..., w) et
B(¢,u, ..., w)désignant les coelficients de z* ot 5% dans H(z, u, ..., 3)
et G(¢,u, ..., w,z), 'ensemble des racines cn ¢ des équations A = o
et B = o, n'ait qu'un nombre fini de points communs avec le seg-
ment £, ¢, de Paxe des quantités réelles, lorsquew, o, ..., @ prennent
toutes les valeurs de Iintégration.

Les fonctions F(z), ainsi définies, donnent lieu & ce premier théo-
reme s

Tuionime . — La fonction F(s) est donnde par Uiniégrale définie
multiple

i Tt Lyt ..,y 3)dbdu ... dy
F(s) = G (¢ u W, 35 ) ’
t 5 o, a(l, t, oo, 9,3

Ann.de I'Ec. Normale. 3° Sévie. Tome XIV. — SppTEMBRE 1897 . 44




346 L. DESAINT.

o H(t, u, ..., w,z) et G(t,u,...,w,5) sont des polynomes en s de
degreés respectifs o et B, le rapport des cocfficients A(t, u, ..., w) ct
B(t,u,...,w) des termes en 5% et 5P dans ces polynomes ne devenant
Jjamais infini ow indéterminé dans les limites d’intégration. Si ce rapport
est réel et garde un signe constant pour loules les valeurs de t entre (,
et ty, ..., dew entre w, et w,, C désignant un cercle de surface minimum

. , H{,u, ..., s .

qui entoure les poles et zcros de »—;—(ai~3 ——————— %) (lorsquet,u, ..., wvarient

Gt uy ..., 5)
det,at,, ...,dew, aw,), les zérosde F (=) sont a l'intérieur d’un cercle

. \ R \ ;
concentrique a C et de rayon > ou R est le rayon de C.
Y]
9 (o

La démonstration de ce théortme est contenue dans celle du théo-
reme I du Chapitre I; il saffit de prendre comme termes de la série,
les éléments infiniment petits

H(t,uy ..., 3)dtdu ... dw
Gty u, ..., w5

Comme corollaire du théortme I, jénoncerai la proposition qui
suit :

Tugorime 1. — Se A (¢, 4,0,..., v, w) garde un signe constant quand
tvariede (y a by, ..., wde w, aw,, la fonction

¥(s) = f”‘“ /'w"'A (&y vy ooy w)dtdudy ... dw
1 /gy

3Gl o)

a ses zéros a Uintdrieur de toul contour convexe entourant la région

Lyy Uyy ooy Wy
.
s=G\ ¢, uy, ..., ),
by, Uspy ooy Wy

qui est un espace de discontinuité pour la fonction.

Ce théoreme, ainsi que le corollaire du théoreme XI (Chapitre I),
me semble intéressant & signaler pour les raisons suivantes : il est
assez rare de rencontrer des fonctions formées simplement et dont
deux ensembles remarquables de points jouissent, ’un par rapport &
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'autre, de propriétés géométriques tres simples. Or, c’est ce qui
arrive ici, ol les fonctions considérées posseédent cette propriété que
Pensemble de leurs zéros (sauf'infini) est & I'intérieur de tout con-
tour convexe entourant I’ensemble de leurs discontinuités.
Le théoreme II conduit immédiatement & ce corollaire :

Cororrame. — S H(¢) garde un signe constant de 1, a t,, t etant
une varable réelle, la fonction

“H(t)dt

[‘(Z)_—_. _—Z—G'(é),

4

2
s5=G|{ ¢
¢

N

qui admet la ligne

comme ligne de discontinuité, a ses zéros a iniérieur de tout contour
convexe entourant cetle ligne.

A leffet de démontrer le théoreme II et son corollaire, entourons
les points des ensembles

ly, > V2
=G| ¢ w, ..., w
[lv s Vg

@’un contour convexe qui les entoure tous; un raisonnement, com-
pletement analogue & celui que nous avons employé dans la démon-
stration du théoreme I du Chapitre I, nous montre que les inté-
grales F(s) considérées ne peuvent avoir de zéros qu’a extérieur du
contour (, lieu des points desquels C est vue sous un angle w5 ce con-
tour ¢ est le contour C lui-méme.

Un raisonnement identique va nous conduire aux formules de
MM. Darboux et Weierstrass sur les intégrales définies. Voici, a cet
effet, la proposition qui nous y amenera :

La fonction
ly Wy .
l‘”(:).—::/ f H(t ey oooyw)[3—G(¢tt,y ..., w)]dtdu .. div,
ol Wy

ow H(t, u, ..., w) est une quantité réelle de signe constant pour les va-
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leurs de [’intégration, a son zéro a Uintérieur de toul contour convexe
entourant I’ ensemble

o, Ceeg iYy
s=G( ¢ wu, ..., w
Ly, TR

La démonstration de celte proposition est analogue & celle du co-
rollaire précédent; nous allons déduire de I la formule de M. Weier-
strass, généralisée :

St G(t, u, ..., w) est une fonction complexe de n variables réelles
Loyt cony oy, HG 4, oo w0) gardant un stgne constani quand { varie de
by @lyy oo, w o de wy aw,, onal'cgalite suivante relative @ des inté-
grales multiples d’ordre o+ [ . ..~ A

W la WUy Wy
[ / / Gl ty ooy W)Y Mty oy o) () (du)B .. (diy )
“ i, "y
X5 "

1y 1y
== rei / Wty oy o)(dO)* (de)i. .. div ),
3 [| Sl

oy

ot ret est Uaffize d un point situd & U'intérieur de towl contour conyexe
entourant la région engendrée par le point &’ affixe = = G((, u, ..., %),
owtvariede l, aty, ..., wdew, dw,.

La formule de M. Darboux, étendue au cas des intégrales multiples,
est immédiate en remarquant Uidentité

ret == K G Ly, ttgy + ooy 7)),
ol K est une quantité imaginaire de module inféricur i 1,
G (Lo, ttyy vy ),

la valeur de G(¢, w, ..., w) de module maximum quand ¢ varie de ¢,
atly,...,wdew, hw,; jo présenterai ainsi le résultat auquel nous
arrivons :

SiG(¢, u, .., w) est une fonction de u variables réelles t, u, ..., w;
st de plus la fonction U(t, u, ..., w) et les différentielles dz,, ..., ds,
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gardent un signe constant, pour les valeurs de U'inteégration, on a cetie
egalite

f / f .G(l, wy oo w)YH(G o w) (ds) 2L (dsp)

W ia s ATy
=KG(¢, uo,...,u'o)[ f / H(tg, u, oo yw) (ds)®. .. (ds,)?,
Ul Yy * Ty
ot G(ty, Uy, « .., w,) est une des valeurs de G(t, u, ..., w) dans l'inté-
gration et K une quantité de module inférieur a 1.

2. Nous avons étudié, dans le premier paragraphe, le cas ou la
(¢, ... m,3)
Gty uy ooy, 3)
tégration, a ses zéros et ses poles & distance finie lorsque les variables
réelles ¢, u, ..., w prennent les valeurs de U'intégration. Nous allons
nous occuper maintenant des intégrales pour lesquelles

qui entre sous le signe d’in-

fraction rationnelle en =,

Mz, uy, ...y, 3)
Gty uyooyw,z)

a des zéros et des poles infinis.
Nous imposons toujours d’ailleurs & la fraction rationnelle

Hit, uy, ... mw,3)
Gty u, ...,w,:)’

les conditions indiquées au commencement de ce second Chapitre.

Tuorime L. — Soit F(z) une fonction donnée par I'intégrale définie

multiple
¥ _ *H(¢, w, 0, ooy, 5)dtdu. . dw
()= ././ 1 1 (L, te, 0, o0y, 5) ’

ou H(t, uy ooy 2), G(t, u, ..., w, 5) sont des fonctions /zolomorplzes
des variables réelles t, u, ..., w et des polynomes en = de degres o et B,
les cocfficients de 5* et 5B étant respectivement A (4, w, ..., w), B (l, Uy ooy V).
. Aty uy...,mw) , .
¢ le rapport ———2—2"">—~ est réel et garde un signe constant pour toules
S apport D) o < P
les valeurs qui n’annulent pas A ou B, et si les circuits décrils par les ra-




350 L. DESAINT.

cines = des équations H(t, u, ..., w,z)=o0 et G(L, u,...,w,z) =0
admettent une seule et méme direction asymptotique pour toutes les va-
leurs de t, u, ..., wde lintégration, les zéros de ¥ (=) sont a ['exte-
rieur de la branche d’hyperbole lieu des points desquels la parabole P
H(e uye,...00,3)
Gty ty0y. .,y 5

N , T
des poles et zéros de est vue sous un angle —— e

Je n’ajouterai qu'un mot d’éclaircissement & ce théortme. Donnons
2 s une valeur qui soit 'affixe d’un point situé en dehors de la cou-
pure

Ly, ceey Wy
({ tyu, ..., v, 3 )=o.
ly, R

Appelons ¢4, ..., , les p points communs 4 I'ensemble des racines
en ¢t de A=octdeB=o (lorsquew, ¢, ..., & prennent les valeurs
de l'intégration), et au segment £, /, de laxe des quantités réelles;
considérons alors les éléments de I'intégrale relatifs & toutes les va-
leurs de u, ¢, ..., w considérées dans intégration et & ces p valeurs
de ¢; lear somme est

YE (L tty 00y ey 0y 5
S =t Ly » ¢V )(llt([(’...dﬂ’»i—...
G( ¢y, 0, ...,w,::)

Vi P (Lyy ity 0y oo oytv, S
+dt / e / < (L 4, 9, 25) dude. . . dw;
” w G Ly, uy0, ..., W, 7)

or G(t 0,000, w,5), 000y, Gl w0, ..., w,5) sont différents de
zéro puisque s n’est pas sur la coupure; la somme S est done infini-
ment petite et I'on peut négliger, par suite, les termes pour lesquels
Al uy...,w) ou B(4,u, ..., w) sannulent. Comme pour tous les
Aty w, ..., w)
B w, ..., w)
le théoreme est immédiat, d’apres un raisonnement completement ana-
logue & celui que nous avons employé dans le n° 5 du Chapitre 1.

autres éléments le rapport est réel et de signe constant,

Remarque. — Si les circuits des poles et des zéros admettent des
branches infinies s’¢loignant dans des directions asymptotiques di(Té-
rentes, on pourra encore limiter les régions ol ¥(z) peut s’annuler;
solent «,..., A les directions des demi-droites suivant lesquelles
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H(e w, ..., 5 . . .
‘( >t ) tendent vers 'infini. Soient
Gt u,...,w, 5

les poles et les zéros de

Oc et O les directions asymptotiques extrémes; le seul cas intéres-
sant pour nous est celui dans lequel I'angle positif de O avec Oa est
inférieur & =. Considérons, comme précédemment (Chapitre I, n° 8),
deux droites respectivement paralleles & Oa et O, venant de Pinfini;

en se déplacant elles rencontrent’ensemble des poles et zéros en = de
H(s)
G ()
O"A. Le licu des points d’ott I’on voit ces deux droites 0'a, 0’1, sous

respectivement en @ et /, leur position correspondante étant O’ «

un angle » se compose pour la premiere droite O’c de deux

m
o -+p

droites O'm, O'n; de méme le licu des points d’ot I'on voit O, sous

e T deat O AN A .
un angle —-—z, se compose de deux droites (O'p, 0’'¢) également in-

+p
clinées sur le prolongement O"A" de O\ et faisant avec O'X un angle
™ , . ;e N .
Py ch 0 étant I'angle inférieur & = de Oa avee O, sous la condition
i V]
o .o LN SOV !
0<—-—)-‘~-6: les deux régions limitées par Pouverture (O'm’, O'n),
P

(O'p, O'¢) auront une partie commune & 'intérieur de laquelle F(z)
ne peut s’annuler.

3. Nous allons appliquer les propositions et les considérations qui
précedent i des fonctions non uniformes qui, en dehors de leurs cou-
pures, sont représentables par des intégrales définies qui rentrent
dans la classe étudiée dans ce Chapitre. Tout d’abord nous nous occu-
perons des intégrales de fractions rationnelles.

Soit o(=) une fraction rationnelle dont le zéro et les poles sont situés
en ligne droite avec l'origine; proposons-nous de déterminer les zéros

de l’intégralcf ¢(z)ds lorsque la variable = décrit des circuits ne
0

rencontrant pas les coupures de cette fonction; a cet effet, nous écri-

rons ¢(5) sous la forme qui suit :

N AG—a).. . (5—a)
) =TTy =)

OU @y oy o v vy Qgy Uiy by, - o, by sONt situés sur une méme droite D pas-
sant par I’origine O.
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Nous voyons que l'intégrale

3 At"‘”"(s—-(—;—l>---(:—~(;’”>

(1 F(z)r:.f o (3)ds= - Y
0 _-_:___l>...<;_....__/f..>

Jo=3 £

cette identité (1) n'a lieu qu’en dehors de la coupure définie de la fa-
con suivante : appelons by, b, les deux poles de 2 (=) situés sur la
droite D, ne comprenant entee eux ni Porigine O ni aucun pole de
% ()3 la coupure de F(z) sera la droite D, moins le segment de cetle
droite compris entre b, et b,. Si tous les points b, b,, ..., by se trou-
raient d’un méme coté de Vorigine sur D, la coupure serait la portion
de D, partant du point & le plus voisin de O, qui s’étend & Uinfini du
c0té des poles de ¢(=). Quand la variable déerit des contours ne cou-
pant pas les coupures ainsi déterminées, la fonction F(z) est uniforme
et donnée par Iidentité (1). Or, nous pouvons appliquer le théo-
reme I & la fonetion F(z) représentée par Uintégrale définie de I'iden-
tite (I); deux cas bien nets se présenteront dans 'application que
nous ferons du théortme 11 : 1° les points @,, @y, ..o, @y by, byy ooy by
ne sont pas tous situés du méme coté de origine; alors nous désigne-
rons par A et B les deux points conséeutifs de 'ensemble des poles et
des zéros de ¢ (=) qui comprennent Uorigine; 2° les points a et & sont
situ¢s d’un méme coté de origine; le point des poles et zéros de (=)
le plus rapproché de Porigine sera désigné ici par A. De cette discus-
sion résulte, d’apres le théortme I11, la proposition qui suit :

La fraction rationnelle ¢ (s), dont le numérateur a pour racines a,,
Uy, oy Qg el le dénominateur by, b,, ..., by, a tous ses poles et ses =cros
situés sur une méme droite D passant par le point z,; soient A et B les
deux points consécutifs de 'ensemble (a,, ay, .. ., @y, by, by, ..., by) qui
comprennent z,, et by, b, les points correspondants pour ensemble
(byy bay ..., by). Lorsque la variable s décrit des contours ne rencontrant
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-
pas les coupures = b, b, = (situées sur la droite D) de la fonction

)= [ g,

<0

celte fonction F(z) ne peut sannuler qu’en dehors du losange de som-

mets A et B dont les cites font un angle 7&—, avec la droite D.

Le cas ou les points @, @y, ..., @, by, b,, ..., by sont situés sur D
d’un méme coté de z, nous conduit a cette seconde proposition :

Soit une fonction definie par l'intégrale

1;<,s>:£2¢<;>d3,

0

ot ¢ (=) est une fraction rationnelle dont le numérateur a pour racines
@y, Ay, ...,y le dénominateur by, b, ..., by, les points a;, a,, .., a;,
Uy byy ..o, by €lant situds avec =, sur une droite D, et du méme cole de z,,.
Désignons par A et by, les points respectifs des ensembles (a,, a,, . . ., a,
byybyy ooy by et (b, by, ..., bp) qui sont les plus rapprochés de =z

Zy.
Lorsque z décrit des contours ne rencontrant pas le segment de D, /),L;:
tracé du coté des ples de (=), la fonction ¥ (=) a ses z¢ros dans l'angle
de sommet A, symétrique par rapport a D, d’ouverture (tournée vers les
am (kK —1)

k+ K

points a et b)) égale a

4. Les deux corollaires du théoreme I1I, que nous venons d’énoncer,
trouveront leurs applications pour des valeurs réelles des poles et
zéros de o(z). Si les quantités a,, a,, ..., a, b,,b,, ..., by ne sont
pas du méme signe, les points A et B, dont nous avons parlé dans lc
premier corollaire, deviennent ici la limite supéricure des racines
négatives et la limite inférieure des racines positives du numérateur et
du dénominateur de ¢(z);les quantités b, b, sont les limites ana-
logues pour les racines du dénominateur sculement. Dans le cas ou
Ayy gy ooy gy byy by, ..o, by sont des quantités réelles de méme signe,
les points b, et A du second corollaire sont. respectivement les limites
supérieures desensembles (b, by, ..., bp)et(a,,az, ..., a5, b,, by, ..., 0y),

Ann. de I’Ec. Normale. 3° Série. Tome X1V, — Sepremsre 1897. 45
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sitoutes les quantités a,, @y, ..., a4 0,, by, ..., by sont négatives; b, et A
seront, au contraire, les limites inférieures des ensembles correspon-
dants si toutes ces quantilés sont positives. Le point z, est, bien
entendu, ici, un point quelconque de I'axe des quantités réelles.
Apres avoir étudié les zéros des intégrales de fractions rationnelles,

’

nous appliquerons le théoreme II & la détermination des intégrales

P = f Telsles,

S, VG
ol ¢(=z) et Y(=) sont des polynomes. Ces fonctions se rattachent & nos
intégrales définies multiples, dans la représentation analytique uni-
forme que nous allons donner des intégrales portant sur des ireation-
nelles de la forme indiquée.
Ainsi considérons les intégrales

L Po(s)ds .
0 ()= / (]: )d/_ (hz>>1),
S, i

olt g(z) et Y(=z) sont deux polynomes; Y(z) n’a que des racines
simples et les racines de 2(z) et $(=z) sont situées sur une méme
droite D avee z,. Pour simplificr les démonstrations, je supposerai,
dans les explications, que z, se confond avee Porigine. Cherchons
tout d’abord une représentation uniforme de Uintégrale
. Fu(3)ds
]1(5)_:: (rl( )-
U=
Jooo VE(s)
A cet effet, je rappellerai un théoréme que j'ai donné dans une Note
des Comptes rendus de U Académie des Sciences (11 mars 180g5); ¢'est
une généralisation de la proposition de Laguerre sur la période ellip-
tique K(z); ce théoreme est contenu dans I'identité suivante
. 15 W)
sindmw [yt (1—y)hd .
(1 — z)—he ST f )’m(-ﬁy)l' (0<2h=T1);
T 0 (1~ sy )
elle a lieu quand la variable = décrit, pour prendre sa valeur, des cir-
. . 1 N .,
cuits ne coupant pas la droite z = I ou x est une quantité constante
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réelle ou imaginaire, la variable y prenant ses valeurs entre o ot 1.
Nous pouvons donc écrire

-1 1
Y M(t3) =[By(tz — b,))...(ts — b;)] *

1
, ’ ¢z s\ *»
=B ——1"'1),(;.,...1).'1—~—)--- [— :
[ 0(, ) 12 i bi, bl." | 5
or, si nous éerivons le polynome Y (=) sous sa forme
Y(5) = BesH -+ B st 4 By,
on a
By(— )% bbby, . bp= By
Nous aurons done les deux identités suivantes

1 = —_
‘.vi . ~~( ’ (1 gi A
v )1/ \ /)/u

N

B
et
g’ (sin2m)¥
Dl g 1 sin )"
"l'J l<£“') YT ‘_"ﬂ:/‘ -
‘B.,';.
(¢ ! 4 1 ~1 4
o _‘)’1" R (l——71) (i y) iy dyy
( >m@wﬁﬁ>
e o/ /)1 lll/l.' Y,
“0 0
b by
En dehors des coupures z == }/l[ sy 5= ~;~"—£, ol les y varient

)
entre o et 1 ainsi que ¢, on peut éerire ainsi la fonction F(z)

1

W5 _ . 1 R A
l"(:)’::/ CP( )LL':: M::/ ©(ls)y '(t dt.
oo VG Vs

I’identité (1) nous conduit a la suivante :

Pz =72 (si :‘7 )"
li}" Tk
1 1 1 i _1
y f'f'.gtfl).(-Z!‘..',JZ’“')Z (r—~-».Q(_!)_f-...(Iv«y,,.') ’~(1y,...z/'y/,.lc/£.

s\ yris
(I by ) <I by )
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Or, cette intégrale multiple, d’ordre £+ 1, satisfait aux conditions
d'application du théoreme III. Pour le voir, écrivons intégrale précé-
dente sous la forme

5 (sinhm)¥
F(z)=——F—
SR

ByBi =k

1 1 1 1
=2 -
x 9(ts) (rayae i)t [(—yi)e(1—g0)] *dyodyiedt
y.-'(sz_’l_)...(;w fic;)
e/ 0 . Nt Tt

Remarquons, de plus, que () peut s'écrire

0(5) == Agshk Apah=l L Ay

o(tz) est ainsi un polynome en ¢ et s dont le coefficient de =" est A, 2/;
nous pouvons faire sortiv A, du signe 'intégration et ¢ (=) se présen-
tera alors sous la forme d'un polynome en = de degré £ dont le coefti-
cient de s* est 5 ce coefficient ne s’annulant pas entre o et 1 et
gardant un signe constant, ainsi que

1, !
2

(i)t [(1=g1).(1=y)

et ¢y, la fonction F (=) définie par I'intégrale

- M kr
Fs)= ’.\_ifLi.Ii)‘ﬂ')
BB} 2t

ol 1 & \ 1 v‘ n“l
(tky.q-%«"j;A-«:;/,v-1+...+i;‘%>(.}’13’1...”)'« (==Y )en(1—=y2)] Py yelypedly,
- h ‘ v e e e i
Iflc/<:ml{_>..-(;_._lﬁ£>
oy 0 I el

satisfait aux conditions d’application du théoréme IIT de ce Chapitre.
Comme dans I'étude des intégrales de fractions rationnelles, nous
distinguerons deux cas dans Papplication de ce théorbme; nous
sommes ainsi conduits & ces deux propositions :

Soient (=) et U(z) dewr polynomes; le premier est de degré k; le
second, de degré k', a pour racines by, b,, ..., by; de plus, les racines
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de ¢(=) et Y(=) sont sur une méme droite D passant par s,; désignons
par A et B les deux points consécuuifs de Uensemble des zéros de ¢(z) et
de L (=), qui comprennent z,, b, et b, étant les points analogues de I’en-
semble des racines de (=) seulement. Lorsque la variable = décrit des

—} —_—
contours ne rencontrant pas les coupures xb,, b,» sur la droite D de la
Jonction

o VU(s

(2>1),

~

la fonction F (=) ainsi definie ne peut s’annuler, sauf pour = = z,, qu’en

dehors du losange de sommets A et B dont les cdtés forment un angle /—j{—'_7

avec la drotte D.

Quand les racines de ¢(z) et §(s) sont toutes situées d’un méme
coté de =, sur D, nous avons cette seconde proposition :

Les deux polynomes o(z) et Y(z) ont leurs racines siuces du méme
cotd du point =, sur la droite D. Soient A et b, les points respectifs de
Uensemble des racines de ¢(z) et (=) et de U'ensemble des racines
de L(z=) seulement, qui sont le plus rapprochés de z,. Lorsque = décrit

des contours ne rencontrant pas le segment de droite b,» qut, par rapport
& by, séend & Uinfini du cdté des racines de ¢(z) et de V(=) sur la
droite 1, la fonction
o (5)ds
F(s) = i,'}-(;l—- (A>1)
-1 \/"llj (2')

a ses =éros (sauf pour z = z,) dans l’angle symétrique par rapport a D,
o (k4 k'—1)
k- k'

de sommet A, d’ouverture tournée vers les racines des poly-

nomes ¢(z) et Y(5).

Voici quelques fonctions particulierement simples qui rentrent dans
la classe d’intégrales dont nous étudions les zéros :

Tout d’abord, considérons la fonction arc sins déterminée par U'inté-

grale
* ds

Fo)= [ ==
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Ieiz,=o0, k=2, {(z)=(1—)(1+3)=— (s —1)(5+1); le
polynome ¢ (=) a donc pour racines r et -— 1; les sommets A et B
deviennent ici les points 1 et — 1 de I'axe des quantités réclles;

tonale T 46 P isque v (=) se radnit o 1
l"angle 7— est égal & = puisque le polynome (=) se réduit i la

constante 1 et que ¢ (=) est de degré 2. La fonction arcsinz donne
lien 4 la remarque suivante :

Lorsque la variable =z, pour prendre sa valeur, décrit des circuits ne

ot e ————

rencontrant. pas les segmenls — »...—1 et + 1...+% de Uaxe des
quantités réelles, la fonction arcsin s re peut s'annuler (sauf pour z = o)
que pour des valeurs de 5 dont la partie réelle est plus grande que Uunité

en valeur absolue.

[intégrale elliptique

donne lieu & une remarque analogue. Ici

3, =0, A= 2, v(z)—=1, k=0, Y(s) = (10— 3%) (1 — kis*);

’

le degré de ¢(z), ', est égal i 4; les sommets A et B de la premiere
proposition sur les intégrales de la forme

/”ﬂﬂ@
/0 </‘1’J(:)

sont ici les points — 1 et 41 de Uaxe des quantités réelles, puisque
k,< 15 by et b, se confondent d'ailleurs avee A et B; enfin angle

0 T - N oae A\ "t Ty a1ty e 11 A ypes o
kT De la' se déduit cette proposition sur Pintégrale ellip-

tique normale :

Lorsque la variable = décrit des circuils ne rencontrant pas les seg-

ments —- ... —1 el +1...+=xde!l’are des quantites reelles, U'inte-

grale elliptique
v /‘: dz
Sy V== (1= k%)
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ne peut s annuler (saufpour z = o) qu'a lextérieur du carré de som-
mets opposés -+ 1 et — 1.

Plus généralement, si nous considérons les intégrales hyperellip-
tiques de premiere et de seconde espece, ou le radical carré porte sur
un polynome Y (z) & racines réelles b,, b,, ..., by, ces intégrales au-
ront leurs zéros limités ainsi : désignons par &, la limite supérieure
des racines négatives et par b, la limite inférieure des racines positives:
lorsque = déerit des circuits qui ne rencontrent pas les coupures
s e by bgy oony + % (sur P'axe des quantités réelles), les inté-
grales hyperelliptiques, ainsi définies, ne peuvent s’annuler (sauf
pour = = o) qu’en dehors du losange de sommets 0,b,, dont les cotés

N T [ .
font un angle - avec l'axe des quantités réelles.

5. Le théoreme III se préte aussi, avec la plus grande facilité, &
I'étude de fonctions qui se présentent comme périodes d’intégrales
abélicnnes ou comme intégrales hypergéométriques.

Auparavant, j'ouvrirai une parenthese pour rappeler le théoreme 11
de ce Chapitre, en I'é¢tendant au cas ot les discontinuités de U'intégrale
multiple s’¢tendent & I'infini.

Tutonime 1V, — S A (¢, w, ..., w) garde un signe constant quand
toariedet, at,, ..., wdew, aw,, la fonction

F(3) = /‘/* f“"A(t, Uy ..oy dtdu ... dw
B . w, 53— Gt .., w)

a ses zéros a lintérieur de tout contour convexe entourant les points a
distance finie ou a Uinfini

Ly, Ceey Wy
s==G || (,u, ..., W
Ly, B

Tout d'abord, au moyen du théoreme IV, nous allons retrouver les
propriétés bien connues des périodes elliptiques 44 et 204 A cet
effet, emploicrai la représentation uniforme de ces quantités consi-
dérées comme fonctions du module, représentation donnée par La-
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guerre et qui résulte de I'identité suivante :

-)_3/1/1 dx dy _
TSy Jo =52y a—at) (1—)7%)

cette identité a lieu & I'extéricur de toute la partie positive de 'axe
des 2, comptée depuis une distance de I'origine égale & I'unité.

Appliquons a I'intégrale double, que nous venons d’obtenir, le théo-
reme IV apres avoir mis £(z) sous cette forme

dx dy
A ( ) — / / p p “ _-.Nw‘—w e ————————
; <r--«-:w.y-')\/(n—-.m<n—~y2)

_______ _m_“w__ _dzdy
- = >a: PV =)

Ici, dans la derniere intégrale double que nous venons dobtenir,
g
on a

1 . ,
w==x, 0=, A(u, )= ——mimc =) G(u,s)

ary/(1—at) (1= y*) R

i
e

y..!
Or, lorsque 2 et y prennent toutes les valeurs réelles entre o et r,
1
22yt /(1 — &) (1 — y?)
est une quantité réelle de signe constant; de plus, la ligne de discon-
tinuité de I'intégrale est 'ensemble de points définis par z = ek

ol & ety varient entre o et 1; ¢’est donc la portion de 'axe des qu*m-
tités réelles, s’étendant de 'unité 4 Pinfini positif. D’ou cette proposi-
tion connue :

Les fonctions k(z) et k(= ) ne peuvent s'annuler, & l'extérieur de leur

coupure respective + 1 ... +welo. -— o, que pour des valeurs infinics
du module =.
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Comme corollaire des propriétés de %(s) et de £(s), nous retrou-
vons ce théoreme :

I R , o
La fraction —— ne peut sannuler, a lexitérieur de ses coupures
L
e —_—

+1...+ o elo... —wquepourdes valeurs infinies du module.
Voici quelques propriétés des intégrales hypergéométriques, qui se
attachent bien simplement au théoreme 1V.
Je considere les intégrales 5 (z), ou les limites sont 1 et + oo,

3(s) = [. w*(u—1) (e — 2V du,
“1

ot a>—1,b>—1, A\>—1, a+b+r<—1, ce qui entraine
— 1< A< 1. De plus, nous supposerons A négatif, c’est-a-dire com-
pris entre — 1 et o.

Par . ! N _

Par le changement de variable u = > nous rameénerons les limites
délre 1 ou o; 5(=s) s’éerit ainsi :

W1

S(5) = / (—(arbiderl) (f — g2)b (1~ (5 )2 L.

0

L’intégrale 5(s) admet une représentation uniforme, que nous
obtiendrons par I'identité rappelée précéderament :

b(l—s.z.-)—l__—: (o<<h<).

sin /’1 Y (o— y)hdy
(1 —szy)

T
<’y

Nous arrivons ainsi 4 I'expression uniforme de 5(s),

sindit Dyt ()b gt ) (1 — ()0 dd
8(s) =— = d)/f : ) )
0 0

expression valable en dehors de laportion 1 ... + o de I'axe des quan-
tités réelles.
En dernier lieu nous avons cette identité

J (5) — sinim /\1/.1 y_).—z(, —)’))‘ t—(““‘"“')"*‘“)(l —_ t)” dt‘
ﬂ )
vy oy . t)’

Ann. de U’ Fe. Normale. 3°Série. Tome X1V. — Ocronre 1897. 46
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Comme y*~2(1 — y )~ ¢-@+e++3)(y — £)? conserve un signe constant
pour toutes les valeurs de ¢ et y comprises entre o, 1, les conditions
d’application du théoreme IV se trouvent remplies.

Les intégrales hypergeometriques
J(z):f we(u—1)?(u—3s) du, ot —1<Ai<o,
1

ne s’ annulent jamais en dehors de leur coupure 1 .. . + .

Nous allons continuer I'étude de ces intégrales J(s), en reprenant
I’expression uniforme

3(s)=— Mflfa y_x-x(,_‘y)—f-)\t—(a—f—/;-o-)\-o-s)(I — ) dydt
T 0 (1—35ty)

Faisons z =X + Y. En séparant la partie réelle et la partie ima-
ginaire de J(z), nous arrivons & cette représentation de J ()

(5) = sm)\‘rr (1—Xty) y=2=1 (1—y ) ¢ (@tbtd2) (1 £)0 dy dt
e =— ff (1—=Xty)+ Y y?

—7\ e AV p( @Al AA) (f e 1\
Yy M1 — y)he (r—20)dy dt )
+LY/.‘/. (r—Xty)t+ Yiezy?

Or, comme A est compris entre — 1 et o, — sinAw est positif; de
plus tous les éléments qui figurent dans la deuxieme intégrale du se-
cond membre de I'égalité sont positifs; ces deux intégrales sont done
essentiellement positives. Ainsi :

Les intégrales h ypergéomeétriques
J(z):f u*(u—1)°(u—szdeu, ol 0>A>—1,
1

ont leur partie imaginaire de méme signe que la partie imaginaire de la

variable, lorsque la variable décrit des chemins ne traversant pas la cou-

—
pure 1 ... + oo,

Une proposition analogue nous sera fournie par la considération de
intégrale figurant dans la partie réelle de J(z); on voit que pour
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toutes les valeurs de X inférieures & 1, 1 — Xty est positif; I'intégrale
double correspondante est par suite positive et, comme — sinix > o,
la partie réelle de J(z) est aussi positive.

Pour toutes les valeurs de la variable de partie réelle inferieure a 1, les
intégrales hypergéomeltrigues

J(s)=f wt(u—1)(u—s)ldu, ol —~1<i<o,
3

ont leur partie réelle positive, si les circuits que décrit la variable ne tra-
—_—
versent pas la coupure 1. ..+ .

Je vais appliquer les théoremes qui précedent a I'étude de la série
hypergéométrique de Gauss a I'intérieur de son cercle de convergence.
Soit

B

F(a,ﬁ,y,z):1+%z+...

L lotn).. (a+p=0p@+0..(B+p—1) Pl
12...py(y+1).. . (y+p—1)

la série de Gauss relative aux paramétres a, B, «, oit &> 8, B> o,
oL a1,

Or, & l'intérieur du cercle de convergence de rayon 1, on a I'identité

~\ -0
[ u"Y(u—])Y'p"1 <]-— Z) du

afae+1)...(a+p—1)B(B+1)...(B+p—1)zP

“Y(y — )Y-B-1 ﬁé: e
uY(u—r1) ,du[H_Iy Foeet 12..py(y+1).. (y+p—1)

c'est-a-dire

|

mais l'intégrale f w(u—1)"P-'du est une quantité positive avec

@

u‘Y(u—-J)Y'B"(1-—-%>'adu=F(a,f),y,z)f u=Y(u —1)P-1du;
3

la détermination initiale des radicaux que nous avons choisie; ainsi
les trois propositions énoncées sur les intégrales hypergéométriques
sont applicables 4 F(«, B, 7, 2), puisque I'intégrale du premier membre
de la derniere identité rentre dans la classe d'intégrales étudiées, car



364 L. DESAINT.

0>—a>—r, et lavariable restant & 'intérieur du cercle de con-
vergence de rayon 1 de centre I'origine, sa partie réelle est inférieure
a1. Ainsi:

La série hypergéométrique de Gauss, F (%, B,v,2), o vy >3, > o,
0 < o < 1, ne sannule jamaris & intérieur de son cercle de convergence;
sa partie réelle garde un signe constant et sa partie imaginaire a le
méme signe que la partic imaginaire de la variable.

Je terminerai ce Chapitre par 'application du théoreme IV aux pé-
riodes de certaines intégrales abéliennes.
Soit F(=) une fonction définic par I'intégrale

":({3
f(~)-—~f”"=";‘—’

sur la surface de Riemann correspondant a la fonction algébrique «,
déterminée par I'identité

W= (s5—ay)...(s—a;)(s5—Yy),

ol @, @y, ..., a;sont des quantités réelles ou complexes représentées
par des points en ligne droite D. Considérons alors les périodes de
I'intégrale abélienne relatives aux points a,, ..., @, comme fonctions
de y, et cherchons la distribution des zéros de ces fonctions. Je prends
une de ces périodes correspondant & deux points conséeutifs de I'en-
semble a,, a,, ..., a; sur D

. o s
F(y)=2 f &,

La fonction F(y) s’écrit en remplacant u par sa valeur

.
i ds

F(y)=2

w V(s —a). (s—ay)ys—y

Or le radical (5 —a,)...(z — a;) conserve un argument constant
quand z varie entre @, et a;.
Faisons de F (y) une représentation uniforme par la formule si sou-
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vent employée qui donne ici cette identité

~ 2 /'i— . 1 1
1‘()’):_\_‘7_.7r_[l’ / /\ dt dh 0 ) 01‘.15:(&,,.4—((1[..[(/‘)[.
oo \/(‘”‘“1)---(S—az.-)(r—e)ec[;_Q’_ﬂ]
. 0

t(a;—ay)

Lorsque s varie entre a, et a; ou ¢ entre o et 1, le radical

Vis—a)...(t —az) (1 —6)5¢t

a un argument constant. De plus, nous pouvons transformer définiti-
vement ainsi F(y)

3
F()/):fz(rz,-—-a/,)2 ' ' dt df )
’ T (s—a)...(s—ay) (1—0)B [t(a;— ay) )
L) 0 I3 6 —I-(l/,-'")

Notre théoreme 1V est alors applicable et conduit & ce résultat :

Etant donnée une intégrale abélienne

1= %,

144
relative a la fonction algébrique u, définie par U'identite

BR=(s—a)...(5—ap) (3—y),

st les points a,, @, ..., ay sont en ligne droite, les périodes de cette inte-
grale (qui correspondent a deuz points conséculfs ay, a; de Uensemble a,,
@y, ..., aysur la droite D de ces points), considérces comme fonctions de
y, ne peuvent s'annuler en dehors du segment a,a; de la droire D.

Je termine ici mon étude préliminaire sur les zéros des fonctions;
dans cette premiere Partic je ferai remarquer que j'ai pu caractériser
certaines classes de fonctions discontinues ou multiformes par une
propriété de leurs zéros qui leur fat commune et par suite les ratta-
chit entre elles; seulement par elle-méme la méthode géométrique
que j'ai employée ne peut viser qu'un nombre relativement restreint
de classes de fonctions.

Dans la scconde Partie de ce travail, en utilisant le théoreme de
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Cauchy et le théoreme ITI (Chapitre I), je vais parvenir & étendre I’ap-
plication de mes propositions aux fonctions uniformes quelconques et
généraliser le probleme que je me suis proposé dans la premiere Par-
tie. Le probleme général que j’ai en vue est le suivant : étudier la dis-
tribution des valeurs de la variable qui font prendre & une fonction
uniforme une valeur donnée u.

SECONDE PARTIE.

SUR LA DISTRIBUTION DES VALEURS DE LA VARIABLE QUI FONT PRENDRE
A UNE FONCTION UNE VALEUR DONNEE u.

Pour résoudre le probleme que j’ai en vue, je m’appuierai sur le
théoreme suivant qui n’est qu’'un cas particulier du théoreme I (pre-
miere Partie, Chapitre IT) :

Sott la fonction f(z) définie par I'intégrale

[

. *H(¢, z)dt

fla)= ., G4 9) ’
ow H(t,z) et G(¢,z) sont des fonctions holomorphes en ¢t et des poly-
nomes en z de degrés respectifs o. et B, les coefficients des termes de degré
le plus élevé en z de H (¢, z) et G(t, ) étant respectivement A(t) et B(t)
dyfférents de séro pour toutes les valeurs de t, de t, a t,. Si le rapport
%—E% est réel et garde un signe constant pour toutes les valeurs de t, entre
ty et ty, en désignant par C un cercle de surface minima enlourant les
H(¢, z)
x (¢, 5)

lorsque t varie, les séros de [(z) sont a Uinte-
R

poles et zéros de

rieur d’un cercle concentrigue a C, de rayon » R étant le
‘ §in ———
2(a—+P)

rayon de C.



SUR QUELQUES POINTS DE LA THEORIE DES FONCTIONS. 367

Considérons une fonction uniforme F(z) uniquement assujettie a
avoir toutes ses discontinuités 4 distance finie; de plus, pour des va-
leurs infinies de z, F(z) prend une valeur A,. Déterminons un
cercle C aussi voisin qu’on le veut, mais ne le coupant pas, du con-
tour convexe minimum entourant les discontinuités de F(s). D’apres
le théoreme de Cauchy, F(z) étant holomorphe en dehors de C et pre-
nant la valeur A, sur le cercle de 'infini, on a I'identité

1 (F(z)dx

2T c z — 3z

pour toutes les valeurs de s a ’extérieur de C supposé parcouru dans
le sens indirect, ¢’est-a-dire en laissant son aire a droite.

De l'identité précédente, nous déduisons qu’en dehors du cercle C
(a T'extérieur), les valeurs de z, qul font prendre 4 F(z) la valeur «,
sont données par I’équation

u=—A, —i——L ______(x)dx’
2708 X —35
(ui s’écrit encore
—2TC ip
(I) 0=Ay—u+— f F(xazl_{_e dcp

en faisant @ = a + Re®?, R étant le rayon du cercle C et @ son centre.

Or
ey <Ao—u>f‘”‘
A—u=—"—r— | do
L’équation (I) devient

- F(x)Rel?
o:z—lﬂ_- i [—-—(Ao—-z) ——(—xl——_e—-—]dcp.

—

Dans l'intégrale du second membre, donnons & do une valeur con-
stante; de plus, divisons tous les termes de l'intégrale par A, — u;
I’équation en z s’écrit définitivement

—an F(z)Re®
‘—“‘T_—u—]
— 0
(1I) 0= / = do.
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F(x)Re'?
L) Ref

Ay—u

~

Or, les quantités sont des fractions rationnelles

oe—

~

en z, telles que, z ou ¢ variant, la différence des degrés du numérateur
et du dénominateur est constante : ¢’est zéro; de plus, le rapport des
termes en s est 'unité. Nous pouvons alors appliquer le théoreme
mentionné en téte de cette seconde Partie. Ici 'ensemble des poles
des fractions rationnelles considérées, lorsque ¢ varie, est le cercle C;
I'ensemble des zéros est défini par

Flz)Re??,

Ay —

r —
S ==

Désignons par M le module maximum de F(z) sur le cercle C;
nous voyons que les zéros seront & Uintéricur d’un cercle concen-

trique 4 C et de rayon R (I -+ { >; par suite, les zéros de I'équa-

Ayg— u|
tion (II), ou encore les valeurs de z qui font prendre & F(=) la valeur

u sont déterminées par ce théoreme :
TutoriMe 1. — Soit F (=) une fonction uniforme pour laquelle le point
a U'infind est ordinaire; tragons un cercle G entourant toutes les disconti-
nuiics de ¥ (z) et d’ailleurs aussi rapproché qu’on le veut du contour con-
vexe minimum entourant les discontinuilds; appelons M le module maxi-
mum de ¥ (z) sur C, R étant le rayon de ce cercle. Les valeurs de =, pour
lesquelles T (z) prend une valeur u, sont a Uintérieur d’un cercle con-
centrigue a C et de rayon
I M
Ry (l O
\/ \ | A — /) ’

o |
A clant la valeur de ¥ (=) a Uinfint.

Remarque. — Pour abréger I’énoncé des théoremes qui vont suivre
j’entendrai par cercle de surface minima.entourant un ensemble de
points, un cercle aussi rapproché qu’on le veut du contour convexe de
surface minima entourant ces points, mais ne rencontrant pas ce con-
tour. De méme, pour simplifier le langage, je désignerai par points
singuliers, les poles ou les discontinuités essentielles.

Le théoreme I peut se mettre sous une autre forme qui nous sera
utile par la suite :

Tutorkme 1l. — Une fonction ¥ (z) uniforme et pour laguelle U'infini
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est point ordinaire, est donnde par ses valeurs sur un cercle C a ’extc-
rieur duquel la fonction est holomorphe. La fonction F(s) prenant a
Uinfini la valeur A, M désignant le module maximum de F(z) sur le
cercle G de rayon R, les valeurs de =, pour lesquelles F (=) prend la valeur
u, sont a l'intérieur d’un cercle concenirigue a C et de rayon

S - M
Ryo(1+r—r—m—-)-
v " [A—u|
Du théoréme II nous pouvons déduire une réciproque qui permet,

en particulier, d’établir une distinction entre les fonctions uniformes
et les fonctions non uniformes :

CoroLLAE. — Soit F(=z) une fonction donnée par ses valeurs le long
d’un cercle C de rayon R; désignons par M son module maximum sur C.
Si, pour des valeurs = s’éloignant a {infint dans une direction o, F(z)
tend vers w,, et st l'on peut trouver une quantité u, différente de u,, telle

qu’il y ait au moins une valeur de =z, z, en dehors d’un cercle I' concen-
\

trigue & C et de rayon R \/—,;(I M )’ qui fasse prendre a F(z) la-

. | ey — 1ty |,

valeur u, :

1° La fonction ¥ (=) élant uniforme et régulicre a Uinfini admet néces-
satrement des points singuliers a 'extérieur de C;

2® La fonction F(z) étant uniforme et rn’ayant pas de discontinuités
& distance finie en dehors de C, admet nécessairement le point a Uinfini
comme pdle au point singulier essentiel; si u, est fini, I'infini est point
singulier essentiel;

3° La fonction ¥ (=) n'ayant pas de points singuliers & distance finie
ou a Uinfini en dehors de C ne peut étre uniforme.

En cffet, dans le premier cas, si F(z) n’admet pas I'infini comme
pole ou point singulier essentiel, en supposant qu’il n’existe pas de
discontinuités i distance finie a Uextérieur de C, la fonction est holo-
morphe en dehors du cercle C; comme elle prend la valeur u, dans
une direction, elle prend cette valeur dans toutes les directions. Le
théoreme I est alors applicable et la fonction F(z) ne peut prendre la

valeur «, qu'en des points z,, a U'intérieur du cercle I' concentrique a
et g Ry2 ————)5 ce qui est en contradiction avec
C ct de rayon l{\/z<l+luz__m|>a ce qui est en ¢ 0

Ann. de U’ Fe. Normale. 3¢ Série. Tome XIV. — Octosre 1897, 47 »
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les conditions auxquelles F(z) satisfait dans le corollaire. Il est done
nécessaire qu’il existe des discontinuités a distance finie a I’extérieur
du cercle C.

Dans la seconde hypothese la fonction F(z) est uniforme ct de plus
est holomorphe sauf & I'infini a U'extérieur de C; si I'infini était point
ordinaire pour F(z), cette fonction prendrait en ce point la valeur «,,
et les valeurs z, de z pour lesquelles sa valeur est u,, seraient & I’inté-

rieur d’un cercle T' concentrique & C de rayon Ry/2 (1 -+ MY,
| 2ty — uy |

ce qui amene une contradiction avec les propriétés de F(s) dans le
corollaive.

Enfin, dans la troisitme Partie, la fonction F(z) étant finie pour des
valeurs de = infiniment grandes a pour valeur #, & Uinfini, si clle est
uniforme autour de ce point; puisque F(s) n’a pas de points singu-
liers en dehors de G, en la supposant uniforme, il n’existerait pas de
valeurs z, de la variable faisant prendre a cette fonction la valeur w,
en dehors du cercle I'. Ainsi F(=) ne peut étre uniforme.

2. Nous allons maintenant étudicr le probleme de la limitation des
régions du plan ol une fonction peut prendre une valeur «, dans le
cas d’une fonction uniforme quelconque. Nous nous servirons i cet
effet du premier théoreme (théortme I). Considérons les transforma-
tions définies par les égalités

(1) S5 — 0 oma,
s R -/--
(2) z 3

Soit alors I(z) la fonction uniforme sur laquelle nous raisonnons;
nous aurons les identités

F(s)=0(x)=®0(y).

Dans une région du plan de la variable complexe z, ol (=) est
holomorphe, tracons un cercle C (de rayon R, de centre P) sur lequel
la fonction prend un module maximum M. Nous donnerons alors & « la
valeur de I'affixe de P, dans la transformation (1). Décrivons de P(2)
comme centre, un cercle E ayant pour rayon la distance de P & la
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discontinuité la plus voisine de ce point. Par la premiere transforma-
tion, le cercle C se change en un cercle égal C, dont le centre est 1’ori-
gine O. Le cercle E se transforme en un cercle égal de centre O a
Iintéricur duquel est C,. Dans la seconde transformation, prenons
v =R*; celle-ci équivaut a une inversion de pole O, la puissance d'in-
version étant R?, suivie d’une symétrie par rapport & I'axe des quan-
tités réelles : ainsi, le cercle C, se change en lui-méme et C, n’est autre
que C,. Les points & I'extérieur de C, et, a foruori, les points &
P'extéricur de E,, parmi lesquels se trouvent les discontinuités
de ¢(a), se changent en points & I'intérieur de C,. Considérons alors
la fonction uniforme @ (y); tous ses points singuliers sont 4 'intérieur
de Gy sur lequel elle prend un module maximum M; le théoreme IT est
donc applicable & ®(y) et les valeurs de y pour lesquels cette fonction
prend la valeur u« sont & T'intérieur d’un cercle I, concentrique a
Porigine, de rayon Ry/2 [1 + (7\"1}'—!“[[]]’ A étant la valeur de ®(y) pour
y infini, ¢’est-~dire F(a).
Revenons maintenant au plan des  et, ensuite, au plan des =3 le
cercle G, se change en lui-méme C,; le cercle T’y se transforme en un
R .
Vi (1+ =)
Fa)—u|
sculs valeurs de z pour lesquelles F(=) peut prendre la valeur « sont &
R

V2 (1 + RN
[E

olt M est le module maximum de F(z) sur le cercle C. Nous sommes

ainsi conduits aux propositions qui suivent :

cerele I', concentrique & O et de rayon enfin les

Vintérieur du cercle I concentrique a C et de rayon

Tutorime 1. — Une fonction F(z), uniforme, est donnée par ses
valeurs le long d’un cercle C de rayon R; soit M son module mazximum
sur G. Sou

1 27T
A:ﬁj F(s)dey

(ot = = o + Re®, a désignant Uaffixe du centre C). La fonction F(z)

¢tant holomorphe a Uintérieur de C ne peut prendre une valeur donnce u
R

Vi (1 )

qu’a Uextéricur du cercle T concentrique & C et de rayon
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Ce théoreme est applicable & toute région circulaire ot F(s) est
holomorphe; voici une autre forme de la proposition qui précede; elle
mene A un théoreme général sur la continuité :

Tutorine 1V. — Etant donnée une fonction uniforme quelconque ¥ (=),
lorsqi’en un point P, aw voisinage duquel la fonction est holomorphe,
F(z) prend unc valeur A différente d’une quantité u, on peut fixer un
cercle T @ Uintérieur duquel, certainement, ¥ (=) r’atteindra pas la va-
leur w; soit Cun cercle de centre P de rayon R inféricur ala distance de P
au point singulier le plus voisin, M étant le module maximum de I (=)
sur ce cercle. Le cercle cherché T est concentrigue a C et de rayon

R

Gl MY
v | A — u|
Le théortme 11T est susceptible de fournir des renseignements sur la

position des points singuliers de fonctions uniformes données par
leurs valeurs sur un cercle :

Turorive V. — Itant donnce une fonction uniforme V(z), par ses
valeurs le long d’un cercle C de centre o, de rayon R, soit M son module
mazximum sur C. En désignant par A lintégrale

I W2TC
A== j F(z)dy
am J,

(0l z=a + Re'*, V(=) lorsque o varie, prenant les valeurs données sur
le cercle), si lon peut trouver une quantilé u différente de A telle g’
exisle aumoins une valeur de =, =, a U'intérieur d’un cercle I concentrigue

' R c o , s ,
a Get de rayon — < N e Jasse prendre a ¥ (z) la valeur u, la

Va2
Jonction ¥ (z) a certainement des points singuliers dans (..

En effet, si F(z) n’avait pas de points singuliers dans C, d’apres le
théoreme III, il n’y aurait aucun point & Pintérieur de T' faisant
prendre & F(z) la valeur «, puisque A serait alors la valeur de F(z)
au centre de C; ainsi, comme A est différent de w, z, serait forcément
en dehors de T

Le théoreme 111 admet un corollaire analogue & celui du théoréme I1;
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on peut ainsi établir une nouvelle distinction entre les fonctions uni-
formes et les fonctions multiformes :

Une fonction F (z) est donnée par ses valeurs le long d’un cercle C de
rayon R, de centre a; désignons par M son module maximum sur C. La
Jonction ¥(z), n'ayant pas de points singuliers a Uintérieur de C,
A représentant Uintégrale

1 270
A= f F(s)do
0

2T

(ot == o+ Re®), si l'on peut trouver une quantité u différente de A
telle qutl existe aw moins une valeur de =, =, a Utntérieur d’un cercle T’
R

-~ M
\/:z <l -+ A ”~[>

valeur u, on peut affirmer que ¥(z) n'est pas uniforme.

concentrique a C de rayon

» qui fasse prendre a F(z) la

La démonstration de cette proposition est immédiate; si F(z) était
uniforme, A serait sa valeur au centre du cercle et, d’apres le
théoreme 11, il n’y aurait aucun point & Dlintérieur de I" faisant
prendre & F(z) la valeur u différente de A.

3. Nous allons appliquer les théorémes généraux du paragraphe
précédent a étude particuliere des fonetions entieres.

M. Picard a montré I'impossibilité de I'existence de deux nombres
a et b pour lesquels F(z)=a et F(z) =25 n’aient aucune racine.
Ainsi, 'une des deux équations a au moins une racine; M. Picard a
complété ce résultat en faisant voir qu’il y avait alors une infinité de
racines : nous nous proposons de déterminer leur position possible
suivant la valeur de a et b.

Tout d’abord, voici une premiere proposition qui n’entraine de
propriétés nouvelles, qu’en supposant la fonction entiere réduite & un
polynome :

Sott ¥(z) une fonction entiére donnée par ses valeurs le long d’un
cercle G de rayon R; F(z) prend un module maximum M sur C, el une
valeur A aw centre de C. Il ne peut exister deux nombres a ct b pour les-
quels Uéquation ¥(z) = u, quand on remplace u par a et b, n’ail pas
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de racines a extérieur d’un cercle concentrique a C de rayon
R

- M\

En effet, dans le cas d’un polynome F(z), I'équation F(z)=w a au
moins une racine, puisque la fonction ne se réduit pas & une constante;
de plus, celte racine est & I'extéricur d’un cercle T concentrique a €

R
— M
Vi (1)

Si la fonction entiere F(z) est transcendante, sauf pour une valeur
d’exception, 'équation F(s) = « a toujours des racines, et cn nombre
infini; par suite, la méme conclusion subsiste.

La proposition précédente peut encore se mettre sous cette forme :

et de rayon » sauf, peut-étre, pour « = A.

Une fonction enticre ¥ (z) donnde par ses valeurs le long d’un cercle (
de rayon R, prend un module maximum M sur C, et une valeur A au
centre de C. Il ne peut exister deuwxr valeurs de u, a ¢t b pour lesquelles
[’équation ¥ (=) = u aut des racines a Uintéricur d’un cercle concentrique
R

(i)

Nous avons supposé la fonction F(z) déterminée par ses valeurs sur
un cercle; mais la représentation la plus simple d’une fonction entiere
est le développement en série suivant les puissances croissantes de la
variable. Pour me conformer & cette remarque, je reprendrai I'étude
des fonctions entitres sur leur développement en série de Taylor.

Ainsi F(z) est donnée par la série

« C de rayon

F(s)=A,+As+...4+A, 5", ..

Nous prendrons comme cercle C, un cercle concentrique  l'origine,
de rayon R. Le module maximum de F(z) sur C, aura pour limite
supérieure

M= A+ A R [A R

ol |A,l, |Ay], «..y JA,l, ... sont les modules de Ay, A,, ..., A,. La
seconde de nos propositions sur les fonctions entiéres peut ainsi
prendre une nouvelle forme.
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Soit ¥(z) une fonction enticre donnée par la série

F(s) =Aj+Ais+...+A,s"n 4.
' n=—ouw

déstgnons par M la quantité 2 |A, | R, Il ne peut exister deux valeurs
U=

deu, act b, pourlesquelles I’ équation ¥ (z) = « ait des racines & l'inte-

rieur d’un cercle concentrigue & I'origine ¢t de rayon

R

o)

Ag—u]

4. Le théoreme III nous permettra d’étudier avee facilité les inté-
grales des ¢quations différentielles au voisinage de leur valeur ini-
tiale.

Tout d’abord, considérons I’équation différentielle

dy ...
;Z—L‘—./(J’y)y

la fonction f(z,y) cst holomorphe lorsque @ reste a Uintéricur d’un
cercle C, de centre 2, de rayon @, et y & 'intéricur d’un cercle C| de
cerele y,, de rayon 0. 11 existe une intégrale, et une seule, qui, pre-
nant la valeur y, pour z = a,, est holomorphe au voisinage de z,.
Quand les variables restent 4 I'intérieur de leur cercle respectif,
f(z,y) prend un module maximum M, et intégrale y qui, pour
x = x,, a la valeur y, est holomorphe dans un cercle T'y de centre z,,

de rayon Ia plus petite des quantités @ et 55 ainsi, désignons par R

le rayon de Ty & Uintéricur de Ty, /(#, y) a un module inférieur & M,
et la fonction y a un module plus petit que |y, |+ &. Ces propriétés
subsisteront sur un cercle aussi rapproché de I'y qu'on le veut. Le
théoreme III sera d’une application immédiate :

Ltant donnée U'équation différentielle

c_[__y
dxr

=J(2,¥)
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soit y une intégrale qui, pour x = x,, prend la valeur y,, [f(x,y)
ayant un module maximum M lorsque x reste a l'intérieur du cercle
de centre x,, de rayon a, y variant & U'intérieur d’un cercle de centre y

, . . ., b e
de rayon b; déstgnons par R la plus petite des quantites a et 55+ A Uinte-

rieur de son cercle de convergence de centre x,, la fonction y ne peut
prendre la valeur u qu’a U'extérieur du cercle T' concentrique & x, et de
rayon

R

(- tz&Lt.f&)
V(e

A Tintérieur du cercle de convergence de Uintégrale y considércée,
le module de y estinférieurd |y, | -+ b; il enest de méme & Uintérieur
du cercle de centre x,, de rayon R — e et sur ce cercle lui-méme,
¢ étant d'ailleurs aussi petit que 'on veut. Ainsi, dans I'énoncé, pour
dtre rigoureux, il faut dire que la fonction y n’atteint la valeur w qu’a
Pextérieur de I' ou sur I'.

Plus généralement encore, nous pouvons définie y par un systeme
d’équations :

Etant donné le systéme
du ::v/" ('%’17.}"1’ BT 4TI ,.}/n)v
d%" ::././3('1:1’ DATIEIEEYY ST 1yn),

W:f"("l;hyh ey Yo "'a,)’u);

soit yy Uintégrale satisfaisant & ce systéme, qui prend la valeur ' pour
@ = x,, les fonctions [, ..., [, ..., foayant un module maximum N
lorsque x reste @ Uintéricur d'un cercle de centre x,, de rayon a, y,,
Y weor Yoo ooen Yo variant respectivement dans les cercles de centres

) ) () (0) ; lor » ; Jpo
V¥ e Y oo ¥ et de rayon b. St R désigne la plus petite des

.y 4] . . ,
quantiés a et 5 a Uintérieur de son cercle de convergence de centre z,,
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Uintégrale y, ne prend la valeur u que sur le cercle T ou a I'extérieur du
cercle I' concentrique a x, et de rayon

R
NAEAEAY
(o )

5. Je me propose, pour terminer ce travail, d’esquisser tres som-
mairement une classification polaire des fonctions F(z) pour les-
quelles il existe m valeurs que ces fonctions ne puissent prendre;
ainsi F(z) =u« n’aura pas de racines pour u=a,, ..., = a,; ces
quantités a,, as, ..., @, seront alors désignées sous le nom de va-
leurs d’exclusion.

M. Picard a donné ce théoreme, qu’une fonction entitre ne peut
avoir plus d’une valeur d’exclusion @,; dansle cas spécial d’un poly-
nome, ¢’ cst=a-dire d’une fonction entiére admettant infini, il n’existe
aucune valeur d’exclusion. De plus, lorsqu’une fonction qui admet
I'infini comme singularité essenticlle ne possede, a distance finie, que
des poles, M. Picard a montré qu’il y a au plus deux valeurs a,, a,.
On est ainsi bien naturellement amené & penser qu’il y a un lien
étroit entre Ie nombre et la position des singularités essentielles et le
nombre des valeurs d’exclusion de la fonction possédant ces singula-
rités. _

Dans les ¢tudes que nous venons de résumer, on part de 'ensemble
des discontinuités etl’on en déduit le nombre possible des quantitésa;
je vais suivre une marche inverse : je suppose connu le nombre de
valeurs d’exclusion et je cherche & définir 'ensemble des points sin-
guliers.

Soit d'abord F(z) qui ne posséde qu’une valeur d’exclusion a,.

Posons
J

/(;):F'(‘:TZ‘ZF

J(z)acomme seules discontinuités les points singuliers essentiels B
de F(z). Tracons alors une ligne L entourant une aussi grande por-
tion du plan que 'on veut; de plus, cette ligne L ne rencontre aucun
point singulier de F(=). De chaque point M de L comme centre, avee
un rayon R inférieur a la distance M au point essentiel E Ie plus voi-

Ann. de UEc. Normale. 3% Série. Tome X1V, Ocrosre 18¢7. 48
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sin, déerivons un cercle C; nous allons déterminer la position des
poles de F(z) par rapport & C, de la fagon qui suit : aux poles de F(z)
correspondent les zéros de /(=) et inversement, puisque F(z) — a,
ne s'annule jamais. Or, & Uintérieur de C, la fonction /(=) est holo-
morphe; d’apres le théoreme II de cette seconde Partie, les zéros de
/(=) sontd Uintéricur d’un cercle T' concentrique & C, de rayon

Vi ()

otty est 'affixe du point M centre de C, et M le module de /(=) sur C,
pris avee sa valeur maximum; lorsque M déerit L, comme sur les dif-
férents cercles C correspondants, il n’y a pas de points singuliers
essenticls, les modules maxima M, relatifs & chacun de ces cercles €,
“restent inférieurs i une quantité fixe ¢, qui est le module maximum
de /(=) dans laire et sur le contour de Paire balayée par C; ainsi /(=)
n’a pas de zéros dans la région S, balayée par un cercle I' de centre
M (v) sur L, le rayon de T" étant

R _
Vali- 9| F ()= a||’

par suite, F(s) n’a pas de péles dans la région S engendrée par I
lorsque M se déplace sur L.

Lorsque F(z) possede des valeurs d’exclusion «,, a,, ..., a,, il
existe m régions S,, S,, ..., S,, correspondant & ces valears; 'en-
semble W de ces m régions forme une région d’exclusion de poles
pour F(z).



