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MÉMOIRE
SUB LA

THÉORIE DES SURFACES ET DES COURBES,
PAR M. A. PELLET,

pnoFESSEun A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE CLEKMOM-FEHRAND.

Les coefficients des parties principales da carré de la distance de
deux points et de la distance d'un point au plan tangent infiniment
voisin (E, F, G, D, D', D", suivant leur désignation habituelle) étant
connus, et par suite leurs dérivées des divers ordres, on peut former,
par rapport à trois axes arbitrairement choisis, l 'équation d'une por-
tion inf in iment petite quelconque de la surface. La méthode qui per-
met d'avoir cette équation donne en même temps les relations diffé-
rentielles entre les six coefficients E, F, G, .1), D', D"; mais cette
équation elle-même, en se bornant aux termes du troisième ordre,
est très simple dans certains cas, très facile à établir et très utile.
Dans ce Mémoire, j 'étudie ces termes du troisième ordre non seule-
ment pour les surfaces, mais pour les courbes elles fonctions de trois
variables, et donne quelques applications.

1. Supposons les coordonnées rectangulaires, x, y , d'un point
d'une courbe fonctions holomorphes de la variable indépendante t et
la somme des carrés de leurs dérivées premières différente de o,
a^-j-y^A^o.

Rapportons la courbe à la tangente et a la normale au point /.
comme axes des Ç et des r\ ; il vient

^ Ar + A' ̂  4- (A"- ̂ ) ̂  + • • •-t- ̂ r" - ' - • • • '

,^^,....^^...
A 2 A. 6
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pour les coordonnées du point t+^ de la courbe, D étant égal à
^ y 7 — y x " , et les accents indiquant les dérivations. Les coefficients
E^, ï]^ peuvent s'exprimer à l'aide des fonctions A, D et de leurs déri-
vées d'ordre au plus égal à n — i pour ̂  et à n — i pour r\^ A, seule
parmi ces fonctions, entrant en dénominateur. En effet, la distance des
points T et T +• ch a pour valeur principale d'une part JI.(^T, d'autre
part \ / ' ^ 2 4- y/2 A:; et la distance du point T + <^T à la tangente au
point T a pour valeur principale d 'une part

^^,
2 Jl>

d'autre part

A, (î) étant les valeurs de A, D pour t 4" T. D'où les égalités

y/ est une fonction qui s'annule avec T, tandis que ^ n<ï s'annule pas;
/——^—j^

i / i 4- -^Y- est donc développable en série ordonnée suivant les puis-
sances croissantes de T, et, dans cette série, le coefficient de ^n est
une fonction entière de

C>1 » Ça? Ç;jy * • • y ^ra—1? "C12? *^3? » • » y */U.-2y "^/fc—l*

Égalant de part et d'autre dans ces égalités les coefficients de ^"-\
la première donne n'^, et, transportant la valeur obtenue dans la,
seconde, celle-ci, donne (n+ i)/zAy]/^. On vérifie que les valeurs
obtenues satisfont à la proposition.

Lorsque la variable indépendante est Parc ( s ) de la courbCy A == i;
nous désignerons par a la valeur correspondante de I), courbure de la
'courbe au poinU; tous les coefficients s'expriment à Faide de a et, de
ses dérivées par rapport à s. Effectuant Téliraination de T dans le cas
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général, on a donc
• • a î? da £3

^89

da i da
Tis ~~~ ~K Tu'

Tous les coefficients sont fonctions entières de a et de ses dérivées
par rapport à .y.

2. Supposons les coordonnées rectangulaires x, y , z d'un point
d'une courbe fonctions holomorphes du paramètre t, satisfaisant aux
deux inégalités

x^-^y'^ z'—^K^o,

(y' ^ ^"^ 4" { s ' ^ " — .v'^Y -h «y' — y X ' 1 Y = D2^ o,

pour le poin t t considéré. Prenons pour nouveaux axes coordonnés
i;, rj, Ç la, tangente, la normale principale et la h ino rma le ; on aura
pour nouvelles coordonnées du point XYZ

, ^(X — ,r) + i^(Y- r ) -}- ^(Z — ,G)^=^.._^^^^

X—,r Y — y Z~^
•y' r' ^ /

y ' z ' ^ z ' x " s f x ! ' - - x l ^ " x ' y " — y t x ' f
Al)

X.—,r Y — j Z - 5
^/ j7 ^ .
x " y " z"

Pour le point 14- T de la courbe, il. vient

r2 / TPX r3

^Ar+A^+(A//-^+...+^»-

:t) T2 D' T3

^ -A ^ - ^ - Ï Ô +...+^r"+...,

(& r3 ce' T4 „ „
^DG^TT^- 1 - - - 1 - ^ " - - - - '

^». ̂  l'Éc, Normale. 36 Série. Tome XIV. AOUT 1897. 37
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CD représentant le dé te rminant

x11' y " '
(ô ==r .r/ y

,,y.// y// ^//.2? J ^

et ^, Y]/^ *C des coefficients qui peuvent s'exprimer à l 'a ide de A, D, o;)
et de leurs dérivées d'ordre au plus égal à n — i pour ^, n — 2 poury],^
et n — 3 pour t^, A, D seules, parmi ces fonctions, en t rant en déno-
minateur . Comme clans le cas des .courbes planes, on a deux expres-
sions d il le rentes pour les valeurs pr inc ipa les des dis tances du po in t
/"; 4- ch ^yx plans normal, rect i f iant e toscula lcur an p o i n t T. D'où les
égalités

^•-^•) ̂ (̂ ^pw ,,„, ,>,„,.. ,ĵ ,,
c,
^ •n' V
€̂ ^ ç//

:(0+ (Ô^-h. . .-h -
( ^ ( n } ^ n

les radicaux qui ent rent dans les deux premières égalités sont déve-
loppables en séries ordonnées suivant les puissances croissantes der ,
les coefficients de ^m é tant des fonctions entières des quan t i t é s ^,
^ '̂  . , y y
^ , . * ., Ç//Î—1 ? / ]3» • • • f ^(/•//—l » 4 3 ? " • • 9 b/^—l •

En égalant de part et d'autre dans chacune d'elles les coefficients
der^"1 , la première donne n^; puis, t ransportant la va leur trouvée
dans la seconde, celle-ci donne (n 4- ï)^Ar|^,n, et enfin la t ro is ième
équation obtenue après la subs t i tu t ion des valeurs de ^, r^,^ donne
(n 4- 9.)(n + i)^DÎ^+2. Les valeurs qu'on obtient a i n s i s a t i s f o n t aux
condit ions énoncées.

Lorsqu^on prend la longueur de Farc de courbe ^ pour paramètre,
A . = = = î ; désignons par a et b les valeurs que prennent alors D et a);
a est la courbure de la courbe et -^ 1^ torsion; tous les coefficients

w- ,

s 'expr iment a l'aide •de a,1 'de &et .do leurs dérivées 'par rapport1 à §.
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Dans le cas général, l 'élimination de T donne donc

^ i da^
'^^Ô^4--'-

ç-Â^+__^V•B — /-i L, r / / 1--6 ̂  ' 240 a .s' '

3. Supposons les coordonnées rectangulaires oc, y , z d'un point
d'une surface, fonctions holomorplies de t et de u; désignons par
Eâ^2-+- fî¥chdu+ G du2, la partie principale du carré de la distance
des points u, t et u + du^ t 4- cil; par

„ (I) cU^ ̂  ̂  ̂  4- ir du^

la part ie pr inc ipale de la distance du point t 4- di, u-+-du au plan
tancent au, point t, u, H. représentant \/EG — F2 , que nous supposerons
di f ièrent de o.

Bapporions la surlace à trois nouveaux axes rectangulaires^, Y], Ç,
r)tissant r )ar le po in t l, u, Taxe des 'C étant la normale à la surface. Les
coordonnées "^, T], Ç du point correspondant à ^ + T , u-+-u sont des
fonct ions 'holornorphes de ^r, u s 'annulant avec ces variables, et '( ne
contenant pas de terme du premier degré :

... " ^ == a T -h (3 u + ̂ 2 4- ^3 -h"... --h ^/^ -+-...,

rj ::=: aiT4- pr^ -i-rja-i-r}3'4-*. .+yj,,,-|-. ..,

Ç = ~j ( I) T2 + a T)^ 4- D'u2 ) -4- ?,, +... + Ç,/. ;

'^, TI,/,, ̂  é t an t des fonctions homogènes de degré n en T, u. Les coeffi-
cients de ^/,, YJ/,, *C// peuvent s'exprimer en fonctions entières de E ,F ,
G, D, D', IY et de leurs dérivées d'ordre au plus égal à n — ï pour ̂
^ et à n — 2 polira, l a ,quan t i t é H seule entrant en dénomina teur .
En effe t , on a deux expressions pour la partie principale du, carré de la
dis tance des points T, u et T 4- d^, u 4- A»; dans l 'une, les coefficients
de rfï2, rtWu, d^ sont exprimés à l'aide des fonctions ^, T], *(; dans
l'autre, les coefficients sont les valeurs des fonctions E, F, G pour
i ̂  ̂  u 4- u ; de même, pour la partie principale de la distance du point
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~ + (h, u -[- cbj au pliin tangent en T, u. D'où résultent les six égalités :
•y 4- -^ + Ç^ = E +• Ei + Es + , . . + E/, -l-. . .,

î^ + -^ -+- ÇrÇL = F + F, -h Fa +... + F,,. +. ..,

^ +V^ +?-j

^ r;T' Ç^

^
^

•ftT ÇT

-^. ^

^ •^u Çïy
^ -^ï ÇT
cy y/j Ç-j

.̂ -^ ÇS.
^T ïlt Çr
£;., Tiv CL

= G -l- Gi+ G, +... -h- G/,+.. .,

== D + D, -+- Da 4- . . . 4- D« + . . .,

-_: :[)' -i- ()'^ 4- I), + . . , + D;, -4- . . .,

--•=•- .[)" + 1.)', -+- Dï -1- . . . -I- «);; 4- ....

E,; roprésente la fonction homogène

^^ ï /^K^ ^^K ,̂..i ^ 'K , //\^^.^ ̂ ..^ ^ .^ n ̂ ^-^r • 1 - u "4-.. .-h ^^ u J ,

et de même pour F^, G^ î)^ 1)̂  1)̂
Egalant les termes indépendants de T, u do part, et d 'autre, on a tnm

équations entre a, ?, a ^ , p , ; le choix de l 'un d'eux reste donc? arbi-
traire, ce qui correspond à l ' i ndé te rmina t ion de l'axe des î; dans le

an. tangent ; le choix étant f a i t , en égalant les termes du premier
degré, on ob t i en t , en t re les dix coefficients de ^, T]^ i^, douze équa-
t ions qu i déterminent ces coefficients et d o n n e n t deux relations diffé-
rentielles entre les fonct ions D, iy, î)\ E,,F, G ; en égalant de part

Pi

d'autre les termes du second degré, on ob t i en t d i x - h u i t équations entre
les treize coefficients de E^, y];^ ^4 ; ces équat ions déterminent ces coel1

t icicnts et: donnent en outre cinq re la t ions diderent iel les , de sorte
qu ' i l y en a au m o i n s une nouvel le ; en général, en égalant de part et
d'autre les termes du degré ri — î y on ob t ien t Qn équations en t re les
3n +4 coefficients de E^ 7^, î^ ; ces équat ions dé te rminent ces
coefficients ,et donnent 3 ^ — 4 relations dif lerentiel les entre les six
fonct ions D, 1)', lY, E, F, G de t et de u. Ces relations sont des consé-
quences détruis d'entre elles bien connues; mais la méthode actuelle



SUR LA THÉORIE DES SUHFÀCES ET DES COURBES. 2C)3

offre cet avantage de donner l 'équation de la. surface relativement au
système des coordonnées ^, Y], Ç.

4. Les équations auxquelles on est condui t sont de la forme

a't,^ -4- a i •f]',^ -=-. /, p^-j -4- [31 y//,,u -== /i,

p '̂,T-!- (3r^T4- a^y4- aY^,j==/2,

./•» /^ ./a étant des fonctions homogènes en ^, u, de degré 7 1 — 1 »
Posons

c^.4- aiT|/,=: 9/,, (î^4- piYî,,-= ^/^

la connaissance de y,^ ̂  entraîne celle de ^, T]^, pourvu que ap, -— ^a,i
soit d i f fé ren t de zéro. Il v i en t

9;/T == /; ;̂̂  -= /i, 4/;^ + 9;̂  == ̂  ;

d'où la condit ion

( ï ) f^-^f^^f^

î j i î i d o i t avo i r l ieu idcntiqocîï.ieîit , ce qui ent ra îne n — 2 relat ions
cntro les coefiicicîits des f o n c t i o n s /", /",, /y. Ces relations étant satis-
faites, on a

n(n - i)ç,,= TV',-4- ï r j f , 4-" ^^C/^ -./lï),

// ( n — ! ) ̂ n. ::= T2 ( /^ .-"" f:, ) + 3 rufr 4- ^V^.

île m a rquons que l ' équa t ion de condi t ion (x) est sa t is fa i te lorsque, x
é l an i une (onc t ion homogène (le T ê t u , on a

/::=: a^j:'^ fi =: p^y^ Ja= pa .r̂  4- aa.r^

el. qu'elle deviGril.

,/Ïru "'"/^ —./ÏT^ ::r:: -lrl^ •y^ — x>^ "=1 0

dans le cas 011 1,'orê »

/ •:=. ^ X^ , J\ =: [ .^ , j\ =: ,,2^ .2-y.

5. Beveiioris aux égalités (lu rs°3. En égalant, de part et d'autre, les
(.(TIIICS i n d é p e n d a n i s de T et de u, i l v ien t

^ 4- a^ = E,.. ^ .„„;.. ̂  ̂  (^ ^^3 .̂ . ̂ ^^ F ;
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d'où

A. PELLET»

<[3i — pflîi •== ̂ ï"—~P=":r ILau.--- ûa

Posons
y^ 4- a^ 7i :3r y, pi; + p i yj •= ̂  ;

les trois dernières égalités de ce n° 3 d e v i e n n e n t

// \ îî ' / ' i i
9-c" ^r^ ST-2

^ ^ ^ Ç. ^D +!)r+I)â--h....

?^ ^j îu

9Ïu ^îu Çîv |

Çï '•FT ST |) ,̂.l,... j-^4... I ) ; ;4 - . . . . ,

?. ^ ^

ySs ^Ss ç^
y, ^ Ç, : ;= ^ + 1 ) ^ 4 - 1 ^

9y ^u Çu

et, sous cette forme, on voit i rnrnédia terneni ([u 'el les soni indépï1!]"
dantes de l ' i n d é t e r m i n a t i o n q u i reste ( încoro po î i r I c ^ s q i i în i l i l és a, a,,
M-,Efi égalant, de part et d'autre, les tenriesdu p r^ î î â i c ' r d^^'ré dans l ( ï
groupe des trois premières égalités, provenant de l ' é lément l i n é a i r e ,
i l v ient

9;T ̂  i' K I , ^•j ̂  [ r< i , 9^j -h '^T l:r: S^i ;
d'où

i r_. àE , , l̂il , , / 1 <)P <;(i\i r . àEç^^r-.^.+^ ' / j / / 1 ' " " ' 1 ^n^^ = - T- --,- -}- ^ T; — + ̂ - 'î .4 ^^ ^//. v <
, .» '" ,/ âV âFA ^ ^ ^t,
^4 r-f.^-^L.+.T..^ -.h^^

Les trois dernières égalités du n0 3, oia j ')ls.i(,ôt celles q u i les rem-
placent écrites plus haut , d o n n e n t ensu i te Ï^ et d e u x re la t ions d i f ïe -
renlielles :

292 2^ 611 Çg
E, F :DT -h B'u - rDi^+^D^j • - h D ï y ^ — a i ï i ^ ,
F . G D^-hD^u
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1 (TE à1[ i dE
2 6^ (}t 2 ail

E F lY
F G IF

()F î ^G 1 (Xi

cJ/Z '2 <J/ 3 6^rt

E F I)
F G l'y

î. àE i ÔG
î au î àt

E F D
F G I)'

ï r)E î <Mï
'2 ait a àt

E F ir
F G D^

== H 3 1 à 1) 6? l:r

' à u ï ï ' ^ à ï l ï r

- rp ̂  :D! - A I)^
" W^ 'II ^^ H,./

2 H H , représenlant EG-, "h- GEi — ûFF^ . (DARBOUX, Leçons sur la Théo-
rie gén.ér€i/£ des Surfaces, t. I I f , p. 248-)

6. En éga lan t .de part et d'autre les termes du second degré dans
les éga l i t é s ( l u n0 3 provenant, de 1/élément l inéaire, il vient

- ' —....- 1 F 1 'r'ï i .//à t 'r'ï
0>;̂  .-.....- ^ fi..L<i •-"1- y c;2T —— 2' '• 'âT —— "a' -BâT?

,i/ _ î p •î î'-'a 1 ./.'s î ^'s'4^y — ^ i.ia— y- c,a'j — i ^a'j """ 2 ^ay;

ç?;^ .+- 4^ 1"~= I^ss — êâTSay — ^2T "^âu — Ça-c Ç2y

Ces équa t ions , pour être compatibles, exigent, d'après le n0 4, la
re l a t ion s u i v a n t e :

/ , .,. „ ,.. ^V î àm î à^ ../. „ „ , „. ,/ .(0 ç^-^=j^-^j^-^ ̂ +^-^^+^-^^;

un calcul facile donne

>.'/ ;-'/ ;-" , / / '> ^ f f ^ "
bïTJ "--- ^yT'3 C2'J'- "+• "/'^f-'j "̂ - '^âTU ^2'J2

"^ g— [<-< (.^-- ̂ ^ +• F (o^'K^+ç^^^2- 2 Q^ ̂ ^)+E(^;;^-4^^;^)].

Si l'on expr ime *( en fonct ion de ^ et Y] et qu^on pose

Ç =:.|; (a^4- ac^Y) 4- ^Tî2)-^. . .>

il vient
Ç^Ç^-ffiu^II^a^-^),

et réquaiion ( î ) donne l'expression de la courbure totale de la surface
en (onction des coefficients de l 'élément linéaire (théorème de Gauss),
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7. Les formules se s impl i f i en t lorsque les courbes coordonnées
sont rectangulaires, auquel cas F=o. Soit alors A2 di2 4- IP dir le
carré de l 'élément l inéaire ; prenons pour axe des ^ la tangente à l'élé-
ment dont les extrémités sont, T, u et: T 4- <^u ; pour axe des rj la per-
pendicula i re et pour variables indépendan tes ^ et. T) au, l i e u de T , U ,

Posons
? „^ r= ^ 4_ ̂  ..(_ ̂  + . . . -^ .̂̂  4. _ ^

r
y :„: ^ ..{.„ ^^ .4. ̂  4, ^ ^ ^ ,,.(,̂  ^^ ..̂ .,,.. _ ^

^^(o^^^c^r]^ brr) + 'Ç,, -h.. . 4- . .. 4- ?„ -h ....

'^ u^ C é tan t des fonc t ions homogènes de ^ T], do dc^ré n. On a ces
deux expressions du carré de l 'é lément l inéa i re :

( l -|~ /^) d^ -h a/^ ̂  ̂  + ( { -i- (f ) ̂ /^^ ,.;l.y </'ry -).., itit^ ^/j^

^, ifl) é tant les valeurs de A, B pour / -h ":, // 4-- ^ ; et /^ y é tan i les dé-
rivées partielles de î^; d'en

^ ̂  -v (^y +1.^ f^y, , + ̂ ..: ,L- f^ y,-, ̂  ( < h y.
\^c/ \ ( ) ^ j i \àrJ \fhi/

, , (h (h . , ( ) j ( ) jD(I := -11.^ -— -— "+--U1)2.....-...,..,, ..,..--
<n (h] ^ (h)

p et — s 'annulent avec les S et T); il en résulte
(7^

,>.̂ V^- .̂(j)--.,,4/,,.-,,,,,(^1

les termes non écrits dans le dernier membre étant au moins du quti-
trième degré en Ç, Y). Ainsi

A,T, = i 4-î(Ç,|--IPu:,|)-+-...,

lIl.y'.-^i+^^-.A2^)-!.-...,

AT, 4-•«1!>^=-.: %?„+....

Les termes du premier degré manquent dans les seconds membres;
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en égalant à zéro ceux des premiers membres, il vient

î . ,. , i
Aî^ = = — . - A I , B-J2.^==— - , B i , ÀT^-h BU^==O,

croù
--_ J-Y ^ il ^il—^:^

Tâ~~' 2 A ^ ^A^^aAB "^TAB^

-„ ^ f^^jL (m^ ^îl^
U2- 2'B \ ou AB +2 <^ AB + au B2 ^ '

En égalant de part et d'autre les termes du second degré, on aurait
des équat ions déterminant ^3 et u^ , et donnant en outre une relation
entre a, h, c, A, B et les dérivées premières et secondes de A, B par
rapport à t et à u; on en tire l'expression de la courbure totale déjà
établie au n° 6 et qui peut ici s'écrire

4 ï > / / -. r ( ) ( 1 ̂  ô ( ! ̂ vij ) AB ( ab — c2 = — — - . - — + — „ — ./ ' l/^\A. ( H ) ()u,\lï àf/J]

La partie principale de la distance du point '$ •+- d'^. Y] -4- dr\ au plan
tangent au poin t ^, Y], est égale d'une part à

-^ ( a cÂ>2 d^ -h a y .Ml ̂ T r/u + (3 B2 ̂ j2 ),

a, P, y étant les valeurs de, a, 6, c pour t 4- T, ^ •+• u ; d'autre part, à

^sil^!±A.^^^
a î'"̂ ??'̂ ?

Éçalant les termes du premier degré dans les coefficients corres-
pondants de ces deux expressions, il vient

Ç^s =: a^ -+- 2 c B UgÇ, Çs^a -= bi + 2 c A Ta/i»

Ç .̂̂  = Ci -h aAr^ 4- /^B L>2S ?

mais
, , ,, , î /^A. <7Ï^ \AT^ = - B u^ç -= ~ . ^ - — r^ ;

A B Y ^ M " ()t
Ârm. de l'Éc. Normale. 3" Série. Tome XIV. — AOUT 1897. 38
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donc, en déf ini t ive ,
. à ci ,-, ôc , , à\ ()îïA -^ B ... ̂  ( ̂  -- a ) — 4- a c — )
^ Ot du àt

,, àb , àc . ., JB <)A
B -r- — A — == (a — h} — -h 20 — ?
^ ^ <^ 6^/

^ ..-, ̂ a + 3C à^\ p 4. ^ ̂ ^ 2C ()B^ p.us3 - \^ ^ z ̂ ^ 4" ' ̂  ~ ,B" ^y ^ f ï

,, /<^ 2c rfA\ . , ( ù b , ^c (W\ ,
^3 _ __ ^ -+- -.- • " -,. -T- 7]\

\ </.s" A à s ^ j ' \ds-i 65 as j

_, — i nd iquan t les dérivées prises par rapport aux arcs des courbes
coordonnées; a insi

àa i ()a ()a î i)ti
1)"s "" A Ji 5 ( .̂yi' """" B Ou. *

8. Ces formules sont immédiates lorsque les courbes coordonnées
sont les lignes de courbure de la surface, auque l cas c == o. Les cour-
bures principales, multipliées par \ / i 4- /^ -+-^, sont données par
l 'équation en p
(,,) [p( , +^) ̂  ̂ ][p(, .4.. ̂ ) .„.„,, ç^j „ j^^ _ ç^p^ „.

D'autre part , ces courbures sont égales à a, [î, valeurs de a et ^ pour
/ •+-T, /,/ 4- u. Subst i tuant et a n n u l a n t , dans le premier membre, les
termes du premier degré dans chacune des équat ions obtenues, il
v ient

<-» à a c à a '(\ . „ àb î • ()b -f]^ := ̂  ^ + ̂  ̂ , ç^. = ̂  ^ + ̂  ̂ .

L'équa t ion différentielle des lignes de courbure est

[p7 ç'r— (, ' + 7') ç^1 ̂ 2 + [(! + P') ̂ - H. ( ' + y2)] ̂  ̂  ̂  [( î 4- ̂ ) çi^ - /^ ç^| ̂ 2 :• (F} ̂  ari6 4" ï + P' K^ — G. î 4- ̂  a-n cit. 4- î 4- /^ K?. — /^ ̂  ^? := <•>.

Or les équations de ces lignes de courbure s'obtiennent en donnant
à T ê t à u des, valeurs constantes; l'équation précédente est donc iden-
t iquement satisfaite si. ̂  et dr\ sont liés par la relation.

t^ d^ 4- Tr/^ = O»
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ou par la suivante
^ d'^ 4~y.^ d-f\ == 0.

Cette dernière donne

^=^(^A;^4-B;Y04~.. . ;

subst i tuant et annu lan t les termes du premier degré, il v ient

/ . Oa i àA. àb b — a ûB
(.) ^+(a-^^=o, ^+-^- ^-o.

En annu lan t les termes du second degré dans les fonctions obte-
nues en substi tuant à p, a \ / ï 4-/r--•(-• q2, ^ \/î -t-/^4-<72 dans le pre-
mier membre de l 'équation ( i ) , on obt ient six équations pour déter-
miner les coefficients de '(,,; ces équations donnent donc, en plus de
ces coefficients, une relation entre les fonctions A, B, a, b de t et
de u; cette relation, n'est autre que celle qui. donne la courbure totale
de la surface au po in t t, u

/ - > - A i > / r^ / ! ̂  <) ( * ()^\\( 3 ) AB ab -=::.— — ... -^ 4- — - — .
\^àh \A (H ) au \B a u } \

9, Lorsque les lignes de courbure sont isothermiques, A et B ont
des valeurs égales en choisissant convenablement les paramètres t, u.
Les équations (2) et (3) du numéro précédent deviennent alors

[ à a (a— b) à PL _ àb b — a ()A. _^ ^ ——^—— ̂  _ o, ^ + —^- -^ -»- o,

( A-a^^g^A+^^AJ. •

Si a, b, A est un système de solutions de ces trois équations,
mA^a, — m P ^ b , .— en es tun autre systèmCy m constante arbitraire;
les surfaces correspondantes ont même représentation sphérique

A2^2^^2^)

et, par suite, peuvent être placées de manière à avoir leurs plans tan-
gents parallèles aux points correspondants; de plus, le rapport des
éléments linéaires mA.% aux points correspondants, étant indépendant
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de la direction des éléments, la correspondance établie réalise une
représentation conforme des deux surfaces l 'une sur l 'autre. La re-
cherche des couples de surface jouissant de cette double propriété
constitue le problème de Christoffel (DARKOUX, Leçons sur la Théorie des
Surfaces, t. Il, Chap. XI).

Cherchons dans quels cas les surfaces que nous venons de t rouver
peuvent être parallèles. Portons une longueur / sur chaque normale à
la surface

Ç:=|-(^+^2)+^+...;

il vient, pour .les coordonnées ^-Y]', ̂  de l 'extrémité

^=: (ï ̂ al) +..., r/=^(i - bl) +.. .,
Ç'- /= .̂ [a(i - al)'^^ b(i - bl)^} -h. ..;

(FOU

t'^ l^ l (^a——^^ JL^. rAç 2^-a^ ' i - b l n )

'r—^i—^ _3^YÏ_1 ^ _^^L- ^ ' f ï l 'A àhH}+ 6 [( î — alf 1)s ( ï - a/fO —b"l) às^ + ( ï -- a7) ( î — Ftf "as 4" ^~/;J^ ^] '"1

I I f au t qu'on ait

A^a^z ———,5 --A^^: — ^ ^î -•" al î — ^/

é l iminan t A2 il vient
2 •— ( a 4- /) ) l =-= o ;

ainsi a+• & est constant; et les points correspondants sont conjugués
harmoniques par rapport à leurs centres de courbure principaux com-
muns; les parallèles aux éléments correspondants, .menées par l'ori-
gine de l 'un d'eux, sont symétriques par rapport aux plans pr incipaux ;
on a ensuite

,, a+hA2: a — b

Ces valeurs satisfont bien aux équations ( ï ) ; elles donnen t , en posant
a 4- b = 7c,

, ! / ! . C (? / . A 2 à^ y ,, 1
à a — k ̂  a — b :̂  .^, ~, — /c2 — := — <?A "1- -.-, / A,A" . 4 A- 4 ' ^/ , ^u

C1 étant une constante arbitraire.
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L'hypothèse a + b == Â% introduite dans les formules (2) du numéro
précédent, donne

i àK _ i àa i JB _ i _ ^
K au 20 — A- <h^ B ^ 20 — A' d^

et montre que la surface est isothermique
Ces dernières formules mettent en évidence les propositions dues

à Bonnet et développées dans les Leçons sur la Théorie générale de^
Surfaces de M. Darboux (t. I I I , p. 33^ et suivantes).

10. x, y , s, w étant quatre fonctions holomorphes des trois va-
riables t, u, {\ effectuons la transformation orthogonale, X, Y, Z, W
étant des variables indépendantes ;

<;==/ (X-,r)+^ (Y -y) 4- 4 (Z—^)4-^ (W~(P),
ri = m{X — se) -4- ^i(Y —y) "h m^X — 5) -4- m.,{W -- n"),
Ç = /<. (X •- .r) -+- Hi (Y ~J) + ̂ 2 (^ — ^) + r^ (W - n"),

^ == /) ( X - <r) -4-jh ( Y — y ) + /^ (^ - ̂  ) •+-.P3 (w - «')•

Les seize coefficients/, m, n, p sont tels qu'on a i den t i quemen t
^ ̂ ^ ç^ c.)2^ (X - ̂ )24- (Y-y) 2^ (Z~ .3)2^ (W ~ ir ) 2 ;

ce q u i donne entre eux dix relations.
Si, l'on remplace X, Y, Z, W par les valeurs de x, y, ^, w corres-

pondant à t -+- T, ^ -f- L>, ^ + v, valeurs qui sont données par la formule
Taylor par hypothèse, on aura
(, ) d'Ç + cW + d^ "4- d^ == aX2 4- ^Y2 -+- dV -4- ^/W2

= C A2 -h ̂  ̂ J2 -4- fl ̂ y2 + 2 -G^ (3^ -4- 2 D'IL dv dr- 4-- 2 X dr ch,

c, S, ç,, .0 ;)Tt5 ^ étant pour / -h T> ^ 4" u, ^ -4~ v les valeurs des fonc-
t ions E, F, G, L, M, N définies par l 'équation
dx^ 4- dy^ 4- ds2 == E ^/'2 + 'F di^ •+• G d^ -4- 2 L ̂  c^t? •4- 2 M ^c r^ -4- 2 :N ^^' r/^.

Supposons le déterminant
E N M
N F L ==ir2

M: L G '
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différent de o. Alors on peut prendre pour œ

i
H

X—.r Y—,7 Z-,^ W'—(r

^ y't ^ ^'t
< Va ^ n///

.̂  j< <• (^
et il ne reste plus que trois indéterminées parmi les coefficients /,
m, //. Posons

^ :=^r4-pj4~ 7^4-^4"...4-<;/,4-..., ri = aîT4-(3 i 'J •+- 7^ 4- -^ 4-.,.4- r],/4-"...,

^ J)T2+ [)/L>2+ D^v^.!-. O.A^ + 'AA^T + ̂ A^TJfl)'^":———••—•^nî-—-"•——^^^^^ , ^)^ .4.... . . ....̂  ̂  4-. . .,

Ç = a^r 4- Pa^ + 72^ 4- Ç» -h... -h Ç,/ 41-. . .,

^» Y]/^ ^» 0^ étant des fonctions homogènes de ^, u, v de degré /?. On
aura

^Ç c^'f} cl^Ç d^.,)

ST Y)T ÇT &)T rrCÔA^^^J^-KO^^2

Sy ^y Cv &)u 4 - S O ^J ^/y 4- 2 fî^ ^V r/T •41" a rî" (-/T ^/J ;

Sv '^G S^ ^^

cô, ©/, (fô^, 5, S', y étant les valeurs, données par la formule de Taylor,
de D, lyjy^A,^, A / / p o u r / + T , u 4- u, p 4 - v ; c trf^ ,^Yi, ^L^co.
les différentielles secondes des fonctions ^, T], Ç, o).

Les égalités (ï) et (2) nous donnent chacune un groupe de six éga-
lités entre des fonctions de T, u, v. Egalant les termes indépendants
des variables, il vient

a^ a\ 4- ̂  = E, (32 + j3? -h (3^ = F, f 4- y? + y^ = (1,

py 4- (3i yi 4~ pg ya = L, y^ -h 71 ̂ i + y^ ̂  ̂  M, a(3 + a, (̂  4- ^a pa ̂  N ;

d'où l'on tire
a ai a^
P Pi (3,
7 yi 72

2 E N M1

N F I.
M L G

=ip;
et, entre les1 neuf quantités a, ^, y, i l reste trois indéterminées, ce
qui correspond à l'indétermination des ^ m^ n.
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Posons, quel que soit l 'indice n,

ac/,+ a^ -+. 02^== (p,̂  p^ -i- Pi Y^ 4- P^/, = 'J;/,,

y^.-+- 7i^-+- 72^.=%».
Kn égalant entre eux les termes du premier degré dans le premier

groupe d'égalités ( i ) , il vient

^=i-E,, ^u=4Fi, X2v=?G-i,
Z2U-+ ̂  ̂  L I» 92V -+- %2T= MI, 44 +• 9L= NI ;

équations qui. déterminent 03, ^3, '/^" Le second groupe-d'égalités (2)
donne dix-huit équations entre les coefficients de 0)3, au nombre de
d ix ; ces équations déterminent les valeurs de ces coefficients et éta-
blissent hu i t relations entre les fonctions D, D", D\ A, A', A'\ E, F, G,
L, M, N et leurs dérivées premières.

i l . Egalant de part et d'autre les termes du second degré, le pre-
mier groupe d'égalités ( ï ) du numéro précédent donne

9^ = /, fj^ :=/i, ^ =~/a,
X^ 4- '^ = ̂ , Cp8v + Z^T = ̂ '1 , ?^ -+- ^3T = ̂ '2 ;

en posant
/= ^ (:E,~^-^-^- ^ê),
^ == La — Eyj fav — "^ây ^av — Cau r^'/ — ^a'j û)2v»

On en déduit facilement les relations
^ _y^, _^, = o, g^-f^ -f^ = o, ^ -yî. -/^ = o,

2/;v -1- ̂ ^ — ^^y •- g^ = Û, 2/;̂  + g'^ — g^ — ̂  •= 0,

2i/arj + é^v3 — Ô'w — .̂ iv'-' ̂  0<

Ces relations donnent les valeurs de

(0
jyi)^ A% D^D — A72, D l ) ' — A"2,
A^A^-AD, AA^-A'I)^ AA^A^D^

en fonctions de E, F, G, L, M, N et de leurs dérivées premières et
secondes.
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Si le dé te rminant
iyjy „ A2 AA^—A^iy AA^ A^IV

A A^ ~ ^ l'y in') --- A^ A' A" — A I)
AA^ A^IP A^— A I) Dir — A^2

n'est pas n u l , les valeurs de D, D', IV, A, A\ A^ sont déterminées;
transportant dans les hui t équations aux dérivées partielles du, pre-
mier ordre obtenues au numéro précédent, on a huit équations s imul-
tanées aux dérivées partielles du troisième ordre pour les six, fonctions
E. F, G, L, M, N.

Si les six quanti tés ( f ) sont nulles, la fonct ion
D^ +1)^2 ̂  1)^2 ̂  a A ̂  "h a A^T 4- a A^rj

est un carré parfai t et les fonctions E, F, G, L, M,, N satisfont à six
équations aux dérivées partielles du second ordre. Si, l'on exprime
l'une des coordonnées primitives x, j, s, w, en fonct ion lîolomorplK.i
des accroissements des trois autres, w par exemple,

w == (.P., -h n»i 4- w^ +•.., •+ (F,, -(-. . * ,

{^ étant une fonction homogène de degré n de dx, dy, ds; (ï-^, c'est-
à-dire la différentielle seconde de (-P, sera un carré par fa i t , et récipro-
quement. Ainsi w peut se définir par les équations

A/r 4- B^ -h G s + w 4- V == o,
A, /^4-B'J4"G /5-^P /=:o,

A, B, C, P étant fonct ions d 'un paramètre et A\ B', (T, P' leurs déri-
vées. On se trouve dans ce cas lorsque

E cU2 4" F du^ 4- G d^ 4" 2 L d^ rf^ + a M'̂  ̂  "+- a N dt du

représente la partie principale du carré de la distance de deux points
de l'espace euclidien, puisque, alors, w est nul . Les équations aux
dérivées partielles du second ordre auxquelles on arrive ont été don-
nées par Lamé, lorsque les surfaces coordonnées sont orthogonales, et
par l'abbé Aoust dans le cas où elles sont quelconques.

12. Rapportons l'espace euclidien a trois familles de surfaces ortho-
gonales et^oitA2^^ Wdu^+V d^ la partie principale du caM,
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de la distance des points t, u, v et t+dl, u 4- da^ v+dv. Prenons
pour axes des Ç, Y], *( les tangentes aux courbes d'intersection des sur-
faces au point l, u, ̂ ; il vient, d'après les formules du n° 10,

^ ==AT+ ï- fA.,T2-^1J2-^^+2A:.^^2À,T^^
2 \ A A, /

yj = B . + ^ (- AA" -2 -h B» •.' - c(-^ v 1 + a B. u^ -+- a B'< ̂  +.. .,
2 ^ 1.5 lî /

Ç =C^ + î- (- ̂ r2- •B1^ u2^ C,^+ 2C,^ 4- 2^^ 4-.. .:
2 \ L L /

ou, en prenant S, T], *( pour variables indépendantes,

^k-^'î-ï'"--^'^^^'^")^"-
-ï-^-^'^'"'-^'^'"^'^'^--
»=^-iï. (-^•-'^•^•^^''N----

La surface v == o a donc pour équation

(1) Ç=-^(^^+Ï^^Ç3+ç.-^-....

On voit que les surfaces coordonnées se coupent suivant leurs lignes
de courbure (1), et la connaissance des termes du second degré per-
met d'écrire immédia tement ceux du troisième, d'après le n° 8,

/• ^ r- ( î 3 à ̂ -^ à A^3^2 ± B- + Y?3 -^liV( î ) b^3=-" ̂  ̂  ̂  H~ <5-^ ̂  ̂  "T" 0 A. ^^ BC B" ^^ BC/

On a les relations différentielles du second ordre entre les fonctions A,
B, C en appliquant les formules (2) et (3) du n° 8. Les formules (2)
donnent

^ ^ A , B , \ _ ^ A ^ ^
À" Y ÇA CB/ au AC

ou
( 2 ) AL=gB,A^^C;,A,,;

(1 ) Théorème do Dupin.
Ann. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome XIV. AOUT 1897. 39
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et deux autres équat ions analogues, qu'on obtient en pe rmutan t , dans
celle-ci, A et B, t et u, puis A et C, t et v,

{2 ) B;. = ̂  A, B ; -h ^ G; B,, C:, = ^ B, C, + ̂  A, ( :;.

La formule (3) donne un second groupe de trois équat ions , qu 'on
obtient en permutant dans la suivante : C en A, v en /, puis C en B et
p en u,
r^ ^^L ̂  ( r } V L ^ Ô A^{ ) '(? ""' àt A ()u "B" "

13. Supposons les trois familles de surfaces d 'un système ortho-
gonal isothermiques, et qu'on ai t pris pour l, u, < ^ l e s paramètres iso-
thermiques de ces surfaces (LAMÉ, Leçons sur les coordonnées (nimiignes,
Chap. II). On a alors les trois équat ions

. (PI à^t yi ., .,A, f = ̂  4- ̂  ̂  ̂  =::: o, ^ u = o, ^ r =:::: o,

lesquelles subsistent pour les T^U, v, exprimées en, fonc t ion de i;, T^, t;
donc

. i /A; B, B;\ i //HCy
A2^ ̂  [I ^ B " " c ) ^ A^/"ÏA::-1"0•

Ainsi ^="-. ^-^ ^-^
Q ne dépendant pas de t, Q( de u, Qa de c;

A ^ ^ Q f Q I , B^Q^QJ, CP '^Q^Qf .

Posons
Q=,^ Q,==^., Q^==^.

Le groupe1 des trois équations (2) du numéro' précédent dev iennen t

(Q
/ -/̂ , ^/^ ^ ̂  ^/^ ^^ -+- </^ „ q^

, ,<7^ ̂  ^q'^q^-^q^f'^,

[ q^rfti =q\,qu +q\t^^



SUR LÀ THÉORIE DES SURFACES ET DES COURBES. 3o7

L'une d'elles est la conséquence des deux autres. On en tire

./ — ÎIJL^L- ./ — ^^ht
'/ •I // ——— ''~~'————~J 5 '/ 9 / —— — — / — — — — — — " " » "

q^—^. ^ — ^ i c

Égalant la dérivée par rapport à t du second membre de la première
égalité à la dérivée par rapport à u du second membre de la deuxième,
on a la première des trois équations :

/ . f\ c! uv _ c! \ tv _ ^ ï i t t _ ""'"J',.
^^ ~" ^I^/K. "~ rf^^'ïu ~ k

k étant une constante arbitraire.

14. Pour , nul, si aucune des quantités q' n'est nul le , les cour-
bures a, b d'une surface du système, et les valeurs de A, B pour cette
surface satisferaient aux équations

()llk — àll^ — l̂̂ . — àïu) — -
ot()u ôt àif àtau ( ) £ à u

le rapport , ? en outre, étant constant. Les trois équations (2) et (3)
du n° 8 sont impossibles dans ces conditions.

Faisant Phypothèse y^ = o, les équations (ï) donnent <y^ ,==o,
ç^=== y^, et laissent q complètement indéterminé. Écrivant que les
valeurs qu'on en déduit pour A, B, C satisfont aux trois équations du
groupe (3) du n° 12, on obtient les deux systèmes de solutions :

/ , A x R Q r Q
( 2 ) A = ^ B=^ C = y .

Q étant une solution de l'équation

• • ^-^-^
et

(2') A==i, B==Q, C-=Q,
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Q étant une solution de l 'équation

^0+^0=0.

Le système (2) est formé de sphères concentriques et de cônes
ayant leur sommet au centre commun des sphères, et les coupant sui-
vant des courbes rectangulaires isothermiques.

Le système (?/) est formé de plans parallèles et de cylindres ortho-
gonaux les coupant, suivant des courbes orthogonales isothermiques.

i ,15. T étant différent de séro, posons

q = /c/%, yi == /c^i, ^= fd'^;
ce qui donne

. ( • )— . .k C\ —^k (\ -«.^•.
V — % ? Vl — Xl ? V2 — /a »

les équations (i') deviennent

^ = ÊlL - ̂ ^ ^ .
J^ àv àvàt ̂  ̂ j"^ »

et la première des équations (i)

^CXa^Xi^ :=: %i Xî^X^*^" X^Xi^ XM*

Dérivant cette dernière par rapport à ^ et tenant compte des précé-
dentes, il vient

l[tlsu X^ X^X^X^ = o-
On a donc

X^/i+A^ Xf=B/+B7,, x^C/'+CV^

/étant une fonction de t, / de u, /g de ^, et les constantes étant liées
par l'équation

BC^+WA^o.

Mais en remplaçant t, u, v par w^ nu, p9y m, n, p étant trois constan tes,
on peut les choisir de façon que B^ — A', G ==— B; et alors la rela-
tion qui précède devient C'^ •—A. DonCy en définitive, dans le cas
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qui nous occupe, on peut prendre

x^/i-A xi^/2-/, x-2=/-/i.

Les fonctions A, B, C doivent satisfaire aux trois équat ions da
groupe (3) du n° 13. En remplaçant A, B, C par leurs valeurs en fbnc«
tion des quantités/", on obtient trois équations du premier de^ré par
rapport aux dérivées secondes des fonctions /, j\, /a qui ne sont
compatibles que si la quantité

(Q (^/C»!)^-/,)^^^^--/)2^2/,^^-»/,)27--2/,3]

est nulle; d'où k == 3--
2

En effet, Fune des équations du groupe est

Â^xt =^\ ̂ ^(^ f'\ ̂  /, x1' ^-o.
au \7? X2 1 àt \^ ̂  ) ^ ̂  J ^ - ° -

ou en divisant par yjr1, après avoir effectué les dérivations,

-/Â> / i k\ ^k / T /-\ ^/£+l f^-̂ ÂJL- ( _ -1 ^ p- } f'ï ̂  ̂ â—(l. _ 1.} fn i. âl^JjL^
^k^ \ y 1 y ] J 1 ^k^k \ ̂  ,, ] J — A ^.A.4-1 - / M - i
X /à \ A.2 A./ /C l%2 \X2 Xl/ X Xl

V^' v^_ ^Al̂  f" _ ^_>C__._,_. /'/^
"" y/CyA"7 1 ^ k J '

X Xs Xi Xa

Permutant les indices 2 et o, il vient
y^ / T /r \ y^ / i /- \ .y/C-H

«Al-, ( —— ï. -4- "L \ ^2__ _X2_ f j. __ ^_ \ ^2 __ f. X yf/a
- / ^T^V 7 Y - » / " 1 Y ^ V ^ V Y Yi 7 2 yA+l A'+.l^X X2 \ ^ A.ÎÎ/ /.i ̂  \A Â.1 / %2 /-1

yA- -/^
—— __ , A.^ /t/' i. _AÊ_ /'//

~ ../̂ ..̂ </ 1 ' ^ f^ ^X Xâ X i X

en remarquant que y^ y^, j^ doivent respectivement être changés en
•^"Xa» ""X^ — X 5 P0111* simplifier, on n'a pas écrit l'indice o. De
même en permutant les indices ï et 2

y71' / T k\ ^/k / T / -x .y^-i^2 f 1 , A ^ f^ x f I A- ^ ^/g ^ _Xi_ /•/à
v^v^ \ Yi y j J î '/k k \ y y / ^ 't A.+i /.•TT </ i
X Xl \ A.I ^/ X l X 2 \A,l /.2/ /, /.a

^A »,,/;;
__ __ __,_X2...^ •/'// L- _ , , X /"//
"" v/<-vA*/ 2^ k k J •

X %l X i X â
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Ajoutant ces trois équations membre à membre, les dérivées secondes
A f'^ f^ disparaissent et on a la condition (i). La condition k -==. ^

' / 2

que nous venons de trouver équivaut à la relation, établie par Bonnet,
entre les courbures principales des surfaces (1).

16. Pour avoir les fonctions /, il reste à intégrer deux équat ions
du second ordre. Mais cette intégration n'est pas indispensable pour
voir que le système est formé de surfaces bomofocales du second
degré. En effet, on a

A2 =(/-/.)(/,-/),

B3^ ÇA ~.A) (/-/.), .
C2-^»/)^-/,). • ^

Substituant ces valeurs dans les formules ( r ) et (i7) du n0 12, i l
vient, pour l'équation de la surface v == o,

Ç rr:Ça+Ça-+-...-+-Ç/,+... . . ' - •

•C - à ( ^ r^ \^^^^^^j,

ç,^_^-—^A^^ ( <e rlï \Ï ^ .^3
^(/~^) ̂ ^y^-rT) \f^f f^/J [ ̂ ^ - ̂  ̂ ^j

*(,.( s 'annulant pour les mêmes valeurs de ç, Y] que ̂  les lignes asyrn-
ptotiques ont un contact du second ordre au moins avec leur tangente
et du troisième ordre au moins avec leur plan oscillateur. Ce fait se
reproduisant tout le long d'une ligne asymptotique, celle-ci est une
ligne droite. Les surfaces admettant deux systèmes de génératrices
rectilignes sont des quadriques et on a le -théorème de Lamé.

( 1 ) tournai de l'École Polytechnique, XX'P Cahier (i845).


