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SUR

LES OPÉRATIONS EN GÉNÉRAL
ET LES

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES D'ORDRE INFINI,

PAU M. G. B O U R L E T .

C'est en recherchant quelles sont les propriétés de ropératkm de
la dérivation q u i suffisent pour la caractériser que j 'ai été amené à
faire le travail qui va suivre. Un examen rapide de la question m'avait
condui t à cette conclusion que les deux règles qui donnent les déri-
vées d 'une somme et d'un produit , jointes à une certaine condition
de con t inu i t é , que je déf inis plus loin, suffisent pour caractériser la
dér ivat ion. Fai été alors condui t , naturel lement , à chercher à réduire
ces deux condi t ions et à voir si Fune d'elles ne pourrait pas suffire.
J'ai donc, d 'abord, étudié les opérations continues, transformant une
fonction régulière de n variables en une autre fonction des mêmes
variables, qu i sont telles que la transformée d'une somme soit la
somme des transformées. J 'ai ainsi trouvé que toutes celles qui sont
uniformes rentrent dans le type général suivant . Soient^ une fonction
régulière des n variables x^ x^, ..., x^ et 9 la fonction transformée;
on a la formule

^- ^-^•s+.-.+Â^

(!) ' = a^-^u "4- 2i ̂ —^ àx^àx^. .. àxy

où les coefficients a. ,, ,. de la série qui figure dans le secondA I, /» g,..., ",i ji çj

membre sont des fonct ions données des n variables x^ oc^, .. -, x^
En généralisant ensuite la question, j'ai vu que la détermination

de toutes les opérations telles qu'il existe une relation donnée entre
les transformées (le deux fonctions arbitraires u et v et la transformée
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de r^u, v), •n;(,'î",y) étant une fonction également donnée, se ramenait
très simplement, a I;i question que je venais do résoudre. Les résuil
tats que j'ai obtenus présentent un certain intérêt philosophique, car
ils montrent que toutes les opérations uniformes connues se ramènent.
au fond. aux deux opérations suivantes repétées, alternativement un'
nombre fini ou infini de fois : l'une est l'opération que je nomme
jonctionnelle, qui consiste a substituer a une, fonction quelconque //
la fonction/(/<), o ù / e s t le symbole d'une fonction bien détermi-
née qui caractérise l'opération; l'autre est l'opération de la (Urimilon
Ainsi est mis en lumière, une fois de pins, le rôle. prépondérant dans
1 analyse de ces deux opérations. Pour ne citer ici qu'un exemple, je
dirai que l'intégration et, plus généralement, la dérivation d'indice
fractionnaire ou négatif, (elle que l'a conçue Riemann, se ramènent a
ces deux opérations fondamentales.

L'importance du rôle des opérations que je nomme additifs, e'esl-
a-d«re de celles qui sont, définies par l'édité Q), étant mise en évi-
<J<-"ce, ja i fait une étude plus approfondie des opérations de cel te
nature dans le cas d'une seule variable. Une opération additive uni-
forme a une variable est telle que la transformée , d-nne fonction //
est donnée par une égalité telle que

,.=«,,,-.,,̂ ,-,,,̂ .,,...,̂ ,̂. .,
Ceci peut s'écrire, symboliquement,

(3> -/(•"s)".
en. posant

./ (.r, z ) :::= a,:, -h. rt, z 4- ̂  zâ 4". . . -4- (̂  5^ 4... . .,

Cette onction /(.,.), qui caractérise l'opération, est, ce que p.p-
pdie hfrncuon opérais. Je signalerai, de suite, ce fait curie, ix
c es rquc cette fonct.on n^^ nne fan^n entière ̂ tcon,ue .le la

c< f n^,' Inals ̂ Ï116 (ist toujours de ̂  0 - • • î-es Prof) .iétéH <le
ce symbole operat.f peuvent être très utiles dans la théorie îles équa-
t.ons différentielles linéaires. J'en montre quelques applications e
en particulier, je signale un type d'équations <ii fîérent lies ;";
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intégrables par des procédés élémentaire?, que je crois n o u v e a u .
Le problème de l ' inversion (..l'une opération addi t ive un i fo rme m'a

condu i t , tout na ture l lement , à celui de l ' intégration des équations
différentielles l i néa i r e s d'ordre inf in i . Si, en effet, dans l'égalité (2")
précédente, on se donne v et que l'on. cherche iiy on est amené à re-
chercher l ' intégrale d 'une équat ion d i f f é ren t i e l l e l inéaire qui contient
des dérivées de tous ordres. Ces équa t ions p e u v e n t se classer en t rois
catégories, su ivan t que le nombre des constantes a rb i t ra i res que con-
t ient l^ inlégrale générale est zéro, un nombre fini ou i'n/inî. Le classe-
ment des équations à coefficients const'anis est très fac i le , car le
nombre des constantes arbitraires yue contient l'irilégreile générale-est
ég'al cru nombre clés zéros de la fonction opératwe. Je suis, (Fail leurs,
arrivé à étendre ce théorème a u x équat ions quelconques dans le cas où
le .nombre des zéros, en z , de la f o n c t i o n opéra t ive f(x, s) est, fini,
quel que so i t x,

l^our éviter toute confus ion , je me su i s pe rmis d^e r r sp lovcr le mot
n o u v e a u imnsmutcli-ion pour désigner une opénUion de la n a t u r e de
celles que j 'a i é tudiées . Opération é l a i f c un ierine Irop va^ue et q u i se
prê t a i t mat a la fo rma t ion de mots dér ivés . La m e i l l e u r e expression
eût été celle de transformation; mais , coîï'i.mo e l le est déjà employée
dans un sens b ien précis, j 'ai cru devo i r ne pas m^n servir.

I .

Je dis qu/on a d é f i n i u n e Ircm.srnu/ation dès qu 'on a donné u n moyen
do faire correspondre à toute fonct ion u, d ' u n e variables , régul ière (r)
dans un cer ta in d o m a i n e , . , une ou p lus i eu r s fonctions de la même
v a r i a b l e . Celte nouvel le fonc t ion est ce que j 'appel le la transmuée de //
et je la désignerai par un s y m b o l e tel. que G'u ou que lque symbole
analogue. 1!

( 1 ) Je prends pour défmilion de la. fonction régulière celle do MM. Méray, Wcie.rstt'ass,
Fuclis, etc. : « IJne foncl,i<m de la variable <t' est dito régulière, (lans le domaine dn
rayon p, auîoiir du poini .z' == .r,», si elle est dévcloîtiïable ci» une série ordonnée suivant
les puissances croissantes de .v—.^o, pour ion le valeur de .r (elle que Fon ait

].<?.•—- .z'o 1 < p .»
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Une t r ansmuta t ion est donc une opé ra t i on tor t générale qui peut
se présenter sous des formes 1res variées. A ins i , une subs t i tu t ion à
une variable (changement de var iable) , la dé r iva t ion , l ' i n t ég ra t ion
définie ou indé f in i e sont des t r ansmuta t i ons .

Je donnerai le nom de t r a n s m u t a t i o n fonctionnelle à tou te trans-
muta t ion dé f in i e de la façon s u i v a n t e : «Soi ty(s , .y) une fonct ion
donnée des deux variables s et .y, que j ' appe l l e ra i la fonc t ion qui. sert
de base à la t r ansmuta t ion ; à toute fonc t ion u, de la va r i ab l e .z", cor-
respondra la fonction fÇu.x) de la môme variable. » I I pourra arriver
que la f o n c t i o n qu i sert de base ne dépende que d ' une seule va r i ab le ,
soit z, soit oc. En pa r t i cu l i e r , d a n s é e dernier cas, la t r a n s m u t a t i o n
serait Popérat ion, é v i d e m m e n t peu intéressante, qu i consisterait à
taire correspondre à toute f o n c t i o n u la même (onct ion f(^). J'écar-
terai toujours, dans 1a suite, ces t r ansmu ta t i ons excep t ionne l les*

Une t ransmuta t ion sera d i t e continua si elle joui t de la propriété
suivante : « Lorsqu'une fonction a une l i m i t e , la t r ansmuée de cette
fonction a une l imi te qui est la t ransmuée de la l i m i t e . » En d'autres
termes, si une fonction u(a:,h), d é p e n d a n t d 'un paramètre A, tend
vers une certaine l i m i t e , lorsque h tond vers u n e cer ta ine valeur,
GuÇx, A) a aussi une l i m i t e , et l'on a

1 i m [ G a ( .-r, h ) ] =: ̂  [ 1 i m u ( -z", h )\.

Remarquons, de sui te , que, pour q u ' u n e t r ansmuta t ion fonct ionnel le
soit con t inue , i l f au t et su f f i t que la f o n c t i o n f{z,x}, q u i l u i sert de
hase, soit une fonction c o n t i n u e de z .

Une t ransmuta t ion sera d i te régulière lorsque la t ransmuée de toute
fonct ion régulière sera, en général, u n e fonc t ion régulière. Ainsi , pour
q u ' u n e t ransmuta t ion fonc t ionne l le soit régulière, i l faut et i l suffit que
la fonct ion de base/(s,^) soit une fonction régulière des deux va-
riables s et x. : ,

Je ne m'occuperai, dans la sui te , que des' t r ansmuta t ions continues
et régulières. / ! . ! ! ! !

Enfin, je dirai1 qu'une t r ansmuta t ion est um/orme^orsqn'dlc ne fa i t
correspondre à toute fonction régulière u q^une seule fonct ion "trans-
muée. 1 ^ 1 ^ , „ , ! 1 . ' ., ! 1

Dans1 le 'cas contraire, la t ransmutat ion sera dite multiforme. Ainsi,
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l 'intégration indéfinie est une t ransmutat ion mult i forme, tandis que
l'intégration définie avec une limite inférieure donnée sera une trans-
muta t ion uniforme.

II .

On connaî t , depuis fort longtemps, des exemples de t ransmuta t ions
fonctionnelles définies par une relation entre les transmuées de deux
fondions quelconques et la t ransmuée de leur somme. A i n s i , t rouver
la tmn&nwîâûon/onciionnelle ^, telle que l'on ait
(2 ) ^(u -4-^) ==(^ -4- t^,

quelles que soient les fonctions u et c, revient à trouver une fonct ion
/(z, x) telle que l'on ait

f{u -+- F, ,:r) ~=/(^ .r) +/((, .r).

Oî% on sai t que la seule fonction con t inue de la var iable ^ répondant
à la question est

f{z,x)==.az,

•où a ne dépend pas de^ et, par suite, estime fonction donnée de .r. La
seule transmutation fonctionnelle c o n t i n u e vér iûant ia relation (2) est
donc celle qui consiste à mul t ip l ie r la fonction à t ransmuer par une
fonction fixe de la même variable.

De même, la transmutation fonctionnelle qui a pour base a?, a étant
une fonction de ce, est la seule t ransmutat ion fonct ionnel le cont inue
qui vérifie la relation

îS(u -+- (;) ==.Ç^^P.

.D'une manière plus générale, proposons-nous de trouver une transmu-
tation fonctionnelle continue vérifiant la relation

(3) „ ^(^+(.Q==o[G^e^,

où u et v sont deux fonctions arbitraires de la même ïMriable et o une
fonction donnée de deuoc variables.

Il est d'abord aisé de se rendre compte que la fonction ç ne peu t
pas être quelconque. En effet, en permutant u et v dans la relat ion (3)
et en égalant les deux valeurs de Q('u -+- P), on voit que l'on doit avoir

o [ ̂  u, ̂  v ] == y [ ̂  r, s u ].
Àizn. de l'ÉC. Normale. 3e Série. Tome XIV* —AvniL 1897. j8
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Or, si. la fonction y n'est pas symétr ique , ceci, n'est pas une ident i té
et l'on peut résoudre par rapport à Qu ou ^P. En par t icu lar i sant : la
fonction (^, on en c o n c l u r a i t que ̂  serait , quel le que soit la fonc t ion
u, racine d 'une cer ta ine équat ion

^[^ Uf ,Z?] •:= 0.

La transmutation ^ serait donc telle qu'elle ferai t correspondre à ioule
fonct ion u la même fonction ou un groupe bien dé te rminé do fono
ï\om fixes. De telles t r ansmuta t ions ne p résen ten t év idemment a u c u n
intérêt et nous les écarterons dorénavant . I l f a u t alors que o soit u n e
fonction symétrique.

Ce n'est pas tout. De la re la t ion (3) on d é d u i t , en désignant par ir
une nouvelle fonction arbitraire, les deux égalités suivantes

^(u -h Ç 4"- w) ::r (f[Q(.t, y^f, ̂ O],

^ ( ̂  .^ ^ ̂  ̂  ) :̂ : ç [ ç (^ cp ( (îî //, G ̂  ) ].

De là on conclut qu'on doit avoir, quelles que soient les trois fonc-
tions Uf P, (P,

^[Qu, (p(^F, ç^)] = y[^p, ç(^^, ̂ ^)].

Si la fonction ^\x,(f(y,z)\ des trois variables .r, y, s n'est pas symé-
tr ique par r a p p o r t - à ces trois variables, cette égalité n'est pas u n e
ident i té et, en pa r t i cu la r i san t les deux fonct ions 9 et <p, on en conclu-
rai t , comme tout à l 'heure, que Gu est une f o n c t i o n fixe. Si donc nous
écartons toujours ces transo'mtations banales , i l - f a u t que o[ ̂ , 'p(y, s ) \
soit une fonct ion symétr ique de a?, y et s.

Je d i ra i , pour abréger le langage, qu 'une (onction y(<r,j) des deux
variables x et y est indéfiniment syméirU/ue, si les fonctions suivantes
î^j). î[^î(j^)L îE^îCy^^OyL *- sont toutes des
fonctions symétriques par rapport à toutes,les variables qu'elles con-
tiennent.

En con t inuan t le raisonnement qui précède, on voit aisément que ;
pour que la transmutation ^ de/mie par la relation (3) ne soit pas la
transmutation banale qui/ait correspondre à toute fonction une ou plu-
sieurs fonctions déterminées, il faut que la fonction çC^j) soit indé-
finiment symétrique.



SUR LES OPÉRATIONS EN GÉNÉRAL, ETC. iSg

D'après la dé f in i t ion d 'une fonction indé f in imen t symétrique, il
semble qu'une telle fonction do i t satisfaire un nombre infini de con-
d i t ions . Il n'en est heureusement r ien, et cela résul te de la proposi-
t ion suivante :

THÉORÈME I. — Pour qu une fonction ^(x, y) soit indéfiniment symé-
trique, il faut et il suffit quelle soit symétrique, ainsi que la fonction

ç^çCy^)]-
Soient, en effet, n variables x^ .^.j, .r;,, . . . , Xn rangées par ordre

d'indices croissants. Remplaçons, dans ( f ( x ^ x ^ ) , x^ par 9(^2, .^);
dans la nouvelle fonction des trois variables x^ -x^ x-^ a insi obtenue,
remplaçons oc^ par 9(^3, x^\ et ainsi de suite. Au bout de n — i opé-
rations, nous parviendrons à une fonction ^(^i, oc^ x ^ , . . .,^,) des
variables x^ x^, . . . , x,^ et il s'agit de montrer que cette fonct ion est
symétr ique par rapport à ses n variables. Or, d'après les hypothèses
faites sur la fonction y, on a

9]>/,-i, 9(.^,, ̂ +•1)] = y[^Â-> y(^/.-.i, .^.+-1)]
et

9(^_i, ̂ ) == cp(.^, ̂ -i).

Il en résulte que la fonction ^(^,^3,.. . , x^ ne change pas quand
on permute deux variables consécutives. On en conclut , par un raison-
nement bien connu, que cette fonction 'sp ne change pas quand on
permute les n variables d'une façon quelconque.

De tou t ce qui précède, on infère que la recherche de toutes les
transmutat ions (fonctionnelles ou non) qui vérifient une relat ion de
la forme (3) doit être précédée de celle de toutes les fonctions de
deux variables indéfiniment symétriques. Cette question a été traitée
par Abel ( i ) et la conclusion de son Mémoire, qui est contenue dans
l'énoncé du théorème qui suit , nous fournira, en même temps, la solu-
t ion du problème que je me suis posé au début de ce paragraphe.
Voici cet énoncé :

THÉORÈME II. — Lorsqu'une fonction <p(,r,y) est indéfiniment symé-

(1) Voir ABEL, OEuvres^ t. I, Mémoire VI, ou encore Journal clé Crelle, t. A ; 1826,.
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trique, on peut trouver une fonction '^, d'une seule variable, telle ride (a
relation

'M 9 ( -^ y )1 = ̂  (t:r ) "+•" ̂  (y )
,?rô identiquement vérifiée.

Cette proposition donne l ieu aux deux remarques su ivantes ;
î,° On peut toujours supposer que la fonct ion ^ dépende d 'une con-

stante arbi t ra i re ; car, si a désigne une constante abs t ra i te , et si Fou
pose

^(Q=^(Q,

on aura évidcni rnont aussi
^J:9(.2*,jQ] .:•:-: ̂ .(..04-^(,r).

2° 1.1 résulte aussi de la proposition d^Abe l que l'on, peut t rouver
une fonc t ion ^(^) d 'une seule var iab le telle que Fon a i t l ' i d e n t i t é

x[?(^y) '1^x(^)%Cr) î
car i l suffi t , pour cela, de poser

%(/)=: ̂ /)»

THÉORÈME III. — (p(;r,y) étant une fonction 'inde/inuncnl symétrique,
il existe toujours une infinité de Iransïïlutctiions fonctionnelles véri/icint
la relation

(^+P)=9[<^/,Ge],

quelles que soient les deux fonctions u et 9 de la même variable ^.
D'après le théorème (FAhel, il existe une f o n c t i o n ^ ( s ) d épendan t

d 'une constante a rb i t ra i re a, tel le que Fon ait l ' identité

^(^J)]^^) 4" ̂ (7).

Soit alors ^ ( z ) la fonction inverse de la fonct ion ^ ( s ) et u et <>
des fonctions arbitraires de x. Posons

rfi(M)= U',

^)= C/.

On. a
^[9(a /^ /)]s^(^ /).+tHp /),
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et l'on en conclut, puisque
.U=z^(uf),

r=^/),

^[yET^M-OQl]^ u -+• r ;
d'où enfin

rp (^+p)^o[ /p (^^ ) ] .

Cette iden t i t é prouve que la t ransmutat ion fonctionnelle qui a pour
base la fonct ion ^(^) vérifie la relation

Q(u •+• ("') == 9[<^, ̂ ^]-

D'ailleurs, comme la fonct ion ^(^) dépend d ' une constante arbi-
traire a, on peut prendre, pour ci, une fonct ion de oc, et il. en résulte
qu'il y a une in f in i t é de t ransmuta t ions fonct ionnel les qui, répondent
à la quest ion.

La dé terminat ion des t ransmutat ions fonctioni.ielles vér i f iant la re-
la t ion (3) revient donc à celle de la fonction ^(^), et Abel. a i n d i q u é ,
dans son Mémoire, la marclie à suivre pour trouver cette fonct ion .

I I I »

Je dirai qu 'une t ransmutat ion est additwe lorsqu'elle vérifie la re-
la t ion .

<^( u. +• ç>) =z Qu -^ 'G^y

quelles que soient les deux fonct ions u et v de la même variable oc.
Les transmutations additives jouen t un rôle prépondérant dans

l'étude des t ransmutat ions qui vérifient une relation donnée. Cela ré-
sulte de la proposit ion su ivan te :

TiîÉoptÈME IV. — r.Çx^y) étant une fonction indéfiniment symétrie/ue,
la recherche de îoutes les transmutations s c/ui iwifient, quelles que
soient les deux fonctions u et v, la relation

(i) S[7r(^ ,^) ]=9(^^^^) ,

où (fÇsc,y) est une/onction donnée, se ramène à la recherche des trans-
mutations additiçes.
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On peut d'abord remarquer que, îc(;r,j) é tan t une fonction indéf i -
niment symétrique, et si l'on écarte les mômes Ira nsîïni ta f i o n s ba-
nales que tout à l 'heure, ^ ( x , y ) doit êire également une (onc t ion
indéfiniment symétrique. Il existe donc, d'après le théorème I I I , deux
transmutations fonctionnelles A(^) et B(a) telles que l 'on a i t

(2) A{u 4- ^) = 7r[A(«), AQO]

et
(3) ,B(^4-t .Q.=y[B(//) ,B(r)] .

Ceci posé, soient u et (; deux fonct ions quelconques; posons

^:=V(^), p^r .Vt r ) ,

V(^) désignant la fonction inverse de A(^) , on aura
/ /=A(y)/ < > = A ( ^ ) ,

et, par suite, la relation (i) devient

^[7r(A(^), B(^))] .̂  9 [SA(^), ^A(^):],

ou, à cause de l 'égalité (2),

( 4. ) ^ A ( ̂ / 4- ?' ) == y [ <s A ( u' ),^ A, ( ̂  )].

Désignons, pour abréger, par sub ( ransmuta t ion définie par l'éga-
l i té

ÀÎ^==: ç;A(a),
on aura

(^=^V(a);:=;W,

et la relat ion, (4) prendra, la fo rme

(5) s^u^^)^^^^^].
Désignons enfin par ^.u la transmutation définie par l'égalité

' 1 . 1 1 âa=: î ï (^^)^

Q(z) étant la fonction .inverse de B(5), on aura

(6) ^ , ^ ^ = B ( ^ ^ ) , '
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et là relation (5) devient enfin

(7) B(^(^ / +^) )= :ç [B(cR^) ,B(< l R^)] .

Or, à cause de l'égalité (3), cette dernière égalité s'écrit

(8) B^O^d- P ' ) )= :B(X(^) 4-<î?l(y)),

ce qui entraîne
^l(^-+- (^mc'îW-j-A.t/.

La transmutation cR.^ est donc une transmutation additive. Or,
comme

^u=:SJ(u)-=Su\

et que
àu'z^B^u^,

on en conclut que

(9) ^-r=B(a.V(^)).

En résumé, pour trouver toutes les transmutations ç: vérifiant Ici rela-
tion (i), il suffira, après avoir détermine deux fonctions A ( z ) et B(-s)
vérifiant les relations (2) et (3), de trower toutes les transmutations
additives Siu. Les transmutations cherchées seront alors données par
r égalité (9).

Il est bon de remarquer ici qu' i l n'est pas besoin de connaître
toutes les fonctions vér i f ian t les relations (2) et (3), mais qu ' i l suffit
de connaître une fonction A(^) et une fonction B(/s).

Ainsi, par exemple, prenons la relat ion

( ï0) ^{U-^V)^:^U^V;

ici
A(,5)=^,
B^)^;

donc, toutes les t ransmutat ions vér i f iant la relat ion (:ro) sont données
par l 'égali té

^ s\.u(s u =: e y

^.u étant une t ransmuta t ion additive.



î4.4 c- îîûiniLET.

Considérons encore la, relation
(n ) Ç ' ( ^ P ) "= (^/ç'r.

Dans ce cas,
A(-s)==^ ¥(5)-:.^,

B(,^)^e3 ;

par suite, les t ransmuta t ions v é r i f i a n t l 'égal i té (i 1) sont données par

^["0^1^ n. ::rr ^ s- ,

^u é t an t t o u j o u r s add i t ive .
I lest bien c la i r que le théorème précédent ne comprend pas Ions les

cas de t ransmutat ions dont la recherche se r f in i ene à celle des t r a n s m u -
tat ions addil ives ; mais il comprend la généra l i té des cas on i l exis te
une relation entre sr.r, ^P et la, t ransmuée d 'une c e r t a i n e foncliou
composée de u et ^. (Test ce, b u t res t re int que je me suis proposé
d 'a t te indre*

Par exemple, les t r ansmuta t ions dé f in ies par l a - r e l a t i o n s u i v a n t e ,
qui ne rentre pas dans le type précédent , ,
( I % ) (^ ( U^ " ) :.::': U Ç' C 4- C?" I !

se ramènent cependant aux t r ansmuta t ions add i t ives . Cette r e l a t ion
s'écrit, en ellet,

Ç(.i{^) Ç ' l . { - Ç'^

U^ ( t ('

Si l'on désigne alors par ^u la t r a n s m u t a t i o n

, ç:uh ï { -:::. —i,

//,

on est ramené à trouver les t ransmuta t ions Su v é r i f i a n t la r e l a t ion

•S(w) ==: ̂ u 4" ^ P y 1

, ce qui rentre dans le cas précédent* On a
! ' ! • ^^r:=/a«^),

'et, par sui te^ toutes les transmutations définies parla relat ion (13}
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sont données par l'égalité
^u = M<fl(^l/),

où <yl est le symbole d ' u n e t r a n s m u t a t i o n addi t ive et ^ ce lu i du loga-
r i thme népérien.

,1V.

11 nous reste donc, en dernière analyse, à t rouver la forme géné-
rale d ' une t r ansmuta t i on addit ive. Je me bornerai , ce qui est assez
naturel, à rechercher celles qui sont uniformes, c o n t i n u e s et régu-
lières.

Etant données deux t ransmuta t ions ^ et <^, j 'appelle produit de
ces deux t r ansmuta t ions la t r ansmuta t ion <?(?, q u i consiste à prendre
d'abord la t ransmuée ^ ^ u , p u i s la t ransmuée ^ ' [ ^ i / / ] du résu l ta t .
On peut évidemment déf in i r ainsi le produi t de p l u s i e u r s t r a n s m u t a -
t i o n s et, lorsque toutes les t r ansmuta t ions sont i d e n t i q u e s , on au ra
a i n s i dé f in i ce qu'on pourra appeler u n e puissance d 'une I r a n s m u t a -
l ion . Ains i

G3^ r-r £[ (S (6/ / ) " [ .

II. f au t remarquer , de sui te , qu ' i l n'est pas du tout ce r t a in que les
facteurs d 'un p r o d u i t symbolique de t ransmuta t ions soient comrnuta-
tifs. Nous verrons, en-e f fe t , p lus loin, que, pour les t r a n s m u t a t i o n s
adclitives, on a, en général,

©(^)^(<^).

THÉORÈME V. — Le produit de plusieurs transmulaïions addilives est
une transmutation additive.

Car, si G et (̂  sont des transmutations additives, on a

ç?<^i (u + P) == G [<Si ii 4- ç-'i ^1 == G^i u 4- <î'<S'i p.

Le p r o d u i t de deux t ransmutat ions addit ives donnan t u n e t r a n s m u -
tat ion additive, le théorème est général.

ConoLLAinE. — Toutes les puissances d'une transmufation addilive
sont des transmutations additives.

An.n. de V Ec. Nonncile. 3e Série. Tomi;t XîV. — AVRIL 1897. K)
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De la proposition précédente il résulte encore ([lie les (mnsrnnialions
additi^es forment un groupe.

TirëoiŒiME VI. "- La somme de denoc Iransmiitalions additifs esf une.
transmulaiion cidditive.

Ceci est évident, car si l'on a

Ç ÇH -4- ^ ) :.,•:,: (7 ff ..^ •(:; ̂

et
ç;i ( / / + c)111:1:.:.:1 ç:i if, + ç1;! (',

et, si- ron pose
>i // ::::: Ç II -1- Ç:i ( / ,

on a, en ajoutant les relations précédentes,

^ ( / / 4- ( 1 ) ==^/ / "4" ^i1.

TIIÉOÏŒME V1.1. — f)a/iff loide i r cuis rmi lotion addiiive^ Ut imns/nucc de
^éro est ê^ale à zéro.

Car si, dans la r e l a t i on
^(^ --h 1 ' ) .:,:;; Ç. U -}••• Ç',\^

on (ait e = o, on en t i r e
Ç.- { / 11::1:':: Ç1' // -}•- ?,.(.),

d'où
ç'.o -::: o.

TiïÉouÈAŒ VHI. — Gu clani une irausmutiUion additwe, n/ii/o/'/ne,
continue et régulière el C une con^'fa/f/e arbitraire, on a

^(Cn) -•:::(: ̂  ( / ,

La proposition (îst évidente lorsque C est lin nombre* ent ier positif,
car ? égalité

Ç'f { ( ...,.i... {f .^.. ( f 4... . . , ,.^ (f •j .,..;: ç'^/ ,̂ ,. ç-^ ,,F ^ ^ ^ ,̂ , ^ ^

donne
ç . { n i ï i ') ::.r: /n ?"^.

En remplaçant, dans cet te égalité, // par u^ on en coneint
A. , ?^ I. ^^ ! 1 1 1 1 • • 1 1 •

n i(t — :•-::: -..-. ç' a
/n fn
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et, par s u i t e ,
Ç, L- U ~= — <? D {f == " - ^ r / .

m m m

Ceci prouve le théorème, lo r sque C est posi t i f et r a t ionne l . .La trans-
m u t a t i o n G é tant , par hypothèse, c o n t i n u e , la proposi t ion s 'étend,
i m m é d i a t e m e n t , au cas de C positif et i r r a t i o n n e l . Car, soit a^ un
nombre rationnel ayan t pour l i m i t e le nombre i r r a t i o n n e l C, quand
m croî t i n d é f i n i m e n t ; on a, a,,, é t a n t r a t i o n n e l ,

( ^ Ç a ^ u ) == w.,,^n

et, à la l i m i t e ,
1 i m ç. ( a//, u ) = È [ H m ( a//, a )] == 1 j ni [ a//, Ç u ],

c'est-à-dire

on conclut

G(Cu') := C ç'«.

Enf in , de l 'égalité

Ê' ( C u ) "4- (r (— C //) 3::: C" ( C (f — C K ) =:. Ê o •:': o,

S ( — C a ) -=: ~ ̂  ( C u ) •:= --" C ̂  / / ,

ce q u i é t ab l i t le théorème lorsque C est réel et négatif .
La propos i t ion est donc vraie lorsque C est un nombre réel quel-

conque; il reste à la prouver lorsque C est i m a g i n a i r e . Or, on a

^(a 4- bi) u = a^ft 41- b^iu,

pu i sque a et b sont réels; il reste donc à prouver que

^.ift -^. i ç" //.

Posons, à cet effet,
>» d zzi ̂  u —! — Ç.in •

l

nous définissons ainsi une t r ansmuta t ion , qui est év idemment addi-
tive, uniforBie, con t inu .e et régul ière comme sa. Je dis que cette
t r ansmuta t ion est i d e n t i q u e m e n t n u l l e , c'est-à-dire que l 'on a, que l l e
que soit la f o n c t i o n //,

§ II == 0.
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S'il n'en étai t pas ainsi, on aurait

S (a +• i h ) u == Ç;Y/// — -ç aia •M- ç (bu — -r ç':(— /^
^ v

ç^ ^..I-çï ̂  — ̂  ç^ | r ̂  — •-. (̂  ///^L ^ J 1
== (a — lh)^ «.

Celte transmutation §^ jouirait (lonc de la propriété que

.S(C^) :=(7.s^,

(7 étant le nombre imaginaire conjugué de C. UÏK:; tollo transmutat ion
addit ive, uniforme, continue et régulière ne saurai t exister sans être
identiquement nulle. On aurait, en eiïel,

1" (f ( ,y .+. /{•\ —.. // ( ̂ y" i .. / . • <^ ,,^,.._..,,...^^^^ —: ̂  |̂  ̂  // ( ,r .,̂ ..,.., // ) ,..-.„.,.. >> // ( ,r j J,

A' é t a n t le nombre imaginaire conjugué de A, et l'oïl m t i r e r a i t
• ^ i t ( x + //) ~ .S//,f.r) h' , '"^r^ -h À) — H ( a ' ' } " \.__^^^^^^^^^^^^^^^^ .̂,,....,.-̂

Or, h! et À étant imaginaires conjugués, si l'on désigne par a l'argu-
ment de h ̂  on a

" ! ^^ ,....^
h l • i i • • i / • • •î

et , par suite,

^u(,r -h h) — >i f./.(^) n ( .r -"f- II " ) —•• a ( .r ),...,.,.....„. ,...,,..........,...,.,̂ ,,..............,̂ .,

I,.orsque A tend vers zéro d'une façon arbitraire, h» transmutation
étant continue et u' { x ) désignant la dérivée de la fonction régulière

u(x), s\ ^-'z—^^^^^^ a une limite qui est^/(;r). Le facteurs 2/a

peut avoir telle limite qu'on'voudra, de même forme, ou même ne pas
avoir délimite, suivant la manière dont h tend vers xéro; il en résulte

, ,. ' , , ̂ u(,T^ /< ) —M ^ u ( ^ ) , ., . p . , ,.que .le 'quotient .—.---- ri a u r a i t pas de l i r r u t e , que la fonc-
tion transmuée sa(x)ne serait régulière pour a u c u n e v a l e u r ' d e a'"1 et,,
e n f i n , que la t ransmuta t ion ̂  ne sera i t pas régul iè re .
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De tout ceci, il résul te que l'on à
]49

S u == ^ u — -T (̂  /</ =-' o,
i

c'est-à-dire
<r ^/ == /(.) ^

quel le que soit la fonct ion u.
On a donc bien

(^(a. -}- bi ) u •== a ̂  u -+• b <S lu •=. ( a 4- bi) Q u.

V.

Les propriétés que nous venons d 'é tab l i r , pour les t r a n s m u t a t i o n s
addi t ives , nous c o n d u i r o n t m a i n t e n a n t r ap idement au. bu t .

THÉORÈME IX. — La seule transmutation additive^ uniforme, continue
et régulière telle que la transmuée de toute puissance entière et positive
(le la variable ,z", y compris a?0 == i, soit égale à zéro, est la l'rctnsnnUa-
lion Cfiii est identiquement nulle.

La t r ansmuée de tout polynôme ent ie r sera, en effet , égale à zéro.,
car

<s [A.o x^ -}- Ai ̂ w-•î -4-. . . -(- A^-i x -i- A^ ]
= AO ̂ ^//; -4- Ai (S\z^"-1 +... -+• A.w.^i ̂ v + A-rn <? h

et, puisque
©.'Z-'" == (^.r^"'1 == . . . •= Ç',2' ̂ : Ç? l ^z 0,

il en résulte que

£ [A(, ̂ /;i 4- Ai ̂ -1 - {" . . . -h A/,,-.i ̂  4- A,/, ] =•= 0.

Soit alors u une fonction régulière au voisinage de x == .z'o,

// •== r/o -f- ai ( .:r — XQ ) -+- ^â ( ̂  — ..yo )2 + , . . 4- €i,^ ( x — .TQ ')m 4-.. .,

et posons
?/» (.̂  ) == ^o ~i- ^i (^ -— ^'0 ) 4- ... 4- ^//, (..r — ..ro î^" ;

9w(^") é tant un polynôme en t i e r en .r, on aura, quel que soi t m,

^:9^(^)=:o.
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Faisons cro î t re m. i n d é f i r m n e n t et l'on a u r a , p u i s q u e la t r a n s m u t a -
t i o n est c o n t i n u e ,

ç• n = ç. [ l im9 , / / ( . r ) ] = lirn ! ̂ ç^( .y) j = l i i n ( o ) —., o.

La t ransmuée de foule fonction régu l iè re u est donc égale a zéro.

Tm^orŒME X. — Toute transmutation adduiw, {f ni forme, continue ci
régulière efft donnée par la formule

ç. ( { r,:: y.^ ff -•h ai // / "4- y-i ̂ + .. . •-•{-"• y',n ( ! { " ' } -4- . . .,

où y -oy a,, a^, .. ., a^, .. . désignent des/onctions régulières et //, //", .. .,
/^m), ... leff dérivées successives de la fo ne/'ion régulière n.

Soit, en ef ïel , ^u u n e t r ansmuta t ion a d d i t i v e , u n i f o r n H * , c o n t i n u e ^i
régulière. , D é t e r m i n o n s u n e (onc t ion a^ de ;:r, le l ie <|ue la d i l l e r e n c e

(7; f/ .»».. ^^ ff

s ' a n n u l e pour u •== î . On devra avoir

^ "r; ^ l .

.Déterminons ensu i t e n u e (onc t ion ai tel le q u e » la d i l lerence
Ç: // .„.„, ^^ f/ ̂  ̂  ff/

s ' a n n u l e pour a = x, on aura

y^ :r:; ̂ .r --- ao ,.-r* ;:r: ^,,,^" 1 1 1 1 - 1 1 - .^' {?' î ;

et l'on p e u t remarquer , de su i t e , que cette d i t ï e r e n c e s ' a n n u l e encore
pour n == :i;.

De même, chois issons une fonc t ion a^ de f a ç o n que la, d i f f é rence
<7 (( — ^ // — (%^ ^/ .»..„„ ^g ^//

s 'annule pour u == ,r2, on aura ^ : , !

1 1 , ^,=^j^,-r2-

0 U , ! ! ! , , , ,
1 - ' ' ! ^ oîa •:= —— j ^.r2 — 2^ ̂ :r .+" .r2 ̂  î j ;
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et ce t t e n o u v e l l e d i f î e r ence s ' annulera pour
//, r:r l, // =: ,r, //, r= ,r2.

En c o n t i n u a n t de la sorte, on déterminera une sui te i n f i n i e de fonc-
t i o n a^, a,, a^, .. ., a///, . . . , et l'on a u r a , en général ,

/' 1 \ f/ -—— , } /7 /./// ,.,,,. ( 1 l .7. /7 fi/Il—î 1 _ fâ y,2 /T- y,/»,--2 -)— wf)i ^ •» (U ; C<^, ,.-,..... ••—1-^ j C',,X — l^,/..-/: (/.,./. -+- 1.̂ .̂2. (,'...Z, . . . JZ .,/, ^ l , ,

(^^, (.^^, . . . é t a n t les coef f ic ien ts h i n o m i a u x ,
Cons idérons alors la série,,

rS ( ( ::::,: %(, // 4- ^i / / / 4" 'y"2 f f ' 1 + • . . + a,/; //.^'^ 4". . . ;

pour fo is te fonct ion régulière a qui rend celte série convergente, cette
égalité <.létinil nne transmutation additive, uniforme, continue et ré-
gulière. D'après la manière înêrne dont nous avons déterminé les
coef f ic ients a^, a,, y.y, ..., la transmutat ion

est une transmutation addi t ive, uniforme, régulière et continue, tel le
que les transmuées de î , .r, .r2, » .. de tontes les puissances entières
et. posit ives de x soient égales à zéro. On a donc, identiquement,

ou
^ // —1" fS // "=: <•)

<£// :=. ̂ / / .

IDonc, î)our tolUe fonction régulière //, qui admet une ircî.nsfnuée ça cl
flu! rend la ^rie ^u convergente, on a

ç, n :.':::: ao // 4- y.i a' ""h ̂  n " 4- ... 4- (y.m ^ i l m ) H~ • • * *

l îemarquoî' îs, de suite, que la série rS^ sera évidemment conver-
gente lorsuue u est un polynonK1 entier et que la proposition précé-
dente supplique à tout polynôme entier.

Supposons, maintenant, qu'il ex is te une (buetion u, régulière dans
le voisinage de .x- == ̂  et ((ni admet te une transmuée ç^sans (jue y>n
soit conversentc. Soit^

U •=. CÏQ + ̂ ï. ( ̂  — '̂i, ) 4- ^2 ( X •-••- ^'u ̂  •+• ' • ( ••+" a^ ( ̂ 1 "•"- ^o ) 1 1 1 • + • • • •
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le déve loppement de u, et posons

9^ ( .:r ) = ao 4- r/i ( .r — .z-u ) 4-. . . 4" n•m ( ̂  — .̂ u ) " l .

^/,/f.r) é tant u n polynôme ent ier , on aura
î^(.:y) ==^y^(.r).

Faisons croître m i n d é f i n i m e n t , la t r a n s m u t a t i o n ç. é tan t , par hy-
pothèse, con t inue , ^<p^(^) aura ponr l i m i t e B^, et i l en résol te q u e
^o^(^') aura aussi 'une l i m i t e qui sera la même- On penl donc écrire,
dans ce cas,

ç:n = lirn[>iîp/,/(^)]*

Donc, en résnrné» on peut dire que dans tous les c'u o/i a

ç. u =:: au u 4- ai u1 4" a^ u" 4-. . . 4- a^ n.( m ) ••••h . . .,

avec celle précaut'ion de contenir gué, dans l e ' c a s où la série du second
membre nest pas convergente, mais où ^ 'p^(^) a cepe/ulani une linufey
ç"u. désigne cet le lirnile.

Désignons par OoC^)» ^ < ( ^ ) » o,^(^)» -• les t r ansmuées de i , ,r,
.z"2, . . .; i l résulte du théorème précéden t q u e la conna issance de ces
f o n c t i o n s s u f ï ï t a caractériser la t r a n s m u t a t i o n a d d i t i v e * Posons

•^ a =: a, u 4- al u1 4- ̂  ̂  4-. . . •+ alft ^ m} 41-1....! a! m\

De l ' éga l i t é ( n ) du tiléoreme précédent i l r é su l t e que l 'on a

^rrr G.)(,, rt^ :̂: r,^ — ^'^D, ^y, "w- ^h """""' ^•'^h •••"1- ^l"a^l)(, ;

d 'une manière générale, on aura

a,^(,)^ — (^,y6),//-i 4- Clz^^m •2+ * .. =î: <1^1 1 a^^ wi ±^m^„

ce qui peut s'écrire, d ' u n e manière symbolique,

a^==(^)-^)W, .

à condit ion de remplacer, dans le développement de la puissance sym-
bolique, les exposants des puissances de (s) (même dans la puissance o)1

par1 des indices. 1 1 ! , ,
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On peut donc écrire, symboliquement,

(2) ^u = G)^/ + (fx) — ^)<1 ) ̂  + (c.) — ^)(2) ̂  4- . . . + (r,) — x^ u^ +
1 a l ' W ! ' '

Application 1. — Toute substitution est une transmutation additive.
Appliquons à cette transmutation le théorème précédent.

Soit: o)(^) la fonction qu'on substitue à x dans la fonction u{x'y
On aura, ici

^ r :,:= (, .̂r rr: M(», ^^-= [^(.r)]2, . .., ^.c-^rr: [u(^)Y\

Dans la fo rmule (2), les puissances symboliques se transforment
en véritables puissances et l'on a, par su i te ,

(3) ^(o.)(.T)) ::::: (̂  •::,::: /. + (,,)(^) - ,r) ̂  -h (,)(^) - ̂ )2 ̂  +...+ (^(.r)-.^)"^-

(.îotte (brmule se déduirai t d'ailleurs, très s implement , de la for-
mule de Taylor*

Application ,/A — D'après Biomann (^ ) , la généralisation de la no-
tion de dérivée^ étendue à des dérivées d'indices fractionnaires et né-
gatifs (un peu particularisée de façon à la rendre uniforme) , conduit
à poser

.^S)a^^ ...JL[W±JL-̂./, ^x^-Z^^m-f^^^_^ ,
m :=: 0

le développement de u étant

La dérivée D^a (a entier, fractionnaire, positif ou négatif) est une
transmuée add i t ive à laquel le nous pouvons appliquer le théorème X.
Ici, on a

,, r^- J:l̂ ±^^a^"'^'^"•"'^(m+i-a)^ 9

( 1 ) Voir OEuvrefî complètes, édit, WBBEÏI et Ï)KÏ)EKÏNÎ), p. 33ï-344; ou J. HADAMARB,
Tlièse de Doctorat, p. 55 et 5(L 1 ! ! , ! , ,

Ann. de V' Èc\ N.or m'aie. 39 Série. Towe XIV. — AVRIL 1897. 201
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Fêtant, comme d'ordinaire, le symbole de la fonct ion eulérienne de
deuxième espèce. Le coefficient de •/— dans le développement sera
donc

^-a f^J^ + 1)^.^ fi «Eî ^ 4,, ̂  ̂ (m^- »... -.-h (- l )- -^^^^^
Lr(m+i-"a) ^(m-a) ' 'J/M T(M ~ i ~ a) ' / r («"a)

ce qui, en tenant compte de l'égalité

T(m 4-1 — a) := (w "- a) (m — a — i) (w ~- a ••••-" ^) ... (ï • • i i i a ) r ( ï 1 1 1 - ^),

s'écrit
(rn — ï — a) (^^ l̂2 :̂̂ ),.'; ".(.̂ "̂ i.̂ ir".,̂ } ->../^.11.

r(w 4"ï •-- «J
/— iv" r̂ rr .̂ ...rz»̂ .:_̂ ^—ri:..;.̂ i».,. .r^'11'1^.^ 1 / "'"""1"' " 1 ' r/»^ -j- ï ...,̂  ^ ^

On arrive donc à la formule suivante, applicable pour toutes bs
valeurs de a,

, ^ x^ ^ (^»-m+ > ï ) (a -m+a) . . . (^ . . l l - I )a „^ / / ( / / / ) ,(4) DS^ == ̂ 7^^ ^ + ̂  __^^^^^ ^^..^-.
w. s 1

Lorsque a n'est pas un entier positif, aucun des d i m o î n i n a î e u r s
n'est inf iniment grand, et l'on peut écrire ceci sous la forme plus
simple <»

t v"^ /y ''y* ̂ ' '''''" ̂/ ^ \ Da./ „-,- ,.,..,.,,...«,̂  Y f_ ïV/î .̂ ?,,,,,.̂  . ±».,-.,...,.. //(//O(ll);' •'^^-•-l^î-a)^^ ï / a -m mî
/w = o

à condi t ion de poser
oî :=• ï et //^1) )— //.

Ainsi, pour a == — ï , on a
w

/"*'r .̂-.n, ,,yfW»4"l

S( ••- '
M;;S30

D.̂ rr:: < ^<&:= >.(— l)^ ——————^m!^3C J^ ^ ) ( W 4 - î ) î

Plus généralement, p intégrations successives, avec o pour l i m i t e i n f é -
rieure, donnent

f V"̂ < T '•ytflï"'['"p;lVa== "——,. y (- î)7" — •— —7- ̂ ^L^ ( p — i ) l Àuà^ ' -m^p m\ '
w =<ï1
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Application I I I . — M. J. Hadamard, dans sa Thèse (p. 58), examine
les transmutations définies par l'égalité

Ç)U^V)-=. f { ' ( £ ) li{tx) dt,
JQ

où ^(Ï) est une fonction régulière donnée et où. l'intégration est effec-
tuée le long de l'axe réel des x.

Cette transmutation est additive, et Fon a ici

r,)o r ( 9{t)dt, &)i.==:.r f tv{t}clt, ..., î,)^^:^^f ^wç ' (^ )^ .
fc 'O ^o ^ O

,Le coefÏicient de ^-T- dans le développement de la transmutation
est donc ici

^m [ f \ ^^ (^ )A-c^ f l^i^{&)dt^...-^(-ïyn ( ^(Q^
| ^o * o l ° J

^^m f ̂  —i)^^(^)^.

^o

On a donc
«s . ' , 1

P;M;--r V.^»"^- f (t-^vÇ^dt.

m •sa 0

Le développement de D^a n'est qu'un cas particulier de celui-ci,
car on a, lorsque a n'est pas un entier positif,

x^ BS •ii == F——. f ( x — ^ y""06"1 ̂  ( ̂ ^ ) dt.

II. suffît donc de prendre
^^(i-^)-^1,

et l'on retrouve le développement (5) précédent*

VI.

l./expression générale d'une transmutation additive peut être mise
sous1 une autre forme., qui, est souvent utile.
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Soit
Qu == a,u -h ̂  U'^ -^ ̂ 4-. ..-+•- ̂  ̂ )4". . .,

i 2 1 rn \

où ao, ̂ , <2a, ..., a/^, ... sont des fonctions régulières données de lu
variables. D'après une proposition de Cauchybien c o n n u e » on a

. . i r u ( s ) ,
if ( '"y* \ — ___ 1 —1 _— il w
Ctf i <-<./ / .-™~- ——~ .̂—«» • •-.. -.»««™« I,,<»A>«

ïm: J^ z — ,z*

if/ \ '^' / —t-' "••—.•--"• B • " • • • — " • — — — Ci^i
'21,71: J (^~,y;)2

«(^)/ .A_ m! f r /(^)
^ (^)-^/^::^^^^v^Fr^

toutes ces intégrales étant prises le long d'un. contour ierrné (.',1, à l'in-
térieur duquel lafonction u ( z ) est régulière et en tou ran t le p o i n t
z == oc.

Posons
.S,,, u = a^u 4- al u' -h . . . 4- a^ u^"^

on aura
^--^f^M,—}^

^<fc7t.(/rt •̂  ^^ «'<•'• \ ^ •"""""" «^-/

en posant
( / ï \ ^1 ^"
'^w ^, -;———. = «o 4- ——— + . . . 4-".r/ z — x (s'—.r)^

Faisons croître m indéf in iment ; on aura év idemment , pour toute
fonct ion u(x) rendant la série ^u convergente,

(i) (̂  W = ̂  lim g f^M ̂ , ̂ , ̂  \ rf,
''''(-/<. ? ^/-.t -i»» """•"" »^ \ ^w •w*" t^y

II y a évidemment 'un, cas très intéressant : c'est celui où, quand
m croît indéfiniment:,

^ (r _1—\^•^'^«^ ,

engendre1 une série convergente. Soit, dans ce cas,
(! / ! t 1 1 Ûî 1 1 ^A1

<|; (^, ̂  ) = a,, -i- ——— + —_?—, +...
: , A>1 •"*«>- n̂ , 1 \ A/ "~~— ,̂ , )



SUR LES OPÉRATIONS EN GÉNÉRAL, ETC. 1.57

cette série, on aura

(2 ) ' ^ u : T r u (s) . , . ,^j.-^^5)^-3 l TT J^ Z — X

II ne faudrait pas croire que toutes les transmutations additives,
uniformes,, continues seront définies par une relation delà forme (2).
Il peut exister des transmutations telles que la série ^(^,^) ne soit
pas convergente et cependant pour lesquelles, en choisissant cowena-
blernent Ici fonction u, il existe une limite pour le second membre de
l'égalité (î). Ainsi, dès que u(z) est un polynôme entier, i l , y a tou-
jours une limite, car les intégrales

r ^).^ .^^,^^^^
^

sont toutes nulles des que k est supérieur au degré du polynôme u ( z ) .
Par exemple, la, t ransmutat ion

/// «'f u!" H^
^ H = — 4" — -4- — -h, . . 4- ——— 4-. . .l 2 3 m

est de ce genre, car la série
ï ï î 21 ( m — i ) !

'H^ ̂  = ï-;:̂  + (T=^ + (T^ + < • •+ (T=-̂  +- • •

n'est jamais convergente, quel que soit z. Cependant cette transmuta-
tion fournit une transmuée pour un grand nombre de fonctions, quoi-
que pas pour toutes les fonctions régulières.

Si, dans là formule (2), on prend pour ^{x, z) une .fonction régu-
lière de s dans tout l 'intérieur de G, on a

^u-=.^{ûc, x).u{x),

et l'on obtient l 'unique transmutation ^ddhhe fonctionnelle, qui con-
siste à multiplier la, fonction u par une fonction fixe.

Prenons encore, comme exemple,

^(.y,^):
x

y
S — û>(^)
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le contour G é tant choisi de façon à envelopper le poin t w ( x ' ) , on
aura —-^-^ •'""["("-"•
et l 'on retrouve la substitution de û)(,z?) à «r.

L'intérêt spécial que présentent les t ransmutat ions de la forme (2)
est qu'elles fournissent une transmuée pour toute fonction u régulière
dans un certain domaine. Ceci résulte du théorème important que
voici :

THÉORÈME XI. — La condition nécessaire et suffisante pour que la
transmutation

^ u = a, u 4- ̂  u1 + ̂  u" 4- . - . 4- ̂ j u^ ̂  . . .

fournisse une transmuée pour toute fonction u régulière dans un domaine
de rayon p autour du point x^ est que la séné

^ ( ,z, . ) = a, + -̂ , + ————— ..+-.. . 4- ,-,^—— 1 - . . .^ — j. [^ — a.) {^ --- .̂  ;

soit convergente pour toute valeur de s telle que

| s — .y | =: p.

1° La condition est nécessaire. Supposons, en effet, que la trans-
muta t ion © fburnisse^une transmuée pour toute fonct ion régulière à
l ' in tér ieur du. domaine de rayon p au tour de aï, elle devra, en parti-
culier, en fourn i r une pour la, fonction ^—-•> où, s désigne un para-
mètre, lorsque z — x\ == p* Or, pour cette fonc t ion^ on a

^jè-y ^= j^1^ 1 •-.. ^(-)=^^^^^

la série
r i î \ — ao ! ^ ai i. ' ^ amQ î »^———. _„ ^———. .4..- ,-.,«..—,.,,,,,.».̂ ^̂  .,4.,-,, . . ..4». ..,_-.._,.,,... ^y w ^ — ̂  1 (s — .y}2 ' * " (̂  — .-y)^-11 ' ' *

et, par suite,
^{x, s) ̂  {z — ^)© (—I~)

\^ — .z-y
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devra être convergente pour toute valeur de z telle que

.2° La condit ion est suffisante. Car si elle est remplie, la série ̂ (x, z )
sera convergente sur le cercle C décrit de ce comme centre avec p pour
rayon; si la fonct ion u(z) est régulière dans ce cercle, on pourra,
pans la formule (2), prendre le cercle C comme contour d'intégra-
tion et toute fonction u ( z ) , régulière dans C, aura une transmuée
donnée par l'égalité /̂ +(,,„.-

J^ ^ — .Z2m: J^ z — x

Je d i ra i , dorénavant, qu 'une transmutation est complète clans .un
domaine (le rayon p ciu.toi.ir du point x^ si elle défini t u n e transmuée
pour foule (onct ion u régulière dans ce domaine. Le théorème précé-
dent donne la condit ion nécessaire et suffisante pour qu ' i l en soit
a i n s i ,

Dans lo cas spécial des transmutations à, coefficients constants, c'est-
à-dire dans lesquelles les coefficients Oo, a^ ci^ . . . sont des •con-
stantes, i l est bon de remarquer que, si la transmutation est complète
dans un certain domaine de rayon'p, elle est complète dans loin autre
domaine de même rayon. On peut, alors, énoncer le théorème XI de
la façon suivante :

Pour qu^une transmutation addit'we,. à coefficients constants,

^u^a.u^r ^^4-...4- ̂ ^)+... • , ,
I fUl

sou complète clans tout domaine de rayon p, il faut et il suffit que la
série

y ( /• ) = OQ + r^ r 4- a^ r2 -+-. .. + a^ r^ -+-...

soit cowerge'nte pour toute valeur de r dont le module est égal à - •

Dans la suite, nous ne nous occuperons plus que des transmutat ions
complètes, les seules vraiment intéressantes.
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Exemple. — Appliquons ce qui précède à la transmutation

.y .'y12 <ï;3
u dx == — //. — — u 1 -h —, u1 — . . . ;fu dx == —i a î 3 î

on a
y.^^^—..r) + ?l ^ - — ^ a(.5—.z')8 3{z—xY

La série entre crochets est convergente si

donc, si, l'on prend pour le contour G un cercle de centre 'v tel que
l'origine 0 soit à l ' in tér ieur , on a

^(^):=(5-^K

et, par suite,
f u dx ::= —— f u ( s ). ̂  j -^— 1 rf^.

Jo ^7T.^ l5-^,.,.!

v i r .
J'introduirai, maintenant : , une notation nouvelle pour désigner'une

transmutation additivc, notation qui nous rendra, de grands services»
Toute transmutation additive, à une variable, est de la forme

c/.i du a^ (P u. a., d'1 u
^ u = â?o ̂  '-+" - — •+" --î -r^ -1-- ' • - -+" — ",— -i- . .. -i d;x 9A dx^ ni dx'1

Ceci, peut s^écrire, symboliquement,

/ a^ d a^ d2 dn d^ \
^u = ao+ -î ",- 4" - —, 4-. . . 4-. — -7— -h1. .. ) f(.,\ i dx 2! dx^ ni dx^ j

ou, en posant

/(
a, ci,) , a,,

S E , 3 ) = a, + -Y S -i- ^ 32 -+- , . . -) - ^ 5" -1- . . , ,

ç , , — — — f f r rf-^/Cu,^J^.,-^\,,.
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La fonction /{oc, .s) de la variable z, régulière au voisinage de z == o,
est ce que j 'appel lerai ^fonction opéralive de ' la t ransmutat ion. Des
qu'on connaî t cette fonct ion , la t ransmutat ion est parfa i tement dé-
finie.

A ins i , par exemple, la ' fonction opérative du, changement de x en
( 5 ) ( x ) est

/(..r, G) rr:^^-^;

el le est de la (broie r^, g é t an t une fonct ion de x.
lya i l leurs , réciproquerneïi t , lorsque la fonction opérat ive est^, la

t r ansmu ta t i on n'est autre chose que la subs t i tu t ion de x 4-^'à x.
A v a n t d 'é tabl i r les propriétés de ce symbole opératif , nous démon-

t rerons le théorème capi ta l suivant , qu i restreint la forme de cette
fonction :

Tiuî(mÈMK XII. •••-" La/onction opéraliçe d'îi/îe fju/zs/nuUUion culdi-
//iY?, (mifonnCy continue et régtdiêre, qui esl. couiplete dans un cerîcdn
(fon'iûine UlUonT dn point /r, e^l, pour ceU.e 'valeur de .T, une Jo/zelion
/./un^cc/idanle entière^ de la variable z, de ^enre i, ou. o.

Soit, en effet,

/• (.^ s ) :-::::: a, 4- ^ -^ 4- ^ ̂  ̂ .. . 4- ̂  ̂ t +...* i y ! m. \

la fonction opéralive d 'une telle t r a n s m u t a t i o n »
D'après le théorème XI , la série

^(, 4-- ^i -3 4- ^a ^ 4- . . . 4- a^ z ' 9 1 4 - . . .

sera convergente pour
^ ^,

p étant le rayon du doma ine de régularité autour du point x.
Il en résulte d'abord que la série /(^ s) est convergente pour

loule valeur de s et, par suite, que/(^,s) est une fonction transcen-
da îi te entière* , ' ! .

En second l ieu^ on eu conclut que, si l'on .désigne par £ un nombre
^nn. de l ' K o . Normale, 3e Série. Tome XÏV. — MAI 1897. ^E
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positif, d'ailleurs aussi pet i t qu'on voudra, on a, p o u r w suff isamment
.^•rand,

A^'L^^
(p+Ê)^

par suite,
\a^\ ̂  ^ P + e ^ .

/// ! ^ /// !

Soit, d 'aut re part, Y] un nombre posi t i f que lconque , on aura , pour
m suff isamment grand,

(p..,.l, £)^<(/^.!yn,

et, enfin,
am 1 .„-- î

m 1 11"'>" ( / / / 1 ) 1 - " " 7 ] '

Cela étant, rappelons le beau théorème que voic i , démon t ré par
M. Hadarnard ( t ) :

« Si, dans une série entière en s, le coefficient de ̂  fudt par renier
moindre que

»........̂ ..,,.,,.̂ ,
(m\f

/a fonction est de ^enre moindre que À, lonque A n est pas entier.

Or, ici, le coefÏîcient est plus petit en valeur absolue que

r
(T/ny111-^'

on a donc

î "-" •n

et, comme Y] est un nombre positif arbitraire, aussi pet i t qu 'on voudra,
la fonction /{x^ -s) • e s t 1 nécessairement de ^enre i ou o.

( 1 ) J. HADAMAKD, Etude sur les propriétés dca fonctions cntiên^y et,c,l(</r>«/•7W/ •de- Ma'"
thématiques pures ^'Inappliquées, 4t''sério, l. ÎX, p. 17^ ; ïSg'î).
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Le symbole opéral:i.f/(^,,c) jou i t de propriétés semblables à celles
des symholes/)pératifs analogues dont on se sert depuis longtemps
pour désigner le premier membre d 'une équation d i f fé rent ie l le li-
néaire .

•le me contente de les énumérer.
î 0 u et v é tant deux fonct ions quelconques, on a

") /(•'..^(-—-./-(-.^"•^(.'.s)-
C'est la traduction du ta i t que la transmutation est add i t ive -

2°

(., /(^)c.,^./(^),,,

C étant une constante a rb i t r a i r e .
'i" Désignons p a r / ' ' ( x , z ) , f " ' ( x , z ) , ... les dérivées partielles de

f{^, z ) par rapport à s.
De la fo rmule de Le ibn i t^ , bien connue , qu i donne la dérivée ./n"'1116

d/un p rodu i t , on dédui t alors celle-ci

c,, /(.-,^)--./(..,,'.)»..^-(..,^)»^,^/-(.,â)".-...
-^/""(-.s)"--

qu i s 'appl ique aussi dans le cas a h / ( x , s ) est un polynôme en z et
est, comme on sa i t» d'âne grande uti l i té dans l'étude des équat ions
d i f f é r e n t i e l l e s l inéaires .

4° De la f o r m u l e (3) on d é d u i t a isément la formule qui fourni t la
fonct ion opérative du produit de deux t ransmutat ions .

Soient, en eflet,.,,=/(,,̂ ),,,
^. a ::::::;: cp ( ,r, ^ ) // ==: ce. {(. •+- ^i a' ~1- 0^ i^ •+•. . < "t1- ^// ii^^ ~î~. . .

• V dx )
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deux t ransrnulat ions, on a

ç [(^ // ] = f(x, d-} [>„ // + ̂  /// -h ̂  /^ +. • . 4" a/, ffC1^ + ... ]

,/ d \ dy.^ .Y </ \ ï ^^a,, .,// ^/ \
=-- ff•n•\x' ̂ )lt -'- ̂ V'^)/( -t- ai ̂  ̂ ^ '^J / / 4--

/ d\ , dy., ,,( (t \ , s f/^y.t ,„/ d \ ,
"- c(' •^•' ̂ } " + ̂  ̂ \•r' ̂ r) " + .1 ̂  ̂  (•T' ̂ } " -'• - • •

4-^/^,-^^+^V<.^^)«ff4-- l,Ç^" \ dx / d.v \ ! r/,.r/ 1 9.1 d.v" \ </,^/

- 4 - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - . . . . , . . . . . . . . . . , . . . . . . . , - . . < . . . . . . .

Soit ^(,ï, 5) la fonction opemllve do t'a t r a n s n î u h i t i o î i ^ [ ( ' " i ^ J , on
aura donc

t / . /,/ , rf^o à „ , , ï d^y.^ à'1 „,.+(,t,,)=..y(.,,,)+^!g^(,,,)+^ ,̂ .̂A.,, =)+...

-"-^."-^^^(-'^•iS'â^^^'-

-'•«•^'-'•^^/^"-'-^S^/-.-"-
-h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ce ('(ni d o n n e enfin
, / , / . ./ \ ^ àf \ ô^ ^f ï à^^^f^x^-^ .)./(.^.)+ ̂  ̂  ̂  ̂  ̂ ^+...+^ ̂ f ̂  ...î .,

Désignons '^(;r,^) pi.it'
[/•?3(^>-).

on aura, f i na l emen t , la formule su ivante pour le produit , s y m b o l i q u e
des deux t ransmuta t ions /e t y, ("n commençant par ç,

(4 ) lY.^I ̂ ,s) - î /+ ̂  ̂  4.- '- ̂  âîf + + ' - ô " 9 ()"•f ï.'. ï / Ly-f.n,^^ ^•y r ^ ̂  i ,̂  .̂, ̂  ï ... ï ^^ ,̂, ̂ ,, -t ....

On aura i t , de même,

(5) i9./i (.r, s) -,. /+ ̂  ̂  + .L ^S d2/'. + .,. L ô" ̂  ̂ t ..,.
' l•• r• /-K•' '^ - ^ J t ^ ̂  ' 2! (^2 ()^^ • • • 1- /J ̂  ̂ , t - - - - -
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Ces fônTiules (4) et (5) pourraient elles-mêmes s'écrire symboli-
que in eut

(4 ) [f.^^.^:f^^^^^^^^f

et

(5 ) [9./] (.:r^;).=/^+ ̂  .) y=o (.^4- ̂ y.

On o b t i e n i donc [/. ç] (.r, s) en prenant la t ransmuée de ç, considérée
comme f o n c t i o n de .r^dans la t r ansmuta t ion don t la fonct ion opérative
est f{x,z 4-/); ou en prenant la t ransmuée de /, considérée comme
fbnc l ion de ^, dans la t ransmutat ion dont la fonction opérative est:
ç(.r 4-- /, s), l é l an t le syîi:il)ole opératoire — ou -<-*' '• / v l ôv ( ) z

.Les fbnrniles pî^écédenle ïs peuvent év idemment s'appliquer aux cas
ou les f o n c t i o n s / et ^ sont des polynômes entiers en s, c'est-à-dire
a u x pren'îiers rnenribres d 'équat ions d i f f é r en t i e l l e s l inéaires.

Les re la t ions (4) et ( ^ ) nous montrent , de suite, qu'en général

[/.yK^^^Cy.^K.r^)

et, par suite, que, dans le cas général, l'opération de la muU'ipliccuio'n
de deux i.ransrnut.aliûns additiçes n 'eu pas cornmutative.

Dans le cas particulier des transmutations addilives à coefficients
constants^ les relations (4) et (5) deviennent

[/•9:1 (^ =[?./] ( ^=A^)? (^ ) -

Donc :

Le produil de deux tmnsmukitioris additive.^ unifûrrneSs à coefficients
con^lani^,- est •une iransm'ulalion addùù'e^ uniforme, à coefficients con»
niants, dont la-'fonction Dpérative est le produit des fonctions opératwes^
des deux transmutations.

Le produit, de1 deux transmMtations additiçes, uni/ormes, à eoe/fi-'.,
eients constants, e^t commutaitf. ^ ' 1 1 . . 1 1 - 1 1 . 1 1
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Vll '1.

Pour montrer , de su i te , l 'u t i l i té de la no ta t ion précédente, j^en
fe ra i quelques app l i ca t ions aux équations d i f fé ren t i e l l e s l inéa i res .

Application 7. — M. Floquet ( 1 ) a nommé facteur primaire syrnbo-
. l ique une opération de la forme -, — a, c'est-à-dire une opé ra t ion '

Cïn.^

dont la fonct ion opérative est un b inôme du premier de^ré .s •"--- a.
Appl iquons les formules (4) et' (5) à la fo rmat ion du p rodu i t sym-

bol ique de deux fac t eu r s primaires. On aura

|:(̂ - a ). (^ - //)]-::.::. (^^a)(z^^^^

et

[(z - b ). ( s - a )] ̂  ( z - a ) ( ̂  - ̂  ) - ̂  -

Pour que le produit symbolique, des deux, facteurs pr imaires soit
commutâtif , il faut donc et il su f f i t . que l'on a i t

cla cib
"d.v "::" ̂

c'est-à-dire que la différence a — h wil conslanle.
On retrouve la condi t ion donnée par M. Floquet (2) .

Application IL — Cherchons la condi t ion pour qu 'une équat ion
d i f fé ren t i e l l e l inéaire, homogène^ donnée

/- / d \ du d'^' fi,J [ ^ ̂  a :::.. a, a ̂  a, ̂  + ... .-„,,.. a, ̂  = o.

de degré m,, admette une intégrale données
Posons

ï dv ! , 1 1
^,:::^^;

( ^ ' ^ F o i r G. FLO'QUIÎT, Théone dw. équatwm df.'fdrcniwUcff linéaire1 ( Ànnalcfi de
l'Ecole Normale mpénewe, ^ série, t. Itl; 1879. —'Supplément , ï). 79)^ ' 1

( ' î ) .Luc. cit.. Supplément,1 p. î 04-
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il fau t , alors, et il suffit qu'on puisse trouver une fonction ç(.c,^),
transcendante entière de genre i ou o, en z, telle que l'on a i t

/(^)==|;îp.(^.-co)],
c'est-à-dire

0) /\T,Z) ̂  (z ̂  ,))y(.r, ̂  - ̂  à! - ^ _-1.__ ^1G) ^-'?
' / dx as ' " (m-i)\ d x " 1 - 1 à z ^ " " " "

Si l'on cherche à déterminer un polynôme de degré 7/2 — r

(f ( ,r, z ) = a, 4" ai s + a^2 + .. . + a//,,_i z " 1 - 1 ,

on au ra , en i d e n t i f i a n t les deux membres de l 'égalité (i), m + i, équa-
t ions du premier degré pour déterminer les m coefficients ao, a^ ...,
a,^,,,. En égalant à zéro le dé te rminan t du système, on trouve que eu
s a t i s f a i t à l ' équa t ion d i f f é r e n t i e l l e d'ordre m — i suivante :

r/f,} ï d1^) t d^ r,} i d " 1 " 1 r,)
f)} d^ Ï\ d^ 3! d^ " " • • • - • - • • " - ^-_yyy •^^ a,

d(,} ï d^r,) ï ^w-"2r<)
-"1"1" ï ^ d^ a11 '! •̂i * • * - • • • • • • • • • ^-^"^yy ^^•r, ^i

^r,) î ^m-s^
o ...„„., „ ^ ... . . < . . . . . . . ^^^^^^^ ,1^

<, ï d^w „ ,
o o — • • * > ^) ... ............ -7"—...—~^_.,——... 3 la-,

( w — 4 ) î clx1^ 'î

o o o o ... — ( w . — ï ) (ù ! (m—.i)!a^._i
o o a1 o ... o — m /Hla,,i

qui est une équat ion d i f férent ie l le d'ordre m — r , mais non l inéaire.
On retrouve ainsi, le résul ta t bien connu qu'on peut ramener l'intégra-
tion d 'une équat ion d i f fé ren t ie l le l inéa i re d'ordre m à celle d'une
équa t ion d'ordre m — ï non l inéa i re .

Mais le procédé .qui résulte de ce q u i précède paraî t plus général,
car, lorsqu'on, reste dans les équations différent ie l les d'ordre fini, il
f a u t trouver toujours pour 9 un polynôme, tandis que nous voyons,
par ce qui précède, qu'il, suffirait de connaître une intégrale quel-
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conque îp(\z', ^), de l 'équat ion ( i) , de genre i on o, en s, pour pouvoir
affirmer que l 'équation

.( ' d \A'^r"0

admet pour in tégra le
// ::=: '̂<<Kte.

Application 111. — Etant donnée une équation différentielle (F ordre rn,
linéaire et homo^êne^

J d\
*/^)^^::r:ro9

dan}{ laquelle le polynôme opérait/' f(x^ s) est un polynôme entier en
z — kx^ à coefficients constants,

/O, z) =A,,(^ — ̂ ^-h Ai(5 •" /•^)w- l+., .-h A,^....i(5 — Â-.y) -11}-1- A.,/,,

k étant une cwistante, si l'on pose

— Ï 0 0 0 . . . 0 0 0 A()

Â' (K """""•• I ' 0 0 . . . <„) < > < > .A i

/ ' (m--- î ) h y. — r o . . , o o o A;,ç
o k ( ni — ;'-î ) /»' (% —•- .r . . . <"» c,) (;> ,A ;}

A ( ^ ) = | ' • .

et si a &ç/ ^/^? racine d'ordre de multiplicité p de l''équation

A(a)^o,

réc/uation dijfferentelle admet les p intégrales

t\ (.r-t-ôci'8 Hr4 «^ A' (.r'^-^»9 /•'(.r-t-a^

^ ïî , ( ̂ , + a ) <? 1 2 1 \ 1 ( cr 4- a )s ̂  2 ! , . . ., ( ̂  -}- ^ Y-i e ^ .

Cherchons, en effet, à déterminer u n e constante a et un polynôme
entier QCs — koc')^ en z — " k x , teb que l'on a i t
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On devra avoir

Q (c - /^) Çz - k ( x + a)) - Â'Q^ - ̂ ) == /(^ 5).

Posons

et l'on est amené à, déterminer le polynôme Q(t) tel que
(-;>/) ( / — Â-a) Q( / ) - Â-Q^Z) = Ao^4-Ai^-1 -4-.. .-+- A^-^4-A^.

Q ( / ) sera évidemment de degré m — i; soit

Q ( /, ) = Bo ^>""1 4" Bi /m^ +.. . + IL^ ^ 4- B,/^i.

Idenl i f lons les deux, membres de Inégalité (2) , nous obtiendrons
rn 4- i équat ions du premier degré à. m inconnues B(), B,, . . . , B^-i 6t,
l )our qifon puisse les satisfaire, il f au t et il suffit que le déterminant
du système soit nul . Ce dé te rminant est A C a ) . On en conclut que, si a
est racine de Inéquat ion A(a) == o,

/.(.»"4-a)2

Y :;:::: f^k{x^y.)d.ic ̂  ^ î " " " " "

(tst une intégrale de l/'équation proposée.
Soient alors a,, a^, . . . , a^ les m racines de l 'équation A ( a ) = = o

(que nous supposerons d'abord distinctes), le polynôme fÇx, s) ad-
met les m (acteurs primaires symboliques

z .̂  /.•(.f 4.-. <^), z ~ Â'"(<z- 4- as), . . ., -s — Â-(,T 4- a/,,,).

Or, ces facteurs sont, diaprés la première application, commulatifs;
i l en résulte que f ( x , z " ) est, à un facteur constant près, égal à leur
produi t symbolique. On a donc

f(a',z} —. k,\{z — Â-(.T 4" aî)).(^ - /^(^ + ̂ 2)) ... (s "- À-(^ + <^))J.

(^ette équation rentre donc dans le type général, des équations de
IVL Floquet, décomposables en facteurs primaires symboliques corn-
mutat i fs ( ' ) ; on en conclut que, si l'on remplace, dans le premier

(r) FLOQÏJET, loc. <'„•//., f ) . i<;)7.
Ann. (U l'Éc. Normale. 3» Série. ToïneXIV. MAI 1897. 2'2
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/f,r'-i

membre, y par e 2 ^, la nouvel le équa t ion en ^sera à coefficients con-
stants. On en d é d u i t a isément que l'on a, quel que sou a,

/ / \ /ÏJ^"rl"iai<"î />"(.<'4-ai"

^r^r"2"-^^^^^^^^^^^
par sui te , en dér ivant par rapport à a,

( î \ /<•(.(•+a'i2 />• [•ĵ -0^ (Ur'f-a1'-'

/ ^~)/c(.^+a) <'?"""T^ =: (T1" A / ( a ) + k ( ,r 4- a ) ̂ '̂ ^^^^^^^ A ( a ) ;
a*zy

de même,

// \ y'1 'tll.ï0^ '̂li'4" '̂̂  /••(.t '-i-a)2 /l lf,*•-|-•7.)sl

/•( ̂  ̂  ̂  e ^ "> = ,~î~ A^ ( a ) -h 2 À' ( ,2: + a) .r"'2" A' ( a ) -.1..- ^"T""" [ /• ̂  ̂  ( .r 14- ^ î2] A «;

et a ins i de suite,
De ces identités il résulle que, si a annule

A(a) , A^a) , . . . . A^^),
les expressions

l±^îî ,} 1^±^ M, î ^tî'!
.» " t^ <,/ n

' " - ^e M f • • - ^(ï

seront /? intégrales de l 'équat ion proposée. Ceci r ev ien t à dire que
/((.r-^y.^ /,' i.r-t-ai2 /, i.t'+y,^

e ï , ( ,r + a ) e a \ ..., ( x -|- a ) /; "l ^'T^

sont ^ intégrales.
L'équation A(a) = o é tan t toujours de degré m, le théorème précé-

dent fourn i t l ' intégrale générale de 1/équation proposée*
Nous avons donc ' l à un nouveau type s imple d'équations l inéa i res

dont on peut reconnaître, à première vue, que leur intégrat ion se ra-
mené à celle (Pune équation à coefficients constants ( i ), car la ibrmn

• ' ( i ) On rie peut évidemment pas dire d'tine façon: absolue que le Ivpo préc(x,l(ml (.snl
rwweau, puisqu'il rentre dans m lypô signalé par M. Floquoly mais ee qui rend cen
équations .particulièrement tnléresaanlos, c'est qu'il est, irèa iaoile do l'econiïaîlrc à la
simple inspection qu'elles sont intôgrabloB; eo (IIH n'osi pas possible dans le m général
des équations de M. Hoquet, .
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générale d 'une telle équat ion est, en changeant k en — /c,

P^K/'.r) d^y P^-^^.T) d^r P ' Ç k x ) dv .,, / , ......,.^^^^^^^ ^ .,,,. ..,̂ ..̂ ,̂.,. ̂ ^ .,„_„, .._̂ ._ ^ ̂  p(^ ̂  o^

P é t an t u n po lynôme entier de degré m.

IX.

Nous avons vu ( théorème V) que les t ransmutat ions addit ives for-
înen t lin groupe, en n'aUachant au mot groupe que le sens le plus
général , à savoir que deux opérations consécutives d o n n e n t naissance
a u n e opéra t ion de même nature . On est, alors, naturel lement amené
il se d e m a n d e r si l 'on pourrai t app l iquer à ces opérations les théories
de M. Lie sur les groupes de transfôrmatiolis. Or, pour que ceci soit
possible, i l f a u t que chaque transmutat ion cidmeite une t ransmuta-
t ion inverse apparlenani au groupe et cela nous condui t a t ra i te r le
prol ï le incî de l ' i n v e r s i o n d ' u n e t r a n s m u t a t i o n add i t ive .

E t a n t donnée u n e t r ansmuta t ion quelconque s, s i , (fiielle que soit
la Jonction régulière (.ly, i l exis te au moins une fonction régulière u
sa t i s f a i san t l 'égali té

Ç; U r:::: t 'y

nous définissons a ins i une t r ansmuta t ion complète que nous nomme-
rons la transmutation inversent que nous désignerons par le symbole 2
{'<?: re tourné) de tel le sorte que l'égalité précédente ent ra îne

// == 3c 1

et, par sui te , que l 'on a, quelle que soit la fonction u^

S 2 u ":::: u,

3 ç" // —:. //,

ii cond i t ion de choisir convenablement les dé te rmina t ions des trans-
muées lorsque les opérations s ou à ne sont pas uniformes.

TniionÉMê': XIII. "-- La trcirismiuatio'n inverse d'une transmulcilion
additive est également addiiive. :
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Car, ^ étant une transmutation addi t ive, on a

Ê:(3 u + 3 î') = S £> // 4- S ^3 c = u 4- (S

ce qui entraîne
2 M. 4- 3 P = ̂  ( //- 4- (-' ),

avec un choix convenable des déterminat ions des transmuées.
Ce théorème sur l 'inversion des t ransmuta t ions add i t ives nous per-

met de traiter, accessoirement, u n e quest ion intéressante : la re-
cherche des transmutations générales que nous avons examinées q u i ,
comme les t ransmutat ions addit ives, f o rmen t un groupe. 'Voici la pro-
position qu'on peut, en effet, démontrer à cet é^ard :

THÉORÈMR XIV. — La condùion nécessaire et suffisante pour que. louiez
les transmutations définies par la relation

(r) • q7r(^)]=9(î^^),

où y désigne une fonction indéfiniment syrnétru/ue, forment un groupe
est que les deux fonctions ç et TC soient identiaues.

Nous avons vu (théorème IV) que, si l 'on désigne par A ( z " ) et B ( 5 )
deux fonctions telles que Ton a i t

( a ) A(^+y)^7r|;A(.r),A,(y) j

et

(3) in^^:r)^^[n(.r),B(y)^

toute t ransmutat ion vé r i f i an t la r e l a t i o n (i) est donnée par la f o r m u l o

^ ^ = B [ ^ , V ( ^ ) ] ,

ou V(^) désigne la fonct ion inverse de A . ( z " ) et ê\. le symbole d 'une
transmutation additwe arbitraire.

Ceci, posé, soient
^=:B[<*n.V(^)]

e t 1 1 1 . . ' ! . ' ! .
, / ^^=B[< ÏRlV(^):l
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deux t r ansmuta t ions quelconques de cette nature, on aura

^(^^)-rB[^V(B[^V(«)])] ;

pour que les transmutations forment un groupe, il faut que l'on ait

(?;[S^z]=B[^V(^)],

/ n ^ é l an t 'orie certaine transmutation additive. Ceci entraîne

,<»l•V(B[Jl,lV(^):|)==<^V(^),
ou, en posant

V(^)=:p

et en remarquant que, d'après le théorème précédent,
^(/a^) =.^,3^

est aussi u n e t ransmuta t ion addi t ive,

V^BI:^,^1])--1^^
Posons, pou r abréger,

V(IH<1)^I^);
on devra, avoir F(a,.l(.o-.(R..3(^

La (onction F d o i t donc être telle qu'el le transforme toute transmu-
t a t i o n a d d i t i v e M, (^ en une autre t r ansmuta t ion additive. Ceci ne peut
arr iver que si .F(^) est la fonc t ion qui sert de base à la seule transmu-
t t t l ion f o n c t i o n n e l l e additive, c'est-à-dire si l'on a

F(xî)=a^

a étant nne constante arbitraire.
On doit donc avoir

V(B[<l)^a^

Or, d'après la, remarque que nous avons fai te a la suite du théorème
d'AbeI (théorème 1,1), on peut toujours mult ipl ier la fonction V ( ^ )
par une constante ^ sans que la relation (2) cesse d'être vérifiée-

Kn remplaçant alors V(,s) par ^VO), on en conclut qu'on, doit avoir,
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f inalement

on
V(B(^)^

B(^^A(^) .

Les deux (onctions A(^) et B(^) devant être égales, et ces tbuc-
iions caractérisant, d'après le théorème (FAhel, les f o n c t i o n s ^ ( y , y ,
et 7c(\-z?,y), elles ne peuvent être égales que si l 'on a

9(.r,j)=s7T(.r,j).

La cond i t ion est donc nécessaire. E l l e est, d 'a i l leurs , su f f i san te ,
car, si elle est remplie, on a

ç:[ç4 / / ] = .B î.̂  'V(ff')] ; 1 . ' . -1^1 :^4 V"(//):|,

puisque les t ransinutat ions addi t ives f o r m e n t un ^rou[)e (tiléorèlïie V) ,
On peut d 'a i l leurs "vérifier, directement , que si l 'on a

^ [^(U,^)]^^[^!f^^]

et
ç : ; l [9(^? t l ))3 =•" y î ^ i ^ » ^ i ^J^

on a aussi
ç'.^i \^ { f ( , <•')] =" pE^i ̂ , ̂ ^i t<[.

Ainsi, par exemple, les t r ansmuta t ions dé f in ies par la r e l a t ion
Ç. U ^ ::•":: Ç; Ïf £ (',

q u i sont données par l ' égal i té

forment un groupe.
X.

Revenons, ma in tenan t , aux. t r ansmuta t ions add i t i ve s ,
II est d'abord aisé de se rendre compte q u e 1 ̂ inversion d ' une trans-

mutat ion additive n'est pas toujours possible; ou, pour être p lus pré-
,cis, que la t ransmuta t ion inverse n'est pas tou jours complète.

Considérons, par exemple, la t r ansmuta t ion
' . .'y» ^•^ ••y» II

. ç: u •:i:::: u — ^ { { . ' ̂  ^, K " -^ . . . 4-. ( —. t y1 ~ // ̂  ' ) ..-4.......... ;1 1 • 1 1 . ï 1 'a l ' 1 1 fi ' 1
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on a, év idemment ,
(?«•== «(o);

cette t ransmutat ion fait donc correspondre à toute fonction u une
constante. L' inversion est donc généralement impossible; il n'y a que
les constantes qui admet tent des inverses. Si. a désigne une constante
arbitraire, l 'égal i té

(̂  //. •== a-

est vérifiée par
u= a - ^ r x f { x ) ,

f ( ^ ) désignant une fonction arbitraire, régulière au, voisinage de
;r, ="^ o.

Nous avons vu (V\ cippl. I I ' ) que, u dés ignan t une fonction régulière
au vois inage de x == o, on a

/*'* y^ . y f i f ' \ " \
j // d^' :r: > (-.— ïV" - - '1^^--—..- , //^^•J.

,; ^- / ( / / / . . ^ l ) î
/// o

(^îtte t rans inuta t ion l'ait correspondre à toufAî fonction u une fonc-
tion (\ qui s annale pour ^ == o; l 'inversion n'est donc pas toujours
possible , car elle ne peut s^appl iqixer qu'aux fonc t ions qui, s 'annulent
p o u r f'v — o.

On peut (aire, à propos de ce dernier exemple, une remarque inté-
ressante,

La fonct ion opérat ive de -,,»•
I n cly

' - ' ( f

est ' 1

... , if — e " " " ^ ' ^y(.r,,s)-:,—^—;

or, il est facile de trouver une fonction cp(^, ^) telle que l'on ait

[9./:](^)^T.

On devra avoir, en e,(1et, d'après ce que nous avons vu,

, - ̂  L::̂ ^ ^ ^ e^-^ ^z ̂  ^M-...+ r-1)-1 -1, -"-1 ̂ ? ̂ - ̂ . . . ,
' 1 " " 1 1 " J .- • ()z 9. à^ "• / ni (}^ "
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ce qui, s'écrit
<p ( ,:r, ̂  ) — €m3sz cp ( J;', 0 ) =: -3,

On peut prendre pour cp^^o) une fonction, arbitraire de .r» ^(;r),
et l'on en tire

y(.r,5)=:^ 4- e--^(^),
^2 ,»:(

y ( ̂ ^ ) := d/ ( ;r ) 4- [ i. ~ ̂  ̂  ( x )] z 4- .r2 ̂  ( «z- ) — — ̂  ̂  ( .'r ) — •+ . . -.,,<,̂ ^ —^ ^^^ ;^

La transmutation
// //"

Ç; ̂  == A ( x ) M 4- [ ï — x ̂  ] ( . ( f 4-- A'2 ̂  ;•", — .z-3 ̂  T;-,- 4--. . .

est donc telle que
<?' j u d,r •"::-:: < ( .

' ' o

On peut donc dire que .{ u dx
o

est. une fonction ^ telle que
(̂  ::-::, //,

c'est-à-dire Vune des inverses de ^ dans la t ransmuta (.ion ^; inîl is or»
ne peut pas en conclure que

f udr

est la transmutation inverse de çu, car on n^a pas

[/.9](.r^)::=i,

et l 'on ne peut pas déterminer ^ de façon qu ' i l en soil a ins i .
I l y a, donc grand intérêt à. reconnaître si l ' inversion d 'une trans-

mutation additive est généralement possible, et l'on p e u t y à cet é^ard,
énoncer la proposition suivante :

THÉOBÈME XV.— Pour ci ue r'iwersion d^ une transmutation addùwe
sou, en général, possible, il faut et il sufjit que 'toutes les puùuuwes
entières, positwes ou nulle de la variable x admettent des fonctions
inverses.
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Ceci est presque évident , car, si pour toute valeur de l 'exposante
i l existe quelque fonct ion [^.(.r) telle que

^,(.r):=..y^

l'égalité

// :.:::: <:/,» + a^r -h . . . -+- cim ̂ m 4 - . . . »

sera vér i f iée en p renan t

V = ̂ oP-o -h- <^l P'I + - • • + am P'/n """1"" " • • »

pourvu que la série ç soit convergente.

COHOLUSÎŒ. — Toute (ransmuUilion addaiw, uruforme, à œefficienis
confiants, ac/ma/, en généra/, nw ImnsmuUition inverse.

Car, si l'on a,
P; // •r:: y^ i s -A- y. i f / ' +. .. -lllh y'n ( / - < f t ) +.. .,

a » a ^ , . * . , a,^ . , . é tant des cons tan tes , on pourra toujours satis-
fa i r e rén'al i té

^=:= -7^'

on p r e n a n t pour u u n polynôme entier, de degré k si a^ ^o, de degré
/• .4- p si a,, ̂  a, = = . . - = a^ == o et a^, 7^ a.

I l est hon de remarquer que la proposit ion précédente s'applique
pourvu qu'à chaque puissance oc^ i l corresponde au moins une fonc-
tion inverse (^(;r); mais il pourrait for t bien arr iver qu'il existe plu-
sieurs f o n c t i o n s inverses pour une même puissance. Ce serait le cas
où la t r a n s m u t a t i o n inverse ne serait pas uniforme.

Mallumreusement, ce tiworèm.e n'est pas d 'un emploi commode
dans la ma jo r i t é des cas. A. part le cas des coefficients, constants, i l
f o u r n i t su r tou t des renseignements négatife en ce sens qu'il permettra
d'apercevoir que l ' inversion n'est pas possible, mais qu ' i l ne permet
que rarement de montrer qu 'e l le est complète. A i n s i , par exemple, si
dans une t ransmuta t ion tous les coefficients s 'annulent pour x = a,
on peut aff irmer que la. t ransmutat ion n'est pas complète, car la trans"'

Awi.dc l'/^'. Normale. 3" Scrifô. Tome* X I V . — MAI 1897. '20
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miiée de toute fonction régulière s 'annulera pour ;r == a, el; l 'équa-
tion

ç;1 i/ ==: 1

n'aura pas de solution régulière dans le domaine du, po in t ^ === a.
Il y a cependant , ou t re les équa t ions a, coeff ic ients constants, des

cas généraux où l ' inversion est possible : ce sont ces cas que nous
allons signaler.

X I .

Soit une t r ansmuta t ion additive, u n i f o r m e , don t la f o n c t i o n opéra-
tive est/*(-:y, .s) : ( a i r e l ' invers ion de celte t r a n s m u t a t i o n , c'est, au
fond , intégrer l 'équation d i f l e r e n t i e l l e

^'^) " ̂  "'
qui est ce qu'on peut appeler une équal ion d i f le ren t ie l le d'ordre infini,
lorsque f ( x y z ) est une (onct ion t ranscendante en z. Ces équat ions
jouissent manifes tement des mornes propriétés q u e les équa t ions
d'ordre f i n i ; en part iculier , si Fon aoniuut une intégrale parUcullére u^
d/une telle (Ufiicillon^ (m obtiendra loiiles les autres en ajoutant à. if^
rintêgrcde générale de Inéquation swu second membre

( 1 ) f•^^^U ::•::: 0.

Nous ne nous occuperons, dans la, suite, que des transmutations à
inversion complète. On voit alors qui] est f a c i l e , a priori^ de les ranger
en trois catégories :

i° Celles pour lesquelles ,1'éqoatioîî sans second membre (ï) nW"
inefc que l'unu/ue solution u == o; ce sont celles dont la tran$mulMtùm
iwerse est également uniforme. Dans ce type rentrent les changeîïienis
de variables. Si, f ( x , z " ) est la fonct ion opérativo de la t ransmotat ion,
il, existe une fonction entière f ( x , z ) de genre ï ou o telle que l'oii
ait, à la fois,

. ! - 1 ! 1 , ! [/.y "l^i. et [ç./j^r, 1 1
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^ ^ àn) L (p/ àî^ _ —

c'est-à-dire

J ' 9 4 ^ ̂  "i- ^ ̂ i j^ -^ ' • ' — l

àf ()cj) î à^f ô^ _J . y ̂  ̂  ̂  4,. ^ ̂  ̂  +..„!.

Ija, rcclîcrctie de toutes les t r ans î ' nu ta t ions additives uniformes de
cette catégorie sertut du p lus h a u t in té rê t , car ces transmutations tbr-
ine ra ie r i t u n ^ro'u'pe auque l les théories des groupes de t ransformat ions
de M. Lie s^app lk jue ra i en t . Jusqu ' i c i je n'ai. pas pu en trouver d'autres
que des subs t i tu t ions , et j ' a i lout l i eu de penser qu'i l n'y en ^ effec-
t i v e m e n t , pas d'autres.

2° Les t r ansmuta t i ons lelles que l ' équa t ion

ait nn nombre limité de solutions linéairement distinctes. L'intégrale
générale de l'équation /(-,;;.)"-••
serait donc de la forme

l { , :::.;•:: o» - i 1 - 1 - (,;j //.( -h (3 a //a 4- * * . -4- C^ Upf

( ; , , (;^ . . . , C. étant p constantes arbitraires, et l'on pourrait former
u n e é q u a l i o n d i f f é r e n t i e l l e d'ordre f i n i , p , admet tant les mêmes inté-
grales. La t ransmuta t ion inverse n'est donc pas uniforme.

3° Les t r ansmuta t ions telles que l ' équa t i on , sans second membre
ait u n e infinité de soluliony l i néa i rement dis t inctes .

L' intégrale générale de l ' équa t ion

1 , / f -^;^)^^^

c o n t i e n d r a i t un nombre i n f i n i de constantes arbitraires; donc, eo
général? e l le dépendrai t de fonc t ions arbitraires.

11 ne sera pas i n u t i l e , pour ne pas rester dans le domaine de l'hy-
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potlièse, de donne r un exemple de ce genre. Considérons l 'équat ion

a , r/2 „ a3 ,,, a 1 " ,
o =:-: - if' 4-- — // / / 4- ,-. u'" 4-. . . 4" —, i ^ ' 1 1 1 4-. - ..

i a! 3! ifi\

Elle a une inf in i té d'intégrales de la forme (fa\ car il suf f i t : de
prendre pour r une racine de l 'équat ion

e(tr— ï-zzo,
c'iist-à-dire

..„,. ̂ fdfn

a

k é t an t lin en t i e r a rb i t r a i r e .
Son intégrale générale est, d ' a i l l eu r s , f a c i l e à t rouver : (Test une

fonction arbitraire, périodique, régulière, de période a. On a, en ef ïe l ,

t u' + a u" 4,... a it"' 4-.. . , ̂ :: fi (.^ 4. a) — // (^).

Pour que u soit 'une intégrale, i l f a u t donc et il suffit que ce soit
une f o n c t i o n pér iodique de période a. A i n s i , l ' in tégra le générale de
l'équation

a , r^ „ (ê . .,.r = " //' -i- -"- u!' 4- — u'" -,-!..,. . .
ï ^ 1 31

Cet

^:'(^ •— n) „ „u^.....^ ^

9(;r) étant une fonct ion périodique arbi t ra i re de période a^
L'équation

.r ( ,r: —•• ï ) , .y2 ( .r. — ï )â . .rn ( a' _ î} n -o ̂  ^1^_L ̂ '^ ......,.J_ „..„.!. ^ .̂.4. , . ^ ,(, .̂,,A^ ^n) .^ ^ ^ ^
î a î /^, î

a pour intégrale générale une fonct ion arbitraire/(^), tel le que l'on
ait ^ !

1 ! . ! , ! /(.^)=/(^) ( î ) .

. f 1 ) ^/b^/l' kï>w\^. Compter'rendus dfs'r Académie'dc.^ Sciences f '21 avril (^79.
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Plus généra lement , l 'équation

o^o^H-.... ̂ ^£^.,^_^^. „,,.,,„ (<'Lr:,^^.)+...
î 9.Î /? !

a pour intégrale générale une fonction arbi t ra i re fÇx) telle que Fon
ai l

/(o»(^))=4;(.r)/(.2o n.
La première quest ion qui, se pose ma in t enan t est donc celle-ci, :

« 'Etant donnée une t r ansmuta t ion add i t ive , u n i f o r m e , complète,
admettant une inverse également complète, à quelle catégorie appar-
t ien t -e l le? »

Ceci revient ao Ibnd à savoir le nombre des constantes arbi traires
que c o n t i e n t la. t r a n s m u t a t i o n inverse. Ce nombre paraît être lié in t i -
memen t au nombre des zéros, en z , de la, (onc t ion opérative/'(.r, z).
On peu!,, en eilet , d é m o n t r e r , pour Ici cas des t r ansmuta t i ons a, coefti"
c ien i s cons tants , la p r o p o s i t i o n s u i v a n t e :

TUKORÈMK XVI. "— Le nombre des constantes ar/Hiraire^ que eoniieni fa
iram'mulalion 1/îçerse d'une t/ransnnUaU.on addiiwe, nru/brme, à coeffi-
eienis constant, esl e'ffai an nombre des ^éros de sa/onction opératw.^

C(i illéorème résultera tout na tu re l l emen t de^ deux suivants qui ,
d 'a i l leurs , prouveront que la propos i t ion précédente est vraie dans le
cas le p lus général , pourvu, que le nombre des xéros, en ^, de la
fonc t ion opérat ive soit/w, quel que soi.t«r.

TiîEOîiftMi'; X'VIf. — Lorsque la fonction opérative d'une transmuta-
tion additive, uniforme, complele» ri a aucun zéro à distance finie Çen jj)
la iranwi'ulalion est, à un rrruluplieafeur près, une substitution

La transrn/t talion "iwerse est uniforme.

Soit, en e!Ïefc,/(^,5) la (onction opérative. Nous savons (théo-
rème X.1,1) qu/elle est de genre î ou o. Si, donc, elle n'admet aucun
zéro à dis tance finie, en z, quel que soit x, elle est nécessairement de
la forme ae^, a et f ê t an t des fonctions de x. .La t ransmuta t ion consi-

( i ) J-'oir M^VEU^ Complet reitdua de l'Académie de^ Sciences', 7 novembre î 8 8 1 ,
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dérée est donc [el le que

/ ̂  a1, ̂ \ u{ ̂  ) = a a ( ,r •-+- ̂  ).

L'équation dif férent ie l le d'ordre in f in i

/(.,^)^<^)
a d m e t donc we intégrale , et. one seule , qu i est

^"r: l.:.-r.i-(^(^)),

/ i ( ^ x ) é t an t la fonc t i on inverse de x 4-^'(1^)

//(,2Q4^1(A(.T)) l[r l:.r.

Ceci suppose évidemment que ^-+- g n'est pas constant , c'esl-a-dire
que g{x} n'est pas de la (orme c — ^, c é tant u n e constante.

THÉOHÈME XVIIL — Lorsque la fonction opércUwcfÇa^ z) (Func Irans-
rnulMtion addilive^ uniforme, complêUî a, r/uel (fue sa il ;r, un nombre
fini de zéros en z, /a iransmulalion n'esl aulr'e cho^e nu âne /.mnsmul.a-
lion finie siwie d'une substitution.

La transmuta.n.on inverse co/ilie/il un nombre fini de eonsKmleîf cirlH-
traires égal au nombre des zéros de la/onction opéralw^

Faisons, d'abord, la r emarque su ivan te î
Soit ^ ( x , z ) une f o n c t i o n opérative. On a, en a p p l i q u a n t la for"

m ^ l < k ( 4 ) (§"VII),

( ï ) ^ 1>^-?] =^^ ^(.r 14-•B^,.s).
<'

(^eci posé, considérons une transiîïulation addi t ive .» un i fb r fne , corn-
,plète, telle que la f o n c t i o n opérative n 'admet te , pour toute valeur
de x, qu 'un nombre f in i m de zéros à d is tance f i n i e . Cette fonc t ion ,
étant.de genre ï ou o, sera nécessairement do la f o r m e

/(.r,^)::::::^'^!:^^, s ) ,

PÇx, z) étant an polynôme, entier en z de de^ré m.
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Choisissons alors la fonction ç de façon que
y ( ^ - 4 - ^ ^ ) = P ( . y , ^ ) ;

on aura
< p ( ^ ) = P ( À ( . ^ ) , G ) ,

Â(^) étant la fonction inverse de oc + gÇ^)-
11 résulte, immédia tement , de la formate (s) que la t ransmutat ion

/{oc, z ) n'est que le p rodu i t symbolique des transmutat ions

P(A(>),5) et ^.

0 n o 1 ) l i e n t d o n o 1 a t ra n s m u é e
i ( d\
f^9^)'1

en fa isant , d 'abord, sur u la transmutation

p (^), ̂ ) " ,
pw^ en subs t i luan t , dans le résul ta t , x + g à, ^.

Dans les deux membres de l ' équat ion

(„) ^(•r?,â)/':":r:^(<'y)

faisons la subs t i tu t ion inverse de ^-hg1; remplaçons x\v^ h(x) et
elle devient
(3) p[/.(^),^]^-<<Â(^)),

ce qui est une équation différentiel le linéaire d'ordre m. Les équa-
tions (2) et (3) ont les mêmes intégrales. "La transmutation inverse
de la t ransmutation

/(-E)

contient donc m constantes arbitraires.
Les deux théorèmes qu i précèdent établissent donc l'exactitude du

théorème XVI, dans le cas le plus général, lorsque la fonc t ion 1 opéra-
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tive ^.zéro ou un nombre fifil de xéros, en ^. I I resterait à le prouver
pour le cas où le nombre des zéros est i n f i n i , en mont ran t que, dans
ce cas (en supposant , bien en t endu , la transmutation inverse com-
plète), le nombre des constantes a rb i t r a i res est aussi, i n f i n i . La chose
paraî t vraisemblable et il serait très intéressant de la prouver, car e l le
montrerait que les trctnfîformauons (ou substitutions) sont les seules
t ransmuta t ions add i t ives , u n i f o r m e s , complètes; telles que la trans-
mutat ion inverse soit de même nature .

Je n'ai, mal l ieureusement , pas encore pu prouver cette proposi t ion
dans toute sa générali té. Elle est év iden te dans le cas des coef Ï ic ien ts
constants. Car, si /(.s) est la, f onc t ion opérat ivc d ' u n e t r a n s m u t a t i o n
add i t ive à coefficients constants , l ' équat ion

,/ d \
^(s)—11

admet toutes les intégrales de la forme c^, où r désigne u n e r ac ine
de l 'équation

f(r)^o;

donc, si f(z) a une i n f i n i t é de zéros, l ' équat ion a u r a une i n f i n i t é
d' intégrales l inéa i rement d is t inctes (1) .

X I L

Tout ce que nous venons de dire pour des f o n c t i o n s d 'une seule
variable x peut s 'étendre, i m m é d i a t e m e n t , a des fonc t ions de plusieurs
variables.

Je dirai qu 'on a d é f i n i u n e (rcmsrnutauo/z à n variables x ^ x ^ , ..,, ̂ ,
lorsqu'on a donné un moyen que lconque de f a i r e correspondre a toute
fonc t ion régulière «(^, x^ .. .,^) des n variables x^ x^ ^, ^
une ou. p lus ieurs autres fonc t ions des mêmes variables.

Je nommerai , de même, t ransmuta t ion fonctionnelle, à n variables,
celle qui est définie de la façon su ivante : r< Soit f ( z , û ' ^ x ^ ...,.^)

( 1 ) Pour êLrc ioul à fait complol, il faudrait évidemment moniror micorc que les deux
<m8embl.e8 formés, d'une .'part, par les.zéros de f ( z ) et, d^utro part, par 1ns consîmUcH
arbitraires .ont même1 puissance, smvatit la définition de (x. Cimt,.or.
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une fonction donnée des n 4- i variables z.œ^x^ . . . » .r/, que j'ap-
pelle fonct ion qui sert de base à la t ransmuta t ion; à toute fonction u
des n variables x ^ , ^> - • ^ ^n. Je fais correspondre la fonction
f(u, x\, ̂ ,..., .-y,,) des mêmes variables. »

Les d é f i n i t i o n s du paragraphe 1 d'une t ransmuta t ion continue, ré-
gulière, uniforme s'étendent aussi sans modifications.

Les théorèmes généraux des paragraphes H et III s 'appliquent évi-
demment à ce cas plus général, car les démonstrat ions ne supposent
pas du tou t que la fonction u soit à une seule variable. On peut donc
dire encore que la recherche de toutes les t ransmutat ions, à plusieurs
variables, qu i sa t i s fon t une relation telle que

ç-:[nÇu, îQ] =o(<2;/z, Gr),

où ^ est u n e fonction indé f in imen t symétrique, se ramené à celle des
"Iran srnu ta f i o n s addilwes^ c'est-à-dire à la. recherche de celles qui véri-
f i en t la relation.

Ç(u 4- <») == ̂ u 4- C^\

Enfin , les propriétés générales des transmutations addi t ives qui.
(ont l 'objet du paragraphe IV subsistent évidemment sans restric-
tions.

Ceci posé, i l est faci le de démontrer les deux, théorèmes 'suivants ,
qui ne sont que les généralisations des théorèmes IX e t X :

THÉORÈMK IX bis. — La seule transmutation additive, à n variables^
uniforme, continue et régulière, telle que la transmuée de toute expres-
sion de Ici forme

fy,l{\ 'yA'g /y'"«
t% 1 ^•â • • - <L'il

soit égale à zéro, (fuels que soient les exposants entiers (^positifs ou nuls)
k^, A^ ..., k-^ est la transmutation qui est identiquement nulle.

THÉORÈME X bis. — Toute transmutation addit'we, à n variables, uni-
forme, continue et régulière est donnée par la formule

__ ^^+...4-/.^

^u^a^^u +J^a^,,^ ̂ ^^^^

' où aoo , . . . o» a/'^,.../^ désignent des fonctions régulières des n variables
Àrw, de l'Èc. Normale. 3e Séné. Toyne XIV. — MAI 1897. , , 2^j ^ '
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•T, , x^, ..., ̂ , ̂  o^ la somme S (̂  étendue à toutes les valeurs entières
[positives ou nulles} possibles des indices k^, Â*^, ..., Â^.

Je reprends rapidement la démonstration de ce dernier théorerne.
^u étant une t ransmutat ion donnée, nous déterminerons d'abord la

fonction a^o^^ de façon que la différence

^u — ao,o,...,o^

s^annu le pour u === i . Puis nous déterminerons la fonction ao,o,..^,...,o
de façon que la différence

àa
(f. {( ...-,...„ CÎ.Q^^^^ ^ (t — ^o, o,..., i,.,., o '"."""'•

(/(Vq

s 'annule pour ^ == Xq et cela, successivement, pour toutes les valeurs
de q depuis i jusqu'à n. Dans ces conditions, la différence

o „ au au ()u
^i l.î, "r:: ̂ u — ^o, o,..., o^ — Oîi^o^.^o v"11-" — ^0,1,-.*,o T'11'-'1"1'" "•11"1"11 ( " " 1 1 1 1 "1 " ' : 1 1 1 " • ^o.o,...,! ' y 1 1 ' 1 1 1 "

</.x-i i/^ïi f/.^"//

s'annulera pour u == x , z^ == ̂ ^ a == a?^ ,.. , ^ = x,^
Ceci posé, nous déterminerons successivement des fonctions a^ o,..,^

a,^_^, plus généralement ^0^^..^,^.^^...^, de façon que \w diflerences

. (^U
h^U — ^ 2 , 0 , . . . , ( » . , â ?

'/w 1

, ^ a
'l^•lll•l•l^lll--^7^

plus généralement
. ^u^^"^o..,i,...,i,..,o^^

s 'annulent , respectivement» pour u =«r^ ^===^^3^ plus générale-
ment ^ = ̂ ^. ,La nouvelle différence

. . s ,,_(2 ,, .. ^^ , à^ït yu^^ ̂  u ~ a ,̂,,o ̂ . ~ a^,..,o ̂ ^ ̂ ,., -ao,,,,,, ̂

s'annule pour ^== j1, i^==^,, ^ == x^x^ quels que soient les indicea i
et ^, Et ainsi de suite'de, proche en proche îOti1 arrive à déterminer
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une suite, inf in ie dans n sens, de coefficients ^/•a,.../^ tels que, si la
'série

^/,^.+...+Â-^
^ ^ = ao,o,.,o^ + ̂  ̂ ^••••^.rf^T^^^

est: convergente, la différence
S M — S a.

soit iden t iquement nulle. Lorsque la série Su ne sera pas convergente,
il faudra faire une restriction analogue à celle du théorème X.

'Du théorème précédent il résulte que la transmutation additive est
parfai tement définie dès qu'on, connaît les transmuées de toutes les ex-
pressions de la forme x^oc^ . . . , oc^1 pour toutes les valeurs possibles
des exposants k^ k^, ..., /^. Posons

^X^X'^ . . . ̂ == M/^,...,^( l̂., ̂ â, . . - , ^/O;

on au ra , alors, en se servant d 'une écriture symbolique,

(0 '^ U : ^o,0,.. .,0 ̂  4- ] ( Oh ••"•- X, ) ̂  + (0)2 - ̂  ̂  + . . . + ( Un - ̂ ) ̂  | ̂

f /} r) <^ 1 e 2 5

->- ,n[(^.-^>)^ -'-(^-^^^•••-K^-^^J "
-j.»- . , . . . , . * . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . • . * • • • • - - • • ' • • - • ' • • - • - " • " •

-i- j\ [("• - ̂  ̂ 4-(ÛJS-a?2) À + • • •+ (""- ̂ I) À]'7" "

en convenant que, dans le développement de la puissance symbolique
on remplacera le produit symbolique

w'[' M^ . . . c,)^" par &)/,„<„...,/.„•

Par exemple, dans le cas particulier d'une substitution (change-
ment de variables'), qui consiste à remplacer x^, x^ ...,.»•„ par les
fonctions &),(.»,,.. .,.̂ ), œ^a;,, .. .,.̂ ), • • • » ^(a;,, .. ..a-/,), on a
une transmutation additive à n variables. Cette transmutation est
donnée par la formule (i); mais, ici, on ne remplacera pas, dans
les développements des puissances symboliques, c '̂ (̂  ... to^ par
0), /,, ,, car la transmuée de .^••^'... .<" est précisément de cette
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forme. On fera, de plus,
^^{),...^=- • i 1 *

On peut ici. encore employer une écriture symbol ique et i n t r o d u i r e
une fonction opérative. Puisque toute t ransmutat ion addit ive, un i -
forme, peut se mettre sous la forme

r / /—/ - / // i V ^..^...A r̂̂ +...+.̂
- °10'-0 41" 2i ç^-^^^ ^^—^^,

on pourra, en posant

,/ (^i, x^ . . , , x,^ s^ s^ . . . , ^,) = ^o.o,...,o 4-^. ~^^^^^^^ z^ z^^,^,
'"""' \ / t l / * \ A a /' * * ' • \ A /& y *

écrire symboliquemen t

^« =::/(^i, ̂ , ̂  ., ,̂ ; . 1 , , , . ^ . , ^ ̂  L,̂  ^.
\ ^.z'i 6/^2 ^.y^/

La fonction fÇoc^x^^^x^ z , , s ^ . ^ ^ s , , ) des ^n variables .r^
^» -•» ^1; ^o ^a^ * ? ^< régulière au voisinage (le

sera nommée la fonction opéralwe.
La fonction opérative d'une t ransformat ion de L ie , c'est-à-dire

d'un changement de variables, consistant à subst i tuer û)^ o),, . .., (^
a x^ ^3, . . . , ̂  ((o^, o)^, . . . , o^ étant des fonc t ions des n variables
oc^y x^, . . . , oc,^) sera

f{Xi^Zf^-=:. ^^i-^'))^(+'^'h-.*î)s,4-.. .••(•«ff*),,—.r/,)3,,

Elle est donc de la forme ^WA1-11'- -^A et, réciproquement , si la
fonction opérative est de cette forme, la transmutation'est un chan^
ment de variables*

Le théorème XI a alors, évidemment^ son analogue qui est facile à
démontrer en- se servant de l'inégalité bien connue

-î?"^^^ 1 -- Ë^.1) W) - - W)——.——————————————— ^ _ \"1 • 1 '."2'; • ' • 1 , / 1 » 1 ;
à^à^...à^ ^ p^~~^-^———'

M étant le module maximum de la fonction et p., p,,.,., p, les rayons
de régularité.
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Le' problème de l'inversion, qui fait Fobjet des derniers paragraphes,
serait beaucoup plus compliqué, car on aurait ici à intégrer des
équations aux dérivées partielles linéaires d'ordre infini. D'ailleurs,
les considérations qui nous ont guidé ne seraient plus strictement ap-
plicables, car il f audra i t avoir pour cela une définition du genre d'une
fonction de n variables.

NOTE.

On pourrait se demander pourquoi, dans renoncé du théorème IV, j'ai, as-
treint la fonction 7r(.^",y) à la condi t ion restrictive d'être indéfiniment symé-
tr'ufue. La raison en est simple. Si la fonction 7î(^,y) n'était pas symétrique,
on déduirait , de suite, de la relation,

( i ) ^[^(^ î-Q]=-9(^, ̂ )
(»n permutant u et r, la nouvelle relation

^[>(^ u)] = = < p ( ^ , ^ / / ) ,

qai serait certainement distincte de la précédente* De mômc^ si,7r(.r,j) était
seulement syrnétriquo, sans ôtre indéfiniment symétrique, on déduirai t de
la relation ( ï ) la nouvelle relation

(SfTr(^TC(^C)) j =y(^M, y(e:^C)J,

où C désigne une constante, qai serait aussi distincte de ( i ) . 1

Si donc (et c'est ce que j'ai voulu faire) on s'astreint à ne chercher que ies
iransmutatioDS qui vér i f ient une relation de la forme ( r ) , de laquelle on ne
puisse pas dédiure une autre relation entre cleux/onctions arbitraires u et F,
'dùUncLe d'elle et de même forme, il faut nécessairement que '3r(^y) soit in-
déf iniment symétrique.

Il n'est peut-être pas non plus sans intérêt de remarquer que ce théo-
rème IV est susceptible d'une application plus étendue qu'il ne le paraît au
premier abord. Il permet, en effet, de déterminer la forme générale de toutes
les transmutations telles qu'il y ait, quelles que soient les fonctions u et r,
âne relation donnée entre les trois transmuées

^i(^ ^)L ^[^(^p)]^ ^DM^ ^)L
^ i ( ^y )y ^(^y)? ^(^j) étant trois fonctions données indépendantes.
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Posons, en effet,
^-V^e), e^d^^r),

el tirons de là // et e en fonction de u' et p'. Porions ces valeurs do ^ el f
dans ^i(^,(-') qui se transrormera en une cerlaine lonclion ^ ( u ' y ^ ' ) d e / / '
ei ^, La relalion donnée deviendra alors une relation entre

ç[Tr.(f(\ ( /) ' , ^a\ ^e',

c'esî-à-dire une relalion de la forme ( i) ; // el e élaiil. arbitraires, /^ el v' le
seroni également,» et, nous sommes ramenés î'ni cas du théorème )V ( î ) *

(^Les principaux resuIhUs do co Mômoin* oui élé (îOiïn'nlirHfilins t'i l'AciKiétiiKs des
Sciences (]<;!iis la séance du ( 5 février 1^)7.


