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SUR

LES OPERATIONS EN GENERAL

ET LES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEATRES I’ORDRE INFINI,

Par M. C. BOURLET.

Vest en recherchant quelles sont les propriétés de I'opération de
la dérivation qui suffisent pour la caractériser que j’ai été amend i
faire le travail qui va suivre. Un examen rapide de la question m’avait
conduit a cette conclusion que les deux regles qui donnent les déri-
vées d’'une somme et d’un produit, jointes 4 une certaine condition
de continuité, que je définis plus loin, suffisent pour caractériser la
dérivation. J’ai é1é alors conduit, naturellement, 4 chercher & réduire
ces deux conditions et & voir si 'une d’elles ne pourrait pas suffire.
J’ai donc, d’abord, étudié les opérations continues, transformant une
fonction réguliere de n variables en une autre fonction des mémes
variables, qui sont telles que la transformée d’une somme soit la
somme des transformées. J'ai ainsi trouvé que toutes celles qui sont
uniformes rentrent dans le type général suivant. Soientu une fonction
réguliere des n variables x,, ,, ..., =, et ¢ la fonction transformée;

on a la formule
()/n‘1+,r=+...+lr,, 17

N\
1 0= dp,0,...,0 U + Zakk..k : - —
(1) 010520050 S P D SN Yo

ou les coefficients . , ., de la série qui figure dans le second
membre sont des fonctions données des n variables z,, z,, ..., x,.
En généralisant ensuite la question, j’ai vu que la détermination
de toutes les opérations telles qu’il existe une relation donnée entre
les transformées de deux fonctions arbitraires u et ¢ etla transformée
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de = (u, 0), m(2, ) ¢tant une fonction également donnée, se ramenait,
trés simplement, & la question que je venais de résoudre. Les résul-
tats que j’ai obtenus présentent un certain intérét philosophique, car
ils montrent que toutes les opérations uniformes connues se ramenent,
au fond, aux deux opérations suivantes répétées, alternativement, un
nombre fini ou infini de fois : 'une est opération que je nomme
Jonctionnelle, qui consiste d substituer & une fonction quelconque w
la fonction f(u), oit / est le symbole d'une fonction bien détermi-
née qui caractérise Popération; Vautree est Popération de la dérivation.
Ainsi est mis en lamitre, une fois de plus, le vole prépondérant dans
Panalyse de ces denx opérations. Pour ne citer iei qu’un exemple, je
dirai que Pintégration et, plus généralement, In dérivation d’indice
fractionnaire ou négatif, telle que Pa coneue Riemann, se ramenent i
ces deux opérations fondamentales.

Limportance du role des opérations que je nomme additives, ¢ est-
a-dire de celles qui sont définies par Pégalité (1), étant mise en éyi-
dence, j'ai fait une étude plus approfondie des opérations de eette
nature dans le cas d'une seule variable. Une opcération additive uni-
forme & une variable est telle que la transformée ¢ d’une fonetion «
est donnée par une égalité telle que

d*u dmu

il
e ¢ P A e i ol D R e ¢ i ST
0 1 (/.l' 2 (l.'l/"z n

.t

Ceci peut s'éerire, symboliquement,

(2) ("::/(.1.', (;—é) u,

en posant
Sy 3) == g oy 3 = 4y 3 e ey S

Gette fonction f(z, =), qui caractérise opération, est ce que jap-
pelle la fonciion opérative. Je signalerai, de suite, ce fait curicux,
cest que cetle fonction r'est pas une fonction enticre quelconque de la
variable z, mais qu’elle est toujours de genre o ow 1. Les propriétés de
ce symbole opératil peuvent étre trés utiles dans la théorie des équa-
tions différentielles lincaires. J'en montre quelques applications et,
en particulier, je signale un type d’¢quations différentielles linéaires



SUR LES OPERATIONS, EN GENERAL, ETC. 135

intégrables par des procédés élémentaires, que je crois nouveau.

Le probleme de I'inversion d’une opération additive uniforme m’a
conduit, tout naturellement, a4 celui de Dintégration des équations
difféventielles linéaires d’ordre infini. Si, en effet, dans I'égalité (2)
précédente, on se donne ¢ et que I'on cherche u, on est amené a re-
chercher U'intégrale d'une équation différentielle linéaire qui contient
des dérivées de tous ordres. Ces équations peuvent se classer en trois
catégories, suivant que le nombre des constantes arbitraires que con-
tient ’intégrale générale est z¢ro, un nombre fini ou infini. Le classe-
ment des équations i coefficients constants est tres facile, car f
nombre des constantes arbitraires que contient U'intégrale génerale est
¢gal au nombre des zéros de la fonction opérative. Je suis, d'ailleurs,
arrivé i étendre ce théoreme aux équations quelconques dans le cas o
le nombre des zéros, en z, de la fonction opérative f(x, z) est fini,
quel que soit x.

Pour éviter toute confusion, je me suis permis d’employer e mot
nouveaa lransmutalion pour désigner une opération de la nature de
celles que jai étudices. Opdration était un terme (rop vague et qui se
pretait mal i la formation de mots dérivés. La meilleare expression
et ¢té celle de transformation; mais, comme clle est déjh employée
dans un sens bien précis, j’ai cru devoir ne pas m’en servir.

Je dis qu’on a défini une transmuration dies qu’on a donné un moyen
de faire correspondre i toute fonction «, d’une variable 2, réguliere (1)
dans un certain domaine, une ou plusieurs fonctions de la méme
variable. Cette nouvelle fonction est ce que jappelle la transmuée de
et je la désignerai par un symbole tel que @u ou quelque symbole
analogue.

(1) Je prends pour définition de la fonetion réguliére celle de MM, Mdéray, Weierstrass,
Fuehs, cle. @ « Une fonetion de la variable » est dite régaliére, dans le domaine de
ravon g, aulour du point x = xy, si elle est développable en une série ordonnée suivant
les puissanees eroissantes de x — @y, pour loute valeur de a (elle que T'on ait

fr— g | < pooy
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Une transmutation est donc une opération fort générale qui peut
se présenter sous des formes (res variées. Ainsi, une substitution &
une variable (changement de variable), la dérivation, Iintégration
définie ou indéfinie sont des transmutations.

Je donnerai le nom de transmutation fonctionnelle a (oule trans-
mutation définie de la facon suivante : « Soit f(z,a) une fonction
donnée des deux variables s et 2, que jappellerai la fonction qui sert
de base i la transmutation; & toute fonction w, de la variable x, cor-
respondra la fonction /(u, ) de la méme variable. » 11 pourra arriver
que la fonction qui sert de base ne dépende que d’une seule variable,
soit z, soit 2. En particulier, dans ce dernier cas, la transmutation
serait 'opération, évidemment peu intéressante, qui consisterait i
faire correspondre & toute fonction w la méme fonction f(ax). Jécar-
terai Loujours, dans la suite, ces transmutations exceptionnelles.

Une transmutation sera dite continue si elle jouit de la propriété
suivante : « Lorsqu’une fonction a une limite, la transmude de cette
fonction a une limite qui est Ta transmuée de la limite. » En d’antres
termes, si une fonction w(a, 2), dépendant d’un parametre A, tend
vers une certaine limite, lorsque % tend vers une certaine valeur,
Gu(a, h)a aussi unc limite, ¢t on a

Hm[@alx, R)|=C[limu(x, h)].

Remarquons, de suite, que, pour qu’une transmultation fonctionnelle
s0it continue, il faut et suffit que la fonction /(z, 2), qui lui sert de
base, soit une fonction continue de z.

Une transmutation sera dite régulicre lorsque la transmuée de toute
fonction réguliere sera, en général, une fonction réguliere. Ainsi, pour
qu’une transmutation fonctionnelle soit régulivre, il faut etil suffit que
la fonction de base (=, x) soit une fonction réguliere des deux va-
riables z et .

Je ne m’occuperai, dans la suite, que des transmutations continues
et régulieres.

Knfin, je dirai qu'une transmutation est uniforme lorsqu’elle ne fait
correspondre & toute fonction régulicre « qu'une seule fonction trans-
muée.

Dans le cas contraire, la transmutation sera dite multiforme. Ainsi,
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I'intégration indéfinie est une transmutation multiforme, tandis que
I'intégration définie avec une limite inférieure donnée sera une trans-
mutation uniforme.

IT.

On connait, depuis fort longtemps, des exemples de transmutations
fonctionnelles définies par une relation entre les transmuées de deux
fonctions quelconques et la transmuée de leur somme. Ainsi, trouver
la transmutation fonctionnelle @, telle que 'on ait

(2) Clu+9)=Cu-+7<Cy,

quelles que soient les fonctions u et ¢, revient & trouver une fonction
S (z, x) telle que 'on ait
S (w0, 2)=Ff(u, )+ [ (0, 2).
Or, on sait que la scule fonction continue de la variable = répondant
a la question est
Sz, 2)=uas,

-olt @ ne dépend pas de = et, parsuite, est une fonction donnée de . La
seule transmutation fonctionnelle continue vérifiant la relation (2) est
donc celle qui consiste & multiplier la fonction & transmuer par une
fonction fixe de la méme variable.

De méme, la transmutation fonctionnelle qui a pour base a°, « étant
une fonction de =z, est la seule transmutation fonctionnelle continue

qui vérifie la relation
C(u+9¢)=Cuty.

D’une maniere plus générale, proposons-nous de trouver une transmu-
lation fonctionnelle continue verifiant la relation

(3) C(u+v¢)=o[Cu,tv],

o u et ¢ sont deux fonctions arbitraires de la méme variable et o une
Jonction donnée de deux variables.

Il est d’abord aisé¢ de se rendre compte que la fonction ¢ ne peut
pas étre quelconque. En effet, en permutant « ct ¢ dans la relation (3)
et en égalant les deux valeurs de 6(u + ¢), on voit que 'on doit avoir

o[Cu,Brv]=0q[Br,Tul.
Ann. de I'Fic. Normale. 3¢ Série. Tome X1V. — AvniL 18g7. 18
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Or, si la fonction ¢ n’est pas symétrique, ceci n’est pas une identite
et 'on peut résoudre par rapport & ¢u ou &e. Hn particularisant la
fonction ¢, on en conclurait que @u serait, quelle que soit la fonction
w, racine d’une certaine équation

Y[Cu, 2] = o.

La transmutation & serait donc telle qu’elle ferait correspondre & toute
fonction w la méme fonction ou un groupe bien déterminé de fone-
tions fizes. De telles transmutations ne présentent évidemment aucun
intérét et nous les ¢earterons dorénavant. I faut alors que ¢ soit une
fonction symetrique.

Ce n’est pas tout. De la relation (3) on déduit, en désignant par o
une nouvelle fonetion arbitraire, les deux égalités suivantes

G(ll e ) e w) - (p‘ Cu, ?(G ¢, GW)],
E(u -+ w)=olTe, g(Tu,Tw)].

De la on conelut qu’on doit avoir, quelles que soient les trois fone-

tions u, ¢, w,
o[Cu,0(Co,Tw)]==0[Cr,0(Tu, Tn)].

Si la fonction ¢| @, o(y, z)| des trois variables @, y, z n’est pas symé-
trique par rapport-i ces trois variables, cette égalité n’est pas une
identité ct, en particularisant les deux fonctions ¢ ¢t ¢, on en conelu-
rait, comme tout & ’heure, que @u est une fonction fixe. Si done nous
¢cartons toujours ces transmutations banales, il faut que 2|2, 3 (y, )|
soit une fonction symétrique de 2, y et =.

Je dirai, pour abréger le langage, qu’unc fonction ¢(z,y) des deux
variables @ et y est indéfiniment symétrique, si les fonctions suivantes
o(z,y), 9lz, 0(y,=)], o[z, 9(y,0(5,¢))], ... sont toutes des
fonctions symétriques par rapport & toutes les variables qu’elles con-
tiennent.

En continuant le raisonnement qui précede, on voit aisément que :
pour que la transmutation @ définic par la relation (3) ne soit pas la
transmutation banale qui fait correspondre & toute fonction une ou plu-
steurs fonctions déterminées, il faut que la fonction o(x,y) soit inde-
JSiniment symétrique.
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D’apres la définition d’une fonction indéfiniment symétrique, il
semble qu'une telle fonction doit satisfaire un nombre infini de con-

ditions. Il n’en est heureusement rien, et cela résulte de la proposi-
tion suivante :

Tutoriye . — Pour qu’une fonction 3 (x, y) soit indéfiniment syme-
irique, 1l faut et il suffit qu’elle soit symétrique, ainsi que la fonction

g1z, ¢ (ys =)

Soient, en effet, n variables x,, @,, x;, ..., x, rangées par ordre
d’indices croissants. Remplacons, dans o(x,, x,), &, par 9(@,, x,);
dans la nouvelle fonction des trois variables z,, «,, 2, ainsi obtenue,
remplacons x, par ¢(x,, x,); et ainsi de suite. Au bout de » — 2 opé-
rations, nous parviendrons a une fonction {(z,, 2., z;,...,2,) des
variables z,, ., ..., 2,, et il s’agit de montrer que cette fonction est
symétrique par rapport a ses n variables. Or, d’apres les hypotheses
faites sur la fonction o, on a

oL Xhe1s 9 ( Xy Xp1)] = @[ 24y @ (Xpmyy L) ]
et
CP("Z./L—-I’ 1"/L) = CP("clzy x/z—l)'

Il en résulte que la fonction ¢ (z,, ., ..., x,) ne change pas quand
on permute deux variables consécutives. On en conclut, par un raison-
nement bien connu, que cette fonction ¢ ne change pas quand on
permute les 7 variables d’une facon quelconque.

De tout ce quiprécede, on infere que la recherche de toutes les
transmutations (fonctionnelles ou non) qui vérifient une relation de
la forme (3) doit étre précédée de celle de toutes les fonctions de
deux variables indéfiniment symétriques. Cette question a été traitée
par Abel (*) et la conclusion de son Mémoire, qui est contenue dans
’énoncé du théoreme qui suit, nous fournira, en méme temps, la solu-
tion du probleme que je me suis posé au début de ce paragraphe.
Voici cet énoncé :

Tutorime Il. — Lorsqu’une fonction ¢(ax,y) est indéfiniment symé-

(1) Poir ABrL, OFuvres, (. I, Mémoire VI, ou encore Journal de Crelle, t. 1; 1826..
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trigue, on peul trouyer une Jonction '.L, d’une seule variable, telle que la
relation
vlo(z, y)l =19 (x) + ()

solt identiquement vérifice.

Cette proposition donne lieu aux deux remarques suivantes :

1° On peut toujours supposer que la fonction ¢ dépende d’une con-
stante arbitraire; car, si « désigne une constante abstraite, et si 'on

l)()S(‘,
| b6y = ad(0),

on aura ¢videmment aussi
Dolwla, yyl =i () b))

20 1l résulte aussi de la proposition d’Abel que 'on peut trouver

une fonetion 7 (¢) d’une seule variable telle que Non ait Uidentité
7L (@, y) == () 2(y)3
car il suffit, pour cela, de poser
7, () = eV,
Tutoniye HI. — o (@, y) élant une fonction indefiniment symetrique,

il existe towjours une infinild de transmutations fonctionnelles verifiant
la relation

quelles que sotent les deux fonctions w et v de la méme variable a.
Dapres le théoreme d’Abel, il existe une fonetion 4 (z) dépendant
'une constante arbitraire «, telle que Pon ait identité

e (@ y)]=d(e) + 4 (y)-

Soit alors 4.(z) la fonction inverse de la fonction $(z) el w et ¢
des fonctions arbitraires de 2. Posons

h(w)=u,
h(v) == ¢.
On a
blo(a, )] = (') + (o),



SUR LES OPERATIONS EN GENERAL, ETC. 141

et 'on en conclut, puisque
Cu=d(d),
o=4(v),
r.!/[:p[ (), L(o)]] =u—+¢;
d’olt enfin
a4y =o[h(w), 2(9)]
Cette identité prouve que la transmutation fonctionnelle qui a pour
base la fonction 4 (=) vérifie la relation

G(u-+v)=o[Gu,cv].

D’ailleurs, comme la fonction 4(s) dépend d’une constante arbi-
traire @, on peut prendre, pour @, une fonction de 2, et il en résulte
qu’il y a une infinité de transmutations fonctionnelles qui répondent
a la question.

La détermination des transmutations fonctionnelles vérifiant la re-
lation (3) revient donc & celle de la fonction ¥ (=), et Abel a indiqué,
dans son Mémoire, la marche & suivre pour trouver cette fonction.

[11.

Je dirai qu'une transmutation est additive lorsqu’elle vérifie la re-
lation
Clu+v)=Cu- &y,
quelles que soient les deux fonctions « et ¢ de la méme variable «.
Les transmutations additives jouent un réle prépondérant dans
I'étude des transmutations qui vérifient une relation donnée. Cela ré-
sulte de la proposition suivante :

Tutorine 1V. — =(a, y) étant une fonction indefiniment symétrigue,
la recherche de toutes les transmutations & qui verifient, quelles que
sotent les deux fonctions u et v, la relation

(1) Glr(u,v)] =¢(Su, Tvo),

o 9(x,y) est une fonction donnee, se ramene a la recherche des trans-
mutations additives.



142 C. BOURLET.

On peut d’abord remarquer que, =(, y) élant unc fonction indéfi-
niment symétrique, et si Pon ¢earte les mémes transmutations ba-
nales que tout & 'heure, g (z,y) doit étre également une fonction
indéfiniment symétrique. Il existe donc, d'apres le théoreme I, deux
transmutations fonctionnelles A () et B(w) telles que I'on ait

(2) Alu—+ o) =7[A(w), A(¥)]
et
(3) B(u-+ ) =o[B(a), B(e)].

Ceci posé, soient « et ¢ deux fonctions quelconques; posons
w' =V (u), o= V()
V(z) désignant la fonction inverse de A(z), on aura
u?.:A(u’), pe A(e'),
et, par suite, la relation (1) devient
@[m(Au), B(o))| =0 [EA(W), TA()],
ou, a cause de I'égalité (2),
(4) A (a4 0"y =o[TA(u), TA(s")].
Désignons, pour abréger, par s« la transmutation définie par I'éga-
lite
Su==tA(u),

on aura
Cu=8V(u)=85u,

et la relation (4) prendra la forme
(5) S(u' ¢y =o[8d,5¢"].
Désignons enfin par & la transmutation définie par I'égalité
Ru=Hd(3u),
(=) étant la fonction inverse de B(z), on aura

(6) Su:‘:B((‘R‘u),
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et la relation (5) devient enfin

(7) B(R(u'+¢))=¢[B(Ru), B(a)].
Or, & cause de ’égalité (3), cette derniere égalité s’écrit
(8) B(R(u'-+¢)) =B (R (&) +R(e")),

ce qui entraine
R+ o) =R+ Rv'.
La transmutation &z est donc une transmutation additive. Or,
comme
Cu=38V(u)=38u,

et que
Su'=B(Ru'),
on en conclut que

(9) Tu=B(&V(u)).

En résumé, pour trouver toutes les transmutations ¢ vértfiant la rela-
ton (1), i suffira, apres avoir déterminé deux fonctions A(z) et B(z)
véryfiant les relations (2) et (3), de trouver toutes les transmulations
additives fu. Les transmutations cherchées seront alors donndes par
Uégalite (g).

Il est bon de remarquer ici qu’il n’est pas besoin de connaitre
toutes les fonctions vérifiant les relations (2) et (3), mais qu’il suffit
de connaitre une fonction A(z) et une fonction B(z).

Ainsi, par exemple, prenons la relation

(10) C(u+v¢)==Cudv;
ici
A(G) =3,
B(s) =¢e%;

done, toutes les transmutations vérifiant la relation (10) sont données
par I'égalité

- Ru
Cu=ce

Qo étant une transmutation additive.
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Considérons encore la relation
(1) C(up)=0udy
Pans ce cas,
A(z)=¢% V(z) =z,
B(z)==¢%;

par suite, les transmutations vérifiant Uégalité (11) sont données par

. NS e
= AN I,

Ru étant toujours additive.

[l est bien elaiv que le théoreme précédent ne comprend pas (ous les
cas de transmutations dont la recherche se ramene i celle des transmu-
tations additives ; mais il comprend la généralité des cas oir il existe
une relation entre @, @e et la transmudée d'une certaine fonction
composée de w et v. CCest ce but restreint que je me suis propose
d"atteindre.

Par exemple, les transmutations définies par la relation suivante,
qui ne ventre pas dans le type préeédent,

(12) C(uy) = u@y - oG
se raménent cependant aux transmutations additives. Cette relation

s'¢erit, en eflet,

() T ' (oky
uy w ¢

Si Pon désigne alors par su la transmutation

, G
S T e g
"

on est ramend & trouver les transmutations s« vérifiant la relation
S(ue)=5u-+8¢,
ce qui rentre dans le cas précédent. On a
S == R(Lw),

et, par suite, toutes les transmutations définies par la relation (12)
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RSN
Qe

sont données par I'égalité
Cu=ud(Lu),

olt & est le symbole d’une transmutation additive et £ celui du loga-
rithme népérien.

IV.

Il nous reste done, en derniere analyse, & trouver la forme géné-
ale d’une transmutation additive. Je me bornerai, ce qui est assez
naturel, & rechercher celles qui sont uniformes, continues et régu-
lieres.

s
~
0

(2]

Etant données deux transmutations @ et &,, jappelle produwit de
ces deux transmutations la transmutalion &&, qui consiste & prendre
d’abord la transmuée @,u, puis la transmuée @|@, ] du résultat.
On peut évidemment définir ainsi le produit de plusicurs transmuta-
tions et, lorsque toutes les transmutations sont identiques, on aura
ainsi défini ce qu'on pourra appeler une puissance d'une (ransmuta-
tion. Ainsi

Clu=C[E(Cu)].

Il faut remarquer, de suite, qu’il n’est pas du tout certain que les
Jacteurs ’un produit symbolique de transmutations soient commula-
tifs. Nous verrons, en effet, plus loin, que, pour les transmutations
additives, on a, en général,

E(Ciu)2C (Cu).

Tutorine V. — Le produit de plusieurs transmutations additives est
une transmutation additive.

Car, si @ et &, sont des transmutations additives, on a
CC(u~+¢)=C[Cu—+Cr]=CCu+TE/.

Le produit de deux transmutations additives donnant une transmu-
tation additive, le théoreme est général.

CorOLLAIRE. — ZToutes les puissances d’une transmulation additive
sont des transmutations additives.
Ann. de I’ Le. Normale. 3 Sévie. Tome XIV. — AviL 1897. 19
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De la proposition préeédente il résulle encore que les transmaulalions
additives forment un groupe.

Turorimg VI. — La somme de deux transmulations additices est une
transmulation additive.

Ceei est évident, car si I'on a

Clu-+v) =Cu ¢
et

Gl +¢) 2@ w0,
et, sk 'on pose
St oG- G,
on a, en ajoutant les relations précédentes,
S (-t s') N S,

Tukoreme VI, — Dans towte transmutation additive, la transnuce de
zéro est égale a zcro.

Car si, dans la relation
Gl 4-v) G- Ty,

on faite = o, on ¢n tire
d ot

Tutorkye VUL -~ @w étant une transmuatation addiice, uniforme,
continue et régulicre et G une constante arbitraire, on «

C(Cu) =G,
La proposition est évidente lorsque G est an nombre entier positif,
car Pégalite
Clu -ttt oo w) =Cu -+t 4-...4 Cu
donne
Clmuy-—==méu.

‘ .y u
En remplacant, dans cette ¢galité, « par =, on en conelut
n

" 1

-~

¢ .
m m
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et, par suite,
P P

~ I ~ ~
C—UZ —Cpu = — Cu.
m m m

Ceci prouve le théoreme, lorsque C est positif et rationnel. La trans-
mulation & étant, par hypothese, continue, la proposition s’étend,
immédiatement, au cas de C positif et irvationnel. Car, soit «,, un
nombre rationnel ayant pour limite le nombre irrationnel C, quand
m croil indéfiniment; on a, «,, étant rationnel,

G—(y'm l(): o, Cu
et, a la limite,
HmeE (2, u) =& lim (o, )] =lim[ 2, &w],

c’est-h-dire
E(Cu)=Ccu.

Enfin, de 'égalité
C(Cu)+e(—Cu)=C¢(Cu —Cu)==Con:0,

on conclut

ce qui établitle théoreme lorsque C est réel et négatif.
La proposition est donc vraie lorsque G est un nombre réel quel-
conques; il reste & la prouver lorsque C est imaginairve. Or, on a

Cla+blu=aGu~+ bCiu,
puisque a et b sont réels; il reste donc & prouver que

Clu—=1I[(Cu.

Posons, a cet elfet,

) ~ G
.suwuu——t—.cw;

nous définissons ainsi une transmutation qui est évidemment addi-
tive, uniforme, continue et régulicre comme zuw. Je dis que celte
transmufation est identiquement nulle, ¢’est--dire que 'on a, quelle
que soit la fonction «,

Su=o.
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S’il n’en était pas ainsi, on aurait

. - | . L
S(a+ibyu==Cau— 7« aiu ~-Cibu — [—.L' (— bu)

- . S L
—a|ltu—=<-Ciu|—ib|&u-— ; i
{ /

= (a —Ih)S u.
Cette transmutation se jouirait done de la propricté que
$(Cu)=0C"Su,

(" ¢tant le nombre imaginaire conjugué de C. Une telle (ransmutation
additive, uniforme, continue et régulicre ne saurait exister sans étre
identiquement nulle. On aurait, en cffet,

Jwle 4+ h)— u(:r.-)"l o

DI / I [Sula 4Tty — Su(r)],

A" ¢tant le nombre imaginaive conjugud de A, et 'on en tirerait

St ) = Su(x) _ W (ulr b utr)

Or, 2 ¢t A étant imaginaires conjugués, st Pon désigne par o argu-
ment de 2, on a

!
’ ./' s ~‘!,1"/.7
hi

ct, par suite,

gt g

Sula +h) —Sulr) a(w+h)—ulr)

/i ) h ’
Lorsque A tend vers zéro d'une (acon arbitraire, la transmutation
¢tant continue et « () désignant la dérivée de la fonetion réguliere

(A Ny — w ()’ . . , , )
u(x), s L 1/2 —u(r) l aunelimite qui estse' (a). Le facteur ¢ 2

peut avoir telle limite qu’on voudra, de méme forme, ou méme ne pas

avoir de limite, suivant Ia maniere dont 4 tend vers zéro; il en résulte
. Sulw NIy —Su(x . .o

que le quotient == =nm o ) Waurait pas de Timite, que la fone-

tion transmuée sw(x) ne serait régulitre pour aucune valeur de a e,

enfin, que la transmutation s« ne serait pas réguliere,
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De tout ceci, il résulte que I'on a

- T
Su==Cu— =Clu=o,
I3
¢’est-a-dire

Tiu=1(%u,

quelle que soit la fonction u.
On a donc bien

Ela+bl)u=aGu-+bCiu=(a+ bi)Cu.

V.

Les propriétés que nous venons d’établir, pour les transmutations
additives, nous conduiront maintenant rapidement au bat.

Tutorine IN. — La seule transmutation additive, uniforme, continue
et régulicre telle que la transmude de toute puissance enticre et positie
de la variable x, y compris x"==1, soit égale a z¢ro, est la transmula-
ton qui est identiquement nulle.

La transmudée de tout polynome entier sera, en effet, égale & zéro,
car
Ay = A=t A - Ay ]
= AT A T A G AT,

et, puisque

CaM=Cax"'=...=Cax==C1=o,
il en résulte que
A+ Azt .+ Ay + Ay ] =0
Soit alors « une fonction régulitre au voisinage de = x,,
U=y~ a,(x—2,) + ay(r — 2.+ ..+, —ax))"+...,

et posons
O (L) =ay—+ a, (& — 2y) ...+ a,(x—2y)";

9m(2) étant un polynome entier en x, on aura, quel que soit m,

Co,(x)=o.
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faisons croitre m indéfiniment et on aura, puisque la transmula-
tion est continue,

Cu=0[limg,(x)]=1lim}e

i () f = lim(o) = o.

La transmudée de cowe fonction régulivre w est done égale & scro.

Tuiorine X. — Towle transmutation additive, uniforme, continue cl
réguliére est donnce par la formule
C «

O A TR (A -2 L U S A LE N S

.9

O SLyy %y By ooy O - - - dEsignent des fonctions régulicres et o, .

W™, . Aes derivées successives de la fonction régulicre u.
Soit, en effel, @« une transmutation additive, uniforme, continue of
régulivre. Déterminons une fonetion o, de a, telle que L différence

oy 1t

oy G
Déterminons ensuite une fonetion e, telle que la différence

Gt~ gytt o u'

s‘annule pour w == x, on aura

[Nl O A PN Gl U Y G U B4

el Uon peut remarquer, de suile, que cette différence s"annule encore
pour @ =1.

De méme, choisissons une fonction o, de facon que la difference

Cat — oyt — ottt — oy 1"

s'annule pour u == x*, on aura

Oly 2o mmem f O ] T i - %
ou

R T A = S N o B

.95
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et cetle nouvelle différence s’annulera pour

2

u==i, =, == xr=.

En continuant de la sorte, on déterminera une suite infinie de fone-
LON Gy, %y, gy oney 2y oo, cL 0N aura, en général,

2

. LI . < ~ 5 ~
(1) Ly e 2 Gam—Clrtem 4 CorCan-2. bame1],

G, Gy oo étant les coefticients binomiaux.
Considérons alors la série,
N T A e A LA B (A EE S 74T B S

pour toute fonction réguliere « qui rend eette série convergente, cette
¢galite définit une transmutation additive, uniforme, continue et ré-
gulivre. D’apres la maniere méme dont nous avons déterminé les
coefficients o, «,, «,, ..., la (ransmutation
G- 8w
est une transmutation additive, uniforme, régulicre et continue, telle
que les transmuces de 1, @, 2%, ... de toules les puissances entivres
et positives de 2 soient égales & zéro. On a done, identiquement,
Ci-—SU==0

ol
N,

Gu:

Done, pour towte Jonction régulicre u, qui admet une transmuce ¢ u et

qui rend la sirie suw congergente, on a
I R A S A A S A SIS S S AL R SN

Remarquons, de suite, que la série $w sera évidemment conver-
gente lorsgque « est un polynome entier et que la proposition précé-
dente sapplique @ tout polynome entier.

Supposons, maintenant, qu'il existe une fonction w, régulivre dans
le voisinage de 2 == ¢, et qui admelte une transmuce ¢w sans que s«
soil convergente. Soit

W oAty (= ) Ay (g )b A (8 g )P
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le développement de w, et posons
o) = ag+a, (& — 2y) ..oy (1)
o, () tlant un polynome entier, on aura
Com(x) =S80, (x).

faisons croitre m indéfiniment, la transmutation @ élant, par hy-
pothese, continue, &g, (2) aura pour limite @wu, et il en résulte que
S, (2) aura aussi une limite qui sera [a méme. On peut done éevire,
dans ce eas,

Done, en résumé, on peul dire que dans tous les cas on a
= oyt~ oyt A= g (0" s oty ) L

» I » . y \ t *
aveé celle précaution de convenir que, dans le cas ot la scrie du second
membre n'est pas convergente, mais ot 8, () a cependant une limate,
¢ u désigne celte limite.

Désignons par o,(x), w,(x), w,(x), ... les transmuces de 1, .r,
a*, .. il résulte du théoreme précédent que la connaissance de ces
fonctions suflit & caractériser la transmutation additive. Posons

" | . e f{lll
al U m

i g
De Pégalité (1) du théoreme précédent il résulte que on a
Ay ==y, () =2 )y == T 0y, (b Oy == KX 03y = 00y )
d'une manitre générale, on aura
U=ty — CLx e ey CE ¥y y-be s o G T ity e ottt gy,
ce qui peut s’éerire, d'une maniere symbolique,

Up == ((;) — {1;')(/11)’

a condition de remplacer, dans le développement de la puissance sym-
bolique, les exposants des puissances de o (méme dans la puissance o)
par des indices.
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On peut done écrire, symboliquement,

L”

(m)
(2) ('“:30)0""!-(0)"'55')“) +(o)—-—.z) YRR + (0 —a2)m) — “

ml

Application I. — Toule substitution est une transmutation additive.
Appliquons & cette transmutation le théoréme précédent.

Soit w(x) la fonction qu'on substitue 4 2 dans la fonction « ().
On aura ici

G, o =—=un(z), Ca?=[w(x)]? ce Cxm=[w(x)]".

Dans la formule (2), les puissances symboliques se transforment
en véritables puissances et I'on a, par suilte,

tm
w(w( 0)) = G - (w(x) — l)-‘ -+ (w(x) — 1) JT Aot (0 () = '>I"_).1T +
Cette formule se déduirait d’ailleurs, tres simplement, de la for-

mule de Taylor.

Application 11. — D’apres Riemann (*), la généralisation de la no-
tion de dérivée, ¢tendue i des dérivées d’indices fractionnaires et né-
gatifs (un peu particularisée de facon & la rendre uniforme), conduit
a poser

“l)“u-—-z A 55 _L(m+y) xm,
Fm+1—a)

mz=0
le développement de « étant
U== (g~ & ...+ Uy ™ .. ..

La dérivée D*u (o entier, fractionnaire, positif ou négatif) est une
transmuée additive & laquelle nous pouvons appliquer le théoréme X.
Iei, on a

T(m 1)
F(m+1—a)

o (2) = s,

(1) Voir OFupres complétes, édit. WEBER et DEDEKIND, p. 331-344; ou J. HADAMARD,
These de Doctorat, p. 55 el 56.
Ann. de I’ e, Normale. 3¢ Série. Tome XIV. — AVRIL 1897 20



‘. BOURLET.

-~

104
I" étant, comme d’ordinaire, le symbole de la fonction eulérienne de

. N . () .,
deuxiéme espece. Le coefficient de "ml dans le développement sera
donc

-t I‘(”Z,j:.l).._. — (1 .__I:_(ﬁz,.. - (2 _._l;.(.m_.__.“_l)ﬁ — (- 1)M .l:g),_
' T(m+1—a) "T'(m—a) M —r—a) U(1--a)

ce qui, en tenant compte de I'égalité
T(m4r—a)s=(m-—a)(m—a—1)(m—a—2)...(a)l'(1 -a),

s’écrit
(— 1)m (m—1—a)(m—a—oa)...(1--a)(—a) o

I'(m 41 a)

On arrive donc & la formule suivante, applicable pour toutes les
valeurs de o,

w

x—* o (o —~m--1)(ct—m-2)...(ad~1)c )
T el R 7 R e i et )
(4) Diu= I'(1— «) “H 2‘ F(m-41-—a) ) m!
m==1

Lorsque « n’est pas un entier positif, aucun des dénominateurs
n'est infiniment grand, et 'on peut éerire ceci sous la forme plus
simple

“
pm -l

4 I Wl o
9 D%u = e 2‘ —ym _E BT o,
(3) x (1 =a) (=) Pk
m=
i condition de poser
ol =1 ot w0 g

Ainsi, pour @ = —1, 0n a

r “
> . L

O ,
Db = udz == 2‘ (e ) e (M),
Jo (m~1)!

m==0

Plus généralement, p intégrations suceessives, avec o pour limite infé-
rieure, donnent
D,” == nM—--l_. 2 (__._ ])m ___‘I__‘_ ‘ﬂn_! wim,

(p—nl m--p ml

m =0
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Application I11. — M. J. Hadamard, dans sa These (p. 58), examine
les transmutations définies par I'égalité

1
Cu(x)= f o(E)u(tx)de,
0
ot 9(¢) est une fonction réguliere donnée et ou I'intégration est effec-
tuée le long de I'axe réel des .
Cette transmutation est additive, et I'on a iei

W1 1 1
AT / v (L) dt, m,::.‘.z‘[ to(t)dt, cey Ap— x"‘f tmo(t)de.
0 “0 0
, o wlm) . .
Le coefficient de — dans le développement de la transmutation

est done 1ci

SN | 1 o
/ tmo(L)de — 1/ M=o (t)dt . . .+ (— 1)"‘/ v(t)dt]
0 e 0

0

1
am [ (L —1)me(t)de.
<0

am

On a donc

o

S on &m0y
Cu== Y oh-— —-/ t—1)ymp(t)dL.
ml J

mzz=0

Le développement de DZu n’est qu’un cas particulier de celui-ci,
:ar on a, lorsque « n’est pas un entier positif,

1
I 1 e )1 2Yd
a* D% u == = a)[ (r—1¢) u(tx)de.

[l suffit donc de prendre
p(t) = (1—t)=%1,

et I’on retrouve le développement (5) précédent.

VI.

I’expression générale d’une transmutation additive peut étre mise
sous une autre forme, qui est souvent utile.



~

156 C. BOURLET.
Soit
l/ (LI”
mz——a.,u—x———u-a— o 2 ) e
ml
ol @,, @, @y, ..., Gy, ... sont des fonctions régulicres données de la
variable . D’apres une proposition de Cauchy bien connue, on a

1 * u( )
u(r)—.———-zwr PR
1 ou(s
W (z) ==~ —-—-—(~)—~, ds,
207, ), (58— x)*
......................... R
(I)l)( L') — IIII ____g(_z)__:-m (lz;

toutes ces intégrales étant prises le long d’un contour fermé G, & I'in-
térieur duquel la fonction u(z) est réguliere et entourant le point
s = .

Posons

> ({l [t/ll
Spl==agl~t — ' .. = == gl
" 0 1 ml ’

1 ‘u ;O
Sy b 7 e "—‘g""““ '<P//z Ay e - ) dz,
2T J 5 —x Py

1 o, oy,
I Ly e ) mm g A ———e e e e
‘P m < ’ - ) 0 T

5 (5——a)m

on aura

en posant

faisons croitre m indéfiniment; on aura évidemment, pour toute
fonction u(x) rendant la série @u convergente,

G () — — i 5y (g .
(1) Cu(x) = tlt'ﬁllmg.ﬁz*'” m (x’z—- >d~.g

[l 'y a évidemment un cas trés intéressant : ¢’est celui oti, quand
m croit indéfiniment,
1
me (fL‘, 5 — .,6')

engendre une série convergente. Soit, dans ce cas,

@,
q’("”7~')*—'ao*i“”"'““" -+ 5 ..

L
(z—z)
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cette série, on aura

I u(s
(2) G‘ru:—.m‘[cz—,f(:—zznp(x,:)ds.

Il ne faudrait pas croire que toutes les transmutations additives,
uniformes, continues seront définies par une relation de la forme (2).
Il peut exister des transmutations telles que la série § (2, 5) ne soit
pas convergente et cependant pour lesquelles, en choisissant convena-
blement la fonction u, il existe une limite pour le second membre de
I"égalité (1). Ainsi, dés que w(z) est un polynome entier, il y a tou-
jours une limite, car les intégrales

d

w(s).ap
Z—:E. .)-,~)/c+1 ds
(VA
sont toutes nulles des que £ est supérieur au degré du polynome u(z).
Par exemple, la transmutation

AN wm
el il SN e S
1 2 3 m
est de ce genre, car la série
1 1! 2] (m—r1)!
b, 3) = 4 — 4= A e TR
v(#, 3) g (s—a)  (z—a) (s —a)”* -

n’est jamais convergente, quel que soit 5. Cependant cette transmuta-
tion fournit une transmuée pour un grand nombre de fonctions, quoi-
que pas pour toutes les fonctions régulieres.

Si, dans la formule (2), on prend pour ¢ (z, z) une fonction régu-
liere de z dans tout 'intérieur de G, on a

Cu=1(z, z). u(x),
et 'on obtient 'unique transmutation additive fonctionnelle, qui con-
siste & multiplier la fonction « par une fonction fixe.
Prenons encore, comme exemple,

5o

5 —w(z)

(2, 5)=
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le contour C étant choisi de facon & envelopper le point w(a), on
aura
Yoou(s .
Gu= / UG dzs=ul[w(z)],
oY

5 w(2)

et I'on retrouve la substitution de () i 2.

L’intérét spécial que présentent les transmutations de la forme (2)
est qu’elles fournissent une transmuée pour Zoute fonction u réguliere
dans un certain domaine. Ceci résulte du théoreme important que
voici :

Tucorkme XI. — La condition nécessaire et suffisante pour que la
transmutation
a a @
Cu==agt + — -+ — " =LEum) g
1 21 m)

Journisse une transmude pour toute fonction wrégulicre dans un domaine
de rayon g autour du point x, est que la scrie
a, @y U

Y(w, 5) = a, -+ = e -(z o s (;,_'__._’;_)‘7,_‘

soit convergente pour toute valeur de s telle que
|5 2| == p.

1° La condition est nécessaire. Supposons, cn effet, que la trans-
mutation & fournissesune transmuée pour toute fonction régulivre i
Iintéricur du domaine de rayon g autour de 2, clle devra, en parti-
culier, en fournir une pour la fonction 5*"7’ ou z désigne un para-

métre, lorsque |z — x| = p. Or, pour cette fonction, on a

1 1 m!
U == e y w = ety ’ UM 2 e
G e A Zw"b) (sﬂ_,l-)mbi
la série
¢ I Ay _ ay e e A
‘NG P — PV T
- s—ax (5--x) (5 —a)



SUR LES OPERATIONS EN GENERAL, ETC. I

Qr
0

devra étre convergente pour toute valeur de s telle que
|z —x|=0p.

2° La condition est suffisante. Car si elle est remplie, la série ¢ (x, =)
sera convergente sur le cercle C décrit de « comme centre avec p pour
rayon; si la fonction u(z) est régulitre dans ce cercle, on pourra,
pans la formule (2), prendre le cercle C comme contour d’intégra-
tion et toute fonction w(z), régulitre dans C, aura une transmuée
donnée par I'égalité

- ! w(z)
Gt == — x,35)ds.
2:77:/J5-——.27q1( »3)

Je dirai, dorénavant, qu’une transmutation est compléte dans un
domaine de rayon p autour du point x, si clle définit une transmuée
pour toute fonction u régulivre dans ce domaine. Le théoreme préce-
dent donne la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit
ainsi.

Dans le cas spécial des transmutations i coefficients constants, ¢’est-
a-dire dans lesquelles les coelficients ay, a,, ay, .. sont des con-
stantes, il est bon de remarquer que, si la transmutation est complete
dans un certain domaine de rayon p, elle est complete dans tout autre
domaine de méme rayon. On peut, alors, ¢noncer le théoreme XI de
la facon suivante :

Pour qu'une transmutation additie, a coefficients constants,
a a
U=y~ —t 4. .. A )
1 m!
soil compléle dans tout domaine de rayon p, i faut et ol suffit que la
série
Q(r)=ay-+ @ 4 ayri=4. .. @y ..

. ’ v I
soit conver gente pour toute valeur de r dont le module est égal a r

Dans la suite, nous ne nous occuperons plus que des transmutations
compleétes, les seules vraiment intéressantes.
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Exemple. — Appliquons ce qui précede a la transmutation
it ; 2 o
X X X
[ wdr —= —u — —t' -4 — ' —...;
Jo 1 21 31
on a '
x? Z?h

o
bz, s)=(z—x) l_S——a’f — 2z — o) -+ Sz—7) —

La série entre crochets est convergente si

|3 —a|>|e];
done, si 'on prend pour le contour C un cercle de centre 2 tel que
origine O soit & 'intéricur, on a

et, par suite,

VII.

Jintroduirai, maintenant, une notation nouvelle pour désigner une
transmutation additive, notation qui nous rendra de grands services.
Toute transmutation additive, & une variable, est de la forme

= O du  ay d*u I ty d"u
o = Ayl - - el o e
¢ 1 dxe ol da? nl daxn

Ceci peut s’éerire, symboliquement,

" a, d ay d? a, d*
Cu= (ag+ - o= 4 = e s e =2 —— ... |1
( Ty de 2l dat nl dxn ’

ou, en posant

S(x,3) = ay+ AR NPT
X 2! nl ’

7
Cu== (r, 7;) “.
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La fonction f(x, 5) de lavariable =, réguliere au voisinage de = = o,
est ce que jappellerai la fonction opérative de la transmutation. Des
qu’on connait cette fonction, la transmutation est parfaitement dé-
finie.

Ainsi, par exemple, la fonction opérative du changement de 2 en

w(a) est
f(.l,', :) — e[h)'.t)—.‘l‘]:;

elle est de la forme 87, g étant une fonction de .

Dailleurs, réciproquement, lorsque la fonction opérative est 5%, la
transmutation n’est autre chose que la substitution de & + g i .

Avant d’établir les propri¢iés de ce symbole opératif, nous démon-
trerons le théoreme capital snivant, qui restreint la forme de cette
fonetion :

Tukorime X1, -~ La fonction opérative d’une transmutation addi-
tive, uniforme, continue et régulicre, qui est complele dans wn certain
domaine awtlour duw point x, est, pour celle valeur de x, une fonction
transcendanie enticre, de la variable z, de genre 1 ow o.

Soit, en effet,

A
m!

. ‘ 2 a
S, 3) =y - =3 R S

2

S, L.

la fonetion opérative d'une telle transmutation.
Dapres le théoreme X1, la série

Wyt 3~ Ay 3o o Wy ML

sera convergente pour

e étant le rayon du domaine de régularité autour du point .

Il en résulte d’abord que la série f(x,5) est convergente pour
toule valeur de s ct, par suite, que f(@, s) est une fonction transcen-
dante entivre. :

En second lieu, on en conclut que, si 'on désigne par ¢ un nombre

dnn,de ' Ee. Normale, 3¢ Série. Tome XIV. — Mar 18g7. 21
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positif, d’ailleurs aussi petit qu'on voudra, on a, pour m suffisamment
grand,
el
(‘O _}_, E)Hl

I,

par suite,
Lam| . (pe)"
m! m!

Soit, d’autre part, n un nombre positif queleonque, on aura, pour

m suffisamment grand,
({J g ) (e 1yn,

et, enfin,
bl o
ml T ()t

Cela étant, rappelons le beau théoreme que voici, démonteé par
M. Hadamard (') :

« 8i, dans une séric entiére cn =, le coefficient de 3™ finit par rester
moindre que

I
)

(m!)*
la Jonction est de genre moindre que A, lorsque '\ n'est pas entier.

Or, ici, le coefficient est plus petit en valeur absolue que

-(VIILA!)I ~n’
on a donc
- 1
bz - ——y
1 — 1
et, comme v estun nombre positif arbitraire, aussi petit qu’on voudra,
la fonction f(x, z) est nécessairement de genre 1 ou o.

(1) J. UapAMARD, Jitude sur les propriéués des fouctions entiéres, ole. (Sourned de Ma-
thématiques pures et appliquées, §¢ sério, 1. 1X, p. 1725 1893).
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Le symbole opératif /(, =) jouit de propriétés semblables a celles
des symboles opératifs analogues dont on se sert depuis longtemps
pour désigner le premier membre d’unc équation différentielle li-
néaire. '

Je me contente de les énumérer.

1* w ety étant deux fonctions quelconques, on a

: o d ,‘__(.d d\
(1) j(.z., ;/:i) (tt =) == f »«J’ ZZ:;'> - f <.x, (72) .
(Vest la traduction du fait que la transmutation est additive.
oY
d T A \
() f(r,7;;> ,11~..<.(,../(1,-—[~«>u,

(i étant une conslante arbitraire.

30 Désignons par /" (@, z), ["(2,2), ... les dérivées particlles de
J(x, z) par rapport a =.

De la formule de Leibnitz, bien connue, qui donne la dérivée micme
& un produit, on déduit alors celle-ci

" d A d o d o d
Gy ("’d.z.-)”‘ e/ (’m> s <"’;1.;>” et <”/ (o

oln) d
e [ e Nl - L
T f < ’(/.[‘) ’

qui s’applique aussi dans le cas ou J(x,z) est un polynome en s et
est, comme on sait, 'une grande utilité dans Iétude des équations
différentielles lincéaires.

4 Dela formule (3) on déduit aisément la formule qui fournit la
fonction opérative du produit de deux transmutations.

Soient, en effet,

‘ d
Gu _/</, ZIZE> u,

17
Ciu==q <1, »ZM> e N A A T B L S S M AL
dx
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deux transmutations, on a

. d : \
L& u] =, ( o N [ ottt = oy te' = og 1 = oty @) ]

707
= o /'(1, (—;11> w - f;;(;“- f’(.’(:, ;;/7> "+ p‘lf ((,{ :_" J" (.If, (;i) w -,
|~ ..............................

Soit b(x, z) la fonction opérative de la transmutation @&, « ], on
aura donc
(luf(, o 1 o,

Ul z) = o /(. ; - S .o - » 5)
Y@, 3) = o [, 5) 4 dx ()::‘/(‘I’ S T ()“/(I

doy 0 . Pty O
4oy 3 f (@, 5) A+ o U}',f(""') Ry R ()zz/("'“') R

. de, o0 . vty 0
A= ey 5 [ (o, 5) "gzj?:""/("’“) PO e T ():i/(”’:) !

ce qui donne enfin
dy of 1 o dif 1ot f

de ds ol dat 9zt T 0l gan gan

b, 5) o w(a, 3). fla,5) +

Désignons 4 (e, z) par

[/ %](
on aura, finalement, la formule suivante pour le produit symbolique

des deux transmutations / ¢t ¢, en commencant par 4,

PR A e A dy df 1 Dty QS 10w Jhf

K ) '/} ﬂ - pe I T S PRI . SOR IV LA T

( ) lf Al( / -+ ()z. ()., ol Qe () z* + 1 nl duer gan
On aurait, de méme,

. , Jop of 1 d'g IS 10" 9t
G le-S1m3) =9/ ()~ oz T uT gz 9wt T 0T gan gan
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~ Ces formules (4) et (5) pourraient elles-mémes s’écrire symboli-
quement

p ST 4 __”(Z_ . ‘ J
W emoms{ees Doms(er s
el

5 1o | A R n - .Q s} mp—u e 0
() [v./] (2, 5) /(2 - Prk ~> P=20 (.Z‘,-a—!— D—;>f

On obtient done [ /. o] (x, ) en prenant la transmuée de ¢, considérée
comme fonction de @, dans la transmutation dont la fonction opérative
est /i, 5 4-¢); ou en prenant la transmuée de /, considérée comme
fonction de z, dans la transmutation dont la fonction opérative est
8 : . . J J

(-1, 3), ¢ 6tant le symbole opératoire Jr Ou 5z

Les formules précédentes peuvent évidemment s apphqucr aux cas
ott les fonctions /et o sont des polynomes entiers en z, ¢’est-h-dire
aux premiers membres Céquations différentielles linéaires.

Les relations (4) et (5) nous montrent, de suite, qu ‘en général

19102, 3) # 9. /1 (2, 2)

el, par suite, que, dans le cas général, l'opération de la multiplication
de dewx transmutations additives n’est pas commutaltive.

Dans le cas particulier des transmutations additives @ coefficients
constants, les relations (4) et (5) deviennent

[[e](s)=19./1(s)=[(2)o(2).

Done :

Le produil de denz transmulations additives, uniformes, a coefficients
constants, est une transmulation additive, uniforme, a coefficients con-
stants, dont la fonction opérative est le produit des fonctions opératives
des dewx transmutalions.

Le produit de dewx transmutations additives, uniformes, a coeffi-

cients constants, est commutatif.
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VIII.
. ’ PV . R .y
Pour montrer, de suite, Uutilité de la notation préeédente, j'en
ferai quelques applications aux équations différenticlles linéaires.

Application I. — M. Floquet (') a nommé facteur primeaire symbo-

. Lo . d T T
lique unc opération de Ta forme - - —a, ¢’est-a-dire une opération
dont la fonction opérative est un binome du premier degré = - «.

Appliquons les formules (4) et (5) a la formation du produit sym-
bolique de deux facteurs primaires. On aura

, o . db
[(z—a)d(s—0)] (5—~a)(s--b)— r
et
. : da
(= 0)(s—a)|==(5 —~a)(5-—D)— e

Pour que le produit symbolique des deux facteurs primaires soit
commutatif, il faut done et il suffit que 'on ait

([rt_ _db
de T dx’

¢'est-i dire que la différence a — b soil constante.
On retrouve la condition donnée par M. Floquet (*).

Application I1. — Cherchons la condition pour qu’'une équation
différentielle linéaire, homogtne, donnde
SoodN du dmue
/ .1,-(-[‘1‘) (2 (y U~ ;“Z:; b i@, *{*/'1:'-;;7 =0,
de degré m, admette une intégrale donnée o.
Posons
....... 1oy,
[£) Rt " ;7‘“1‘;

(4)y Foir G. Froquer, Théorie des équations dilférenticlles lindaires ( Annales de
UEcole Normale supérieure, »* série, 1. 1L; 1879, — Supplément, p. 79).
(%) Loc. eit., Supplément, p. 104.
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il faut, alors, et il suffit qu’on puisse trouver une fonction ¢ (wz, ),
.y ! ‘
transcendante entiere de genre 1 ou o, en z, telle que ’on ait

S(z,5)=[0.(5—n)],
¢’est-a-dire

S do O(P 1 d"=1y gMm—lg
1 2,5) =(3—w)o(2r,5) — = Lo — T T T
SRV )= )9 (2, 2) dr 03 (m—1)! den-t gzm-1

Si I'on cherche & déterminer un polynome de degré m — 1

9(,5) = Gy 0y 5 00,82 . . . ot 50T

’

on aura, en identifiant les deux membres de 1'égalité (1), m + 1 équa-
tions du premier degré pour déterminer les m coefficients «,, o, ...,
Uy B0 égalanth zéro le déterminant du systeme, on trouve que
satisfait & I'équation différentielle d’ordre m — 1 suivante :

ey 1 o 1 odbey | dm=1,
L e " W E— e e v s eevesamas e Ui e a
o ol dat 31 die? (m=1)! dxm-1 v
clty 1 dEoy 1 =2
0 B - 5 eee serresaees e L a
i ol dat (mi—3)1 dam=3 1
oy o =5y |
) o) e e e e S 2!a,
dx (1me—12) | dapm—3 2
. [ M=)
b} 2l
0 -3 0 e e P e T 3la,
. (m—4)! dxm=* 3
0 19 0 — (m -—1) ) (m—1)!
0 %) 0 . I —m - mla,

qui est une équation différenticlle d’ordre 72 — 1, mais non linéaire.
On retrouve ainsi le résultat bien connu qu’on peut ramener l'intégra-
tion d’une équation différenticlle linéaire d’ordre 72 & celle d’une
¢quation d’ordre m — 1 non linéaire.

Mais le procédé qui résulte de ce qui précede parait plus général,
car, lorsqu’on reste dans les équations différentielles d’ordre fini, il
faut trouver toujours pour ¢ un polyrnome, tandis que nous voyons,
par ce qui précede, qu'il suffirait de connaitre une intégrale quel-
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conque 9(z, ), de I'équation (1), de genre 1 ou o, en =, pour pouvoir
affirmer que I'équation
d
Xy = ) U0
‘/( ’-(c’:z'>

= elwde

admet pour intégrale

Application III. — Itant donnée une équation différentielle d’ ordre m,
hinéaire el homogene,

5

d
‘/' (.’IJ, ([1) ‘y IO,

dans laquelle le polynome opératif [(x,z) est un polynome enlier en
5 — kax, a coefficients constants,

F(@,3) == Ay (53— k) e Ay(5 — ha)m= e Ay (35— k) -+ A,

—_ 0 0 0O ... 0 0 0 Ay |
ke — ] o) 3 L. 0 0 O A, !
L(m —1) ko — 0 cee OO O A, !
0 k(m——a) Lo —1 ... o 0 O A, I
A(a) = E
I
: |
° |
0 0 0 R A PR Ay ‘
0 0 0 o ... o L ke A,

el st o est une racine d’ordre de '/rzuln.'pl[(:[le’ p de Ucquation
A(a) == o,
Uéquation différent elle admet les p intégrales

bl 002 ktes o)® K (et ® Alagon®

)

e T, (z4+a)e t, (x-+a)e T, L, (epayte ®

Cherchons, en effet, & déterminer une constante o et un polynome
entier Q(s — kx), en 53—k, tels que 'on ait

[Q(z e /EJZ‘).(S e fo (2 e a)) , Sy z).
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On devra avoir
Q(z— k) (: — k(2 + a)) — kQ' (5 —hkx)= f(=z, 3).

Posons
5—hka =t

ct I'on est amené & déterminer le polynome Q(¢) tel que
(2) (L) QL) — LQ/ (L) == Agtm = Ayt . . Ay b4 A

Q(¢) sera évidemment de degré m — 15 soit

Ldentifions les deux membres de I'égalité (2), nous obtiendrons
m 1 ¢quations du premier degré & m inconnues By, By, ..., B,._, et,
pour qu'on puisse les satisfaire, il faut et il suffit que le déterminant
du systeme soit nul. Ce déterminant est A(z). On en conclut que, si a

est racine de équation A(e) = o,
hrraye
_}’ o pf R U) dL e

est une intégrale de I'équation proposée.

Soient alors o, 2, ..., a, les m racines de I'équation A(a)=o
(que nous supposerons d’abord distinctes), le polynome f(, =) ad-
met les m facteurs primaires symboliques

e k(e Aoy), 5—k(x-t+oay), ..., 5-—5k(&+ )

Or, ces facteurs sont, d’apres la premiere application, commutatifs;
il en résulte que f(a,5) est, 4 un facteur constant pres, égal a leur
produit symboligue. On a donc

S, 5) AU[(:, e fe (- aﬁ).(: — k(@ -+ az)) v (:— k(x + cz,,,))].

Cette ¢quation rentre done dans le type général des équations de
M. Floquet, décomposables en facteurs primaires symboliques com-
multatifs ('); on en conclut que, si 'on remplace, dans le premier

(1) Froguer, loc. cit., p. 107.

Ann. de U Fe. Normale. 3¢ Série. Tome XIV. Mar 1897. 22
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membre, y par ¢ * u, la nouvelle équation en wsera i coefficients con-
stants. On en déduit aisément que 'on a, quel que sou o,

N\ et e
f(;z:,——)e Poze P A(a);

dr

par suite, en dérivant par rapport a o,

d htewap  klera? kot
f(x, ;l_> k(z+a)e * —e * Ala)+klz+a)e * Alz);
2
de méme,
AN L e Airray hven '
' 1.;,;) T T T Mgy ok da)e P OA(a) e o [Ar M 2) Az,

et ainsi de suite.
De ces identités il résulte que, si o annule
Ala), A(a), ..., Ar'(a),
les expressions

kbt il hilay ot
¢ 2 : ') - ) {)[’.,‘_.{__ (‘u--wz».."
) " e v Jal =1 ’

seront p intégrales de I'équation proposée. Ceei revient i dire que

(b VARSI hiaat

2 )

e * , (c+4a)e o, .., (2 ~|~<C/.')"‘1IIA 3

sont p intégrales.

L’équation A(e) = o étant towjours de degré m, le théoreme précé-
dent fournit Uintégrale générale de I'équation proposée.

Nous avons donc i un nouveau type simple d’équations linéaires
dont on peut reconnaitre, @ premicre vue, que leur intégration se ra-
mene & celle ’'une équation i coefficients constants (), car la forme

(1) On ne peut dvidemment pas dire d"ane fagon absolue que le type précédent est
nouvean, puisquil rentre dans un type signal¢ par M. Floquet, maig eo qui rend ees
¢quations particulicrement intéressantos, c’est qu'il est tres facile de reconnaitre @ la
simple inspection qu'elles sont intégrables; ce qui n'est pas possible dans le eas général
des équalions de M. Floquet.
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générale d’une telle équation est, en changeant 4 en — £,

l‘)(ill)(ﬁ~_1.) d""‘){ | ];)(m-—l)(/,‘n‘l.‘) d/n——ly ' ’ P,(/\”.Z‘\ d},

Tl dpm T - e T Pl =
m! dam (m—n)! dgm=— " - . Iy P(kx)=o,

P étant un polynome entier de degré m.

IX.

Nous avons vu (théoreme V) que les transmutations additives for-
ment un groupe, en n’attachant au mot groupe que le sens le plus
général, & savoir que deux opérations consécutives donnent naissance
A une opération de méme nature. On est, alors, naturellement amené
a se demander si 'on pourrait appliquer i ces opérations les théories
de M. Lie sur les groupes de transformations. Or, pour que ceci soit
possible, il faut que chaque transmutation @dmette une transmuta-
tion inverse appartenant aw groupe ct cela nous conduit a traiter le
probleme de inversion d’une transmutation additive.

Btant donnée une transmutation quelconque @, si, quelle que soi
lu fonction régulicre ¢, il existe aw moins une fonction réguliere w«
satisfaisant U'égalité

nous définissons ainsi une transmutation complete que nous nomme-
rons la transmutation inverse et que nous désignerons par lesymbole 2
(& retourné) de telle sorte que I'égalité précédente entraine

W==2¢

et, par suite, que P'on a, quelle que soit la fonction «,

CAu=—u,
DEw=u,

4 condition de choisir convenablement les déterminations des trans-
mudes lorsque les opérations @ ou 2 ne sont pas uniformes.

Tukoreme XI. — La lransmuwation inverse d’une transmulalion
additive est egalement additive.
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Car, © étant une transmutation additive, on a
C(u +20)=CRu~+GR0r = u + v,

ce qui entraine
Qu+20=2(u+v),

avec un choix convenable des déterminations des transmucées.

Ce théoreme sur I'inversion des transmutations additives nous per-
met de traiter, accessoirement, une question intéressante : la re-
cherche des transmutations générales que nous avons examinées qui,
comme les transmutations additives, forment un groupe. -Voici la pro-
position qu’on peut, en effet, démontrer & cet égard :

Tutortme XIV. — La condition nécessaire et suffisante pour que loules
les transmutations définies par la relation

(1) Glm(u, )] =o9(Bu,Ty),

ou g deésigne une fonction indéfiniment symétrique, [orment un groupe
est que les deux fonctions ¢ et © soient identiques.

Nous avons vu (théoreme 1V) que, si 'on désigne par A(z) et B(z)
deux fonctions telles que 'on ait

(2) Alz +y)=m[A(x), A(y)]
el
(3) B(z--y)y==q[B(2x),B(y)]

toute transmutation vérifiant la relation (1) est donnée par la formule
Cu=B[RV(u)],

ol V(z) désigne la fonction inverse de A(z) et & le symbole d'une
transmutation additive arbitraire.
Ceci posé, soient
Cu==B[RV(u)]
et
Ciuu=B[R,V(u)]
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deux transmutations quelconques de cette nature, on aura
(G u) =B [AV(B[&,V()])];
pour que les transmutations forment un groupe, il faut que 'on ait
Gl u]=B[R, YV (u)],
Ay ¢lant une certaine transmutation additive. Ceel entraine

AV (B Y (a)]) =RV (),

ou, en posant
Viu)=y

et en remarquant que, d’apres le théoreme précédent,

est aussi une transmutation additive,
V( B[R ('il) == Ry e,

Posons, ponr abréger,

V(B[s]) ~F(s);
on devra avoir
F(Ry¢) = Rye.

La fonetion F doit done étre telle qu’elle transforme toute transmu-
tation additive &, ¢ en une autre transmutation additive. Ceci ne peut
arriver que si F(z) est la fonction qui sert de base & Ia seule transmu-
fation fonctionnelle additive, ¢’ est-i-dire si 'on a

a 6tant une constante arbitraire.
On doit done avoir

Or, d’apres la remarque que nous avons faite 4 la suite du théortme
d’Abel (théortme 1I), on peut toujours multiplier la fonction V (=)

I . , A Y VA
par une constante ~ sans que la relation (2) cesse d’étre vérifiée.

N \ Cyrp oo . p
En remplagant alors V(=) par ~V(z), on en conclut qu’on doit avoir,
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finalement,
V(B(:)) =3
ou
B(s) = A(s).
Les deux fonetions A(z) et B(z) devant étre égales, et ces fone-
tions caractérisant, d’apres le théoreme d’Abel, les fonetions 2 () y)
et =(&,y), elles ne peuvent étre égales que si I'on a

vz, y)=m(wx,)y).

La condition est donc nécessaire. Elle est, d’ailleurs, suftisante,
car, sielle est remplie, on a

Fle ] = B[AR, V()] B[R,V ()],

puisque les transmutations additives forment un groupe (théoreme V).
On peut d'ailleurs vérifier, directement, que si F'on a

~

& [o(u, o)) =o[Ta, v
el

~

Gy Lo, )] = o (T, & ],
on a aussi

~ -

g, 0)] o p[OE 0, TE 0]
Ainsi, par exemple, les transmutations définies par la velation

Cup = Cuty,

qui sont données par I'égalité
NS0

G \",

forment un groupe.
X.

Revenons, maintenant, aux transmutations additives.

Il est d’abord aisé¢ de se rendre compte que I'inversion d’une trans-
mutation additive n’est pas toujours possible; ou, pour étre plus pré-
¢is, que la transmutation inverse n’est pas toujours compléte.

Considérons, par exemple, la transmutation

o n

. T @ @x
O L L B L T B e L AL S
1 21 n!
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on a, ¢videmment,
Cu=u(o);

cette transmutation fait donc correspondre i fowte fonction « une
constante. L'inversion est done généralement impossibles il 0’y a que
les constantes qui admettent des inverses. Si a désigne une constante
arbitraire, 'égalité
Cu=ua
est vérifiée par
w=a-+xf(z),

J( .1) désignant une fonction arbitraire, réguliere au voisinage de
=
'\nus avons vu (V, appl. 1) que, w désignant une fonction réguliere
au voisinage de 2 == o, on a

I
/ wde - (- m Rk x i,
z (m +1)!

Celte transmutation fait correspondre i toute fonction w une fonc-
tion ¢, qui s'annule pour x == o; I'inversion n’est donc pas toujours
possible, car elle ne peut s’appliquer qu’aux fonctions qui s"annulent

v/

poura - o.
On peut faire, & propos de ce dernier exemple, une remarque inté-
ressante.
La fonction opérative de

P

/ u da

0

esl,

| — em¥E
Sz, 8) =}

or, il est facile de trouver unc fonction ¢(z, =) telle que 'on ait
[w./](ry5)=1.
On devra avoir, en effet, d’apres ce que nous avons vu,

2 n e
,(_)w: PR Y e ,)n—i ], an-l ()_ji TS e
{).. ons ”' Jan ’

s

!
(AT
\:l-—
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ce qui s’écrit
o(r,s)—e*g(x,0)=s.
On peut prendre pour ¢(2,0) une fonction arbitraire de z, b)),

et 'on en tire
¢(x,5) =25~ ¢~ ’«"»(.];

,-2
o(x,5)=Y(x)+ [1—xY(x)]s -+ .'r‘-’np(:z: = — @ L)-— -+
La transmutation
. ” . ,I”/
Cu=d(z)u-+[1—adle -+ 2* i 2P e -
2 9.

est donc telle que

l / (I(/l l = .

0

On peut donc dire que

X

i
/ wdr
)

Co=u,

est une fonction ¢ telle que

¢’est-a-dire I'une des inverses de w dans la transmutation @ mais on
ne peut pas en conclure que

I

/N w e

0
est la transmutation inverse de @u, car on n’a pas
[ / ’J l ( ’y S =

et Pon ne peut pas déterminer ¢ de facon qu’il en soit ainsi.

Il'y a done grand intérét & reconnaitre si 'inversion dune trans-
mutation ad(lltlvc est généralement possible, et Pon peut, a cet égard,
énoncer la proposition suivante :

Tutorime XV. — Pour que [inversion d’une transmutation additive
soit, en général, possible, il faut et il suffit que toutes les puissances
enticres, positives ou nulle de la variable x admettent des fonctions
inverses.
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Ceci est presque évident, car, si pour toute valeur de I'exposant &
il existe quelque fonction () telle que

Cpp(r) ==k,
Yaoalit i
égalite
To=—=u,
ol
e T e G S S S 2L EN

sera vérifice en prenant
O gyt P Ay P,
pourvi que la série ¢ soit convergente.

Corovrame, —— Toule transmulation additive, uniforme, « coefficients
constants, admel, en géncéral, une transmulation inverse.

M ’
Car, s1 on a
O N (A R N TS RO B N (A0 I S

Dy Gyy -oes %y oo Clant des conslantes, on pourra toujours salis-
faire 'égalite
(A=

’

en prenant pour « un polynome entier, de degré £ si o, 2 o0, de degré
ht-psiag==m == .. =0, ==0cta,o.

Il est bon de remarquer que la proposition précédente s’applique
pourvu qu'a chaque puissance 2" il corresponde aw moins une fonc-
tion inverse p, () ; mais il pourrait fort bien arriver qu’il existe plu-
sicurs fonctions inverses pour une méme puissance. Ce serait le cas
oir la transmutation inverse ne serait pas uniforme.

Malheureusement, ce théoreme n’est pas d'un emploi commode
dans la majorité des cas. A part le cas des coefficients constants, il
fournit surtout des renscignements régatifs en ce sens qu’il permettra
d’apercevoir que inversion n’est pas possible, mais qu’il ne permet
que rarement de montrer qu'elle est compléte. Ainsi, par exemple, si
dans une transmutation tous les coefficients s’annulent pour z = «,
on peut affirmer que la transmutation n’est pas complete, car la trans-
23

Ann.de U'Fe. Normale. 3" Série. Tome X1V, — Mar 1897 .
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muée de toute fonction régulitre s’annulera pour x = a, et 'équa-

tion
Cu=—r

n’aura pas de solution réguliere dans le domaine du point x = «.

Il y a cependant, outre les équations i coefficients conslants, des
cas généraux ol l'inversion est possible : ce sont ces cas que nous
allons signaler.

XI.

Soit une transmutation additive, uniforme, dont Ia fonction opéra-
tive est /(x,z) : faire Vinversion de cette transmutation, ¢est, au
fond, intégrer 'équation différenticlle

) 5

o
./'(‘:1‘,:[;_) oy,

qui est ce qu'on peutappeler une équation différenticlle d ordre infing,
lorsque /(x,z) est une fonction transcendante en z. Ces équations
jouissent manifestement des mémes propri¢lés que les  équations
d’ordre fini; en particulier, s¢ L'on connail une intégrale particulicre u,
d’une telle équation, on obtiendra loules les autres en ajoutant @ u,
Uintégrale géncrale de U équation sans second membre

(l) ./(l,;;i) o0,

Nous ne nous occuperons, dans la suite, que des transmutations &
inversion complete. On voit alors qu'il est facile, @ priord, deles ranger
en trois catégories :

1° Celles pour lesquelles I'équation sans second membre (1) n’ad-
met que Punique solution w« == o3 ce sont celles dont la transmutation
inverse est également uniforme. Dans ce type rentrent les changements
de variables. Si f(x,z) estla fonction opérative de la transmutation,
il existe une fonction entitre 9(x,z) de genre 1 ou o telle que P'on
ait, a la fois,

Lfow] =1 et lo.f]==1,
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c’est-a-dire

L0 dv 10 %0
R R R b iRt
ot
e 009 10 0% _
U e i M E i Bt REE D

La recherche de toutes les transmutations additives uniformes de
cebte catégorie serait da plus haut intérét, car ces transmutations for-
meraientun groupe auquel les théories des groupes de transformations
de M. Lie sappliqueraient. Jusqu'ici je n’ai pas puen trouver d’autres
que des substitutions, et j'ai tout lieu de penser qu'il n’y en a, effec-
tivement, pas d’autres.

2 Les transmutations telles que I'équation

/ 7

Sl

ait un nombre lmité de solutions linéairement distinetes. L'intégrale
générale de I'équation

/ (\J', (;/() o

seratt done de la forme
e b Gty - Cytty 4o o-= G ey,

Gy, Cys o ovy G, etant p conslantes arbitraires, et ['on pourrait former
une ¢quation différenticlle d'ordre fini, p, admettant les mémes inté-
erales. La transmutation inverse n’est donc pas uniforme.

30 Les transmutations telles que équation sans second membre
ait une nfinité de solutions linéairement distinctes.

Lintégrale générale de '¢quation

e N o }
/ <l’//7) g

contiendrait un nombre infini de constantes arbitraires; done, en
sénéral, elle dépendrait de fonctions arbitraires.
Il ne sera pas inutile, pour ne pas rester dans le domaine de I'hy-
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pothese, de donner un exemple de ce genre. Considérons I’équation

« a* ab am
o= =t - — " - — TALD IS
I 2l 3! m!

Elle a une infinit¢ d’intégrales de la forme ¢, car il suftit de
prendre pour 7 une racine de I'équation

et —— 1= 0,

¢’est-a-dire

k ¢tant un enticr arbitrairve.
Son intégrale générale est, dailleurs, facile & trouver : Clest wne
JSonction arbitraire, périodique, réguliere, de période a. On a, en effet,

« a .
" 1= =1 7 W ez (- a) — u ().

Pour que u soit une intégrale, il faut done et il suffit que ce soit
une fonction périodique de période a@. Ainsi, intégrale générale de
I'équation

o P

« a 17
= = e = el
1 ol 31
est
(e — a)
0 =z e e g (27,

20

o () étant une fonction périodique arbitraive de période a.
[’équation

a pour intégrale générale une fonction arbitraire /() telle que l'on
ait

Sy = f(x) ().

(1) Foir AvriLn, Comptes rendus de I’ dcadémic des Sciences, 21 avril 1859.
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Plus généralement, I'équation

0y —— 1 (n— )

o= (1 — V) ! : (o —;?)"'
! ol

R T e el AL
n!

a pour intégrale générale une fonction arbitraire /() telle que 1'on
ait

J(w () = () fla) (1),

La premitre question qui se pose maintenant est donc celle-ci :
« Ktant donnée une transmutation additive, uniforme, compléte,
admettant une inverse dgalement compléte,  quelle catégorie appar-
tient-elle? »

Ceel revient au fond A savoir le nombre des constantes arbitrairves
quecontient la transmutation inverse. Ce nombre parait dtre 116 inti-
mement au nombre des zéros, en z, de la fonction opérative /(x, ).
On peut, en effet, démontrer, pour le cas des transmutations h coefti-
cients constants, la proposition suivante

Tukorime XVIL - Le nombre des constantes arbitraires que contient la
transmultation inverse d’une transmutation additive, uniforme, a coeffi-
clents constants, cst égal au nombre des zcéros de sa fonction opérative.

Ce théoreme résultera tout naturellement des deux suivants qui,
d'aillenrs, prouveront que la proposition précédente est vraie dans le
cas le plus général, pourvu que le nombre des zéros, en z, de la
fonction opérative soit fini, quel que soit x.

Tutorine, XVII. — Lorsque la fonction opcrative d’une transmuta-
tion addiive, uniforme, compléte, rn’a aucun zéro & distance finie (en =)
la transmutation est, @ un multiplicateur pres, une substitution.

La transmatation inverse est uniforme.

Soit, en effet, /(x,z) la fonction opérative. Nous savons (théo-
reme XIT) qu’elle est de genre 1 ou o. Si, done, elle n’admet aueun
zéro i distance finie, en z, quel que soit x, clle est nécessairement de
la forme acs®, a et g étant des fonctions de . La (ransmutation consi-

(1) Joir Averrs, Compies rendus de U dcadémie des Sciences, 7 novembre 1881,
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dérée est donc telle que
. d
J (.’1', (77> () =au(x-+ g

Iéquation différenticlle d’ordre infini

J <-‘l-', ;;i-) w==¢(x)

admet donc une intégrale, et une seule, qui est

"= (/I(.If):),

I
“
o
L) élant la fonetion inverse de @ - g(a)
fi(ar) - 11,"(/1(."::)) .

Ceci suppose évidemment que x -~ g n’est pas constant, ¢ est-a-dire
que g(a) n’est pas de la forme ¢ — a, ¢ ¢lant une constante.

Tugonime XV — Lorsque la fonction opérative [(a, z ) d"une trans-
mulation additive, uniforme, compléte a, quel que soit x, un nombre
tini de zéros en =, la transmutation 1’est auire chose qu’une Lransmuld-
tion finte suipie d'une substitution.

La transmutation inverse conticnt un nombre fini de constantes arbi-
traires égal au nombre des zéros de la foncuon opératice.

‘aisons, d’abord, la remarque suivante :
Soit o (x, ) une fonction opérative. On a, en appliquant la for-
mule (4) (§ VII),

(1) [ers pl=©ct ol 4 o, 3).

Ceci posé, considérons une transmutation additive, uniforme, com-
plete, telle que la fonction opérative n’admette, pour toute valeur
de z, qu'un nombre fini m de zéros i distance finie. Cette fonetion,
étant de genre 1 ou o, sera néeessairement de la forme

[y 5) = ens P (i, 5),

P(z,z) étant un polynome entier en = de degré m.
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Choisissons alors la fonction ¢ de facon que

o(z+g,5)=P(z,5);
on aura
¢(2,5)=P(h(x),3),

A(a) étant la fonction inverse de x + g(x).
Il résulte, immédiatement, de la formule (1) que la transmutation
J(z, z) n’est que le produit symbolique des transmutations

P (/z (x), z) et 83,
On obtient done la transmude
d
Xy~ ) 1
f( ’ C(.’I:) “

en faisant, d’abord, sur « la transmutation

]’(/I(.’])), (;/,) ",

puis en substituant, dans le résultat, 2 -+~ g i x.
Dans les deux membres de I’équation

{
() S )=o)

faisons Ia substitution inverse de @ + g; remplacons x par Z(x) et
elle devient

i d
o » PR o .
(3) 1 l—/z (z )’(Z.I:] u==9(h(z)),
ce qui est une équation différentielle linéaire d’ordre m. Les équa-
tions (2) et (3) ont les mémes intégrales. La transmutation inverse

de la transmutation
d
./(-’w ;,;)

contient done m constantes arbitraires.
Les deux théorémes qui précedent établissent done P'exactitude du
théoreme XVI, dans le cas le plus général, lorsque la fonction opéra-
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tive a séro ou un nombre fini de zéros, en z. Il resterait & le prouver
pour le cas oit e nombre des zéros est infini, en montrant que, dans
ce cas (en supposant, bien entendu, la transmutation inverse com-
plete), le nombre des constantes arbitraires est aussi infini. La chose
parait vraisemblable et il serait trés intéressantde Ia prouver, car elle
montrerait que les transformations (ou substitutions) sont les sceules
transmutations additives, uniformes, complites, telles que la (rans-
mutation inverse soit de méme nature.

Je n’ai, malheureusement, pas encore pu prouver cette proposition
dans toute sa géncéralite. Elle est évidente dans le cas des coelficients
constants. Car, si /(=) est la fonction opérative d’une transmutation
additive & coefficients constants, 'équation

o
f<;/7> U0

admet toutes les intégrales de la forme ¢, ot r désigne une racine
de 'équation

Sy ==o0;
done, si f(z) a une infinité de zéros, Péquation aura une infinité
d’intégrales linéairement distinctes (*).

XI1.

Tout ce que nous venons de dire pour des fonctions d’une seule
variable # peut s’¢tendre, immédiatement, & des fonctions de plusicurs
variables.

Je dirai qu’on a défini unc transmutation @ n variables x,, x,, ..., x,,
lorsqu’on a donné un moyen quelconque de faire correspondre i loute
fonction régulicre w(xy, 2y, ..., 2,) des n variables x,, a,, ..., x,
une ou plusicurs autres fonctions des mémes variables.

Je nommerai, de méme, transmutation fonctionnelle, i n variables,
celle qui est définie de la fagon suivante : « Soit /(5 2, @y, ..oy 2,)

(') Pour &ire tout & fail complet, il faudrait évidemment montrer encore que les deus
ensembles formés, d'une part, par les zéros de f(z) of, d'autre part, par les constanles
arbilraires ont méme puissance, suivant la définition de (. Cantor.
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une fonction donnée des n + 1 variables z, ,, @y, ..., 2, que j’ap-
pelle fonction qui sert de base & la transmutation; A toute fonction «
des n variables x,, @,, ..., x, je fais correspondre la fonction
S(u, 2y, ...,2,) des mémes variables. »

Les définitions du paragraphe I d’une transmutation continue, ré-
gulicre, uniforme s’ étendent aussi sans modifications.

Les théortmes généraux des paragraphes I et I s’appliquent évi-
demment & ce cas plus général, car les démonstrations ne supposent
pas du tout que la fonction w soit & une seule variable. On peut donc
dire encore que la recherche de toutes les transmutations, A plusieurs
variables, qui satisfont une relation telle que

Clm(u, )] =o(CTu, &),

olt = ¢st une fonction indéfiniment symétrique, se ramene a celle des
transmutations additives, ¢’est-a-dire i la recherche de celles qui véri-
fient Ia relation
C(r--90)==Cu-+ T

Enfin, les propriétés géncérales des transmutations additives qui
font Pobjet du pavagraphe IV subsistent évidemment sans restric-
tions.

Ceci posé, il est facile de démontrer les deux théortmes suivants,
qui ne sont que les généralisations des théorémes IX et X :

Thizonive IX bis. — La seule transmutation additive, a n variables,

uniforme, continue et régulicre, telle que la transmuce de toute expres-

ston de la forme

ey s e
alvals . ahn

soit égale & zéro, quels que soient les exposants entiers (posiltfs ow nuls)
kyy kyy ooy ky, est la transmutation qui est identiquement nulle.

Turonime X bis. — Toute transmutation additive, a n variables, uni-
Jorme, continue et régulicre est donnce par la formule

Ofthat.. gy

~
(U =5 00,0000 (07 2( Gl s corbon ok ok . 0xks’

0Ll %y o vs Lt in dEsTgRENL des fonctions régulicres des n variables
s Vgveee Y ligyeeyltn
"dnn. de e, Normale. 3 Série. Tome XIV. — M4t 1897, 24
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Xyy Xay ieny Xy, eL ol la somme L est ctendue a toules les valeurs enticres
(positives ou nulles) possibles des indices k,, ky, - .., k.

Je reprends rapidement la démonstration de ce dernier théortme.
ow 6tant une transmutation donnée, nous déterminerons d’abord Ia
fonction o, ., de facon que la différence

Tu— cy,,....01

s'annule pour w==1. Puis nous déterminerons la fonction oy, 4.,
de facon que la différence

~ e

Gl Gy 0,0 00— %g0,...,1,00.,0 (}‘;;
s'annule pour = x, et cela, successivement, pour toutes les valeurs
de ¢ depuis 1 jusqu'a n. Dans ces conditions, la différence

Ju . ou u du
L0 T O a0 T - Wyeey
50 ‘)"‘("l 031500050 ()'1;2 010 l().l’,,

Sy == T — oty ,g,.,.,0 U~ Cy,0,..
s'annulera pour u =1, u =2, u=1a,, ..., U= X,.

Ceci posé, nous déterminerons successivement des fonctions oy, .,

%y ,.00 PlUs généralement o, 4o, de facon que les différences

)*u
0 9s
u
Iz 0w,

Syt - oty g,..

Bpll = 01,0000
plus généralement
810 — o u
1 0ylpeenylyrveylyeesy0 0z 0%
s'annulent, respectivement, pour u ==}, u = x,x,, plus générale-
ment « = x;a; La nouvelle différence

N u J*u Du

St == 8w~ o e O R — EE
Vgt~ )y 220 0y00e r eyl A .
30500050 (),5.: 191500050 ()2",1 . s 0allyere,2 ‘)~7",1,

s'annule pour w =1, u=2x;, ©= 2,2 quels que soient les indices ¢
et £. Bt ainsi de suite de proche en proche; on arrive 4 déterminer
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une suite, infinie dans n sens, de coefficients o, , , tels que, si la
série
()I:,+/rg+. sl gy

dxhi date. .. dzhy

Su=ayy. . o+ 2, Oy ke ki

est convergente, la différence

Cu—Su

soit identiquement nulle. Lorsque la série s« ne sera pas convergente,
il faudra faire une restriction analogue a celle du théoreme X.

Du théoreme précédent il resulte que la transmutation additive est
parfaitement définie des qu’on connait les transmuées de toutes les ex-
pressions de la forme 2%, 2%, ..., 2% pour toutes les valeurs possibles
des exposants &, £, ..., £,. Posons

P

iy s y—
Ll ay 7 8 e "3/.-,,A'.;,...,ﬁ~,,.('x17 Loy -

-,J'n);

on aura, alors, en se servant d’une éeriture symbolique,

~ ' 0 ) )"
(1) Ca oot [(o», i >:;;; (g =) o e (0 ) T;L-,LJ “
J 0 1@
5T l (g — 11) = (g — 249) J, e (0 — ) 95 "

en convenant que, dans le développement de la puissance symbolique
on remplacera le produit symbolique

ool ..ok par W ey heay. i

Par exemple, dans le cas particulier d’une substitution (change-
ment de variables), qui consiste & remplacer x,, 2., ..., 2, par les
fonctions @, (2, «ovy @)y ©3(0, 00 @p)y ooes Ou(Xys i Zy), ON A
unc transmutation additive h n variables. Cette transmutation est
donnée par la formule (1); mais, ici, on ne remplacera pas, dans
les développements des puissances syml)ollqucb, ofrwl ol par
O pone Car la transmuée de o @l ... 2 est précisément de cette
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forme. On fera, de plus,

Wy0,...0— T

On peut ici encore employer une écriture symbolique et introduire
une fonction opérative. Puisque toute transmutation additive, uni-
forme, peut se mettre sous la forme

VA N S Y
T ikl nu

Cu=—uq ¢ - - - - -
Gl = dog,...0 b Z Uy V)V ()1 0y guehs 7 gt

on pourra, ¢n posant

f(fl'h Loy «oey By B1y8ay o ony ::IL) (X "‘(’“}02 ({6‘%2'“”#" )
. Oy (/.1)‘(/.3)'-(/‘1»)‘

écrive symboliquement
Cuw=flx,x 2y J.,.0 0 u
PR 4 e Arfy Lgy oo vy Aipy ()J-'x ? ()11:29 H ()m_“ .

La fonction f(@, 2y, ..., %,5 5y, 2y« 00y 5,) des 2n variables
Dy ooy Xys Byy Bay « 0, 8y, Pégulire au voisinage de

LT —

Je R e R T o)

sera nommée la fonction opérative.

La fonction opérative d’une transformation de Lie, c’est-a-dire
d’un changement de variables, consistant & substituer »,, w,, ..., o,
A Xy, Zyy oony 2, (0, 0, oo, 0, ¢tant des fonctions des n variables
gy Xy o ony 2,) SOCTA

J (@3 5) == @ik 0= gk O

Elle est donc de la forme e##t8:5t -2 +6.2 o, réciproquement, si la
fonction opérative est de cette forme, la transmutation est un change-
ment de variables.

Le théoreme XI a alors, évidemment, son analogue qui est facile &
démontrer en se servant de 'inégalité bien connue

Qfsthat ok < M(/{‘ | ) (/fz !) . (/"1/. ! ) 7

dzh dzly ... dalp phiphe ... ph

M étant Ie module maximum de la fonction et p,, p,, ..., p, les rayons
de régularité.
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Le probleme de I'inversion, qui fait objet des derniers paragraphes,
serait beaucoup plus compliqué, car on aurait ici & intégrer des
¢quations aux dérivées partielles linéaires d’ordre infini. D’ailleurs,
les considérations qui nous ont guidé ne seraient plus strictement ap-
plicables, car il faudrait avoir pour cela une définition du genre d’'une
fonction de n variables.

NOTE.

On pourrait se demander pourquoi,dans I’énoncé du théoréme 1V, jai as-
treint la fonction m(2, y) & la condition restrictive d’¢lre indéfiniment symé-
trigue. La raison en est simple. 8ila fonction n(x, y) n’était pas symé(rique,
on déduirait, de suite, de la relation

(1) Clr(u, )] =09 (CGu, )
en permutant ¢ et ¢, la nouvelle relation
Clm(e, )] =9 (Ee,Tu),

qui serait certainement distincte de la précédente. De méme, sin(a, y) Glait
seulement symdétrique, sans étre indéfiniment symétrique, on déduirait de
la relation (1) la nouvelle relation

¢ [ﬂ(u,n(v C) )l = (Tu, 9(tv,TC)),

ot C désigne une constante, qui serait aussi distincte de (1).

Si donce (et ¢’est ce que j'ai voulu faire) on s’astreint & ne chercher que les
transmultations qui vérifient une relation de la forme (1), de laguelle on ne
puisse pas déduire une autre relation entre deuz fonctions arbitraires w et ¢,
distincte d’elle et de méme forme, il faut nécessairement que w(x, y) soit in-
définiment symdétrique.

Il n’est peut-¢lee pas non plus sans intérét de remarquer que ce théo-
réme IV est susceptible d’une application plus étendue quil ne le parait au
premier abord. 11 permet, en effet, de déterminer la forme générale de toutes
les transmutations telles qu’il y ait, quelles que soient les fonctions w el v,
une relation donnée entre les trois transmuées

Cldi(u, 0)], €lda(u, )], E[¥a(w, )],

Yi(z, ), Ua(2,y), Vs, y) étant trois fonctions données indépendantes.
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e

Posons, en effet,
w' ==y (), [RE=XUNE7IAR
72 AR

el tirons de 1w et ¢ en fonction de « et o', Portons ces valeurs de « el v
dans ', (u, ) qui se transformera en une certaine fonclion m(a', ¢') de o'
el ', La relation donnée deviendra alors une relation entre

e[mla,on)]y v, wv

¢est-d-dire une relation de la forme (1); « el ¢ étant arbitraires, o ety le
seront ¢ealement, et nous sommes ramends au cas du théoréme 1V (1),

(1) Les prineipaux résullals de ee Mémoire onl été communiqués & PAeadémie des
Scicnees dans la séanee du 15 féyrier 1897,

g



