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SUR LKS

SYSTÈMES D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES
DU PREMIER ORDRE

A U N E SEULE F O N C T I O N I N C O N N U E ,

PAR M. ÉTIENNE DELASSUS,
P R 0 VES S E U R A U L Y C É E DE D O U A I .

1. Dans un Mémoire récent ( < ) , j 'a i exposé une théorie générale des
systèmes d'équations aux dérivées partielles. Je me propose d'en faire
ici l ' appl icat ion aux systèmes du premier ordre à une seule inconnue.

De cette théorie générale nous ne pourrons évidemment pas dédu i r e
foules les propriétés des systèmes considérés, car toute propriété de
ces systèmes n'est pas, a priori, un cas particulier d'une propriété des
systèmes les plus généraux; mais nous allons montrer que les mé-
thodes générales de réduction des systèmes différentiels a une forme
canonique conduisent précisément aux systèmes en invo lu t ion et que
les théorèmes généraux fournissent, comme cas très particuliers, les
théorèmes fondamentaux qui servent de bases aux principales mé-
thodes d ' intégrat ion.

2. Je commencerai par faire une remarque générale sur les sys-
tèmes différentiels.

Dans Vétude des systèmes' différentiels, à l'exception de cas très parti-
culiers, il y a nécessité absolue de ne considérer que des équations réso-
lues.

(r) Din.ASSUS, Extension da théorème de Cauchf aux systèmes les plus généraux
d'équations aux dérivées partielles ( ///mâles scientifiques de l'École Normale^ 1896).
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Cette nécessité va apparaî tre i rnmédia ternent sur un exemple s i m p l e .
Considérons le système de deux équat ions du premier ordre à u n e
i n c o n n u e z et à deux variables x^ x^

Fi = (/h .4- p^~- ï ) />i = o,

F,=(^+7^—i)/^=o.

Dans les théories, telles qu'on les expose o r d i n a i r e m e n t (1), on
raisonne comme il sui t :

Le dé t e rminan t fonc t ionne l
no^F,)
^(p^ p ï )

n'est pas nul , : donc on peut tirer de F ^ = = o et F 3 =: o des valeurs de
/ ) ^ et p^

Cela suppose que de F^ = o on tire une valeur de p i , qu i ne trans-
forme p^as Fa == o, en ident i té , c'est-à-dire

/^ :::::: o ;
puis de Fa == o, qu i devient

(/^—Q/^^o,
on tire

/?2"rrî OU /^—:0.

On doit donc considérer seulement les systèmes de va leurs
^i-=.o, ^==:, r ,

et
/?! :=:::: 0, />g •= 0,

ce qu i donne deux groupes de solut ions , chacun d'eux r en fe rman t
une constante arbitraire.

En opérant , a ins i , on a laissé de côté les fonct ions z satisfaisant à
l'équation unique

/^+/^-"I==0, ! :

.c'est-à-dire f a partie principale de la solut ion an système, puisque
' ces,solutions1 dépendent d 'une fonction arb i t ra i re .

Oy^wGouRSAT, Leçons 1 sur l'intégration des éq(faïwi^ aux e/émée^ /mrlîelles du
premier ordre.
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II est même impossible de ne pas les laisser de côté. On pourrait
en effet, dire que de Y^ = o et F^== o on peut tirer

P\~=~- 9(^1, ^2)>

^2=1— <p(^i ,^) .

Quelle que soit la fonction ç, ces valeurs de p ^ et p^ vérifient les
deux équat ions F^ = o et F<j=== o. Mais il est évident que, quelle que
soit cette fonction, yy, et p^ ne sont pas forcément des dérivées par-
t ie l les d^me même fonction. Cela tient à ce que, si le système F<F^
est en involu t ion , les valeurs de p ^ p s qu'on peut en tirer ne sont les
dérivées partielles d 'une même fonction que si elles n ' annulen t pas

I)(F,,F^
D(p,,p^Y

et c'est forcément ce qu i arrive pour les solut ions que nous considé-
rons en dernier l i e u , car

pf+-pï— ï

se trouve forcément en facteur dans ce dé t e rminan t fonct ionnel .
Il y a là un fa i t général qu i se présentera chaque fois que le système

proposé sera décomposable.
Il est donc indispensable , lorsqu'on a à t rai ter un système diffé-

rentiel, de résoudre les équat ions au fur et à mesure qu 'on les trouve,
ce qui fera apparaître successivement les décomposit ions si le sys-
tème est décomposable. Le système proposé sera remplacé par plu-
sieurs systèmes Indépendants les uns des aut res , chacun d'eux é tant
résolu, cer tainement indécomposable et devan t être intégré séparé-
ment .

Cette remarque ne suppl ique évidemment pas aux systèmes d'équa-
l ions l inéai res , pu i sque toutes les équat ions qu 'on aura à résoudre
seront du premier degré*

3. liéduction à la forme ccino/ii^ue. — En général, pour réduire un
système différentiel à la forme canonique, il faut y faire le change-
ment l inéaire de variables le p lus général.
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Dans le cas des systèmes du premier ordre, cela est complète-
ment inu t i l e , et c'est une conséquence de ce que :

La forme canonique (F un système du premier ordre à une inconnue est
toujours du premier ordre

et de ce que :
Tout ensemble de dérivées du premier ordre (F une fonction est cano-

nique quand on met les variables dans un ordre eonyencible.

Soit
Fi (pi, p^ . . . , pn, X ^ X ^ . . . , .Tn, 3 ) := 0,

V\i.(,P^ P^ ' ' ' » Pfî, ^"1. ̂  " ' , ^,n ^ ) :rl:: <">"

un système du premier ordre à une seule inconnue 5, système que
nous supposerons indécomposable,

Cherchons à le résoudre par rapport à certaines dérivées. Il peut
arriver que Fon ne paisse pas en tirer ^ de ces dérivées et qu 'on soi t
condui t à des équat ions ne contenant , plus que x^ ̂  - - " » ̂  ̂  ^
ne se réduisant pas à des identi tés. S'il y on a qu i ne c o n t i e n n e n t pas ,s,
le système est incompatible. Si elles cont iennent toutes z , on tirera s
de l 'une d'elles et l'on portera dans les autres; si elles ne se réduisent
pas alors à des ident i tés , on sera condui t encore à l ' incompat ib i l i té ,

Si la valeur de s les vérifie toutes, le système ne pourra admet t re
que cette solut ion, et i l suftira de la porter dans les équa t i ons
F, =o, ..., Fp,=o pour voir si elle est et îcct ivement so lu t ion de ce
système.

Supposons donc qu'on puisse tirer

/?1 =/i (/^4-1» - - -?,?/» ^l» • • - .» ^/M 5)»

y^r;r.y^(^p^, • - ' -ypr ty^ i , ,..,.y,^-s)* 1

'Cherchons à former les conditions d'intégrabilité relative, aux équa-
tions d'ordre 2.

p^ p ^ , ..., p^ forment .un ensemble canonique E;. l'ensemble1 dé-.
rivé E' sera composé de deux sortes de termes.
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D'abord les termes

^7 .̂ (^=^..^ y=i,2,...^),

chacun de ceux pour lesquels on a i^j pouvant être obtenu deux fois.
Ensuite les termes

à^à^ (^,2,...,^ A-=i,...,/.-p),

qui ne pourront être obtenus chacun qu'une seule fois.
Les termes de l'ensemble e\ complémentaire de E', seront de la

forme

.-————— (A=:i, . . . , / i—^, /r=ï, . . . , / z — ^ ) .
V^'^-4-A '̂tr(J-+/<:

On à immédia tement

_ l̂i_ = 4A ^ y _^/L __^?__,
àxi àx^k dx^k ^ àp^u àx^n àx^,?

en posant, pour abréger,

jL. ~~ JL. ^
dx^ ~ à ^ ^ ^ ë z '

L'expression ainsi obtenue ne contient que les dérivées du second
ordre appartenant à ^ et que les dérivées du premier ordre apparte-
nant à e.

Les expressions des autres dérivées de E' donneront des équat ions
d'intégrabilité

^+y J^ à2s ^fj , y àf, _y^_^
dxj ^ àp^+.h àxjàx^f, dxi -Zrf àp^+/, àxiàûc^^

Remplaçons-y les dérivées du second ordre qui y figurent par les
expressions trouvées précédemment. Elle deviendra

d/! + y -JZL ̂ ^ + y y _^L J^ àîz
dxj Â»à àp^i, dx^f, Àâ À»à àp^f, àp^k àx^àx^/,

^Èfi^y^ -^-+yy^^^/L- ys
dx, ^à àp^, dx^f, Arf Ad àp^ àp^/, àx^àx^/,

Ann.de l'Éc. Normale. 3" Série. Tome XIV. — MARS 1897. l5
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Elle se réduira donc à

^a v J^ - ̂  = ̂  +. y -^ ^̂ L., ;
dxj 2à àp^k dx^^f, dxi ^ <)p^+h dx^kî

ce qu'on peut écrire

Vp(^-^ d(Pr-ffl^âlP^::lâ ̂ z:,â)~\ :.-::=o,
Zà\ ~àp\ dsc\ àp\ dx\ J
),=! '

c'est-à-dire, en adoptant une notation bien connue dans la théorie
qui nous occupe,

[pi—fh P j — f j ~ \ =:::0•

Nous constatons donc que ;
Les équations d'intégrabilùê sont-toujours du premier ordre.

Il, faudra y remplacer/?, etpy, qui y figurent, respect ivernenipar /^
et fj et ajouter aux équations du système celles qu i ne se rédu i ron t
pas à des identités. On cherchera à les résoudre par rapport a cer ta ines
des dérivées /^+,o. ..,^; si l'on arrive a des équa t ions ne con t enan t
plus que s, x^x^ .. .,^, ou bien i l y a i n c o m p a t i b i l i t é , ou bien le sys-
tème proposé est intégré sans même faire une quad rature. Nous pouvons
donc supposer que toutes les équat ions du premier ordre que l'on a
actuel lement sont résolues par rapport à des dérivées; on reconimen"-
cera sur elles les mêmes calculs , et f inalement on arr ivera ou a vo i r
l ' incompatibil i té, ou à avoir la va leur de z sans in tégra t ion , on à un
système de la forme

pi '^ fii • • * > p\^ -:::./̂ »1

tel que toutes les équations

[Pi—fh P j — / / ]=Ô

en soient des conséquences algébriques. .
Le système

PI=/(, ^ ..., p^^-fy.

est alors la forme canonique du système proposé*
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Donc :

La forme canonique d'un système du premier ordre à une inconnue est
toujours du premier ordre.

Considérons en particulier des équations ne contenant pas l'incon-
nue z, les — se réduiront aux •—? de sorte que les conditions d'in-
tégrabilité prendront la forme

(/^•—A p j — f j } = ° \

il n'y figurera que les dérivées/?^.,,. -., pn; elles ne pourront pas être
des conséquences algébriques des [JL équations du système; donc elles
seront vérifiées ident iquement , de sorte que :

Un système où ne figure pas l'inconnue s est forcément en iwolution
quand il est mis sous forme canonique.

Dans le cas plus part iculier encore o u ï e s équat ions, ne contenant
pas-s, sont linéaires et homogènes par rapport aux dérivées, on sait
qu'en posant

X^=pt—fi,

les condit ions
{pi—fi.Pj—f/)^

peuvent s'écrire
X,(X,(^))-X,(X^))=o;

donc:
Un système ne contenant pas s, et qui est linéaire et homogène par rap-

port aux dérivées de -s, est forcément jacobien lorsquil est mis sous forme
canonique.

Théorèmes généraux et méthodes d'intégration.

4. Soit un système canonique

p^ ==^1 [py^^f . ..-, P^) .a?!, x^ . . ., x^ z ),

P[j,^^Jy,{p^+l, . . • , pnî ^i ?^2? * • • 9 ^flî z ) 9
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L'ensemble canonique, par rapport auquel est résolu ce système, a
pour indices

VQ = y t =:...= y^i == o, • ^ = ,t, 7^4,1 =. . . == y,,^ i =: o,

et, en outre, il n'y a pas adéquations auxiliaires.
Si à ce système nous appliquons le théorème de Cauchy, général isé

pour les systèmes quelconques, nous obt iendrons la proposition sui-
vante :

Soit le sy$tèrne canonique du premier ordre à une inconnue et n va-
riables

Pi ̂ /i ( Py.+ï f ' ' * 3 Pnî ̂  « '̂i 9 "3?2 î • • '• ? x n )»

* « • . . . • . * » * • • • * * . . » . . . . . l . . . . » » . . , » » ,
P\}. ̂ ./(A (,P(A+-1? • • - î Pny^y ^i ? ^2 ? • • • ? '̂ rt ) •

Soit (f (ûc^.^ . -., f^) une/onction de x^.^, *.., ̂  analytique en ̂ ..̂ p .. * ,
;̂. Désignons par z\ p°,p ..., pn les valeurs de ç^ ^.î-, .. ̂  ^1, ^/i
^ ^ </.Z"(A4.,f (/^?^

^ î » . . . » x^ »
5î les fonctions fi{p^^,.,. ,/̂  ̂ ,^^,... ̂ .^oùl'on considôrep^^,.. ̂ p^

z, x^ ..,, .y ,̂ comme des variables indépendantes^ sont analytiques en
Pi+i » - • ? jP^ ;so » tr? » • - • ? ̂  » ^ ̂ .r^^ i^/^ intégrale et. une seule, vérifiant le
système, analytique en ̂ ,... ,̂ ; r^ se réduisant à ç (^^.^i,.. <, .̂  ) /M)^r
^i =:= ̂ ^ * • • > ̂ jj,::= •'̂ "p.*

Ce théorème, qui est une conséquence immédiate d 'un théorème
extrêmement général relatif à des systèmes quelconques, résume tout
ce qu^on peut dire de plus général à propos de l'existence des inté-
grales des systèmes du, premier ordre à une :mconnu(,L

Un théorème équivalent a été déjà démontré par Lie au moyen de la
théorie générale des caractéristiques, et M. Goursat avait énoncé, dans
le cas des équations ne contenant pas z, un théorème ayant exacte-
ment la forme de celui que nous venons de donner, sans toutefois dé-
montrer la convergence des développements, se bornant à considérer
cette convergence comme conséquence du théorème de Lie (1).

(1) GOURSAT, leçons sur Vintégration des'équations aux dérives partielles da premier
ordre; p. 179 et l^
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5. Nous savons que l'intégration d'un système canonique quel-
conque se ramène à l'intégration successive de systèmes de M"16 Ko-
walewski ayant successivement i, 2 , . . . , / % variables.

Appliquons cette propriété générale à nos systèmes du premier
ordre.

Chaque système de M"3® Kowalewski se réduira ici à une seule équa-
t ion qui sera du premier ordre, et nous n'en aurons que (x.

Voici les équations qu'il faudra intégrer pour trouver l'intégrale
dont l'existence vient d'être démontrée dans le paragraphe précédent.

Soient Zo Z a , . . . , Z^ l ' inconnue s et (JL — i inconnues auxiliaires.
On commencera par chercher la fonction Z^ des n — (JL 4- i variables

^^+.0 • - -»^ satisfaisant à l'équation

à7^ ( à7^ à7^ , , , \
àx ^^ \ à ^ ~ ' ' " ' J r 5 z^ x^ " ' ? ̂ "-lî x^ * • • " xflC/.Z'^ \OX^^ 0^^ \ v j

et se réduisant à cp pour x^ = x°
On cherchera ensuite la fonction Z^ des n — ;x -4- a variables

x^^oc^ .. .,^, satisfalsaût à l 'équation

^~i ^ / /c)Z^i 6?Z^i r. o , \
^^ ~~/^l \̂ p:M ' " " '? "ir7 ? "^^ lrl1 • • • 9 •^'^2? •r^lt " • 5 ̂ ?

et se réduisant à Z^ pour .r^^ ==: <r0,^.
On peut remarquer que, l 'équation précédente ne contenant pas

yy

~-^^^ on peut la considérer comme une équation ne contenant que les
n — p- 4- i variables <z1^, ;r^, ..., x^

On continuera ainsi, et en dernier lieu Z,, sera l'intégrale de
àZ, ( àZ, àX, ^ \
^~ -^-/l \A^———5 * -•> -T——^ Al, ^1> . .., ̂  ,(/^i \c/^^i (7^'^ y

se réduisant, pour x^ == .r^, à Z^.
Donc :
L'intégration d'un système canonique de ^ équations du premier

ordre, à une inconnue et n variables, se ramène à l'intégrcUion succes-
sive de [M équations du premier ordre à une inconnue et à n — p- 4- r
variables.
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6. Soit le système canonique
p^ ~==/iy p^ ~=:f^ . . . , p^ --rr.y^;

faisons le changement de variables

x^ •= œ\ -h y^ ,a?2 =z ̂  + y^y^ ..., ^ =: x^ -{- y^y^

et conservons les variables ^j.+o ..., x^
Nous aurons les formules

àz àz as f)s
ày, = à^ + 6^ y2 +' " • + ̂  yljt + • " • î

^ r),s
^^^î;7^
.............
Y)s _ (h
àj^^à^^'

Soient q^ q^ . . . , ̂  des dérivées de z par rapport aux nouvel les
variables, et désignons par

^•(^i? • • -. ^ni ̂  yi» y^ • . • ? y?,? ^(j,-n, . . . » ^/i),

la fonction^-dans laquelle on, aurait remplacé /^+i, ...,/^pary^,,^ » , , „
9^, et x^ ..,, ̂  par leurs expressions, au moyen des y. Le système
deviendra

q^ = d;i .-+- 72 ̂ 2 +. . . 4- y^. ̂

^2=7t+â.

^p.=ji^.

Ce nouveau système est encore canonique, ear, ^il ne ('était pas, il,
y aurait au moins une condition d'intégrabilité

%(^-n, ..., q,^, s, ji, ..., y^ x^i, .... scn) := o,

qui ne serait,pas identiquement vérifiée; et elle fourni ra i t immédiate-
ment une relation

^ (^+1? • • • ,Pn^, ^l? • ' •, ^n ) •== 0, •

non identiquement vérifiée, et qui ,aura i t été obtenue en écrivant les
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conditions d'intégrabilité du système pr imit i f , ce qui est contraire aux
hypothèses puisque ce système est canonique.

Nous obtenons donc un système transformé qui est canonique et de
la forme

^1=^1, ^â^yi^ • • ^ q^^==-y^'
II est facile de simplifier son intégration. En effet, soit Z^ une inté-

grale de la première équation, déterminée par sa fonction ini t ia le

•°2 W 2 î • • " ? y^.9 •^p--)-! f • • • ? •x\î. )

poury^ == o.
D'après nos principes généraux, nous savons que la condition néces-

saire et suffisante pour que Z^ sou une intégrale du sysleme est que sa
fonction initiale Z^ vérifie toutes les autres équations dans lesquelles on
aurait fait y ^ == o.

Dans le cas actuel, Zg devra donc vérifier les équations
à7^ _ c}Z, _ à7^ __
^ _ o, ^ — °7 " ' 9 ^ — 0-

De sorte que :
Pour que Z^ soit une intégrale du système, il faut et il suffit que sa

fonction initiale Z^ ne dépende que de «x^,^, ..., oc,^.

En particulier, si l'on cherche l ' intégrale du système primit i f q u i ,
pour x^ = ̂ , ..., ̂  == œ^ se réduit à ç(,7^i, ,.., ̂ ), on cherchera
l'intégrale Z^ de l'équation

î ^
^=@1?

qui, pouryi == o, se rédui t a cp(^-n, .... ^), et l'on y fera le chan-
gement inverse de variables. En dernier l ieu, on peut remarquer que
l'équation

q,=@,

ne cont ient pas les dérivées de s par rapport aux variables y^, . . ..y?.;
de sorte que c'est, en réalité, une équation du premier ordre à
n -— p. 4- i variables.

D'où ce théorème :
^intégration d'un système canonique de p. équations du premier
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ordre à une inconnue et n variables peut toujours se ramener à l'inté-
gration d'une équation unique du premier ordre et à n — (JL -t~ i va-'
riables.

Théorème qui a été donné par Lie dans le cas des équat ions ne con-
tenant pas z.

7. Plus particulièrement, considérons un système canonique/ formé
de n équations, c'est-à-dire de la forme

pi ==/i(^^i, . . . » ^//,),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . r ...,

pn ==///, {^, ''X'i, . . ., «'^'/t).

Il aura une intégrale générale dépendant d'une constante arbi t ra i re
qui sera la valeur de s en ^p ..., o^.

En lui appliquant le procédé précédent, on sera conduit a une
équation

^ =0i(^.y^ya, -.,j/0;

c'est une équation différentiel le ordinaire , car on peut y considérer
j2» ' • " » yn comme des constantes arbitraires et l'écrire

dz dy^
ei^T'"'

Dans ce cas, l ' intégration du, système se ramené donc à l in té^ral ion
d'une équat ion différentiel le o rd ina i re du, premier ordre,

8. Intégration des systèmes jaœbien^ — Soit un système jacobien

•Y / ^_ as ^ asAi (5)=: —- — > b] -—— = o,â.2\ M l àx^ 7

' * * » * * * * ' ' » » « * - * « » » « * » > * » » » , i i » y
Y /»\ ^z V '/ a àz,Xp,(^)=: j~-^ f^—— =o,aj.^ jw u^^i

.Appliquons-lui le théorème du n0 6, nous obtiendronsimmédiate-
ment :

L'intégration d'un système jacobien $e ramène à l'intégration d'une
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équation unique de même forme que celles du système et à n — p- -h i
variables.

Cette équation unique est, comme nous l'avons vu , l 'équation qui
donne — après la t ransformation

x^ ~==.x\^~ ji, .2-2 = -^ -+- jijâ» • • ̂  ^ ̂  •r?- -i- j'i./^
Soit

_ , as as as as
Ï ( S ) --= --—— — Ci -r———— —• <^ -.———— — ... — Cn^n -—— == 0 ;àyi à^'^i àxy^ l 6^/,

son intégrat ion est équivalente à celle du système d 'équat ions d i f fé -
rentielles ordinaires

Ctyi _ ̂ ^tl _ €l^it} — — ^xn

— ï e\ C'a ^/^—[A

Nous obtenons ainsi i m m é d i a t e m e n t la méthode et le r é su l t a t de
Mayer.

L'intégration d'un système jacohien de y. équations à n variables se
ramène à l'intégration d'un système de n — [j. équations différentielles
ordinaires du premier ordre.

Pour t rouver effect ivement la solut ion z du système proposé q u i se
rédui t à y(^.(-i, . . . , ̂ ), pour x^ == ̂  ..., x^ == x^, il faudra cher-
cher l ' intégrale z de l ' équat ion Y(s) == o qui , poury, === o, se r é d u i t à
ç(^+,, ..., .r^), et y faire le changement inverse de variables.

Plus s implement , à cause de la forme l inéa i re et homogène des
équat ions , il faudra former les intégrales ^ i , <|^, • - • » 4 ^ - p - C1UI? en

x^ .. ., x^ se réduisent respectivement à ^4-1, ..., x^. L' intégrale
cherchée sera alors

?(^1» ^2. • • • î ^-(J-

D'ail leurs ^ , ,^ , . . . , ^^~( j , considérées comme fonctions de y^
y^ ..., y^, .̂ -.n » - - •. x^ so0^ /2 — a intégrales de Y (^) == o, qu i se
réduisent à ^+1, ..., x,^ pour y^ == o. On les déduira de n —- p. inté-
grales quelconques et distinctes du système d'équations différentiel les
ordinaires , par le procédé de Mayer.

Il est à peine utile de faire remarquer que le théorème sur l'exis-
Ann. de l*Éc. Normale. 36 Série. Tome XIV. — AVRIL 1897. l6
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tence de n — [ M intégrales dis t inctes et. le théorème de Mayer sur
l'existence des n -— [j- intégrales se r édu i san t à.z'^i, . . . , x^ ne sont,
que des cas très part icul iers , et qu'il n'est môme pas nécessaire
d 'énoncer expl ic i tement , du théorème général du D° 4 et qu 'en outre
les propriétés générales énoncées dans le n0 5 conduisent i m m é d i a t e -
ment à l ' in tégrat ion du système jacobien par [x systèmes successifs de
n — p- équa t ions diiïerentielles ordinaires sans être obligé de fa i re h*
moindre changement de variables.

9. Intégration des systèmes non linéaires par la méthode de Jacobi e/.
Moyen — Dans le cas des équat ions ne con tenan t pas z , la méthode
pourra s'exposer comme on le f a i t o r d i n a i r e m e n t parce que, dans ce
cas, les systèmes en i n v o l u t i o n sont précisément nos systèmes cano-
niques .

I l n'en est plus de même quand les équat ions con t i ennen t ^, car nos
systèmes canoniques ne sont pas en i n v o l u t i o n , et, en outre, nos sys-
tèmes canoniques sont toujours résolus par rappor t à ;x dér ivées^
tand is que les systèmes en i n v o l u t i o n sont tou jours supposés résolus
par rapport à 5 et (x — ï dérivées.

Avec les systèmes canoniques, nous al lons p o u v o i r exposer la mé-
thode sans dis t inguer les deux cas.

On connaî t les iden t i t é s
[c/lJ:|r:=o,
[IJjri^u,

[l.J,V]=-[V, U],

|:l[J(^p,...)/V:|=^g[a,l^.î:l!,

[U(a, p, ...), V(a, (3, . .,)] =^ ̂ ^ [a, ?:[,

[[U, V], W] + [[V, W], U] 4- [[W, IJ], V]

, =^[W,V]+^[U,W]+^[V,U],

TÎÏÉÔKÈME* — Soit un système
1 ! • ! ^l{pïfP^ • ' ^Pn> z ) x^ - ' ' y ^n) "^ O?

^^(Pl>P^ — • y / ^ ? 3y ^t? - • ' i aî^^Oy
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tel que le déterminant fonctionnel

^D(H,,IL, ...,11p.)
^(/^ P ' î , ' ' - , P [ L )

*>

ne soit pas identiquement nul et que toutes les équations

[H,,H,]==o

soient des conséquences algébriques des équations

ïïi ==o, . . ̂  H^ ==o.

Si des équations proposées on tire, pour p ^ , ^2» • • - » p^ ^es '^alei.irs

fi (/-^P.-l-l» - • • » Ptl9 ^9 ^'ll • • • î ^rt)»

J'p.(/-?P,+l» • • • î /^/2» ^î ^'lî - • • y '̂ '/i )

n'annulant pas A, /^ système

Pi —/l ̂  0. " • • . Pp- —/[J- ̂  0

est canonique.

Les fonctions/vérif iant les équat ions H ==- o, on en dédu i t

^^y'^^^o^7 ^ à/}/,: à^i y

Â-==l

^ ̂ .V1 ̂  ̂  r
<}j " • ^ ^ .̂ ^ --oï

/c=l

et, par conséquent, en mul t ip l ian t la seconde par/^ et a j o u t a n t à la
première,L Â-=[J.

^ïïa V» àBy. dfj^ _
^/,r^ Âsà Op^ dxi

or, on a
df^ ̂  d{d^f^
dxi da.'i

de sorte que

y^^Pji-f^ ( ,=i,a,.. . ,«).
^ àxi. dxi

dRy. __ ̂  àÏïff. d(pjc—fk)
dpi ~ -^ axis dx

Â-=l
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On trouve de même

^Jy^^ri^ (,=^,,,.„),
api Â^ àpf, api v ' ' / î

/i- ss 1

et cotte relat ion est évidente pour i= i, '2,. . . , p., parce que //» ne
c o n t i e n t aucun des termes/?, , . . ., p^.

En écr ivant des relations analogues pour Hp, fo rman t

<)Ha cM^ ()ÏÏ^ dtt^
api cLx}, api àx-i 1

et sommant, par rapport à iy on ob t i en t
/»• = (A /i s= |J.

rï-ir -rr -i '̂  <^ <3II.a < ^ H B r /" /• "tLH^, H,J = ̂  i ̂ ; -̂  l./^. --.//» /^ -.//.)•
A-=I À=l

Cette égalité est une i d e n t i t é dans les cond i t i ons su ivan te s ;
|Hp, Ha| et les [/?/, —//,, pk ^fh} sûn t des expressions q u i , déve"

loppées, c o n t i e n n e n t p^ p ^ , . . . , ^ » ^ . Il f a u t supposer qu 'on y a rem-
placé/^, p ^ , . . , , p^ respect ivement paï\/i^/a, • . ^7^» et qu\)n a ( a i t
de même dans les —a et les —?• C'est donc une iden t i t é en /^+t» ' * * .
p^, ,G?, Où i , . . ., X^ •

Mais, dans ces condi t ions , les expressions [ H'^, H^ | sont i d e n t i q u e -
ment nulles puisque, par hypothèse, les équa t ions [ 11^ H^'| = o sont
des conséquences algébriques des équa t ions 11 .̂= o.

Nous aurons donc les ident i tés
fî ss. (A A == ?<

'C'̂  ^ <)Ha àHa r /• /• i
i l^;^t^-//»^-^]=o,
Â - ^ l ^ ^ 1

et l'on en déduira, par un raisonnement connu, q u e si A» ou Fon a
remplacé p ^ , . . . , p^ par/,, .. *, f^, n'est pas nul iden t iquement ,
toutes les expressiotïs

[p/l—///.y P^——//,•]>

^'>//^ (fueUes figurent dans nos identités, sont i den t iquemen t n 11, I I es.
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Autrement d i t , les équations

[Pk—fh, Pk—f/^^0

se transforment en identités, en vertu des équations

Pi—fi^o, • • ' . 7^—/p.==°^

c'est-à-dire en sont des conséquences algébriques.
Le système

Pi—fi=°, " - - . /V-~"/^=°

est donc canonique.
En particulier, si nous considérons des équations q u i soient l i n é a i r e s

et homogènes par rapport aux dérivées et ne cont iennent pas s, les
équations [H;, H^] == o deviendront

H,(lÏ,)-ÏUIÏ,)==o,

et nous aurons a ins i des systèmes complets qui , par leur r é s o l u t i o n ,
fournissent des systèmes jacobiens.

Ceci posé, considérons un système canonique

Pî—fl^O) • • • » ^—/p-'=°>

et cherchons à déterminer une fonction

Cp (pp,4-i, . . . fpny^f ̂ 'i'» • • ' y 3e n )

telle que, en résolvant le système

7^—/i=o, . . . , p^—f^-=o, ç=o,

par rappor t àp , , / ^ , ..., p^ et à une ([x + i)10"10" dérivée, on obt ienne
. u n système canonique. Il en sera certainement ainsi si toutes les
équations

[^—A?]^0

sont des conséquences algébriques des équations /^•-—y^-===o, c'est-
à-dire si ç vérifie le système l inéai re et homogène à 2/2 — [j- 4- i va-
riables

X , ( 9 ) = = j p , — / , , c p j = o (^= : i , 2, , - . , f J . ) ,
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en convenant de représenter, en général, par

!ïï,,lï,|
ce que dev ien t

[H.JI/:]

quand on y remplace p^ /^, .. .,p^ respectivement par/o/a, . . . , j^
Je dis que le système formé par les équat ions X ^ ( y ) == o est com-

plet, c'est-à-dire donne, par sa réso lu t ion , un système jacobien.
Nous avons l ' ident i té

\[p~fhpk-fk}, 9] + [[.P^—f^ ̂ P~fi\ + [[y.^r-.A]./^-""""^]

_ ̂ p-f.p^M - ̂ fil Ip^f^] -" Jl(^

Nous aurons encore une i d e n t i t é en y remplaçant p^ /^ . -» /^, par
f^f^ ...,,/a- Voyons ce que deviennent , dans ces condi t ions, les
différents termes.

Par hypothèse, les trois [,1 du second membre, deviennent respec-
t ivement

0. \Pk-fk',^\. !?^—/^

c'est-à-dire
o, X/,(o). -X,(y)-

Voyons ce que deviennent les trois premiers termes d u premier
membre. Nous remarquerons que les trois | ,J

[pl—fnpk—fk], [pk—f^ 9], [?, Pi —fi}

con t i ennen t l inéa i remen t / ? ! , /^, ..., p^ <le sor te que l'on a cerlaine-
ment , pour l'un, quelconque des trois , une identi té de la forme

[,]=SJ+^y(/);~/^

les X ne contenant aucune'1 des 'dérivées1,/^1, p ^ , , . . » p^. Prenons le
premier terme, on aura.

[Pi-fh Pk - //<] 9| = [\Pi—fhpk—fk\^\ + ̂  [ p j - fh ?] + ̂ { p j - f j } [^^]»

On a \pi — fi, ph— f/f\ == o, parce que le système proposé 'est cano-
n ique . Une reste donCy1 dans le second membre, que les deux derniers
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groupes de termes, e t s i F o n remplace/?,,/^, . . . , /??. par/,/, ...,/^
le t o u t se rédu i t à

^vX,(9).

On aura de même

hA—A, ̂ p—fi\ •= [s^-Ayi^.~//]+2^[^-//^.^]+i(^-//)[A,^/~^

Ce terme se rédui t , par le remplacement de p^ p^ .. .,^, à

\\P!.-fk^\Pi-fi\.

c'est-à-dire à
-X/(X,(9)).

On verrait, de même, que le troisième terme du premier membre
se rédui t à

X,(XK?)>

de sorte que, f inalement , on obt ient l ' i d e n t i t é

^À,X, (y )+X. (XK9) ) -X , (X , (y )=^X, (y )~^X. (9 ) ,

ce q u i démontre que les équa t ions

X/,(X,(o))-X,(X/,(9))=o

sont des combinaisons linéaires et homogènes des équations X,(ç)== o
et, par conséquent , en sont des conséquences algébriques.

En résolvant le système des équations X, (9)=o , on le met t ra
forcément sous forme de système jacobien, dont l 'intégration se ramè-
nera à celle d^in système de a / z — p i équations différentiel les ordi-
naires,

Connaissant une intégrale de ce système, on aura une fonction, cp et
la fonction

cp—ai ,

où a^ est une constante arbitraire, répondra encore à la question.
De l 'équation ç — a^ ==o on tirera une dérivée 7?^, par exemple,

et Fon portera sa valeur dans/,/,, ...,/,. On obtiendra ainsi un
nouveau système canonique de ( x + i équations contenant l 'arbi-



128 ET. DELASSUS.

traire a , » dont toutes les solut ions seront solut ions du système pri-
m i t i f et sur lequel nous pour rons recommencer les mêmes ca lcu l s .

F ina l emen t , nous arr iverons à un système de la forme

f)^ :rr '.pi (s, x^y . . .', ,T^, (2^, . . ., <?/;,.". p,)>

Pu "^ YI (^y ^{•s • " • » xni ^i, * • • f C^-p.}"

Comme i l a été exp l iqué au. n° 7, son intégration sera ramenée a
celle d 'une équa t ion d i f f é r e n t i e l l e o rd ina i re . Cet te in tégrat ion intro-
du i ra 'une nouvelle constante a rb i t ra i re ^ -^ i i , et l'on au ra

z "=: fr)^tZ''j, Xv^ . . ., ,:y1//, f/i, . . ., ^//.^.p., ^^—lA-n)-»

qui sera une intégrale complète du système proposé.
On peut remarquer que dans le cas des systèmes ne con tenan t pas s,

les X/('cp) = o forment un système jacobien et que 1/équalion dif lere 'n-
l ielle que l'on /trouve a la fin s ' intègre 'par une quad ra tu re .

'1.0. Intégration des systèmes non linéaires par Ici méthode de Lw. - i i : -
Cette méthode est fondée sur le théorème suivant, démontré au n° 6 :

La recherc/ie d'une intégraie complèle d'un système canoniaux d^
[j. équalions à n variables se ramène à la recherche d'une intégrale eom»
pieté d'une seule équation à n — a 4- r wriables.

On commencera 'pa"r ramener le système c a n o n i q u e proposé a une
équa t ion un ique

, , • ^ pi —^^o . . .

' • On cherchera ensuite une intégrale 'y1 'de l ' équa t ion- ' l inéa i re e t ' h o -
mogène

11 . . • . ! ! /h—fif îp ' j^o 1 ; 1 - 1

le système ! . . ! ! ! , , • !

, ! ! ^ p --/i==o, 9= ai,

'étant résolu, 'donnera-un système canonique dont l ' intégrale complète
fournira une intégrale complète, du système1 proposé. Ce nouveau sys-
tème canonique se ramènera a une seule équation à (n-— gx 4- i) — 3 "4- ï
o u ^ — p. —'L variables, qu'on pourra t ra i te r 'de la même façon. Fina-
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lement, on sera ramené à une seule équat ion à une variable indépen-
d a n t e , c'est-à-dire à une équation di f férent ie l le ordinaire.

On peut remarquer que la méthode de Lie^ telle que nous venons de
l'exposer, s'applique indifféremment aux équations contenant ou ne
contenant pas s, tandis qu'à la façon dont on l'expose ord ina i rement
el le ne s 'applique qu'aux équations ne c o n t e n a n t pas z-,

{1. Intégration des systèmes linéaires par la méthode générale des
caractéristiques. — La marche que nous suivons n ' introduira aucun
changement dans la méthode de Cauchy, c'est-à-dire pour l ' intégration
d 'une équation unique .

Dans le cas de l ' intégration d 'un système canonique formé de plu-
sieurs équations, on peut considérablement s impl i f ier l 'exposition en
ramenan t au cas précédent au moyen du théorème général du n° 6.

En effet, au moyen de ce théorème on ramène l ' i n t ég ra t ion à celle
d'une équa t i on un ique à n — ;x 4- r variables. Si, à cet te équat ion , on
appl ique la méthode de Cauchy, on est amené à intégrer complète-
ment un système de ^(n —• [j- + i ) équat ions différentiel les ordinai res
d u premier ordre. On en c o n n a î t déjà u n e intégrale première qui est
le premier membre de l 'équation considérée. On est donc ramené à
intégrer complètement un système de 2 / 2 — 2 ^ 4 - 1 équations diffé-
rentielles ord ina i res , et c'est bien le résultat f ou rn i par la théorie
des caractérist iques des systèmes d^équa f ions du premier ordre, de
sorte que :

La théorie générale des caractéristiques d'un système d'équations du
premier ordre n'est pas distincte de la théorie des caractéristiques d'une
seule équation.

12. Intégration des systèmes d'équations linéaires aux différentielles
totales. — Soit un système d'équations aux différentielles totales

dx^.^ •=. b\ dxt -+- b\ dx^ -+•. .. 4- b^ dx,^

dx,^ ."= b[ cl^'i -+- ôj dx^ •+•. . . -h b^ dxn,

dx,^-==. b^ dx^ 4- ^(1 dx'i -h-. . . -f- b^ dx,,.
Ânn. de l^Ec. Normale. 3" Série. Tome XIV. AVRIL 1897. SJ



1 3() ^ ÏH^LASSUS,

II est équivalent: an, système d'équations aux dérivées partielles

^-:/^ à^ .... ^ •::.:..•: h^
(]j^ 1 ().r^ à.c,,

àjf^ _-.^i ^^"±1 ...^ //•• /)<:r/n:^ -/^;,
"T^i*"" """"" 1 ^ r),^ " 1 " 1 1 1 1 " " ^ 1 1 2 Î " " " ' <).̂ , 1 1 1 1 1 1 1 1 1 " 1 ' "'"

^•/"//...;A / i ^•^'//.-la , , < ^•r// ( •1^ .„, / / /^^.^/^ ^^^^ . . . , ..-.....̂ ^ ...-^p

qui donne les valeurs de toutes les dérivées du plumier ordre de
loutes les inconnues en fonction des varktbies et de ces irH:;orinues.

Cherchons à le meltre sous forme canonique, il pourra se présenter
deux cas.

Ou bien les équations d'inlé^rahilité ne seront pas des conséquences
des équations 'proposées, et alors elles se réduiront, en vertu de ces
équations, à des équations ne contenant plus de dérivées, ce qui indi-
quera l'incompatibilité ou au moins l'impossibilité do se donner arbi-
t rai. rem eut les valeurs eu o^, * . . , 'r^ de toutes les inconnues*

Ou bien toutes ces équations d'inté^rabilité seront des consé-
quences algébriques des équations proposées; alors le système, Ici
qu'il est donné, est sous fornse c^inonique, efc nous pouvons lui appli-
quer le tlworëme de Cauc'liy, généralisé pour des systèmes quel-
conques. Tous les ensembles canoniques, par rapport, auxquels il est
résolu, étant complet, un système d'intégrales sera co îT îp lh te î î î cn l
déterminé quand on se donnera les valeurs initiales en .2 ,̂ ..., x^ de
toutes les inconnues.

D'ailleurs, par un calcul connu, on trouve que les conditions néces-
saires et suffisantes pour que le système proposé soit canonique sont
que, en p osant

., , , ô^ , . c}," . ; i l z
\, ( : • ) ̂  • , - 1 1 1 1 - -h ̂  ••T-—-- -h. . .-h //^"y——^^^^^^

.ô j ' i 1 r^'^.i , <Arp,,,//
on ait' toujours,, ^ 1 1 1 , , 1 1 1

X^U^^^t) , (^ À" =:;»(., a, ̂ ., n; Ar= i , ^ , ..., p),

c'est-à-dire que le système

, , 1 ^ ^ . , 'Xi(5) ==o, . . ,.., X«(^) ̂ 'o

soit Jacobien. ' , , ! ! ,
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Nous arrivons donc miniédiatemenfc au théorème de Bouquet :
Pour que le système d'équations aux différentielles totales

j =n

dx^i == -^ b{dxj (l -= i , a, . . ., p.),
j -- 1

où les bl sont analytiques en x\ ^ . .., x^, x^^ ..., x^_^, possède un sys-
tème, et un seul, d'intégrales x^^,..., x^^ analytiques en oc\,..., oc^ et
se réduisant, en ce point, respectivement àx^,... ,̂ +p., il faut et il suffit
que les coefficients H vérifient les identités

X,(^)-X,(^)==o.

Pour faire l ' infcégrat ion d 'un tel système, nous ferons le changement
de variables

. î ==: x^ -(-ji, d-s == .2-; -i-./i.ra, . • ', ^/z, == ̂ , + Vifn ;

le nouveau système d/équations aux dérivées partielles sera de la forme

'̂ Itl — c^ àxft'^ .-— ^v .•.! àx,^i _^ ~6 !- ^——^^. •^ ^.^y,c^

^W -— /.l <^«^2 __ 3 ^^//+Ï2 __ «
ày, ~ C 2 Î •^7-^6- • ' - ^——.}^.

• • . . . . . . . . , ............. ,.., .............
()x^^ __ />! ^^//+.^ __ 2 àx,^^ __^ -^ ~<^r--^^ • • - -^^-../î

Considérons le système

^^'/A+I _ ,1 "^LJL2 _ 1 "f^ZL4"^ _ •i
ĵi" """ 1 ? ^^ ""' â î 1 " " ' "̂ T' """ctj"

qui peut être intégré comme un système d'équations différentielles
ordinaires. Il déterminera ^4.1,..., a^^ quand on se donnera les
fonctions de jg, ... ̂ y ^ auxquelles se réduisent les inconnues pour
y , === o.

D'après une propriété générale, déjà utilisée au n° 6, il faut et il,
suffit, pour que les intégrales ainsi déterminées vérifient toutes les
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autres équations du système, que leurs fonct ions i n i t i a l e s

9i(.r-2.<.j"J) • • • ? ?p.(yâ—j/0
vér i f ien t toutes ces é q u a t i o n s dans lesquel les on a u r a i t t a i t y , = o,
c'est-à-dire

^.îl n ^-•"=0^—., ..., ^- ,

^ — ^ — (••>
^2 " '̂ " 1 " ' ' ? ^, '̂̂

^--.-0, . . . , ^=0,
f)/.2 <;.»'/'

ce qui signifie que ces fonctions ç doivent ôl-re des (•onslantes.

13. En résumé, nous voyons que si, pour faire la théorie des sys-
tèmes de premier ordre à une inconnue, au l i eu de prendre comme
point de départ le théorème de M'^Kowalevski et les formes en invo-
lu t i on , on part du théorème de Cauchy complètement généralisé et.
des formes canoniques , celte théorie acquier t heiniconp plus d 'uni té ,
puisqu'il n'y a plus à faire de dis t inct ion entre le cas ou s f igure c lans
les équat ions et le cas où s n'y figure pas et, en outre, les différentes
méthodes d ' intégrat ion se présentent, beaucoup plus simplement parce
que les propriétés, sur lesquelles elles reposent, sont des conséquences
imméd ia t e s des théorèmes ^énérinix sur les systèmes (l i frérentiels .

Ainsi présentée, la théorie de l ' in tégrat ion des systèmes du premier
ordre à une inconnue (sur tout par la méthode de jacohi et Mayer)
apparaît , non plus comme théorie isolée faite sur un cas part icul ier ,
où des artifices spéciaux permettent l 'intégration, mais comme devant
se rattacher à une théorie beaucoup plus générale conduisant.rôwwn/
à l'intégration, dans le cas de ces systèmes, mais pouvant y conduire
aussi pour des systèmes de formes tout à fait ditîerentes.


