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SUR LES

S Y S T È M E S D I F F É R E N T I E L S
LES P L U S G É N É R A U X ,

PAR M. C. RIQUIER,
P R 0 F E S S E U H A. î/ U N ,1 V E R S î T É D 1.5 C .1 Ë N.

Dans un récent Mémoire de M. Delassus [Extension du théorème de
Cauchy ciux systèmes les plus généraux d'équations aux dérivées par-
tielles ^Annales de F Ecole Normale, novembre et décembre 1896)], on
pei î t l i r e le passage su ivan t (p. 422 6t 4-^3) î

La, s o l u t i o n du problème (11 s'agit d 'é tabl i r , dans les circonstances gène"
raies, l'existence des intégrales d 'un système différentiel quelconque) dépend
de la recherche d 'une forme canonique générale. M. lUquier , en faisant cor-
respondre aux var iab les et aux inconnues des nombres entiers qu ' i l appe l le
cotes premières, cotes secondes^ etc., est condui t à déf in i r des systèmes ortho-
nomes qu'il prend pour base de tous ses raisonnements. Il montre que tout
système d'équations aux dérivées partielles peut se ramener à un système or-
thonome passif l inéaire et du premier ordre. Dans de tels systèmes,, la for-
mation par différentiat ion de toutes les équations, jusqu'à l'ordre i n f i o i y
permet de séparer les dérivées des fonctions inconnues en deux classes, les
unes étant principales et les autres paramétriques, et M'. Riquier montre
qu'en se donnant arbitrairement "les valeurs i n i t i a l e s des dérivées paramé-
triques, on peut reconstruire les développements en sénés des intégrales
cherchées, et que ces déve loppements sont convergents ( 1 ) .

Ces résultats sont é tab l i s en toute r igueur par M. Riquier, mais la démon-
stration qu'il en donne , non seulement est très compliquée, mais est b ien
art i f ic ie l le à cause de l ' in t roduct ion de ces cotes qui in terviennent d'une façon
bien bizarre dans la quest ion. Ceci justifierait déjà la publication de ce Tra-
vail, où les résultats de M. Riquier sont retrouvés d'une façon beaucoup p lus

( 1 ) RÎQUUÎH» M'érnoire sur {^existence dcf intégrales dam un. système différentiel quel"
conque et sur la réduction d'wi sambla.ble m ta/ne à une/orme linéaire et complètement
inté^rable du premitôr ordre (Recueil des Savants étrangers, t. XXXÏI, n" 3).
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naturelle et plus simple en su ivant une voie toute différente; mais il y a, plus,
c'est que le Mémoire de M. Riquier n'a pas résolu la question aussi complè-
tement qu'i l est possible de le faire.

Ce qui fait l ' intérêt du théorème de Cauchy, sous la forme classique que
lui a donnée M''»" de Kowalewsky, c'est que non seulement ce théorème dé-
montre l 'existence des intégrales, mais indique en même temps des fonctions
arbitraires,^ nombre fini, ayant des relations simples avec les intégrales,
les déterminant complètement, et susceptibles d'être interprétées séométri-
quement.

Les intégrales de M'. R i q u i e r sont des séries dont une inf ini té de coeff i -
cients sont arbitraires. Ces coefficients arbi t ra i res sont les va leurs i n i t i a l e s
des dérivées paramétriques, elles systèmes orthonomcs, auxque l s cet au tour
ramène tout, sont d 'une forme te l lement générale, qu ' i l est impossible
d'apercevoir la loi de succession de ces dérivées, et, par suite, d 'avoir u n e
idée de la façon dont on pourrait les grouper pour former des fonct ions ar-
bitraires ayant des relations simples avec les intégrales cherchées,

Je m'étonne d'avoir été aussi peu compris. Que M. Delassus, retrou-
vant les résultats que j 'a i le premier obtenus, cstirne y être a r r ivé par
une voie plus simple, c'est une croyance que Je m'expl ique chez l u i ,
bien que je ne la partage pas, et que ses démonstrat ions me parais--
sent tout aussi compliquées que les miennes. L ibre encore à M. Dc^
lassus de trouver « bizarre » l ' a t t r i b u t i o n de cales entières aux va-
riables et aux inconnues, bien que cette idée ne me semble pas, a moi ,
p lus s ingul ière que celte de les ranger, cornine i l le ( a i l , d a n n un
ordre déterminé. Mais lorsqu'il, sou t i en t , et c'est là le poin t i m p o r t a n t
de sa c r i t i q u e , que je n'ai pas résolu la ques t ion d ' une m a n i è r e com-
plète, et qu'il est impossible, en su ivant roa méthode, d'apercevoir
« comment on pourrai t grouper les coefficients arbi t raires des déve-
loppements des intégrales pour former des (onctions arbitraires,1 en
nombre fini, ayant avec ces dernières ' d e s re la t ions simples » , je m»
puis, sans protes-ter, laisser passer de semblables a f f i rmat ions^

L'intégration des systèmes différentiels quelconques se ramène,
comme1 je l'ai démontré, à celle des systèmes ortbonomes passifs Dans
le cas éminemment simple ou le .système orlhonome pa^ifest du pre-
mier ordre, la dé terminat ion ini t ia le de l 'une quelconque des fonc-
tions inconnues 1 qui. s'y trouvent engagées est u n e fonction arbitraire
des diverses variables ' indépendantes s, i, ..., auxquelles se rappor-
tent les dérivées-paramétriques premières de la fonct ion i n c o n n u e
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considérée : car, en pareil cas, celle-ci a pour dérivées paramétriques
de tous ordres celles qui se rapportent aux seules variables s, l y . . . .
D'autre part, l'intégration d'un système orthonome passif d'ordre
supérieur au premier se ramène, par un mécanisme que j 'ai décrit ,
à celle d'un système orthonome passif du premier ordre. Le simple
rapprochement de ces deux faits, auquel M. Delassus semble n'avoir
pas songé,' l 'aurait sans doute mis en défiance contre le jugement
trop hâtif formulé au début de son Mémoire : los quelques exemples
traités ci-après suffiront, je l'espère, à l'édifier complètement sur
ce p o i n t .

Exemple 1. — Supposons qu'un système différentiel a i t été mis sous
une forme orthonome passive, et que le système S ainsi obtenu se com-
pose de trois équations ayant respectivement pour pmrriers membres

<)// à'1 ii à^uy -.̂  .....„.„..,...„ ^ — y
( ) j ; ôy Oz àf'^

ou u désigne une fonc t ion inconnue des trois variables indépendantes
x, y , z. On peut le ramener, par la méthode exposée clans mon Mé-
moire , à un système S^ à la fois orthonome, passif et du premier ordre,
savoir :

< ) ( / ( ) l l , f)u ,

Jï — " > ^ =^ ^ ::=u^ ' ^ ,,",^
àa'y à'u'y _ /, à {/'y . ! . ; IJ"1

'JÏ : : = " " , "àf ^u^ ^ ' ^ " " ' ; 1

àu^ ^ (ht^ _ à^ _ , ^ :
7^V ' " " " • • • ? ()y —— • • • » ^ , —— u^^

àu^_ àu'^_ • àu"^
~àx — • ' ^ •^7 — t ' ^ ~^t = - -

àidî àu'^i
<J,2- ~1" " " ' 5 ày 1— • ' - -

Dès lors (et en convenant de dire qu'une fonc t ion est à el le-même
sa dérivée unique d'ordre zéro), les dérivées paramétriques de la fonc-
tion u, considérée dans le système S, sont celles qui ont pour déno-
minateurs de leurs notations :
r° à^'y où a^o ;

2° , ày oî. ây^
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car, dans le système S'', les dé ter mi na t ion s i n i l iâtes des ("onctions i n -
connues sont, :

r ° Pour u et u^ des constantes arbi t ra ires , et pou r u^ s i n e f o n c t i o n
arbi t ra i re de s;

2° Pour iiy et u^ des constantes a rb i t ra i res .
En conséquence, si. l'on désigne par ^o'./o' ^o 1^ va l eu r s i n i t i a l e s

choisies pour les variables indépendan tes , une in t ég ra le o r d i n a i r e de S
se trouve ent ièrement déterminée par les cond i t ions :

i° Que pour x -- x^ == y —j^ == o, cette in tégra i t 1 u se réduise
à une fonction donnée de -s;

2° Que pour x - x^ — y —jo == ^ — 5,, —.: o, les deux dérivées
à(( à2 u ' » " - ^ i , i /—^ —^ se réduisent a des constantes données.

Exemple I I . —Considérons un systhroe ort i ionoine pass i f s , com-
posé de quatre équations ayant respectivement pour premiers
membres

à^u (PU ô^u ( ) ^ u^, ^^, ^^, ^^^.

Le système S' sera, dans le cas actuel :
au , àa , ( ) ( /
^ ^urî ày ^l<^ ^ •:T•:•:://-

àu'r _ // au',. „ ()u1,j^ -^ ^ ..:= ,̂,, ,.̂  ^u^

àuv „ Qu'y ()ii.\,
J^ =^<rr. -jy - . - 1 . . . . . , •^ ••:-...,

àt^ „ ou.. () / { ' .
^ =^- Jy -.... •11^ -=U^

àll!^ ^ '" àu'^ f)u'i'.-^ -^ ^ -::..., ^ ^u^

1 ^ n, àn^ 1 1 1 àiC.^ - .̂, ^ -:=..., .̂  ~/^^

1 1 1 1 '^^ _ 1 , 1 àu^ _ , r}^;y _^ ^...., -^ ..„„....„.., -----^

^^ —,/^ ^^^ ^/^-^ ~ .̂, ^ ^.^..., ,,,̂  ,,,̂ ^
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àu'^ àu'^ à^
à y * ' " 9 àz àx

àu"^^ àu^z _^-=..., -^-_...,

^ ^o»^ àu^ _
àx ^/s (̂ / ' ' ' '

àit"^ àu"^
àX - " • • • ' ~^y

1.1 en résulte que les dérivées paramétriques de la fonction u, consi-
dérée dans le système S, sont celles qui. ont pour dénominateurs de
leurs nota t ions :

î ° ÔZ^-^ OÙ O Î ^ O ;

îî0 àir^à^')^ où a ^ o ;

^" ^À'y2 ( ̂ .z^ ), o ù OL ri o ;

4" àx1 à^{àx^\ où a ^ o ;

^0 6?y cl àxày;

car, dans le système S', les déterminat ions ini t ia les des fonctions in-
connues sont :

1° Pour u, u'^ u^ des constantes arbitraires, et pour u^ une fonc-
t ion arbitraire de s;

2° Pour^,, u^ des constantes arbitraires, et pour u^, une fonction
arbi t ra i re de z ;

3° Pour^,, u n e constante arbi t ra i re , et pour ù^ une fonction arbi-
traire de x ;

4° P o u r u"^^ u n e fonction arbi t ra i re de x\
5° Pour u^ et u"^. des constantes arbitraires.
En conséquence, u n e intégrale ordinaire de S se trouve entière-

ment déterminée par les condi t ions :
i.° Que, pour x —x^ =y—y^ == o, cette intégrale u et sa dérivée -^

(./•A

se réduisent à, des fonct ions données de s;
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2° Que, pour .y--,ro == ^ -~ ^o = °» 1e8 î:lelJ}x dérivées ̂  ci ̂ ^
se réduisent à des fonct ions données de x ' ,

3° Que, pour . y — ^o ==j - yo ̂  .s — ^o == o, les deux dérivées
Ou ( ) ^ u
à y ()x à y

' (»

se réduisent à des constantes données.
Observons ici. qu'en fa i san t abstraction pour un i n s t a n t des condi-

tions initiales relatives à ces deux dernières dérivées, tout est symé-
trique par rapport aux variables x et z dans l 'ensemble des condi t ions
restantes, puisque, dans le système S\ les inconnues u, u^ u^, u^,
^> ^•3 <^ pour déterminations init iales des constantes a rb i t r a i res ,
les inconnues u'[.^ u^z des fonctions arbi t ra i res de .r, et les inconnues
u'^ u"^ des fonct ions arbitraires de z. D'après cela, une in tégra le or-
dinaire de S se trouve tout aussi, b ien déterminée par les c o n d i t i o n s :

i° Que, pour y —y^ = s — ^ == o, cette intégrale u et sa dérivée ^
se réduisent à des fonctions données de ^;

^ i i i . . . Ô1 H , Û'^ H2° Que, pour x — x^ ===y —y^ === oy les deux dérivées ^ et ^-"^-Y^^
se réduisent à des fonct ions données de z\

3° Que, pour œ — x\ -=y—y^ ==^ s — ^<, == o, les deux dérivées
—5 ——-- se réduisent à des constantes données,ày ôx ôy

Exemple I I I , •— Considérons un système orthonome passif S, com-
posé de deux équations ayant respectivement pour premiers mem1)res

r)2 u ^ u
Ôx à y ().K os

Le système S' sera, dans le cas actuel,

au _ , au _ , , àu^ ! ,
-~—— ——^ ^-,K''f "••.•"•""* "̂S Uy^ *""""-• '̂:'Z Ugàx à y y (jz

. ôu'^ _ àu'x _1
1 " J y — — ^ 1 ^—•-

àu^_ {)uy à Us
^^ » . . , ^ ^

^4 _ , - ^
à x * " ' "
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II en résulte que les dérivées paramétriques de la fonction u, consi-
dérée dans le système S, sont celles qui ont pour dénominateurs de
leurs notations :

i° ày^-, où aïo;

2° àz.ày^à^, où a^o, (3^o;

3° àx ( àx^ ), o il <y. ̂  o ;

car, dans le système S\ les déterminat ions init iales des fonctions
inconnues sont :

i ° Pour u une constante arbitraire, et pour u\. une fonction arbi-
traire de y;

2° Pour u'^ une fonction arbitraire dey et z;
3° Pour u^ une fonction arbi t ra i re de x.
D'ail leurs, les groupes 1° et 2° peuvent évidemment être réunis en

un seul, et les dérivées paramétr iques de u relat ivement au systèmes
être classées en deux groupes, su ivant quelles ont pour dénomina-
teurs de leurs notations

i° ày^àz^, où a^o, (3^o;

2° àiv^àûc^), où ot^o.

En conséquence, une intégrale ordinaire de S se trouve entière-
ment déterminée par les condi t ions :

i° Que, pour oc—x^=o, cette intégrale u se réduise à une fonc-
tion donnée dey et-s;

2° Que, p o u r y — y o = z — SQ = o, sa dérivée -~^- se réduise à une
fonction donnée de oc.

Exemple IV. — Considérons enfin un système orthonome S, com-
posé d 'une équa t ion un ique ayant pour premier membre , ' i—^ •

j
Pour un pareil système, nécessairement passif, le système S' sera

au _ , au _ , au __ ,
^.^^., ^-^ ^-.^^,

àuf^ _ ,/// àu^ — ,̂  àti^ — „//^,_^, ^^,,^, -^-_^,

Ânn. de l 'Èc . Normale. S'Série. TomeXÏV. — MABS 1897. î/i
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à^- ... ()uy^^ ^—^
———'— 'ZZl f î t - V f —'I;—— ——— Uyly i ——— f1y.,3 »^ "} ^y • ^
au',, „ àu^ „ à(f'^^=u- ^=^- -^.-^.,

^^-.ï-3 „.. à(^'y à(t1^ — ^//^3
»„.....——— -^^ — _ ^ - _ . ^ . ^ «. . . - - -• 1 - y

ày àx u^ O'v

à^^ài^ ^4'—^
'"àx ^ "^7") àz ^ ày
àu^^0!1'^ à^^()l•tb
àx à^ î à y à^

àU'y, __

ùu'^̂ ,

Ou^
^ôs '

II en résulte que les dérivées paramétr iques de la fonct ion u, con-
sidérée dans le système S, sont1 celles q u i ont pour dénornimi leurs de
leurs nota t ions :

1 ° ày^î on (%^ o î
2° àz.àz^, on c<âo;

3° 1 àyàs.ày^àz^ on a^ô, l 3^o î

4° ^«^ ( <3•^a ), on a î o ;
5° (^(^.rf^^P), on ^^o, (3 ^ o î

6° (^^/(^^(^/P), on ^^o, (3;:: a;

car» dans le système S', les déterminations in i t ia les des fondions in-
connues sont :

i° Pour if, Uy des constantes arbitraires, et pour u^ une fonc t ion
arbitraire dey ;

û° Pour u^une constante arbitraire, et pour u^' une fonct ion arbi-
traire de z;

3° Pour Uy^ une fonction arbi t raire de y et z $
4° Pour u^ une constante arbitraire, et pour u^ uoe fonct ion arbi-

traire de-r;
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5° Pour a^ une fonction arbi t ra i re de x et z ;
6° Pour u"^. une fonct ion a rb i t ra i re de x et y.
D'ai l leurs , les groupes i°, 2° et 3° peuvent év idemment être r é u n i s

en un seul, ainsi que les groupes 4° ̂  5°, et les dérivées paramétriques
de u relativement au système S être classées en t ro is groupes, su ivan t
qu'elles ont pour dénomina teurs de leurs no ta t ions :

1 ° ày^-àz^, où a^o, (32o;

2° à^Çà^à^)^ où a^o, (3^o ;
3° àxày^àx^ày^), où a ^ o , ( 3 ^ 0 -

En conséquence, une intégrale o r d i n a i r e de S se trouve entière-
ment déterminée par les condit ions :

r ° Q u e , pour x—^==0, cette intégrale n se réduise a une fonc-
tion donnée d e y e t - s ;

2° Que, pour j —yo == °' sa dérivée -^ se réduise a u n e fonc t i on
donnée de x et z ; \.)

3° Que, pour^ — z^ == o, sa, dérivée —^ se réduise à une fonc-(/<M ^/y
t ion donnée de x ety.

Comme d 'ai l leurs le premier membre ——^^^^^^^ de l 'équat ion consi-
dérée est une dérivée symétrique par rapport aux trois var iables x,
j, s, et qu ' i l y a six permuta t ions de ces trois var iables , on pourra
varier de six manières différentes l 'économie des cond i t ions i n i t i a l e s .

Les exemples précédents, pris entièrement au hasard, suff isent am-
p lemen t à faire comprendre comment, étant donné un système diffé-
rent ie l que lconque , on peu t déterminer le nombre et la na tu re des
éléments arbi t ra i res , constantes ou fonctions, dont dépendent ses in-
tégrales générales. Du reste, la poss ibi l i té de cette d é t e r m i n a t i o n
ressort de mon Mémoire avec une tel le évidence, que tout exemple
étai t , à vrai dire, superf lu . Comme je l 'ai rappelé, en effet, tout système
dif férent ie l est réduct ib le à un autre composé : ï° d ' un groupe de re-
la t ions f in ies expr imant certaines des fonct ions inconnues à l ' a ide des
autres et des variables indépendantes; .2° d 'un groupe ortbonome pas-
sif du premier ordre, où se trouvent engagées, avec les inconnues
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restantes, quelques-unes de leurs dérivées à t i t re d ' inconnues ad-
jointes . L'économie des cond i t ions in i t ia les , évidente dans ce de rn ie r
système, se trouve par là même i m m é d i a t e m e n t connue dans le sys-
tème proposé, et , dans l 'un comme dans l 'autre, la so lu t ion générale
dépend de fonctions arbitraires en nombre fini.

Ainsi , et cont ra i rement aux assert ions de M. Delassus, le Mémoire
dont l 'Académie desSciences m'a fait l ' honneur d 'ordonner l ' impres-
sion, a résolu le premier, et d 'une façon complète au tan t que rigou-
reuse, le problème de l 'existence des intégrales dans un système
différent ie l quelconque.

Il me reste, après avoir rectifié une i n e x a c t i t u d e , à relever une
omiss ion. M. Delassus démontre, a u débu t de son Mémoire (Annales de
rEcole Normale, 1896, p. 43j et 432)» <p^ si l'on considère une mile
infinie d'ensembles canoniques d'ordres croissants

'pft Tpn,"H TpU..,)U , Jj , " • ' y t^ y ' ' * ?

tels que l'on au, quel que sou p,

(K^yiE^s
le nombre des termes de la mile pour lesquels il y a inégalité est force-
ment limité; i l a joute que cette proposition est iden t ique , au fond,
à un théorème de M, Tresse, publié en 1894 dans les Acia rnathema-
tica, et qu i constitue, ' d'après l u i , « un des propres les plus considé-
rables réalisés jusqu 'à ce jour dans la théorie générale des systèmes
d 'équat ions aux dérivées partielles •». Or, mes'1 propres recherchas sur
la réduction d'un système que lconque à une forme complètement inté-
grahie ont été publiées dès 1893^ etM, Delassus omet de d i r e ,que dans
leur exposé figure la proposition suivante , don t la s ienne, formulée
ci-dessus, n'est qu 'un simple cas par t icu l ie r : Si ron forme $uccessi-
veinent, avec des dérivées de fonctions u, v, ..., w, 'un premier groupe
quelconque, un second étranger au premier et à sa descendance^ un troi-
sième étranger aux deux premiers et à leur descendance, et ainsi de suite,
le nombre de ces groupes est forcément "limité ( Annales de l'École Nor-
male, 1893, p. 171, 172/173; Recueil des Savants étrangers, t X X X I I ,
n° 3, p. 36, 37, 38).


