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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

8UK LA DÉTERMINATION

DIÎS

CENTRES, AIES ET PLANS DE SYMÉTRIE
Û A N 8

LES FIGrURES ALGrÉBRIQUES,

PAn M. S. M A N G E O T ,
pOCTEUR ES SOÏENCKS,

P K É L 1 M 1 H A Ï B E S.

Dans les développements qui vont suivre, je supposerai les figures
définies par des équations cartésiennes et entières, et les axes de coor-
données seront supposés rectangulaires partout ailleurs que dans les
questions relatives aux centres.

Les éléments de symétr ie : contres, axes et plans de symétrie, d 'une
figure formée par une courbe p lane ou surface a lgébr ique peuvent
fa i re partie de la figure, avec un ordre quelconque de mult ipl ic i té .
Dans la. recherche a n a l y t i q u e do ces éléments, on est amené, pour
certains d'entre eux ' ( l e s axes d^une courbe et les plans de symétrie
d 'une surface), à tenir compte de cet ordre de mult ipl ic i té , ou du
moins de sa parité, et à les diviser en éléments de symétrie d'ordre

Ànn. de VÊc, Normale, 3e SéH<î.1 Tome XIV. — jA^VtKR 1897 à



10 S. MANGEOT.

pair et d'ordre impair, l'élément non s i tué sur la figure étant regardé
comme d'ordre pair.

L'équation d\me courbe étant prise sous la forme

Ç^J^^-J^^^O,

pour que taxe des x en soit un axe d'ordre pair (ou un axe d'ordre
impair), il faut et il suffît que l'on ait ̂ (^j^so [ou ç^y^ssôJ.

L'équation d'une surface étant mise sous la forme

'(f(x,y, s2) + s ̂ (.T,.y, ̂ ) === o,

pour que le plan des xy en soit un plan de symétrie d'ordre pair (ou
d'ordre impair)^ il faut et il suffî t que Fon a i t ^(^,y,^)Eso [ou
y^y.^ssio]; et pour que l'axe des s soit un axe de la surface^ il
est nécessaire et suffisant que l'on ait

ç^^^se^—^—j^2), ^(^j^se^-^—y,^)

(£=±1) ,

les sections de la surface par les plans 5?===const . devant avoir cha-
cune un centre situé sur cette droite (1).

Si y p ( f p { x ' ) •^y^ç^.i (^) -4-.. » == o est l 'équation (fune courbe
ordonnée par rapport à y, pour que cette courbe ai t un axe d'ordre
pair (on d'ordre impair) parallèle à l'aie des «r, il faut que le nombre?
soit pair (ou qu'il soit impair) et que le rapport î̂ ll—^ ail une va-
leur constante c, et l 'équation de cet axe doit être py -h c =• o<

Si, dans l'équation d'une surface où la plus hau te puissance de s
est z1^ 9^(^,j) est le coefficient de ^, et que l'on désigne par C^ les

(1) Dans l'espace à deux dimensions, ixn point quolconquo sora eontro d'une courbe
indéterminée ou rejetée à l'infini ; une droite quelconque sera axo d'ordre pair1 d^uno
courbe1 tout entière à rinnni, et elle sera regardée à volonté comme axe d^ordre pair ou
comme axe d'ordre impair d'une courbe indétorniînée,

Dans l'espace à trois dimensions, tout point (ou toute droUo) êera, (o'Qi.»®)
d'une surface indéterminée ou située à, l ' infini; un plan quelconque lâ©^alll]pAA?^•.t|ttë^
trie d'ordre pair d'une surfacô rejetée à l'infini, et il sera dé
symétrie d'ordre pair,-soit comme plan de symétrie1 d'ordre Jî^
déterminée. 1 1 , 1 1 1 • ! ! , 1 ! 1 1 1 / , / l i l , „ : ' 1 1 . , 1 "^.^ ^ - 1 l i l i
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courbes (déterminées ou indéterminées ou à distance infinie) que
représente, dans le plan des «xy, l 'équation

9/^(>,y)==o {n •==•-?,? —i,p—2, ...) :

1° Pour que la surface ait un plan de symétrie d'ordre pair (ou
d'ordre impair) parallèle au plan des xy, il est nécessaire que le
nombre p soit pair (ou qu'il soit impair) et que le rapport ?/^1 xï yj-
ait une valeur constante c, eti 'éqnation de ce plan doit être pz+ c == o.

2° Pour que la surface ait des plans de symétrie d'ordre pair (ou
d'ordre impair) perpendiculaires au plan des œy, il faut et il suffît que
les courbes C^ aient au moins un^xe commun qui soit axe d'ordre
pair (ou d'ordre impair) dans chacune d'elles; et chaque axe com-
mun de cette sorte est la trace de l 'un de ces plans.

3° Pour que la surface ait des axes situés dans le plan des xy, il
faut et il suffit que les courbes C^ aient au moins un axe commun
qui, soit cixe d'ordre pair dans les courbes C^ et axe d'ordre impa i r
dans les courbes Caa+o ou inversement ; et chaque axe commun de
cette sorte est un axe de la surlace.

4° La condition nécessaire et suffisante pour que la surface ait un
axe parallèle à l'axe des s, est que celles des fonctions cp^(.r,j) qui
ne sont pas nulles aient leurs degrés de même parité et que celles des
courbes C^ qui leur correspondent aient un centre commun , qui est la
trace de l'axe sur le plan des xy.

A tout axe d'un cône correspond un plan de symétrie d'ordre pair ,
ou d'ordre impair, qui lui est perpendiculaire, et réciproquement .

A tout axe, à tout plan de symétrie d'ordre pair (ou impair) d'une
surface, correspond, dans son cône asymptotique, un axe-, un plan de
symétrie d'ordre pair (ou impair), qui l u i est parallèle-

On sait déterminer tous les éléments de symétrie que possèdent les
figures du premier et du second ordre (1). Je me propose de recher-
cher ceux que peuvent avoir les courbes planes ou surfaces algébriques,
définies par les équations de degré supérieur à 2, et je laisserai de

(1) Une droite a un axe (Perdre impair, cette droite rnômo; ses axes d'ordre pair sont
sos normales. Un plan a un plan do symétrie d'ordre' impair, lo plan lui-même;, les
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côté le cas où la courbe (ou la surface) serait formée u n i q u e m e n t de
droites (ou de plans) parallèles.

Centres dès courbes et des surfaces.

Les coordonnées des centres d'une figure F (courbe plane ou sur-
face) d'ordre m ayant réqualion/= o doivent vérifier les équat ions
du premier degré obtenues en annulan t toutes les dérivées par t ie l les
d'ordre m — i de /, et leur détermination n^est, par conséquent ,
qu^une question de vérification toutes les fois que celles-ci ne se ré-
duisent pas, soit à une seule

U =: a x 4- by •4-... •= o ( a yé, a ),

soit à deux distinctes et compatibles
c = a' x -+- V j -+- c 1 z + d' = o, w = ̂  4- V 1 y 4" c" .s 4" (/ :".:: o

(a'b'^b^^o),

Mais s'il en est ainsi, et que l'on considère la figure F,, d'ordre m^ au
plus égal, àw ~ 2, que déf ini t , dans le premier cas, l ' équa t ion

^!a-/~^^=o,
et, dans te second, celle-ci

/. / b" v — // w a' ̂  — f^ ^ \J ~ ( ? m [^i^jr^^ ̂ ^^, oj = o,

9^ (^,y, z) désignant l'ensemble des termes do cle^ré m.. <le/, on voit
que les centres de F sont ceux de F, dont les coordonnées annuité
raient u, ou v et ̂  pourvu que m et m, aient la même parité, condi-
tion sans laquelle F est dénuée de centre; et la figure F'pouvant être

plans qui lui sonfc perpendiculaires sont ses plans do gyméirio d'ordre pmr; Im droil^
situées dans le plan 011 normales au plan sont ses a?œs.

LQ système de deux droites (ou de deux plans)^eaansuîmreg eat la ^ab deg ̂
niques (ou des quadriques) qui aient des axos(ou deg yhm do Bymôlrîeïd-oTdre impair-
Celto quadnque et le paraboloïde isocèle sont les doux souieg ^spèeea'de^wteeesdu
second ordre'qui aient des axes autres quo les interse^tionr de1 Uws^m principaux11

et ces droites s'aperçoivent aisément*
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remplacée par une figure connue, F ^ , d'ordre infér ieur au sien, le pro-
blème doit être regardé comme résolu. Il le sera par de simples véri-
fications-

Axes des courbes planes.

Les axes d'ordre pair et i m p a i r de la courbe/(<r,j) == o d'ordre m
doivent être des axes de la conique

,_, , / ,")/^.—l f \ 2ï^^f)-" ("-?="—)•
Ils peuvent donc être déterminés par de simples vérifications lors-

que cette conique n'est pas un cercle. Si elle est un cercle de centre
(.TO, yo) , les axes d'ordre impair (ou ceux d'ordre pair) de la courbe
sont représentés par l 'équation

A [••r — .TO-+" i(j '~y,)'y^ B[.r — ,ro— ^V—jJJ^ ̂

A^+ B'/' désignant le plus ^rand commun diviseur des coefficients
a^' + bf,^ des diverses puissances de xy dans le polynôme

/ [ a1 -h 7 + ̂ o, / ( y — œ ) + .ro ]

(ou le p lus grand commun diviseur des binômes a^—^y^)- Quand
ces coefficients sont tous constants, la courbe est formée de cercles
concentriques au précédent,

Plans de symétrie et axes des surfaces.

Si o> désigne un polynôme entier en ^,y, s, de degré ^, je repré-
sente par V(cjù) la fonct ion du second degré

^> î ( à^^ y , ,Z ^i-yi (j.:;^^^ (a + ̂ + y ̂  - ̂
en faisant toutefois V(û)) =o,), si p est in'férieur à 3; et si u, p sont
deux fonctions quelconques de oc, y, ^ différentes ou non, je poserai

^(^^=^0!^^ (a+p+y=A) . ,
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Soit /(.T, y, ^) == o l 'équation donnée d 'une surface S d'ordre m
supérieur à 2. Tout axe et tout plan de symétrie d'ordre pair ou i r npa i r
que peut avoir cette surface doit être un axe ou un plan de symétrie
de chacune des surfaces définies par les formules

•! '̂=: "~ ï̂^~' "h ~^r'+ —^J- =o {k = r, 2, 3, ... ; /„ =/),

^ f f /^-Y Â î / à h t r Y^ ̂  .A) -Z aTpîYÏ {^^^) = o

(/•=0, T , 3 , ...; A==I ,2 ,3 , ...),

et en particulier de la quadr ique Q représentée par l ' équat ion du second
degré V(/) = o, quadr ique qui a au moins un centre, et dont le cône
asymptotique a les mêmes centres que celui de S.

: , Au surplus,1 si deux surfaces, ayant pour équations entières

^(^y, s) = ô, x(^y. ^) = o,

ont un même plan de symétrie ou un même axe, ce plan ou cette droi te
est un plan de symétrie ou un axe de la surface qui correspond à l 'équa"
tion ^(ç, yj == o, quel que soit h (1 ).

De là , et des propositions prél iminaires énoncées plus liaul^n0 ' 1,
2, 3, 4), résultent celles-ci.
^Toutes les fois que la quadr ique Q n'est pas une sphère, la consi-

dération de ses axes ou plans de symétrie ramené le problème de h
recherche des axes et des plans de symétrie d'ordre pair ou i m p a i r de
la surface S, soit a de simples vérifications, soit (âpres u n e t ransfor-
mation de coordonnées évidente) à la recherche des centres ou axes
de courbes planes, c^est-à-dire encore, en f in de compte, à des calcula

( 1 ) On peut démontrer que l'on a, pour toute valeur fie //,

^^-^bïÏ ^\;,^(u, y } ^\ ̂  i (/ //, P )^ ^ ^——+——^^,—.,.

-À- (̂  -^ -^) -^ (.]. S.- ? -• S) -^).
Les propriétés géométriques qno ,jo viens d'indiquer, faciles à vérifier pour A-. i

ii — i, r = o, sont dos conséquences do cette formule.



SUR LA DÉTEUMINATION DES CENTRES, AXES ET PLANS DE SYMÉTRIE, ETC. î5

de vérification ( < ) . Dans le cas contraire, si cc^ j-o, ^ sont les coor-
données da centre de la sphère Q, et ^(/r,^, z) la somme des termes
de degré n du polynome/*(.^ -+- XQ,y +.70? z + ̂ o ) » 1! en sera de même
aussi de la considération de l'une quelconque des surfaces d'ordre égal
ou inférieur à 2, définies par la formule

^, /.• ( ̂ , y, s ) = V ( ̂ ,, /,) == o,
ou

^ ^^/..^i
^/fc" ̂  2j —^—, ^, <, =: ̂

( /À == /», m — r, m — 2, ... ; À" = i, a, 3, .. . ),

quand cette surface est déterminée et différente d^ne sphère [car les
axes ou plans de symétrie d'ordre pair ou impair de S doivent passer
par le point {x^,y^ ^o) et être des axes ou plans de symétrie des sur-
faces coniques

4^(.r — .ro, y —jo, z — -Gy) == o, ^/.•(^ — ^'o, .y —yo? ^ — ^«) ̂  oj-

Cette dernière proposition subsiste lorsque la q u a d r i q u c Q , sans être
une sphère, possède un. centre unique, ^p yo, ^o désignant encore les
coordonnées de ce po in t ; et aussi lorsqu'on prend pour ^,/(^,j,^) la
somme des termes du n1^ degré de l'expression obtenue en rempla-

( l ) Le fait a besoin d'être prouvé, en ce qui concerne les axes, quand la quadnqnô Q
est un cylindre de révolution. Je prends son axe de révolution CV^ comme axe des cotes,
efc soit

Tw ( .̂ , y 1 ) 4- <!•» ( .y/, y, z') == o

la nouvelle équation de S; la variable z ' ne figure pas dans le groupe 9w(.^»y) des
termes de degré m. Le fait est déjà vrai lorsque ce groupe n'est pas une puissance
de .r^-hy2 à un facteur constant près, car les axes A de S, autres que celui qui
pourrait coïncider avec O'z\ doivent rencontrer normalement • O ' z ' et ôtre parallèles aux
axes du faisceau de droite ^ m i ^ ' ^ f ) == o. Dans le cas contraire, les droites A sont les
axes B de la surface ^ { x ' ^ / ^ z ' ) === o qui couperaient normalement Q ' z ' et satisferaient
à la condition que les sections de cette surface 4* par les plans qui leur sont perpendicu-
laires soient d'ordre pair. Or la quadrique Vpl^^y, ^)] == o, à supposer'que la sur-
face f? soit d'ordre supérieur à 2, ferait connaître les droites B par de simples vérifica-
tions, à moins qu'elle ne soit elle-même un cylindre dô révolution autour de O ' z ' ; mais
alors on opérerait sur la surface 4», dont l'ordre est inférieur à w, comme on l'a fait sur
la surface S.
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çant x, y , z par a'+a-o, y-^-y», s+s» dans l 'une quelconque des
fonctions que représentent les symboles

?.A (/,., A ) , ?./ [ X/, ( /,., /,. ), ̂  ( /,., /,;)], . . . ,

où les indices sont des entiers quelconques, distincts ou non, ceux
qui affectent la let tre/pouvant être nuls ( / y ==/").

Cas des surfaces d'ordre inférieur à 6. — Je désigne par ç,,/.», y , s)
le groupe des termes du polynome/(a;,y, z) dont le degré est m, et,
par C le cône qui a l 'équation ^^Çx,y, s) == o.

Je suppose d'abord la surface S du troisième ou du quatr ième ordre.
La considération de la quadr ique Q, et de la surface R représentée par
l'équation

Cf-^0!/ , ^V-.,,
cf-c' ày1 'à's1 ~~ '

dont le degré ne dépasse pas 2, suffira, d'après ce que je viens de dire,
à déterminer, par de simples vérifications, les axes et plans de symé-
trie d'ordre pair ou impair que peut avoir la surface S, toutes les fois
que ces deux: surfaces Q, R n ' au ron t pas l 'une et l 'autre dos axes dans
toutes les directions de l'espace. Je me place maintenant dans l'bvpo-
thèse contraire, et soient œ,, y,, z^ les coordonnées du contre H de h»
sphère Q.

1° w==3. — Le cône C est ici formé de trois plans deux à deux
rectangulaires. Je considère les trois plans P, P', P" parallèles a
ceux-ci et menés par le point H. Les plans de symétrie d'ordre impair
de S ne peuvent se trouver que parmi les trois plans I», P', P"; cf'nx
d'ordre pair, que parmi leurs six bissecteurs, et les axes de S que parmi
les arêtes et les six bissectrices des faces du triedre que forment les
plans P, P'. P-. De simples calculs de vérification suf f i ront donc pour
les déterminer.

2° w== 4. - Le cône C, et par suite la surface S, n'admet ici aucun
plan de symétrie d'ordre impair. Je suppose d'abord ce cône différent
dune sphère double. S'il a des plans de symétrie, il en a neuf, ceux
cl un cube. Pour qu'ils existent, il faut que le polynôme y^, y, s) ait
la forme a(^ +^ 4- .a)2 4- h(,T- +y 4- s") ou que, dans le cas con-
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t raire , il soit réduct ible à cette forme, et que, par suite, les trois cûnes
du second ordre représentés par les équat ions

Ô^Q^ cPo^ _
y ̂ .,.̂  __ .3 J^T^ - °»

(^cp/, à^Qi,
ày'1 àx '"' dy2 àz ?

fPa^ d3®/,
'lz> ï)^2^ "' J ̂ 2^ ̂  0

aient trois droites communes A, A', A" rectangulaires deux à deux, q u i
soient bien déterminées (ce qui exige que deux au moins de ces trois
cônes soient déterminés et distincts). Je considère le triedre trirec-
tangle dont les arêtes sont les parallèles, menées par le po in t H, aux
axes de coordonnées dans le premier cas, ou aux droi tes A, A\ A" dans
le second cas. Les p lans de symétr ie de la sur face S ne p e u v e n t se
t rouve r que parmi les plans des faces de ce triedre ou leurs six bis-
secteurs, et les axes de S que parmi les arêtes de ce t r iedre ou leurs
six bissectrices. De simples vér i f i ca t ions pe rmol I ronL donc de les déler-
miner .

Lorsque C est une sphère double, les plans de symét r i e de S sont
les plans de symétrie d'ordre pair de la surface

/( ̂  y, ̂  ) — y/. ( •'y — ^0, y — ju. ^ — ^o ) == o,

d'ordre inférieur à 4, qu i passeraient au p o i n t H, et ses axes sont les
axes de cette même su r face qui. passeraient aussi au po in t H et qu i
seraient tels que les plans qui leur sont perpendiculaires donnen t des
sections d'ordre pair dans cette dernière surface.

m^: .̂  _ Quand, la surface S est du c i n q u i è m e ordre, j 'adjoins à
la q u a d r i q u e Q les deux sur faces B, IV qm correspondent a u x équa-
tions

(Pf à'1; ô\[
û^ ^ Jf- +' â^ ::l:r 0?

^ / ^3 / . . 2

2. -aY'^Ï [^^^^^^^ = o (a ̂  p + y ̂  3),

surfaces dont l'ordre ne dépasse pas 4. et dont on sait, par conséquent ,
Afin. de l'Kc. Normale. 3» Série. Tomes XIV. — JANVIÏÎR 1897, 3
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t rouver les axes et p l ans Je symétrie par de s imples v é r i f i c a t i o n s , Les
axes et p lans de symétr ie d 'ordre pair ou i m p a i r de S, d e v a n t ê t re des
é léments de symétr ie de chacune des t ro is surfaces Q, R, H', p o u r r o n t
eux-mêmes être obtenus par de s imples calculs de v é r i f i c a t i o n tou tes
les fois que ces trois surfaces n ' a u r o n t pas t o u t e s les t ro is des axes
ayant toutes les d i rec t ions de l'espace. Quand il en est a u t r e m e n t , on
peut voir que Çg^, y, s) n'est r é d u c t i b l e par aucune s u b s t i t u t i o n
orthogonale aux formes J ( X , Y , Z 2 ) , Z J ( X , Y , Z 2 ) ( 1 ) ; d'où l 'on con-
c lu t qu'alors le cône G, et par s u i t e la sur face S, n'a aucini axe n i
a u c u n p l a n de symétr ie d'ordre p a i r ou i m p a i r .

Conclusion.

Les méthodes que je viens d'exposer p o u r la recherche des centres,
axes ou plans de 'symétrie d'ordre pair ou impa i r des fleures algé-
briques n ' in t roduisent pas d ' i ndé t e rminées dans les c a l c u l s et é v i t e n t
ainsi les é l i m i n a t i o n s .

Ces méthodes ont toutes le même p o i n t de dépa r i , à savoir la con-
s idéra t ion des dérivées d'ordre a — r d ' u n ce r t a in p o l y n ô m e F de
degré [x, dérivées don t chacune , te l le que -1" —^-.-•--,'-.--..--., se (o rme i m m é -

ôj^ôyftàz^
( l i a t e m e n f c a l ' inspec t ion du po lynôme F, pu i squ ' e l l e a p o u r expression

7. \ (3 ! y î [ A ( y. + f ) ̂  + lî (: ̂  -4- i ) .y -4- C ( y 4- i ) ^ -h I) ],

( 1 ) Voici comment j 'établis ce r é s u l t a t . P a r l a n t (le ce fa i t que ie.s p rennerH n i m ï i l T P H
des équations des IroiK surfaces Q» H, H' soni ( I C K e o v n r i î i i i l K (le hi fmicUon / qucUr*
qu'elle soit, je calcule ces trois eovar ian ts pour l ' t i i i e ou Fau t r e ( J < * H deux formes homo"
irenes du ciuquienie do^ré

'^(X, Y)+Z^i(X, Y)-h/ /X.ZS Z ^ ( X , Y } -T . . .% ? » (^X^ - r • ^yâ } . - ^Z ; ^

J'écris que le second covariant est i den t î ( i ( i en i e i î ! , n i d , ce q u i me demie les conHinî i t^s de
la forme oxpriméos A l'aide des constmUe.s c q u i en t re i i l dat is ^ ( ' X , Y ) . Puis j 'écris que
lo premier covariant est proportionnel à X 3 î - Y ^ i . %a, ce q u i nie f o u r n î t trois rehuioïlH
entre ces constantes c. J 'oxprime ensui te que lo troNèruc covarimil, (ni î CHI, uno Ibïîetion
de X,Y, y, est proportionnel à (X^ Y2-^ Z^; n'iai^ (ièn que j'ai écrit1 ICB troî» rela-
Lions oxt)r iniant que sa dérivée par rapport a %2 csfc proport îonnollo à X® » . Y® 4"%», je
trouve que les six relations formées exigent que toutes IOH constanles c , , cl. par g i t i t e
toutes les constantes de la forme considérée, soient mdios,
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en représentant par x\yh^Ax 4- Bj + Cz + D) la somme des termes
de F qui con t iennen t le facteur a^y^L

Os procédés pra t iques about issent t o u j o u r s dans le cas des
ligures d'ordre in fé r ieur à 6; et c'est là un résul ta t impor t an t pour
l 'é tude de ces figures, si l 'on remarque que la c o n s t r u c t i o n par po in t s
d 'une courbe p lane ou surface du troisième, q u a t r i è m e ou c i n q u i è m e
ordre qu i possède un centre, ou un axe, ou un plan de symétr ie , peut
être ramenée, au moyen d 'une t r ans fo rmat ion de coordonnées évi-
dente, à la construct ion des racines d 'une équa t i on du second de^ré
ou d 'une équat ion bicarrée.

A i n s i peuvent être obtenues sans le secours de l ' é l i m i n a t i o n , dans
la général i té des cas, toutes les subs t i t u t i ons orthogonales homogènes
ou non homogènes capables chacune de faire d i spa ra î t r e d ' un poly-
nôme entier à deux ou à trois variables, soit les termes de degré pai r ,
soit les termes de degré i m p a i r , par rappor t a l ' u n e des nouve l l e s
var iables , ou par rappor t a l ' ensemble de deux de ces var iables , ou
encore, quand celles-ci sont au nombre de trois, par rapport à ces
trois var iables à la fois. Les méthodes p o u r r a i e n t ê t re é t e n d u e s à un
nombre que l conque de variables.


