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DE LA
p{ / / , 4- ^4" . .. + u^)

AU MOYEN I)TN PFAFFIEN,

PAn M. G. FONTENÉ,
i» d o F rs s s E ïi ri A u c o L i. Ê G K i\ o i. ï. i N .

I.

L Considérons la fonct ion pu déf inie par l ' équa t ion di l ' îerenî ie l le

// = ̂ ^^-•^•^^^ \/G^) ;

les nicines de l 'équat ion G^^o étant ât, &, c, on a les trois fonc-
t ions uniformes

X, fi := ^'pTT^'ei, Y ̂  == v/j^ — 6, Z ( i = ̂ p^ — c ^

avec
p^-^XYZ,

Avant de donner la formule générale d'addition relative à pu, je
rne propose d'obtenir explicitement la valeur de la quanti té

X(^i4- ^â+. • ."+- Uïn)

en fonct ion des quan t i t é s
Xi olYiZi, XaetYA, - . . ;

je me fonderai sur ce fait que la somme des zéros distincts d'une fonc-
t ion e l l ip t ique est égale à la somme des pôles distincts, à des mul-
t iples des périodes près; la méthode suivie est analogue à celle que



47° c" FOCTENK.

l'on trouve dans la Note de M. Hermite ajoutée au Cours de Calcul
différentiel et intégral de J.-A. Serret, re la t ivement au « théorème
découvert par Abel pour l ' add i t i on d 'un nombre quelconque d 'argu-
ments » dans les fonct ions sn, en, dn , avec cette diiïérence que les
arguments à ajouter sont ici en nombre pair au l i eu d'être en nombre
impair : on arrive ainsi à un covariant.

Soient 2/? 4" r arguments dont la somme est n u l l e :

( i ) n\ 4- //a -i-... 4- //â/^n == o ;

on peut regarder ces arguments comme les racines d 'une équa t ion de
la forme

(2 ) //(Ay^'^+Sî/./^-^+.-.+E^+tA/X.^^^^^

le premier membre est, en cflet , u n e fonc t i on e l l i p t i q u e d'ordre 2n -h ï
de l 'argument //, admet tant un polo d'ordre a / /4 -1 qui est zéro, de
sorte que les zéros de cette fonc t ion ont une somme n u l l e ; l 'équa-
tion dépend d'ail leurs de ^n paramètres. Si l 'on élevé au carré après
avoir isolé les termes qui cont iennent //, on ob t i en t

X^Z^A/y1""1 ••+-.. .4- .EF— (A^/^"1^".. .4- E'X^-i-F^ :.::::: o;

si l 'on imagine que p est remplacé par X2 +• a, que Y2 et Z2 sont rem-
placés par X^4- Ça — b} et X2-}- (a— c), on a une équation en X.2,

g^s
qui est du degré 2'n -4- ï y et le produi t des valeurs de X,2 est y . ^ on 'A
donc

( o ) X ï X.a • . • .X.2/,, X.2//.+. ï1^ ""•. î
'1>< ,/A,

le signe étant déterminé par1 l 'hypothèse d 'arguments i n f i n i m e n t pe-
tits, au moyen de l 'équation ('^), a v e c X ^ == ^ '

Supposons maintenant que l'on donne u^ u^, - . . , u^; les rapports
des 2n 4-ï coefficients A,1 . . . , V sont déterminés par 2n re lat ions
.telles que

! /< (A.pÏ;1-11 +. .,4- E) 41 (A /X î /4 1 1 - 1 -h. . . 4" E^Xï .-41-" 1^) :r:o 1 1

ou 1 ^
, - -2X,Y,Zi(A^Ï I I• l l+...^.E)4- l(A /Xï/.î-••"14•...4-E /X? ,
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en désignant par sa première ligne horizontale, placée dans un cro-
chet, un déterminant d'ordre 2/1 dont les lignes se rapportent aux
indices 1 , 2 , . . . , 2/?, on a
F/ L l̂  Z^L! -iilirLî ^^^^^^
A - [ " p\pf\ ~ "..., p\^ Xï<~1, x^rs • • •^L •:1
on

p - ̂ ĵ -̂ Lr̂ î.̂ ^A " [ p\pï~\ ..., /<; ,/̂ p //r"\ • • • . / ^ 'r
an dénominateur , on a ajouté aux éléments de l 'avant-dernière co-
lonne les éléments de la dernière colonne mult ipl iés par a, etc. Dès
lors, la formule (3) donne la formule d'addition cherchée

(.) X(//,-..,,-....4-^)--^[^^^^-^^
\ / 1. 1 « *"• f It \ f'Ï f\ll i i\ • i l " f) l l /•) 1-i L P i P i » • ' • » /'i » /^P /'i ' • • • » n» *

(Si les ?^ sont des i n f i n i m e n t petits, que l'on prend sous la forme
. • • » on a une identité intéressante.)

2. On peut remplacer le second membre de la formule (a) par un
covariant relatif à une fonction elliptique du second ordre, admettant
les mêmes périodes que la fonction pu dont se dédui t la fonction Xu
qui figure au premier membre. On est mis sur la voie de cette trans-
formation par la remarque suivante : l'intégrale de l 'équation d'Euler

dx^ dx^^+^_o

a été donnée par Laguerre sous la forme

vîî ^^^.̂i — ̂ const,

P et Q étant deux polynômes de second degré en x dont le produit
donne le polynôme F; et, si l'on considère un argument ^déf in i par
la relation

dx , dx
du ̂  "~= ̂  ""=—7=^'>

\/F \/P \/Q
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on a fac i lement

M X(,,,-..„-.)=-^^:^,

,y étant la somme des pôles de la fonct ion e l l i p t i q u e ,r(//); la fonct ion
pu dont se dédui t : X a les mêmes périodes que la fonc t ion xÇu), de
sorte que g^ et g^ sont égaux aux invar ian t s S et T du polynôme F, et
les trois fonctions X, Y, Z correspondent aux trois modes de décom-
position du polynôme F en un p rodu i t de deux facteurs du second
degré. C'est cette formule que nous al lons généraliser, en raison de
ce fai t que les 2n colonnes du dé terminant numéra teur dans la for-
mule (a) se partagent en deux systèmes de n colonnes, les premières
contenant — 2'YZ, les dernières c o n t e n a n t X , avec — 2'YZ. X -- \/G ; ce
fai t est d 'ai l leurs lié à la forme de l ' équa t ion (2).

Considérons une fonction el l ipt ique du second ordre a pôles dis-
tincts, soit x, déf in ie (à la somme des pôles près) par l ' équa t ion d i f -
férentiel le
. 1 x' == ̂ /¥(ï) = ̂ ^^••^^

== V^o V'"r; ' " " " " " -^ V "̂' """"" ^ V^21 """" C \/.r — S) ;

nous écrirons

(6) , ^=/P^/Q==IJV,

P et Q é tan t deux polynômes du second degré dont le premier a pou r
racines B et G, le second a pour racines .1) et A, et l'on sait que les
deux fonct ions U == y'P» V == \/Q sont des fonc t ions un i fo rmes de l'ar-
gument . La somme des pôles étant ^, ou ,y + 20,),, .y -4- ^o,)^, .y + w;$,
avecoi 4" 032-+" ̂  = û, la demi-sommedes pôles est ;-\ ou, ^ 4- oj»; , ...;y< 'ït
les valeurs de x qui- correspondent aux valeurs ^? ^ -+" o ,^ , . . . , de l'ar-

gument sont Dy A, B, C, de sorte que, pou r u === ^ et pour u = '<L "+••• o , )< ,-î et p o u r ^ = ;"<& -•t
on a 'V = o. Nous poserons u == ^ 4- ^, et nous aurons oc' ( - •+• ^ ) ?

2 \ ^ /

fonction paire de (;.
Si, r'on considère une autre -fonct ion el l ipt ique du second ordre y,

aux mêmes périodes.que la première, , de sorte-que le nouveau poly-
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nome F aura mêmes invar iants S et ï ,que le premier, la soniine des
pôles é tant . / , on aura de même y [ - + ^ ) ; et l'on sait que les deux

\'2 /

q u a n t i t é s oc et y, pour une même valeur de ^, sont liées par une rela-
t ion doublement l inéaire , qui donne

.̂ f0 !̂.
y.y "+-r) s

on en conclu t
,/^^nM^,

(y y 4- d)2

u^.—^L, v=-~^
y y -i- o y .y + r)

]{ et S étant deux fonct ions Unitermes analogues à U et V, A et [M deux
tacteurs constants dont le produit est ao — [3^, de manière à avoir
y= RS.

Cela posé, l 'expression

i r.rï-^u,,.. .,.r,u,, Ui^r11^ t • •^•i ̂ i^y1!_ ^ ̂ .^^ ^-^ _ ,̂.̂ .,--,,̂  . ^ ^ ,

analogue au second membre de la formule (a), est un covariaut absolu
l)our les fonctions a; qui ont les mômes périodes, x représentant

:y ri .+- ç; \ avec la variable v.
^ 1
Pour le vérifier, considérons d'abord le dé t e rminan t n u m é r a t e u r

on l 'ordonne en produits de mineurs d'ordre n par des mineurs '1

d'ordre n, on a par exemple le terme

U i Oi>... U,/, (.ri — .^2). • • (•^ -1 -- •̂ ,) - V/,+i V,,.̂  -. .Vs/, (^,z+i — o(in 4.2) - - (.r,/,...-i —^2.-/) ;

la substitution
y^^^^LË.z/ — - • — — , ^

yy + °
donne

(̂ ir̂ ZliZiriZ2,).
(yj^t.-ô)(7J^+^)

et le t e rme considéré donne le produi t d'un terme analogue, avec R
Arifi.de rÉc. Normale. 3" Série. Tome XÏH. - DÉCEMBRE 1896. ^0
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et S au l ieu de U et V,y au l ieu de ,v, par les facteurs

____0^____
(y7i4-ô) . . . (yy^+ô ' )

amené par U e tV,
/ / ( / 7 — 1 )

__(^"^^JLL
(7JI+ô) / ^~ l..:(7J„+o)^- l

amené par les binômes (^ — x^) ... (<r,^, — ̂ ),
/ / ( / ? — " i )

^-—-i^""^^"2'"1''! ^ ^(;7ĵ .i+ ̂ rr^y^^-1^: ̂ .,rï

amené par les derniers b inômes ; le facteur complet est donc

(ao- fSy)^^^ .̂̂ ^^^^^ ^ ̂ ,

et ce fac teur est le môme pour tous les termes.
Pour le d é t e r m i n a n t dénomina t eu r , si on l 'ordonne en p rodu i t s (h1

mineu r s d'ordre n — i par des mineurs d'ordre n 4- î , on a par exemple
le terme
.r^ . . .^^,,1(^1—^2) • • " (^n-^— ^-i) X (^•"-"^//+.i) . . . (.r^.-.i— -z-â/ , ) ;

p a r l a s u b s t i t u t i o n x •=== .a..y..^-^, ce terme donne le produi t d 'un U^rme
l y y .̂. Q *.

analogue, avec y' au l ieu de '^.y û'u l ieu de .x*, par les fac teurs

{^-W^
(y^'^Ô)^:.(yy^^ô)2

amené par les dérivées,
' fn — 1 ) ̂ --2;

(arî-py)"^'^^^ .̂̂ ^^ ^ ̂ ^

amené par les premiers binômes,
/;(//.4- I')

aÔ—py"2"1"'"^ ^« .̂̂ ^^

amené.par les derniers binômes;111 le facteur complet es t ,donc le même
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que pour le numéra teur , et l'expression considérée est un covariant
dans les condi t ions indiquées.

Or, si la fonction x est la fonction pu qui admet les périodes 200,
et 20^, et q u i est définie par l 'équation di f férent ie l le

p ' = ̂ ^-z^^^ =: - 2 YZ. X,

X étant n u l pour u =. c ^ i , l 'expression ci-dessus, dans laquel le on f a i t
U == — aYZ, V == X, se r édu i t au second membre de la formule (a).
On, peut donc écrire

•xr / , r A\ ( ̂  -+. (,^ +.. . + (.>,^ ) == — ^ ^ ,

ou, en remplaçant £ + ^ p a r u,
i r y " - ~ l î T ÎT - .y . " " I V V I

/ /"} \ X** / 'l, " 1 ^"' 1 U l l » « » < . « < < J l « t.'C- 1 T 1 < ) • • « . ' ' I l(?) X(^i-t- ^->-. ..+ ̂ - /t.)==- ^ ^^^——^.^ 1——'———}•
£ ^ .x/ ^ .-(/ ^ , .. » , u, ^ , ̂  ^ , . . . . . . , l, J

On vient de préciser la fonc t ion X en d i s a n t qu'elle est n u l l e pour
// = o3< ; nous écrirons ici les formules qui, ra t tachent la fonct ion pv a
la fonct ion .z*(^.4•-ç)) : on a

/,(„)=-,.(»)-.— "'w24 v / ^(i+^)—,sr
^^^^F^s:1)) xt

4 v ^^-i))^

avec

X. ̂ D""r:"'A _ Y yl.) — B _ Z \/1) — C _ •i ^F^D )
\/.v — A, \/.̂  — 15 \ljc — (.'̂  ^,x — !,)"

,1 JVC i}\
~ "̂ î

^p7^1]̂  ̂  ̂  ̂ /|)~rA ̂ /jT-i-B ̂ D'̂ 'c ;

et, en p r e n a n t
U •= /P == ^Ao v/^" — B \/x ~~ (J,

v=v/Q= ^r:A:̂ y"r'T)";

^^YZ^^^V^W^i^^^^
^ ^ ̂ ^ ^^^

l 7\, —,«». "~ """«.,— ,̂—,̂ ._^ . . i

2 ./I) _ A x — D
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si la fonction ^ tend vers la fonction p , Ao est un i n f i n i m e n t pe t i t , D
est un in f in imen t grand, et le p r o d u i t \/Ao \/-~ D tend vers — 2.

I I .

3. Relat ivement à l 'expression de la q u a n t i t é p{î^ +• • .4- ̂ ,) au
moyen des quant i tés p,i e t /^ , . < * , j ' i n d i q u e r a i d'abord c o m m e n t je
suis arrivé par induc t ion , à une formule que j 'a i vérifiée ensu i t e .
Soient cinq'arguments don t la somme est n u l l e

//; 4- tl^ + ^3 •+• //•/.. •+• ^3"= 0 ;

on peut les regarder comme les racines d 'une équat ion de la (orme

[ / { A / } - B) + A//^— W / } •-h (y:= o,

les coefficients étant déterminés par les racines u^ ̂  u'^ u-^ {^ l11^
valeurs correspondantes de pu sont les racines de l'équation

,(4^ ^p ̂  ̂ ) (A/. - B)^ ( A^ - Iî^ + {^^ o.

Les coefficients de cette équation développée contiennent. A2, B^, ...,
AB, A/B', A/C'y, m'y, et comme A, B, A/, W, (7 sont les détei-minants
du quatrième ordre fournis par la matrice

| P\P\ îA P\ P\ J

Php\ P'^ PÎ Pï ï

on voit apparaître les quantités p\p'.^ p\p\^ ' • • î comme on a

(7)

avec

W

, . 2(l'i « — — ^P\Pï
/J("1+"2)==T^---^Î

Gî,2= ^PîP^Pl^ Pî) — hw {P\ 4-^2) —.g^

on est porté à'croire, que les quant i tés pÇu^u^), p Ç ' u ^ u ^ " ) , . , ,
joueront un rôle dans cette équation. En considérant le produit des
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o\ i^2 4-. ('y 2

racines, soit ^^—^—^p—, comme on a f a i t pour X, en vue d 'obtenir
l 'expression de l à q u a n t i t é p , ou nÇu^ 4-.. .4- ̂ ), en m'aidant aussi
de la somme des racines pour le même bu t , j ' a i été condu i t à supposer
une formule qu i s'est trouvée exacte.

Posons
( 1 , 2 ) =: 4^0i + «a) { p i — p î } ,

et désignons par A le d é t e r m i n a n t de Vanderrnonde q u i est le produi t :
des quan t i t é s /^ — fh. . . . ; la formule que je me propose d'établir est

0 ( 1 , 2 ) ( 1 , 3 ) ... ( 1 , 2 / 0 |j

0 -1 ,1 ) 0 (2,3) ... (9,2/0

A x (3,i) ( 3 ,2 ) o . . . (3,2/0

(y) ,̂4- ̂ 4-.. .4- ̂ ) == ; -...,——Jl^^^^
[pÏ\p\, ,..,/^;/^, ..., r ]2

le d é t e r m i n a n t d o n t la racine carrée figure au numéra t eu r de cette
f o r m u l e est un d é t e r m i n a n t symét r ique gauche d'ordre pair, et, par
su i t e , un carré p a r t a i t ; sa rac ine carrée est un p f a f f i e n , et l 'on p e u t
écr i re , en précisant le si^'nc,
/ ,. , , ï A x 2(i, 2 ) (3, / j ) . .. ( 9 . n •— r , 2/0(Y) p(u,+ ̂ +... + u^) = , — ^ , ^ ^ — — — ^ — J .

"l l./7! ./•'( - » • - • ? Z7! 7 Pi? • • ? ' . ]

I^'xjîr v é r i f i e r cette dernière formule, remplaçons u^ par ^., que nous
regarderons cororne une variable : le 'premier membre est la fonc t ion
e l l i p t i q u e

/) ( U^ "4- «a 4- • . . -h- H ) OU p ( U 4- ^ ),

en posan t
^/ i 4~ u^ -^ . . » 4- ^2/<-i == U',

et le second membre doi t se rédui re à cette fonction. Or, d 'une par t ,
en conservant la no t a t i on ( i , a/z) malgré la suppression de l ' indice 2/2,
le numéra t eu r est une fonc t ion de la forme

ou
(P ~ Pi ) • • • (P - P^i ) X ï A,( 2 72, 0

4( / ;—^) . . . (/^ —/^ / î - i ) X ^A/-/?(M 4- Uf) (p—pt^
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les A é tan t des constantes. Cette fonct ion n 'admet pas le pôle u == — u^
a t t endu qne la q u a n t i t é pÇu + u^ est inu l t ip l iée par ( / ^ — / ^ ) 2 ;
elle admet seulement le pô le^ = o qu i est d'ordre !.\n. A. ceux du pre-
mier fac teur , elle admet d'abord les zéros u^ u.^, . . . , ^2//--i ; comme,
de p lus , un pfafften est nu l quand deux indices sont i d e n t i q u e s , el le
t i dme t une seconde fois ces mêmes zéros; elle a, donc d e u x autres
zéros, qui sont de la forme

•— U 4- ifo et — U — UQ.

D'autre part , le d é t e r m i n a n t don t le carré f igure au d é n o m i n a t e u r de
la fo rmule (y') est une fonct ion e l l i p t i q u e d'ordre 2^ quand on rem-
place ^2//. P^ ^; ^l0 adme t le pôle u == o q u i est d 'ordre 2/7, p u i s q u e
la l igne var iable du d é t e r m i n a n t est

•i^—2,/ ./. . t i i ,r r j • • • » /' •» ( / y ' • • » ' »

et ses zéros sont u^ ..., n^--\ > û t — I.J ; son .carré a d m e t le pôle u == o
d'ordre 41n? 1^ zéros doubles i / ^ ..., u-2n-\j ^ !<) zéro doub le — U.
Le second, membre de la fo rmule (y'), avec u au lieu de u^,^ est donc
de la (orme

-, a'(u -\- V — t f ^ ) a ( . ( f -h U 4" / /o ), _.,..,,,,,,,..,.,..,...,..,..̂

OU
C'^p(u^U)-pu,'i;

et 11 est i d e n t i q u e au premier nombre si l'on a

P U Q ^ Ç ) , (7= i .

Au lieu de démontrer ces deux relat ions, il suffira de prouver que
les deux membres de la fo rmu le (y'), avec u au l i e u de u^, sont égaux
pour deux valeurs de rz; la f o r m u l e étant d 'a i l leurs u n e ident i té évi-
dente pour 2/1 ==2, on peut supposer 2/^4» et il suffira de vérif ier
qu'elle est exacte pour u=^—u^ u = — u.^ .... N o u s , al lons fa i re
u = — ̂ ^ : le premier membre .devient

/> (^ i+ ^+-' • •+ ^//-a);

"nous trouverons que1 le second1 membre prend une fonne analogue à
pelle qu'il a actuellement, avec les indices i, 2, . . . , ^n — 2; la for"
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mule est alors exacte pour ^n a rguments si elle l'est pour 2^ — 2 ar-
gumen t s , et, comme elle est vraie pour 2 arguments , elle est géné-
rale.

Faisons donc
ti.=— ^_.i,

et vér i t ions que l 'expression

Ît̂ lliMh^̂ Lr̂ ^̂
[pT^p'^ ' ' •>p\ ;/^ • • ^ r ]2

prend une forme analogue avec les indices i, 2, .. ., in — 2.
Considérons d'abord le numéra t eu r , dans lequel nous ferons

u =rr— ^a/^i4-£;

les termes non i n f i n i m e n t pe t i t s sont fournis par les termes du pfafficn
où figure (2/z — r , a n ) y et ces termes sont

{^ft — î , '2^)ï,

en désignant par £' le p f a f f i e n relat i f aux indices i , . . . , 'm— 2; en
désignant par A" le p rodui t

(/.^ —/^) . . . (/hn^—Pîn^r

et par II le p rodu i t
(/>1-- pîn-\) - ' ' (p^-ï—Pîn-i^

ce numéra teur est donc la l imi te de l'expression

AWIj^^^i) —pu} X l\pE[p{u^t ) —pu]^,

a t endant vers u^^^ s t endant vers zéro, et cette l imi te est

A^^^/^.ir2.
Il faut alors mon t re r que le déterminant o dont le carré forme le

dénominateur de la fraction étudiée, lorsqu'on y f a i t u === ~ u^\. ̂
transforme, au, s igne près, en un .dé te rminan t analogue o' mul t ip l ié
par le facteur 2/^,,,JI; nous rencontrerons successivement'les facteurs
2, p^,,, ,,̂  H, et nous les supprimerons à mesure. Ce dé te rminan t î est,
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en supprimant l ' indice 2n — i pour s impl i f ie r ,

pT'^'i • • • P i p ' i p\ p ' { • • • pi

p ^ p ' p p ' p1 p ' 1 . . . p i
- p p11 • • • P I

on peut remplacer la dernière l igne par

—p^p' • • • —pp'

—// 0 ... 0 0,»^-y . . . - p p '
en la issant de côte lé f ac t eu r û dont ; on n 'aura p ins a s 'occuper; en
a j o u t a n t cette li^ne à la précédent.e, les d e u x dernières l ignes sont

ou, en laissant de côié le (acteur// dont on n'aura plus à s'occuper,

en ajoutant à la lisne do rang l, i'^n — 2, la dernière des deux lignes
précédentes multipliée par p\ et l'aulre multiplie par — i, cetie
(in ai

ligne de rang i devient

[p^-p^pi ... { p i - p } p i o (pÏ-p-'} ... ( p r - p ) oî

(ïn laissant de côlé le facteur (p^ — p) (p^ —^). . .(/.^/^..a -"- p), ou II,
dont on n'aura plus à s'occuper, il reste, au signe près, le détermi-
nant

(^+^p^^,)p^ „,. ^ o (p^^p^p^...) ... ï o

^ . . . p i l

q u i , doi t se réduire au, d é t e r m i n a n t S'. Or, en considérant les deux
colonnes qui ont un. seul é lément non n u l , ou v o i t qu/cm peut suppr i -
mer ces deux colonnes en suppr imant les, deux dernières lignes hori-
zontales , ' et l'on achevé facilement par des combinaisons de colonnes.
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4. Dans la formule (y) ou (7'), on peut remplacer la quantité ( r , 2)
par son expression en fonction de p ^ et//ppa etp'.,, savoir

(r,^2^2-3^;
1 , 2 — — ̂ U

Pi —Pî

et cela condu i t à remplacer le second membre de la formuler) ou, (y7)
par un covariant. Si. l 'on reprend la fonction el l ip t ique du second
ordre à pôles d is t inc ts considérée au n° 2, et qui a les mêmes périodes
que la fonct ion pu, avec s pour somme de ses pôles, en met tant p
pour p ^ y et x pour <z*(1 "-{- ^), on a

n ax + P n/ — ^IZLËyl ̂1 -^ y^-^:J3 P — ( y^ + 3)2 ?

et la formule (7) donne la formule

2 F 1,3— 3^1 ̂ a

'̂(ï̂ ^^
(9) /^(Pi4- Fs)

en posant

Fi,2= Ao^î^l 4- 2Ai.ri^2(.z ' i -(- .^2) -1- AgO^-4' <yj 4" 4^i^)
4" 2 A 3 (.ri 4-<r à) -h A 4 ;

(K>)

cette formule, dont le cas s ingu l ie r ^ == ^2 avait d'abord été donné
par M. Hermite dans le tournai de Crelle, est at tr ibuée à M. Weier"
strass (H'ALPiiEN, Traùé des fonctions elliptiques, IIe Partie, note de la
page 359). On en conclut

^ 2 ) -= l̂ L̂̂ i:̂  ^^^.zzl:^^^,
' y ' x^ — x^ (y^i 4- ô) (y^a 4- cï)

et, si l'on pose

00 [ i > ^ ] -

oï'ï a

a F 1 . 2 — sï^ ^2
x^ — ^2

^r ] -—6y. (^,^[,,,]^^^^

avec pp et .y;(^4-^)- Des lors, dans la formule (y') écrite avec 9 au
^/?/^ ^e i ^ E c . Normale. 3e Série, Tome XIIÏ. — DÉCEMBRE 1896. 6r
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l i eu de u, le facteur S du numéra teu r devient

i r ï , 21 [3 ,4 ] . . . r 2 /^ - 1 ,2 ̂  i x,—(5a-,:̂ I).,̂ .—L 5 -1 L T 1 J L J (y^i-hô) ... (y.z^4-o)

comme, d 'autre par t , le facteur A devient

__ (arî — ̂ n^^
(•rl ̂  trâ) • • • x ̂ ^ ĵ̂ rT7-7(^^;^ ^

on a comme n u m é r a t e u r l'expression
(aô-py)2^

ï [ i , 2 ] [ 3, 4] • - • [îi n — 1 , 2 n ] xs (7^'+â)a/A.. ' :(y^^+5)^

Quant au dé t e rminan t dont le carré forme le dénomina teu r de la
formule (y'), on a déjà vu qu ' i l donne le p rodu i t d 'un d é t e r m i n a n t
analogue, avec x au l i eu de/?, par le facteur

(arî-py)^^ .̂̂ .̂,,̂ ^

II su i t de là que l'on peut écrire, en reprenant la variable a,

( y ) p ( U, + U, 4" . . . 4- Ihn — US) = , -••]"••••l-•l.,l/^131•t;pl•1" • • • - 1 - - 1 1 - / -.1 '11^,-1--1111 ' • l l• l l• l l l~•• l l l , |û
4 ^ tA- ^ .,</ ^ , . * . y <^ ^ ^ »X' ^ , . . . ^ 1 |

avec A == (^^ ~- ^2) • * • » et/

i , . i_ 2Pi,2"-^<<-^.
I »-i ——— ——————————————————————————,

L • «< /yi ___ /V» '

on a encore

i A x 2[i, 2] [3, 4] ... [2/i — ï , an].,,,.,,...,..,,,..,...,,.,..̂ .̂̂  ,... ,.....,„...„.,.... ^ ..^ ^ „ 1 " ja
^ .,</ Y f • * • y "-' i i lx' i î • • • ^ * J

o [ » » ^ ] [ ï » 3 ] ... [ r , î î<|
[2 ,1 ] o [%,3] ... |;2,%n]

A x [ 3 , 1 ] 1:3^-] ... [3^n]

(S) p{u^+ th-^- .."^^/J
[ 2 / 1 , 1 ] [a/^9/[ [2 /1 ,3 ] . . . o...,,.̂ .̂,̂ .,,̂ ,̂ «̂ -,̂ -̂...., ,,.,»„.,,,,^.^,,.-,^^.

' i i î ' * * > ' i 9 'f /y*/f •iiî /y/ ^ . /y.^ » 1 aLw i w i '» • * • > ' i ^ i » * * • » ' J

C'est cette formule que je me proposais principalement d^établ i r
dans ce travail.
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III .

La formule (9), que l'on a dédui te de la formule (7), peut s 'établir
d i rec tement par un calcul dont le po in t de départ est une équation
analogue à l 'équation (2) ; j 'ai rencontré ce calcul en m'occupant de
l ' intégrale de l ' équa t ion d'Euler, intégrale équiva len te à la for-
m u l e (9). Le premier membre de l 'équat ion

^ sci -i.,. p ̂  + 2 Q x -^ R = o,

où P, Q, R sont des constantes et oc est la fonct ion e l l ip t ique du se-
cond ordre définie par l 'équation différentielle ^=\/V(^), est une
fonc t ion e l l i p t i q u e du q u a t r i è m e ordre dont les pôles on t poin*
somme 2.? : les zéros u^, u^, / / y , u^ vérif ient donc la relation

«i 4"- ^a+ ^3~i- 11','=' 2.y,

et l ' équat ion renferme d 'a i l leurs trois paramètres P, Q, H. On a donc,
pour qua t r e arguments dont la somme est 2^,

/.2 y
-' 1 tA- l

îX? ^ t%"g SCt^ 1

x' œî, î ï
• 0.

^.2
;/ 4 x 4oc ï. oc' ï t'y/i.

Si l'on suppose u^ et tir, constants, cette relation, où l'on suppose oc^
et Xf, cons tan ts , a lieu pour deux arguments u^ et u.^ don t la somme
est constante; nous écrirons alors

( Xs — Xi, ) [ X^ ( X\ -••• ^3 ) ( .Fa — .:Z-4 ) — X^ ( ̂ i — .2-3 ) ( X ^ — .r^ ) ]

4- ( ̂ i — ̂  ) [^3 ( X^ — X^ ) ( .272 ~ .̂ 4 ) — ^4 ( ̂ '1 —— -^3 ) ( ̂ 2 —• ^'3 )] = ° ;

si l 'on m u l t i p l i e par la différence des deux termes dont on a la
somme, le terme en ^\^ contient le facteur

(^l—.^) ( ^1—^4) (^2—^3) ( ^ " 2 — — ^ 4 ) »

et les autres termes, où l'on remplace x ' ' ^ par F(^), forment un poly-
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nome doublement b iquad ra t i que en x^ et ^, symétrique, s ' a n n u l a n t
pour x^=x^ ou x^ pour y^==oc^ ou «r^ ; la suppression du f a c t e u r
(^• i 1 — ^3). . . donne donc

a Wi ,2 — 2 a/\ x\ == o,

'ï^^ é^"1 un polynôme doublement quadra t ique en x\ et ^, symé-
t r ique , et qui se rédui t à Fi pour x^ = x ^ . Or on sa i t que, si Fon désigne
pa rF^a un tel polynôme, faci le à construire, le p o l y n ô m e le p l u s gé-
néral qu i ait la même propriété est

F^-a^^M)^-^

^4-M é tan t une constante que nous prenons sous cette (orme a f i n de
pouvoir écrire

Vi, ,=<ï>i, ,-2M(^i-.^)^

avec le polynôme général <l>^a au l ieu du p o l y n ô m e p a r t i c u l i e r F^;
on a alors, pour u^ -+" u^ == const, ,

f t<l>l .>•-- 9. .r' ̂  , ,.( i a ) 'i"..,.——i^. ::::: const. ..•:-::: M,,{ ) 4(^.1'-^^)''

le choix du po lynôme $1,3 d é t e r m i n a n t la constante ; nous p rendrons
d'abord pourra le po lynôme par t icul ier

F^ := ̂  ( Ao^î 4-- 2A t .z'i -h Aa ) 4- ^â(Ai .ï"? 4- '% A^^^ 4- A;} ) 4- (Â.^ 4- 2 A;pr, + \., )
:=:.A(,^Î^|+ 2AiAâ( .z- i 4- x^ 4- Aâ(^î 4- .rJ 4- îî^'p^) 4- 3A;i( T^ 4- .^2) 4" A,^,

dont la première forme est l iée aux dérivées secondes du p o l y n ô m e V
rendu homogène, et que l'on obtient i m m é d i a t e m e n t sous la seconde
forme en faisant x^ == x ^ , ̂  == ̂  ^àm 1e polynôme

A(,^i^.y;i^4"- Ai^^p^a.r^-i1- Aâ-S^i^'^-l-- A.3^^i 4- A^ .

Or, le premier membre de la f o r m u l e (12) est un covar iant dans les
condi l ions déjà ind iquées , et, si. l'on remplace la (onc t ion x{u) ou
^£4- p) par la f o n c t i o n /^, le polynôme 2F^ est remplacé par

' . , ^ ^^^pîx^Ih^PîW- S)-(.S/^4-"aT),
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où i l faut remarquer que le coefficient de p ' ^ se rédui t à 4,pn parce
qu'on a ici Ao == o, A^ =-- o ; d 'autre part, oc\x'^ est remplacé parpj/^ ou
VG-i \/G-2, \/^2 é t a n t d u deû;ré | en p^; comme on a ̂  4- ̂  == const. == V,
on peut faire v^ = o, (/'i == V, et l'on obtient.,/^ é tan t in f in i , p ( y ^ 4" î^)
ou p(u\ -+• u^ — f>) ; on a a ins i la fo rmule (9) q u e nous écrirons ici
sous la forme

^ g<" ^ „ ̂  ̂ ' .r'»
03) ^(^+^^,)^i..^^^^

6. On obt ient par le même moyen la, fo rmule (4), qui rentre d'ail-
leurs dans la f o r m u l e générale ((3). En effet, si Fon suppose le poly-
nôme F décomposé en deux (acteurs quadra t iques , F==PQ, on peut
prendre 2<I\â= l'^Qa -+- P^Qn d l 'ext ract ion (Fune racine carrée
d o n n e

v-ïW^^^^^^^^^^
3(,yi-"^2)

on inter|)rete la constante N'en remarquant que le premier membre est
u n covar ian t , et en cons idérant la f o n c t i o n pu. On peut d ' a i l l e u r s dé-
d u i r e la f o r m u l e (4) de la, f o r m u l e ( ï 3 ) : on. retranche a B U K deux
m e m 1:) r es, o n a p p 1 i q u e 1 ' i d e n l i t é

2F^r-4ff(^l~^)â=^>^Q2-^- P.Qi

sur laquel le nous al lons revenir, on remplace x1 p a rv"P \ /Q , et le se-
cond membre est un carré par fa i t , le premier membre p — a é tan t le
carré d 'une fonction u n i f o r m e X; a priori, on a une iden t i t é de la
forme ind iquée , la, constante a étant seulement à déterminer, et l ' iden-
t i f icat ion des deux membres montre que a est racine de l 'équation
/^p „.-. s/c — T == o : on peut imiter, par exemple, le calcul connu pour
la décomposi t ion du. po lynôme F(^) en deux facteurs quadrat iques
(SALMON, Algèbre, deuxième édi t ion française, p. ^S).

Il serait intéressant de rattacher de môme la formule (^) à la
formule (P), ou s implement la formule (Y') à la formule (a); c'est
une recherche qui. m'a paru dif f ic i le , et au. sujet de laquelle je ferai
seulement une remarque : si, d'après une méthode connue, on f a i l l e
carré du déterminant numéra t eu r de la formule . (|rl) en m u t l i p l i a n t ce
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déterminant par le d é t e r m i n a n t qu 'on ob t i en t en renversant l 'ordre
des colonnes et en m u l t i p l i a n t par — i chacune des n dernières co-
lonnes obtenues, on a un d é t e r m i n a n t symétr ique gauche dont le
second élément; par exemple, est

(.rî -1 4- ̂  - 1 2 .v, 4-. . . •+• < 1 ) ( Ui V,- IL/Vi),

ou, d'après la formule (4)»

-~2(^-^)X(^+r,) ;

avec la formule (a) on a u r a i t

.,„, ^ ( / ? ^ , — / ^ ) X ( M i ~ h / / a ) "

On peut encore observer que , si l'on a T === o, c'est-à-dire si les
racines du polynôme F forment un système ha rmon ique , l 'une des
quant i tés a, h, eest égale à zéro : avec a = o, on a p == X2.

IV.

7. La fonction Xu peu t être envisagée à deux points de vue diffé-
rents. Quand on la déduit de la f o n c t i o n pu^ et qu 'on l 'exprime par la
formule

-— ( j ( / / 4« ^ \
X u — \/p(i — a =: e"'^'-1 ".————Y-,

a' it . çr ûi) i

on , la considère comme une fonc t ion doublement pér iodique de
deuxième espèce : elle admet la période 20^ et se reprodui t changée
de signe lorsqu'on ajoute 2o)y (ou 20^) à l 'argument. Mais c'est aussi
une fonction e l l ip t ique, admet tant les périodes 20^ et 4<^a (û'u 4 (03)»
et à ce poin t de vue correspond l 'équation différentiel le

X/ — — YZ =: - ̂ ^^^j^^^^

Si l'on se reporte à la formule (6), en prenant comme fonction x
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une fonct ion X, on peut prendre U •=- Y, Y == — Z; et alors, d'après la
formule ([?), l 'expression

[Xï-^Yi, . . . . . . . . . . YijX-^, ...,_Z^|^^.^^^^^^^ ^^^-^^ ^ ^

a une valeur constanle lorsque la somme u^ +... + u^n est constante.


