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EXPRESSION DE LA QUANTITE

Pl 4+ + oo+ wy,)
AU MOYEN D’UN PFAFFIEN,

Par M. G. FONTENE,

PROFESSEUR AU COLLEGE ROLLIN.

e

I.

1. Considérons la fonction pu définie par équation différentielle

les racines de Péquation G(p) =o étant @, b, ¢, on a les trois fonc-
tions uniformes

Xu :::\//m——;t, Y u :\/[)u——l/, Zu::\/pu——-c,
avee
])':‘:—- 2 XY7.

Avant de donner la formule générale d’addition relative & pu, je
me propose (’obtenir explicitement la valeur de la quantité

Xty 4ty .~ Usp)

en fonction des quantités

X, et Y, Z, X,etY,Z,

je me fonderai sur ce fait que la somme des zéros distincts d’une fonc-
tion elliptique est égale & la somme des poles distincts, & des mul-
tiples des périodes pres; la méthode suivie est analogue & celle que
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I'on trouve dans la Note de M. Hermite ajoutée au Cours de Caleul
différentiel et intégral de J.-A. Serrct, relativement au « théortme
découvert par Abel pour l'addition d’un nombre quelconque d’argu-
ments » dans les fonctions sn, cn, dn, avec cette différence que les
arguments i ajouter sont ici en nombre pair au lieu d’étre ¢n nombre
impair : on arrive ainsi & un covariant.

Soient 22 + 1 arguments dont la somme est nulle :
(1) (=t b gy =05
on peut regarder ces arguments comme les racines d’une équation de
la forme
(12) /'I(A/,n,nl»}__ ];/,n._‘.:',}_‘____}_ E) e ((\/ X:/)n ~1 . I3 le,u “2 [/ X"f-vl‘» |"/) =03
le premicr membre est, en elfet, une fonction elliptique d’ordre 22 -1 1
de l'argument «, admettant un pole dordre an + 1 qui est zéro, de
sorte que les zéros de cetle fonction ont une somme nulle; 1'équa-

tion dépend d’ailleurs de 2n paramétres. Si Pon éleve au carrd apres
avoir isolé les termes qui contiennent p’, on obhtient

XEY2ZA (A=t B2 (ANt BN - B )2 0
si I'on imagine que p est remplacé par X* + @, que Y* ¢t Z* sont vem-

placés par X2+ (a — b) et X* 4 (@ — ¢), on a une équation en X2,

Dk

qui est du degré 2n + 1, et le produit des valeurs de X* est 7> ona
- ’ “I
done
, I
(5) 1\-1 X-‘! e 4\2”, ,.‘\2/,.1,1 o :{’
Al

le signe étant déterminé par Uhypothése d’arguments infiniment pe-
M v, . 3 » I
tits, au moyen de 'équation (=), avec Xe == -

Supposons maintenant que l'on donne w,, u,, ..., u,,; les rapports
des 2n -+ 1 cocfficients A, ..., I sont déterminés par 2n relations
telles que

PAPY T B) - (AX2p7 Ve BIXE e B )

ou
— 2 X Y L (AP Ve B o (AYXE T e BOXE o B o
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en désignant par sa premibre ligne horizontale, placée dans un cro-
chet, un déterminant d’ordre 22 dont les lignes se rapportent aux
indices 1, 2, ..., 27, on a

M - > 7o, -1 'd o - r o7 P —_ ) 9 ]
P =2 XY Zpt o =X Y Zpyy — X Y 7 X300, X, X3

AT ned

' ) . (2 -1 X2 -2 72
L P R P Xipt ! Xipi, .. X, ']

FoooX Xy Xy =2 Y Zypt Y =Y Ly — oY X p X L N
n=3

X ) ! U n n—1 )
A [ rirt™ (KD 4% V4% Py oy pn 1]

au dénominateur, on a ajouté¢ aux éléments de I'avant-derniere co-
lonne les ¢léments de la derniere colonne multipliés par a, elc. Dés
lors, la formule (3) donne la formule d’addition cherchée

‘ I
() N(uy= ity Uy ) == — -

- ENTE] U n n—1 -
Y AP s Pis s Py 1

[—o Y\ Zpt =2 Y dyp —2 Yo L Xapi 7t Xyp, Ny
|

(Siles w sont des infiniment petits, que 'on prend sous la forme
1 . e,

10 Onaune identité intéressante.)

2. On peut remplacer le second membre de la formule () par un
covariant relatif & une fonction elliptique du second ordre, admettant
les mémes périodes que la fonction pu dont se déduit la fonction Xu
qui figure au premier membre. On est mis sur la voie de cette trans-
formation par la remarque suivante : l'intégrale de I'équation ’Euler

dr, drx,
== = =0
VE VR,
a 6té donnée par Laguerre sous la forme
e
VP, \/Qa VP,y/Q, — const.,

Xy — Ly

P et Q étant deux polynomes de second degré en 2 dont le produit
donne le polynome F; et, si I'on considere un argument « défini par
la relation
; du
duo=—==

P JPyVQ
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on a facilement
1 VD, VQ, —VPVQ,

4 X (=t Uy — §) == —
(4) (ety -+ ey ) 5 7, — ay

s étant la somme des poles de la fonction elliptique x(«); la fonction
pu dont se déduit X a les mémes périodes que la fonction z(w), de
sorte que g, et g, sont égaux aux invariants S et T du polynome F, et
les trois fonctions X, Y, Z correspondent aux trois modes de décom-
position du polynome F en un produit de deux facteurs du second
degré. Cest cette formule que nous allons généraliser, ¢n raison de
ce fait que les 2n colonnes du déterminant numérateur dans la for-
mule (o) se partagent en deux systemes de 7 colonnes, les premicres
contenant — 2 YZ, les dernires contenant X, avee — 2 YZ. X = G ce
fait est d’ailleurs lié & la forme de I'équation (2).

Considérons une fonction elliptique du second ordre i poles dis-
tincts, soit , définie (4 la somme des poles pres) par I'équation dif-
férentielle

(5) a' =\F(z)=\ &TE"; FAA = GAyt 4 G A+ A,
=VA Ve~ AV =Byar—Cyae—D;

nous écrirons

(6) ' = \/PQ = UV,

P et Q étant deux polynomes du second degré dont le premier a pour
acines B et G, le second a pour racines D et A, et I'on sait que les
deux fonctions U = yP, V= Q sont des fonctions uniformes de 'ar-
gument. La somme des poles Gtant s, ou s + 20,, s + 20,, § + 20,,

| . . s S§
avec ®, + w, + o, = o, la demi-somme des poles est PR S CTPPRR

les valeurs de L correspondent aux v 5 :
es valeurs de @ qui correspondent aux valeurs =, ~ <+, ..., de I'ar-
) § $
gument sont D, A, B, C, de sorte que, pour « = = el pouru = - -+ oy,
, ) $ s )
on a V=o. Nous poserons « == -+ ¢, ct nous aurons x (; -+ v),
fonction paire de ¢.

Si on considere une autre fonction elliptique du second ordre y,
aux mémes périodes que la premiere, de sorte que le nouveau poly-
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nome F aura mémes invariants S et T que le premier, la somme des
R . s' .

poles étant ', on aura de méme y (; + v); et 'on sait que les deux

quantités @ et y, pour une méme valeur de ¢, sont liées par une rela-
tion doublement lin¢aire, qui donne

o CY P
P = 4y -+ 5
on en conclut

e (9= B7) Y

(yy-+a)

2R )

——l"w V=
7Y -0 vy +0

?

U=

R et S étant deux fonctions uniformes analogues & Uet V, A et u deux
facteurs constants dont le produit est ec — By, de manitre a avoir
'y’ = RS.

Cela posé, expression

e, e UL Uy etV oo, Vi, V]
} ~1 - ER

— n

Tttt . o . .
I e R A S IR c% L B

analogue au second membre de la formule (), est un covariant absolu
pour les fonctions a qui ont les mémes périodes, a représentant

s ! .
x () - o}, avee la variable ¢.

Pour le vérifier, considérons d’abord le déterminant numérateur = 8i0
on l'ordonne ¢n produits de mineurs d’ovdre ~ par des mineurs
d’ordre n, on a par exemple le lerme

”1 U.! cee Uu (:l‘1 - '1’2) e (‘T/l-—l - 'T"u) . V/L-H Vn-k?"'\;?/z (‘Z'/H—l'— 1"/14—2) ere (‘L.‘_’Il‘—'l_"r:?,'l);

la substitution
w2 P
7y 0
donne
_ (@9 —=B7) (i)
T (Y1 0) ()2 9)

Xy Ty

et le terme considéré donne le produit d’un terme analogue, avec R

Ann.de I Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XIIl. — Dicemsre 1896. 6o
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et S au liew de UetV, y au lieu de x, par les facteurs

(2™
(yy1+0) .- (V) 9)

amené par UetV,
nin—1j

(28 —f7)
(7y10)" " (yyn—+0)"t

amené par les binomes (x, — x,) ... (x,—, — x,),

nin-—1)
o

(28— Py) ]
(YYusa—0) 1., (7yan—+ gt

amené par les derniers binomes; le facteur complet est done

(a3 — 71"
(7714 0)" oo (Y Yan - 0)"

et ce facteur est e méme pour tous les termes.
Pour le déterminant dénominateur, si on ordonne en produits de
mineurs d’ordre n — 1 par des mincurs d’ordre 2 + 1, onapar exemple

le terme

1,1 -1»"._, cee L;, (@i 2 (@ ) X (T Zpy) o (Tapmy = Lap);
. . gy~ 5 .
par la substitution z = 5y _F_[; ce terme donne le produit d’un terme

analocue, avec v au licu de @/, y au licu de &, par les facteurs
»] W .

(aa — f"/ )/z-l
(7714 0)4 . (Y Yn—1+0)*

amen¢ par les dérivées,
{n-=1){n-—-2;

(o8 — By R
(7y1-0)""% o (Y Y nmy 4= 0 )"

amené par les premiers binomes,

od —fy *
(Y Yn0)% (Y Yan—+0)"

amené par les derniers binomes; le facteur complet est donc le méme
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que pour le numérateur, et 'expression considérée est un covariant
dans les conditions indiquées.

Or, si la fonction 2 est la fonction pu qui admet les périodes 2w,
el 2w,, et qui est définie par Iéquation différentielle

P'=Vip*—8p —T=—2YLX,

X étant nul pour u = w,, 'expression ci-dessus, dans laquelle on fait
U= —2YZ, V=X, se réduit au second membre de la formule ().
On peuat done écrire

1 A
X("1+$’._,+...+(-'.M):-—-—~2-_,../,
ou, en remplacant $ -+ ¢ par u,
, ) | Uys 201V, ey Vi
%)y X(u Ug == o o= Uy — NS —_L[* ) ’ ;&) ,V,
({:) ( l+ 2 -+ 2n ) Py LL'ILAZ'I"], ,J"l,ac’{, ) l_|

On vient de préciser la fonction X en disant qu’elle est nulle pour
w = w,;nous ¢erivons ici les formules qui rattachent la fonction pe &
la fonction (5 +¢) :ona

0 (o _M_l_ M \ ;/1‘1;'/(1))
r) = :a/ll (D) + 2(5+v)—D’

S
P 1 x

,;I.* (l))m—)],

\_YYD=B _ 2yD—=C _ 1VF(D)

Vr—1B  Jer—C vz — D

Avee

VIT(D) = VA = AyD = ByD—T;

et, en prenant )
§] :\/F:\/—A—;\/L—-B\/x—— G,

( o I ETY OV I U
S*-2Y5=:-;¢b<D)¢D——A;¢:Tr

2yD—A x—D’

t «_ 1 VD)V
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si la fonction « tend vers la fonction p, A, est un infiniment petit, D
est un infiniment grand, ct le produit yA, y— D tend vers — 2.

I

3. Relativement & 'expression de la quantité p(uw, +...-+ wy,) au
moyen des quantités p, et p,, ..., j'indiquerai d’abord comment je
suis arrivé par induction & une formule que jai vérifiée ensuite.
Soient cing arguments dont la somme est nulle

Uy b=ty = Uy = Uy~ U= 0}
on peut les regarder comme les racines d’une équation de la forme
PriAp —DB) -+ Ap?—DBp (=0,

les coefficients étant déterminés par les racines wy, wy, wy, w,, et les
valeurs correspondantes de pu sont les racines de Iéquation

(PP —gap == &) (Ap — B — (A'p*— B'p 4= (1) = 0.

Les coefficients de cette ¢quation développée contiennent A2, B*, ...,
AB, A'B, A'C, B, et comme A, B, A, B, (7 sont les déterminants
du quatricme ordre fournis par la matrice

I/':/' Pyoriope 1|

PPy Py PPy
on voit apparaitre les quantités p, p,, p\p,, ...; comme on a

2k, — 2} Pl
(U= U e o]
(7) Py uy) == TR

avee

(8) Gz 2ppy (P + py) — é‘" (Py -+ pa) — s

on est porté a croire que les quantités p(u, + u,), p(u, + u,),
joueront un role dans cette équation. En considérant le produit d('h
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racines, soit m_l}{%i:
I'expression de la quantité p; ou n(u, ...+ u,), en m'aidant aussi
de la somme des racines pour le méme but, j’ai ¢té conduit & supposer
une formule qui s’est trouvée exacte.

Posons

» comme on a fait pour X, en vue d'obtenir

(1,2) = 4p (ui+ uy) (pr— pa),

ct désignons par A le déterminant de Vandermonde qui est le produit
des quantités p, — p,, ...; la formule que je me propose d’établir est

0 (1,2)  (1,3) ... (1,2n)
(2,1) 0 (2,3) ... (2,2n)

AX| (3,1  (3,2) 0 (3,2n)
(- ) Uy Uy o= Uy = ! R .‘(}l’” J) ,,_‘_..)(‘,?',,,j’ 2) (,‘0' ", 3) M 5 o
/ i ) ta) 4 [Py PPl oo 1 P

le déterminant dont la vacine carrée figure au numérateur de celte
formule est un déterminant symétrique gauche d'ordre pair, et, par
suite, un carré parfait; sa racine carrée est un pfaffien, et on peut
éerire, en préeisant le signe,

1 A 3(,2)(3,4)...(2n—1,2n)

('/’) Pty o Uy, ) == 7! .W‘I'/}'l;gl‘;’i Pt E
Wl LA 17 12 R

Pour vérifier cette dernitre formule, remplacons w,, par u, que nous
regarderons comme une variable : le premier membre est la fonction
elliptique

plug+ty+...+w) ou p(U+u),

en posant

Uy ==ty oo Uy == U,
et le second membre doit se réduire & cette fonction. Or, d'une part,
en conservant la notation (¢, 2 2) malgré la suppression de Uindice 22,
le numérateur est une fonction de la forme

(p—p1)eo o (p—Pan—g) X TA (20, ()

ou
G(p—p1)- (P —Pan-1) X 2Ap(u—+ur) (p—pi)
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les A étant des constantes. Cette fonction n’admet pas le pole « = — w,,
attendu que la quantité p(w -+ wu;) est multipliée par (p — p)*;
elle admet seulement le pole w = o qui est d’ordre 47. A ceux du pre-
mier facteur, elle admet d’abord les zéros w,, w,, ..., u,,_,; comme,
de plus, un pfaffien est nul quand deux indices sont identiques, elle
admet une scconde fois ces mémes zéros; elle a done deux autres
zéros, qui sont de la forme

—U+4+wu, et —U-—u,.

D’autre part, le déterminant dont le carré figure au dénominateur de
la formule (y) est une fonction elliptique d’ordre 22 quand on rem-
place w,, par w; clle admet le pole w=o qui est d’ordre 27, puisque
la ligne variable du déterminant est

9 g /e .
prEp, ooy PPt o,

el ses zéros sont uy, ..., Uy, 4, ¢t — U; son cavré admet le pole =0
dordre 4n, les zéros doubles w,, ..., ty,.,, ¢t l¢ zéro double — U.
Le second membre de la formule (v'), avee w au licu de w,,, est donc
de la forme
o olu-U—uy)olu+U--uy)
c*(u -+ U)

ou
pla-+U)—pu,l;
et il est identique au premier nombre si Pon a
Pty =0, ==,

Au licu de démontrer ces deux relations, il suffira de prouver que
les deux membres de la formule (v'), avec w au lieu de w,,, sont égaux
pour deux valeurs de w«; la formule étant d’ailleurs une identité évi-
dente pour 2n =2, on peut supposer 2n2/4, ct il suffira de vérifier

qu’elle est exacte pour w = — u,, u= —u,, .... Nous allons faire
U= —y,,: le premier membre devient
PUUty=ty = gy s

nous trouverons que le second membre prend une forme analogue !
celle qu’il a actuellement, avec les indices 1, 2, ..., 2n — 23 la for-
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mule est alors exacte pour 2n arguments si elle I'est pour 22 — 2 ar-
guments, ect, comme clle est vraie pour 2 arguments, elle est géné-
ale.

Faisons done

U= — Usy_,,
¢t vérifions que expression

AxZ(1,2)(3,4)...(an—1,2n)
Py 2P - phspls 1 1P

prend une forme analogue avec les indices 1, 2, ..., an — 2.
Considérons d’abord le numérateur, dans lequel nous ferons

U==— Uyp g+ E}

les termes non infiniment petits sont fournis par les termes du pfaffien
ol figure (2722 — 1, 2n), et ces lermes sont

(2n—1,2n0)X,

en désignant par X' le pfaffien relatif aux indices 1, ..., 22— 2; en
désignant par A le produit

(Pr—=—pP2) -« (Pan—s— Pan—2)s
et par I le produic
(l)l - Pan—1 Yoo (Pon-2— Prn—1)s

ce numérateur est done la limite de I'expression
AN p(tgpey) — pu] X hpe[p(tsp—y) — pu] X,
« tendant vers u,,_,, ¢ tendant vers zéro, et cette limite est
ATS 5 Gpip,  TI2,

1l faut alors montrer que le déterminant 3 dont le carré forme le
dénominateur de la fraction étudiée, lorsqu'on y fait u = — w,,_,, se
transforme, au signe pres, en un déterminant analogue ¢’ multiplié
parle facteur 2p}, , 1I; nous rencontrerons successivement les facteurs
2, pi...» 11, et nous les supprimerons 4 mesure. Ce déterminant ¢ est,
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en supprimant I'indice 2n — 1 pour simplifier,

PPy o Py P PY e e

1)7L~2[,’ .. [)/)’ [)’ SN S
—ppt o —=ppt —=pt Pt . poa

on peat remplacer la dernitre ligne par

1 !

=t — ! — .
—phip ppr poo .. 0 o,

en laissant de coté le facteur 2 dont on n'aura plus & s’occuper; en
ajoutant cette ligne & la précédente, les denx dernibres lignes sont

0 0 o prtoL..opo

gt L eepp = p 0 L0 00

ou, en laissant de eoté le facteur p” dont on n’aura plas i s’occuper,

0 0 o ptooo.op o

el A L S (A (51

enajontanta laligne de rang ¢, i22n — o, la dernitre des deux lignes
précédentes multiplice par p; et Uautre multipliée par — 1, cotte
ligne de rang ¢ devient
(pi2=p")pe oo Api=plpe o (pEpt) o (peep) w3
en Jaissant de cote Te factenr (po—p)(py—p)..(Papes —p), oull,
dont on n’aura plus i s'occuper, il reste, au signe pres, le détermi-
nant
(PP ==pihp--coapy, oo pLoo (PN ptEip -l s 1 o
4] ) Pt .o P

pr eeopo 3} L. 00

qui doit s¢ réduire au déterminant 2. Or, en considérant les deux
eolonnes qui ont un seul ¢lément non nul, on voit qu’on peut suppri-
mer ees deux colonnes en supprimant les deux dernieres lignes hori-
zontales, et 'on acheve facilement par des combinaisons de colonnes.
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4. Dans la formule (y) ou (y'), on peut remplacer la quantité (1, 2)
par son expression en fonction de p, et p', p, et p,, savoir

(I 2): Q‘Gl»‘l—'gpllpl‘z.
’ pr—ps

et cela conduit & remplacer le second membre de la formule (v) ou (v)
par un covariant. Si P'on reprend la fonction elliptique du second
ordre & poles distinets considérée au n® 2, et qui a les mémes périodes
que la fonction pu, avec s pour somme de ses poles, en mettant p
pour p¢, et 2 pour x (5 -+ ¢), on a

),__ff'""@ / (05~@7)7£'

Trawd’ DT TGaaoy

et la formule (7) donne la formule

ol ,—22) 2
(9) Pl o) =y

en posant

Fio=Ajxtal 4 oAz 2y (21 2y) + Ag (2] - 25 + L, 2,)

(10) g =2 A (e - 2y) + Ay

cette formule, dont le cas singulier ¢, = ¢, avait d’abord été donné
par M. Hermite dans le Journal de Crelle, est attribuée & M. Weier-
strass (Havenes, Traité des fonctions elliptiques, 11¢ Partie, note de la
page 359). On en conclut

oF,, — 22, @} ad— By
2
2, — &g (Y&~ 0) (Y22 + 9)

(r,2)=

et, si 'on pose
Xy Xy

(11) [1,2]=

on a

ad— 3y
I,2)=|I1, 2 5 N
(r,2) =1r, 1(*/;7:1-4—0) (ng—i—o)’
avec pe et (5 -+ ¢). Des lors, dans la formule (y') écrite avec ¢ au
Ann. de I’Ec. Normmale. 3°Série. Tome X1II. — Dicemsre 1896. 61
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lieu de u, le facteur £ du numérateur devient

(a0 —By)" )
(ya,=+0) ... (Y& +9)’

(r,2][3,4] ... [2n—r1,20] X

comme, d’autre part, le facteur A devient

(C{f; —_— By)n(‘lll—l)
(y+ 8=t (y2an 4 0)27 1

(xy—y) oo K

on a comme numérateur I’expression

(0(() — @Z)_glla .
(ya, -+ o). .. (Y Zan -+ gyen

S[,2][3,4] ... [2n—1,2n] %

Quant au déterminant dont le carré forme le dénominateur de la
formule (y'), on a déja vu qu’il donne le produit d’un déterminant
analogue, avec @ au licu de p, par le facteur

(g — @)

(7, 0)". . (y&gy+0)"
Il suit de Ia que 'on peut écrire, en reprenant la variable «,

1A E[r,2][3,4] ... [2n—1,2n]

o T e R S e Y = ; ;
(0 plustuy+ = tan ) 4 [z, o al s at, oo 0]?
avec A = (a,-— 2,). .., et

[1] = 9[,1____222’1 Ty

T &y Xy 4

on a encore
0 [1,2] [1,3] ... [r,2n] |}

[2,1] o [2,3] ... [2,2n]
Ax| [3,1] [3,2] ) cee [3,2n0]
1 [2n,1] [2n,2] [2n,3] ... 0

) D ity Uy~ oo Uy ) = - .
() plustu + an) 4 [z 2al, ..., & 2% . .., 1]

C’est cette formule que je me proposais principalement d’établir
dans ce travail.
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ITI.

La formule (9), que I'on a déduite de la formule (7), peut s’é¢tablir
divectement par un caleul dont le point de départest une équation
analogue & Péquation (2); j'ai rencontré ce calcul en m’occupant de
Pintégrale de I'équation d’Euler, intégrale équivalente i la for-
mule (9). Le premier membre de I'équation

—az'+ Pa?+2Qx -+ R=o,

ot P, Q, R sont des constantes et « est la fonction elliptique du se-
cond ordre définie par 'équation différenticlle 2’ = /F(x), est une
fonction elliptique du quatrieme ordre dont les poles ont pour
somme 2s : les zéros u,, u,, uy, u, vérifient donc la relation

Uy~ Uy Uy U, == 28,

et 'équation renferme d’ailleurs trois parametres P, Q, R. On a done,
pour quatre arguments dont la somme est 25,

. 2

xy xP o2 1
v 2

@y, xf Xy 1
/ 2

x, xf x3 1

3 , 2 "
xh, ai x, 1

3

Si I'on suppose w; ct u, constants, cette relation, oul’on suppose @,
et x, constants, a lieu pour deux arguments u, et w, dont la somme
est constante; nous écrirons alors

(25— 23) [ &) (2g — &) (23— 20) — &y (2, — &3) (2, — 2]

A (@ ) [y (2 — @) (g — 2,) — &, (21— @3) (23— 7)) == 03

si I'on multiplie par la différence des deux termes dont on a la
somme, le lerme en 2,2, contient le facteur

(@ — 23) (21 — @) (a— x3) (X2 — 24),

et les autres termes, olt I’on remplace #'* par F(«), forment un poly-
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nome doublement biquadratique en «, et x,, symétrique, s’annulant
pour x, =, ou x,, pour &, =2, ou x,; la suppression du facteur
(¢, — a;)... donne donc

! !
2 Wy —ax| 2, = o,

Y, , étant un polynome doublement quadratique en 2, ct @,, symé-
trique, et qui se réduitd F, pour 2, = a,. Or on sait que, sil’on désigne
par F, , un tel polynome, facile i construire, le polynome le plus gé-
néral qui ait la méme propriété est

Fio—2 (kM) (r—ax,),
k -+ M étant une constante que nous prenons sous cette forme afin de

pouvoir écrire
W= @y —2M (2, —r,)?,

avee le polynome général @, , au licu du polynome particulier F, ,;
on a alors, pour u, + u, == const.,

(12) == const. == M,

le choix du polynome @, , déterminant la conslante; nous prendrons
d’abord pour @, , le polynome particulier

Fyo==wl(Apxt-+2A, 0+ Ay) - 2ay (At 2 Az, -+ Ay) = (A} - 2 Ayae, ++ Ay
= Agetad b o AyA (o = 2y) - A (] - 2% -+ o) A= 2 Ay (1 -+ y) -+ Ay,

dont la premitre forme est liée aux dérivées secondes du polynome F
rendu homogene, et que 'on obtient immédiatement sous la seconde
forme en faisant x, = x,, xr, == 2, dans le polynome

Ay sy~ A Zr xyxy-+ Mg B vy -1 Ay X, - A,

Or, le premier membre de la formule (12) est un covariant dans les
conditions déj indiquées, et, si Pon remplace la fonction 2 (w) ou
(% -+ o) par la fonction pe, le polynome 2F, , est remplacé par

26y 07 Py K Gpi+ pa(hpi— 8) — (Sp, -+ 2T),
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ot il faut remarquer que le coeflicient de p? se réduit A 4p,, parce
quion aict Ay = o0, A, = o; d’autre part, x| 2, est remplacé par p' p, ou
VG, VG,, VG, étant du degré ¥ en p,; comme onae, + ¢, = const. =V,
on peut faire v, =0, ¢, =V, et 'on obtient, p, étant infini, p(¢, +¢,)
ou p(u, +u,—s); on a ainsi la formule (9) que nous écrivons ici
sous la forme

(13) play—-ty—s)= "= :

6. On obtient par le méme moyen la formule (4), qui rentre d’ail-
leurs dans la formule générale ($). En effet, si 'on suppose le poly-
nome I décomposé en deux facteurs quadratiques, F =PQ, on peut
prendre 2®, , =P, Q, + P,Q,, ¢t extraction d'une racine carrée
donne

VPiVQ: — VPV Qs

= const.= N;
2(.’1)['"*- ‘TQ) 7 ’

on interprete la constante N en remarquant que le premier membre est
un covariant, et ¢n considérant la fonction pu. On peut d’ailleurs dé-
duire la formule (4) de la formule (13) : on retranche @ aux deux
membres, on applique I'identité

2F, o ha(e,— ;) =P Qy+ P,Q,

sur laquelle nous allons revenir, on remplace &' par yP/Q, et le se-
cond membre est un carré parfait, le premier membre p — @ étant le
carré. 'une fonction uniforme X; @ priori, on a une identité de la
forme indiquée, la constante a étant sculement & déterminer, etl'iden-
tification des deux membres montre que a est racine de I’équation
4k — Sk —T = o : on peut imiter, par exemple, le caleul connu pour
la décomposition du polynome F(a) en deux facteurs quadratiques
(Sauvon, Algébre, deuxieme édition francaise, p. 275).

Il serait intéressant de rattacher de méme la formule (2') 4 la
formule (f), ou simplement la formule () & la formule (a); c’est
une recherche qui m’a paru difficile, et au sujet de laquelle je ferai
sculement une remarque : si, d’apres une méthode connue, on fait le
carré du déterminant numérateur de la formule (8) en mutlipliant ce
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déterminant par le déterminant qu’on obtient en renversant I'ordre
des colonnes et en multipliant par — t chacune des n dernitres co-
lonnes obtenues, on a un déterminant symétrique gauche dont le
second élément, par exemple, est

(27 -2 Py o2l ) (U V,— U, V),
ou, d’apres la formule (4),
(2t ) X (o) 09)
avec la formule («) on aurait
e (Pl py)y Xty -+ uy)e

On peut encore observer que, si 'on a T = o, ¢’est-d-dire si les
racines du polynome F forment un systeme harmonique, 'une des
quantités a, b, cest ¢gale a zéro : avec @ = o, on a p = X2,

1V.

7. La fonction Xu peut étre envisagée 4 deux points de vue diffé-
rents. Quand on la déduit de la fonction pu, et qu'on Vexprime par la
formule

(1t - wy)

— . o
Xu— \/pu —awm et ——,
ou.om,

on la considere comme une fonction doublement périodique de
deuxieme esptce : elle admet la période 20, et se reproduit changée
de signe lorsqu’on ajoute 2w, (ou 2w,) & 'argument. Mais ¢’est aussi
unce fonction elliptique, admettant les périodes 20, et 4o, (ou 4w,),
et & ce point de vue correspond I'équation différentielle

X — Y=~ [Xt (e — 6)] [ X*+ (a — c)].

Si I'on se reporte & la formule (6), en prenant comme fonction @
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une fonction X, on peut prendre U=7Y, V=— Z; et alors, "apres la
formule (B), expression

[XELY, DY X ]
RGN/ NS 1]

a une valeur constante lorsque la somme w, +... -+ u,, est constante.



