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EXTENSION DU THÉORÈME " D E CÀUCHY
AUX SYSTÈMES LES PLUS GÉNÉRAUX

D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES,
PAR M. ETÏENNE DELASSUS,

P R O F E S S E U R A U L Y C É E DE 1)0X1 A Ï .

issss^e,

I N T B O D U C T I O M ,

Depuis Cauchy ( ï ) (s 84,2 et i84.3), et surtout dans ces dernières
années, le problème de l'existence des intégrales des systèmes d'équa-
tions aux dérivées partielles a donné lieu à un assez grand nombre de
travaux i n téressa n ts.

Je ne f e ra i que citer les Mémoires de MM* .Briot et Bouquet (2)
(ï:856), de MM. Méray (3), Bouquet (^'M'ayer^) (1872), deM.Dar-
boux ( ( î) , de M:1^ Kowalevski (7) (1875), de M. Kônig (8) (i884)etde
M.BourlefcO^îSoï) .

Je m'occuperai, surtout d'une suite ininterrompue de recherches

( 1 ) CAÏJCHY, Compter rendus, t. XIV, XV, XVI.
( 2 ) BaïOT fôt BÔDQÏJBT, Mémoire sur les fonctions définies par des équations différen-

tielles (Journal de l'École Polytechnique, XXXVIe Cahier).
( 3 ) M'ihuy, Nouveau précis d'Analyse infinitésimale^ p. i43*
( f r ) Bouoinsî, .Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques^ t. 111, p. 205.
( 5 ) MAYEB, Mathemaiùche Ânnalen, t. V, p. 44^
( 0 ) DABBOUX, Comptes rendus, t. LXXX,,p. lor et 317.
( 7 ) M™ KowALEVSKy, Journal de C relie, t 80, p. ï .
(8) KÔNIO, TMer die Intégration simultaner Système partielle Differentialgleichungen

mit mehrercn un'bekannten Functionen (Mathematische Ânnalen, t. XXÏII).
( 9 ) BOUBLBT, Sur les équations aux dérivées partielles qui contiennent plusieurs jwc-

twi$ inconnues {Annales de r École Normale^ SuppL; 1891)-



422 ET. DELASSUS.

entreprises par M. Méray (1), poursuivies par M. Méray en collabora-
tion avec M. Riquier (2), reprises par M. Riquier seul (3) et aboutis-
sant à un Mémoire remarquable ( / < ) présenté en 1894 à l 'Institut par
-ce dernier auteur. Ce Mémoire a pour but d'établir, d 'une façon rigou-
reuse, dans les circonstances générales et à l 'exclusion de tout cas
exceptionnel, l'existence des intégrales d'un système différentiel quel-
conque.

La solution du problème dépend de la recherche d'une forme cano-
nique générale. M. "Riquier, en faisant correspondre aux variables et
aux inconnues des nombres entiers qu'il appelle cotes premières,
cotes secondes, etc., est condui t à définir des systèmes ortho nomes qu'il.
prend pour hase de tous ses ra isonnements . Il montre que tout sys-
tème d'équations aux dérivées part iel les peu t se ramonera un système
orthonome passif l inéa i re et du premier ordre. Dans de tels systèmes,
la formation par d i f ïe rent ia t ion de toutes les équations, jusque l'ordre
in f in i , permet de séparer les dérivées des fonc t ions inconnues on deux
classes, les unes étant principales et les autres paramétriques, et
M. Riquier montre qu'en se donnan t arl)itrairemont les valeurs ini-
tiales des dérivées paramétriques, on, peut reconstruire les développe-
ments en séries des intégrales cherchées et que ces développements
sont convergents.

Ces résultats sont établis en toute rigueur par M- Riquier , mais la
démonstration, qu'il en donne, non seulement est très compliquée,
mais est bien artificielle à cause de l'introduction de ces cotes qui in-

(^MÉtUY, Démonstration générale de l'exùtence des intégrales de/î équations ww
dérivée:} partielles (J'ournal cîe Mathématiques; î88o),.

C2) MÉBAY et BIQUHSB, Sur lu convergence (.ha développements des intêgraleK d'un sys^
terne d'équations différent 10 Iles totales (Jinnale^ da l'École Normale; 1889),»

Sur la convergence des développements des miégralefî ordinaires d'un système d'équa»
tions différentielles partielles {annales de F École Normale^ 1890),

(3 1) RiQrosB, De l'existence des intégrales dans un système différentiel quelconque {Àn^
n aies de l'École N'orm aie ; ï 8 93 ).

Sur la réduction d'un ay s terne di/férentiel quelconque à un .vy'stème linéaire.et c-omplè^
tement mtégrable da premier ordre {Annules de /''École Normale; 1893).

(4") B.IQUÏER, Mémoire mr l'existence des int^ralef: dans un système différentiel quel^
conque et sur la réduction d'un semblable système à une forme linéaire et cor'npIètQment
intégr cible du premier ordre {Mémoire des Scwants étranger//, t, XXXII).
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terviennent d'une façon bien bizarre dans la question. Ceci justifierait
déjà la publicat ion de ce Travail où les résultats de M. Riquier sont
retrouvés d 'une façon beaucoup plus naturelle et plus simple en sui-
vant une voie tout à fait différente; mais il y a plus, c'est que le Mé-
moire de M. Riquier n'a pas résolu la question aussi complètement
qu'il est possible de le faire.

Ce qui fait l'intérêt du théorème de Cauchy, sous la forme classique
que lui a donnée M^Kowalevsld, c'est que, non seulement, ce théorème
démontre l'existence des intégrales, mais indique en même temps des
fonctions arbitraires, en nombre fini, ayant des relations simples avec
les intégrales, les déterminant complètement, et susceptibles d'être
in terpré tées géométriquement.

Les intégrales de M- Hiquier sont des séries dont une inf ini té de
coefficients sont arbitraires. Ces coefficients arbitraires sont les valeurs
in i t i a les des dérivées paramétriques, elles systèmes orthonomes, aux-
quels cet au t eu r ramène tout, sont d 'une forme tellement générale
qu ' i l est impossible d'apercevoir la loi de succession do ces dérivées
et, par suite, d 'avoir une idée de la façon dont on pourrait les grouper
pour former des fonct ions arbitraires ayant des relations simples avec
les intégrales cherchées. Ce résultat n'a pu, être atteint que dans des
cas 1res particuliers, par M. Bourlet, dans sa Thèse déjà citée.

Dans un Mémoire récent (1), l'étude de la nature des singularités
des intégrales des équations linéaires aux dérivées partielles m'avait
condui t à mettre les systèmes linéaires à une seule inconnue sous une
certaine forme qui, permettait d'apercevoir facilement un grand
nombre de propriétés des intégrales. Ayant reconnu, plus tard que
cette forme conduisait très simplement à un théorème analogue à, celui,
de Cauchy, je rne suis proposé de la généraliser ainsi que les résultats
qu'elle fournissait.

C'est l'exposé détaillé des résultats auxquels je suis parvenu en sui-
vant cette voie, qui, constitue le Mémoire actuel.

Jusqu'à présent, on s'est bien peu occupé du changement de va-
riables dans les systèmes d'équations aux dérivées partielles. Partant

( 1 ) DELASSUS, Sur les équations linéaires aiw dérivées pardélies {Annales de l'É cola
Normale y 1896).
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a priori de certaines formes auxquelles on peut généralement ramener
des équations en nombre limité, OR s'est borné à chercher si le chan-
gement de variables ne pourrait pas toujours y conduire; comme
c'était probable, le résultat a été négatif. On en a tout naturel lement
conclu que ces formes étaient trop particulières, mais on n'a jamais
cherché s'il existait des formes réduites, un peu plus générales, aux-
quelles le changement de variables pourrait conduire sans avoir à
craindre des cas exceptionnels. Comme je le montre dans le Chap. Il
de la première Partie, et c'est. là le point capital de ce Travail, dételles
formes existent et leur emploi, dans la formation des équations succes-
sives d'un système condui t ; forcément à retrouver, avec une démons-
tration beaucoup plus s imple , ce théorème extrêmement remarquable
dû. a, M. Tresse ( i ) :

Un système d'éffueitions aux dérivées parlielles étant de/mi d'une façon
quelconque, ce système est forcément, iimùé, eest-à-dire qu'il existe un
ordre fini s tel que toutes les équations d'ordre supérieur as que cmnprend
le système se déduisent par de simples (If/férenliciliony de^ équations
d'ordre é^cd ou inférieur à s.

Ce théorème, en montrant que l 'étude des équations (in nombre
infini appartenant à un système dif lorentiel se ramène à l 'éiudô d'un
nombre fini de telles équations, a constitué certainement l 'un des pro-
grès les plus considérables réalisés jusqu'à ce jour dans la théorie
générale de ces systèmes.

Le changement de variable permet, par une suite régulière d'opé-
rations, d'arriver à mettre en évidence l ' incompat ibi l i té des équations
qui définissent le système ou d'ob tenir une forme canonique complète^
ment intégra'ble et limitée d'après le théorème de M, Tresse» Cette forme
est inf iniment plus simple que celle employée par M* Riquier , et elle
est absolument générale* C'est elle qui sert de base à tous les raison-
nements développés dans la deuxième Partie et relatifs à, l'existence
des intégrales.

Dans cette seconde Partie, je ne cherche pas à démontrer directe-

(r) TRESSE,1 Sur les iwarian^ différentiels des grû'upes continus de t^a'fisfôfïïï^tùw
{/Icta Mathematica^ 1894)»
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ment la convergence des séries; on pourrait certainement le faire,
mais, de cette façon, on ne serait probablement condui t au résultat
complet qu'après des calculs très pénibles. Je me sers d^une propriété
remarquable de ma forme canonique :

L''intégration d'un système à m variables et sous forme canonique se
ramène à l'intégration successive de m systèmes de M"16 Kowalevski, con-
tenant successivement i, 2, ..., m — i, m variables.

C'est en par tant de cette propriété et par l 'application successive du
théorème de Cauchy que j 'arrive à trouver un théorème analogue à
celui de Caucky, s'appliquant à tous les systèmes complètement inlé-
arables, c'est-à-dire ayant des solutions, démontrant l'existence des in-
tégrales analytiques et déterminant les fonctions et constantes initiales,
en nombre fini, dont dépendent ces intégrales.

Les fonct ions init iales données par ce théorème, dont l'énoncé est
trop lon^ pour être rapporté ici, ne dépendent pas toutes du même
nombre de variables, résul tat qui, avai t déjà été trouvé, dans un cas
part icul ier , par M. Bourlel.

PREMIÈRE PARTIE.
FORME CANONIQUE GÉNÉRALE DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS

AUX, DÉRIVÉES PARTIELLES.

I.

1- Proposons-nous de ranger, d'après une loi uniforme, les déri-
vées partielles d'un même ordre d'une fonction s de .^, x.^ ..., x^.
Dans ce but , nous allons reprendre le, procédé déjà employé par
M. Tresse.

Considérons les dérivées d'ordre n
f)n. »

______,——————— ( a, -h- as 4- . . . -h ^m = n ) •âx^ àx^... â^r '
Ânn. de l'île. Normale. 3e Série. Tome XUl. "— NOVEMBRE 1896. ^4
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Nous commencerons par les ranger d'après les valeurs décrois-
santes de o^, ce qui nous donnera un certain nombre dégroupes de
dérivées, que rappellerai les groupes G^ et qui seront définis chacun
par une valeur de l ' indice a , ,

Dans chaque groupe Gi , rangeons toutes les dérivées qui y figurent
d'après les valeurs décroissantes de o^; de cette façon, chaque
groupe G^ sera décomposé en un certain nombre de groupes G'a, et
chaque groupe Gg sera défini par une valeur de a< et une valeur de a^.
On pourra continuer ainsi et arriver, en dernier lieu, à des groupes
G^i formés chacun par une seule dérivée.

Par raison de symétrie, j 'appellerai G-o le groupe formé par toutes
les dérivées d'ordre n.

En outre, nous remarquerons que le premier groupe G^ figurant
dans Go, con f i en t une seule dérivée, et quelle est prise un iquement
par rapport à x^ ; de même, le premier groupe G^, f igurant dans un
quelconque des groupes G-< autre qu.e le premier, est consti tué par
une seule dérivée, et cette dérivée est uniquement prise par rapport
à x^ et x^,

En général, le premier groupe G^ figurant dans un groupe Gp,.,^, est
constitué par une seule dérivée qui, est un iquement prise par rapport
aux variables x ^ , x^ . . . , x^»

A partir de ce moment , je supposerai toujours que les dérivées
d'un même ordre de z sont rangées de cette façon, de telle sorte que
l'expression la p1^10 dérivée d'ordre n de z ait un sens précis.

2. Considérons un ensemble de dérivées d'ordre n de ^ il sera
constitué par p de ces dérivées. Si ces ? dérivées sont les p premières,
nous dirons que l'ensemble est canonique. Nous réserverons la lettre E
pour désigner de tels ensembles de dérivées*

Un ensemble canonique sera dit nul si le nombre des dérivées qui
le consti tuent .est o, et complet s'il est constitué par toutes les déri-
vées de Fordre considéré.

Un ensemble canonique est complètement défini par l'ordre n et le
nombre p des dérivées qui le composent, mais il est du, plus grand in-
térêt, pour la suite,.d'introduire,de nouveaux nombres de la façon sui-
vante :
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Soit e l'ensemble des dérivées d'ordre n qui ne figurent pas dans
l'ensemble canonique E que nous considérons; en parcourant, en sens
inverse, les dérivées qui forment e, nous rencontrerons d'abord, en
entier, un certain nombre^ dégroupes G^ Les groupes G < , ainsi
obtenus, sont ceux qui correspondent aux valeurs o, ï, 2, ..., g\ — ï
de l'indice a,,, et le groupe G< pour lequel on a a^ == g^ ne figure pas
en entier dans e,

Soit <?i ce qui reste de e après la suppression de ces g^ groupes G,, ;
^ n'est plus qu'une fraction d'un groupe Gi et l'on y trouvera, en en-
tier, les g^ groupes G^ qui correspondent à la valeur commune g ^ de
l ' indice a^ et aux"valeurs o, r , 2, ...., g^ — j ^ l'indice a^.

Soit^ ce qui. reste de ^ quand on en a retranché ces g^. groupes G^;
^ n'est plus qu 'une fraction du groupe G-a pour lequel on a a, == g^
a^ == g^ ; on pourra en extraire ^3 groupes G;}, etc.

Nous obtiendrons ainsi m— ï nombres g^ g^ ..., g,n^^' Dans un
but de généralisation, nous y ajouterons le nombre g^ de groupes G,,
f igurant dans e.

Les m nombres^ , g^ . . . , ^ ~ < s'appelleront les indices de F en-
semble E.

lin ensemble canonique complet sera caractérisé par

^•o == ̂ -i •=. g-^ =,..= ff^i == o.

Dans tou t ensemble canonique non nul on aura

^0=0,

et l 'ensemble canon ique n u l sera caractérisé par

^-=i, ^r=^=:.. .^^m-i^o-

Lorsque deux ensembles canoniques E et E^ du même ordre n sont
respectivement formés àe p et p ^ dérivées, si l'on aj?</^, on dira
que l 'ensemble E, est plus grand que l 'ensemble E et on l ' indiquera
symbol iquement par</ ' j A ]î<Ei.

En outre, si l'on désigne par yo» Ti^T^ •-- . Tm-i les indices de
rensemble E, et par-Y;, y;, ̂  ..., ̂  ceux de E,, il y aura un des
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nombres r , 2, . . , , m — ï , p. par exemple, pour lequel on aura

Vo^yL y i ^ y ; » . . . , y[j.-i=yiL), y[j.>y^
Et, réciproquement, si une telle condi t ion est satisfaite, on a forcé-

ment
E<E, .

3. Soit E" un ensemble d'ordre n. Prenons, par rapport à toutes les
variables, les dérivées de tous ses termes; nous arriverons à un nouvel
ensemble d'ordre n 4- i que nous appellerons V ensemble dérivé de E^'
et que nous représenterons par (li^y. Je vais démontrer, à propos de
ces ensembles dérivés, la propriété suivante, extrêmement importante
pour la suite :

Tout ensemble canonique W a pour dérivé un ensemble canonique
d'ordre n "+" ï et ayant les mômes indices.

Soit E"4"* l 'ensemble canonique d'ordre n 4-i ayant les mômes in-
dices que E'1, et désignons par yo, j^ • . . » y M - < lc^ valeurs de ces
nombres.

Prenons une dérivée quelconque appartenant à E"
_ _ à^___
(},r^ àa^ . . ."^^ '

II y aura forcément un nombre pi tel que
ai = y^, 0^= y^ < . ., a^_i = yp^^, ap, > y^.

Une dérivée de ce terme sera de là forme
à'^'z

Aj/'fi àx^-. .. àx^z

Si la dérivée a été prise par rapport à une des lettres x^ x^ ..., x^
par exemple par rapport à .̂  on aura

a^==ai, û^rrû;^ . . . ^ a^»i=:av-.i, av-=^v+î

et, par conséquent,
a^yi,, y\=y^ ..., av^=y^i, û«v>yv î

de sorte que la dérivée d'ordre n + ï appartient certainement à E^.
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Si l'on avait dérivé par rapport à l'une des lettres ^.-n, ..., x^ on
aurait eu

a')_-=a,i, (X^-=L(X.^ . . . , a^_i==: a^-i, ajj,= a^.,

et, par conséquent,

Oj :=: Yi, cc^ •ZZ: y^, . . ., Gî;j.—.i '=- ^[j.—iî ^-p. ̂ > '/^»

et la conclusion aura i t été la. même.
Nous avons ainsi démontré que toutes les dérivées des ternies de E^

se retrouvent dans E^"1"1 ; il reste à démontrer l'inverse.
Soit ^+1^

à^ à^ . „ „ . àa;^

une dérivée quelconque appartenant à E^ ; il y a un nombre (x pour
lequel, on a

c/\ =r 71, a^ = -/à, ..., a;̂ i = y;^-1, a^ > 7^.

Supposons d'abord a^ ^> Y^+ i ; prenons

<%i == a',, a^ ̂ = cî^, .. ., ^^-i:=:' ^[.x-i? ^EJ- =::: ^p. — 1 1

0<;p,.+l == ^(/..Hî • • " » ^w =::: ^//i*

On aura
ai == 71, 03== ya, ..., (̂j,-i=::::: y^-i? ^p. >• '/^ •î

de sorte nue
__à^___

'àx^ àx^ ... àx^

appartiendra à E^ et que le terme considéré de 'E^ en sera la dérivée
par rapport à x^.

Supposons maintenant a?.= y^4-1<
Remarquons que la dernière dérivée qui figure dans E" est

à^z _____
d'if̂ r̂rr̂ ^ 3

de sorte que
-/^^-y^--•Jr^^ns
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Si l'on a
^ .4- y^ -4-.. . 4- y^=: ̂  et yp.+i ==.. .= y,/^i = o,

on a
y^4»y^4- . . .+y^- .^ Ï=^ :^ -4 - . l ;

la dérivée (Tordre n + ï considérée est. forcément
^4-1 ̂

dïp^^TTT^^

et c'est la dérivée par rapport à x^ du dernier terme de W.
Si l'on suppose, en dernier l ien,

on aura
yi-+-7â-+"- • •"+" 7p-< n^

yi +" 7^1- • • • + y^-+"]1 < /i/-4""î ;

de sorte que l 'un des indices a^.p .. *, a^ ne sera pas nul ; supposons,
par exemple, que ce soit a^(v > p-).

Nous prendrons'

ai==a^, 02==^ . . . » ap,=:ap., ..., av ' " "=osv—î» . - . y a//,:::::a^,

On aura
a^^ry^ oîa=:y^ ..., ap^i==y^î, ^p,>y^;

de sorte que la dérivée
^ s

1)^0^... àx^

appartiendra à W et que la dérivée d'ordre n 4- ï y que nous considé-
rons, en sera la dérivée par rapport à <»v.

Nous avons, de cette façon, démontré que tout terme de W^ est la
dérivée d'un terme de E^, ce qui achève la démonstration de notre
théorème.

4. De cette remarquable propriété d ' invariance des indices relati-
vement à la'dérivation, nous allons déduire une proposition dont l 'im-
portance apparaîtra plus tard.
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Considérons une suite infinie d'ensembles canoniques d'ordres
croissants

E", E^4-1, . . . , E^. . . ,

tels que l'on ait, quel que soit y.,

(E^ysEH-1-1.
Je vais démontrer que le nombre des termes de la suite, pour lesquels

il y a inégalité, est forcément limité.
Soient yo» Tu Ta» • • • > Ym-i ^es indices de l'ensemble canonique ini-

t ial E11. La dérivation ne changera pas ces nombres, de sorte que, tant
que nous n'arriverons pas à un terme pour lequel il y a inégalité, nous
trouverons toujours les mêmes valeurs des indices,

Quand nous arriverons à un terme pour lequel il y a inégalité, c'est
que ce terme contiendra plus de dérivées que l'ensemble dérivé du
terme précédent, ce que nous exprimerons en disant qu'on a ajouté
des dérivées nouvelles.

Chaque fois qu'on ajoute une dérivée nouvelle, g,^\ d iminue d'une
uni té sans cliangement des autres ^'; il en résulte qu'au bout d'un
nombre l imité d'opérations, on arrivera à avoir g^^ = o. A ce mo-
ment, l 'addition d'une dérivée nouvelle fera diminuer g'm-s d'une unité
et fera reprendre à ^«.,, une valeur finie, qui dépendra de l'ordre au-
quel on sera arrivé par la dérivation. L'addition d^un nouveau nombre
limité de dérivées nouvelles fera diminuer à nouveau g'rn-2 d'une nou-
velle unité; dû sorte que, en continuant, on arrivera, par un nombre
limité d'additions de dérivées nouvelles, à

é'M-3 =: °? ffm-l "= 0 ?

à ce moment, une nouvelle dérivée diminuera gm^ d'une unité et
fera reprendre à gm^ et gm-\ des valeurs finies dépendant de l'ordre
auquel on est arrive-

On voit aisément, par la continuation du même raisonnement,
qu'au bout d'un nombre limité d'additions de dérivées nouvelles on
arrivera a

gQ == ^\ = êï = • • • = ë'm-i ̂  0 ,

c'est-à-dire à un ensemble complet; à partir de ce moment, les en-
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semblés qu'on obtiendra successivement par la dérivation seront tous
complets et, par suite, on ne pourra plus jamais ajouter de dérivées
nouvelles.

Le nombre de fois qu'on peut ajouter des dérivées nouvelles étant
forcément l i m i t é , il en résulte nécessairement que le nombre des termes
de notre sui te , pour lesquels a lieu l 'inégalité

(E^^E^,
est forcément l imité.

L'intérêt de ce théorème réside dans ce f a i t qu'il est, comme nous
le ferons bientôt voir, ident ique au fond à celui de M. Tresse.

Nous avons a ins i , par la, considération des indices, donné une dé-
monstrat ion très é lémentai re décolle impor tan te proposition.

Cela suf f i ra i t pour jus t i f ier 1/introduction de ces nombres, mais la
seconde Partie de ce t ravai l montrera encore plus leur importance,
en donnan t à certains d'entre eux une signif icat ion extrêmement
remarquable.

I I .

Le théorème de M^ Kowalevski suppose que les équations qu ' i l ,
considère sont résolues par rapport à certaines dérivées bien déter-
minées. On a alors été condui t à chercher si l'on ne pourrait pas tou-
jours arriver à ce résultat au moyen d'un changement de variables.
M'. Bourlet, à propos des systèmes de M. Kônig , s'est occupé de
cette question et a démontré, par un exemple simple, que le chan-
gement de variables ne permettait pas toujours 'd'éviter des cas
exceptionnels.

Les auteurs se sont bornés, jusqu'à présent, à chercher, dans ces
sortes de questions, ce que le changement de variables ne/pouvait
pas donner, mais n'ont jamais1 cherché ce qu'il pouvait donner sû-
rement.

L C'est de cette recherche que je vais.m'occuper ici, et je commen-
cerai par démontrer le théorème suivant, qui est absolument fonda-
mental dans le développement de notre théorie des systèmes d'équations
auxdérivées partielles»
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Sip équations aux dérivées partielles, d'ordre n en z, sont algébrique-
ment, distinctes, relativement aux dérivées d'ordre n de z; il y a une
infinité de changements de van'ables qui les rendent résolubles par rapport
aux p premières dérivées d'ordre n de z.

Cette propriété est bien connue dans le cas d'une seule équa-
t ion ; pour démontrer qu'elle est générale, Je vais prouver que, si
el le est vraie pour p — i équat ions , elle est forcément vraie pou r / ?
équations.

Soient F,, 'Fa, . . . , F ,̂ les p équations données, d'ordre n en z et
a lgébriquement distinctes, relativement aux dérivées d'ordre n à e z .

Faisons un changement de variables, elles resteront algébriquement
dis t inc tes et, comme nous admet tons la, propriété pour/? — i équations,
nous pouvons supposer que ce changement, ai t été choisi de façon que
les équa t ions F^ F^, . . . , F^_, soient résolubles par rapport aux/^ — T.
premières dérivées d'ordre n de z. Faisons cette réso lu t ion et portons
les valeurs trouvées dans l 'équation Vp ; elle cont iendra encore des
dérivées d'ordre n de -s, puisque les/? équations sont d i s t inc tes rela-
livement à, ces dérivées; les dérivées (Fordre n qu i y f igurent encore
sont toutes de rang supér i eu r à p — i , et l'on peut supposer que la
dérivée de rang p n'y figure pas; sans quoi le théorème serait dé-
montré .

Nous avons donc toujours le droi t de part i r d 'un système de la forme
^ 4"<?i ( r j . < . )= :o ,
^ -+-9a (r)...)=:o,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c/;....... i 4- 9;,-.,,,.i(^ . . . ) -=<:),

^ (Ç.. . )=:o,

où ^ i , ^, . . . , ̂ i représentent les p — i premières dérivées d'ordre
n de z ; où, les ri représentent les dérivées d'ordre n de ^, dont le rang
est supérieur à p — ï , et les *(, celles dont le rang est supér ieur à/^.
Les fonctions 9, en outre des TÎ et des C, cont iennent les dérivées des
ordres infér ieurs .

Pour ne pas compliquer i nu t i l emen t les notations, nous ne suppo-
serons que trois variables .x^, ̂ , .1*3 ; le raisonnement n'en sera pas
moins tout à fait général .

^nn. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome XïlL — NOVEMBKE tS^fi ••)5
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Soit un changement de variablesA cl 11 ̂  V 1ll C> l J l II U Y « U 1 <i 1 f 1 <„• 0

,r\ == ^ ..y1! 4- h .y;, "h- c ..r^,

x^ = (^/ .24 4- h' .z'g ~|-- c/ .z';;,

,.r̂  ^r^^ri 4" h"' ^î 4-^ .r;1;,

(laiis lequel les coefficients sont des constantes que nous la isserons
arbi t raires .

So ien t^ , E',, ... les dérivées successives d'ordre n de ^ par rappor t
aux nouvelles variables.

Une quelconqpe des dérivées ^ est une fonc t ion l i n é a i r e des dé r i -
vées 'i' qu'on o b t i e n t f ac i l ement de la f a ç o n s u i v a n t e :

Représentons symbo l iquemen t une q u e l c o n q u e des dér ivées I;, par
exemple

'^^J'^)^î

par .X^X^X^' et fa isons le changement

Xi -:,:•:: aX\ 41- l :rt /X; 4- a'X^

•X2= : / /X^ 4 1 - 1 ^ / X / . 4 1 1 1 1 - h"\1,,

'X,-c\\ 4111- ^X; 4^X,,

nous aurons l ' i d e n t i l é

Xf. X^ X;" = ( ̂  X.\ + a' X, 4- a11 X, ̂  ( // X, 4- b' X , 4- h" V, )^ (c X, 4- c' X ; 4- ̂  X^ )^

J.e second membre, développé et o rdonné , est une f o n c t i o n l i n é a i r e
. et homogène de termes d'ordre n et de la forme X^î X^X^ ; c'est-

à-dire une fonct ion l inéa i re et homogène des E'. Nous obtenons a i n s i
l'expression de S au, moyen des ^/.

Considérons m a i n t e n a n t le d é t e r m i n a n t f o n c t i o n n e l de nos^» équa-
t i o n s par rapport à Sp ^ /,, . . . , ̂ ,

à^
^

ô^.,

"CT

+2;

+Z
2

à^.i
7hi

r)y/,.
^'ô'r
^pr̂

à-n
^

<~)-c\

€
<K
^

^
<

^^,-,
<,

...

-I

+2
2

^9î
'^"

2̂,1
àrî

à(f.f,̂

()-ri

^

<h
^
aï.
<
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C'est une fonct ion des var iab les^ , , j/^ ̂ , et des constantes arbi-
traires a, a , a\ b, b\ b\ c, c\ c" ; elle cont ient en outre la fonction
arb i t ra i re z .

Si, D est i den t iquemen t n u l , quels que soient;!1 p x^ ^p s , a, a\ ...,
1.) sera encore i d e n t i q u e m e n t nul quand on l 'exprimera au moyen de
var iables quelconques et, en par t icul ier , au moyen des var iables pri-
mi t i ve s . Alors les —' et les — ne c o n t i e n d r o n t p lus les arbi t ra i resàr\ àç i

a, a\ . » . , et I) ne dépendra de ces cons tan tes a r b i t r a i r e s que par l ' i n -
lei ' rnédiaire des — •

Par hypothèse , il y a dans ^ p au moins une dérivée d 'ordre n de ^.
Soit *(, la première q u i y f igure efîectivement, on aura

^.^o^ ^o.

Je vais alors mont re r que 1) n'est pas une f o n c t i o n de a, a1', c^', b,
/ / , ^//, c, c', c" i d e n t i q u e m e n t nul le .

1), considéré comme f o n c t i o n de ces lettres, est un polynôme ent ier
de de^ré np, pu isque chacun de ses termes est un polynôme homogène
de de^ré ^.

Parmi les termes q u i composent ce polynôme, choisissons-en un
certain nombre de la façon s u i v a n t e : Prenons tous les termes qui
sont du de^ré le plus élevé par rapport à l 'ensemble des trois lettres
a, a\ a\ e t , pa rmi eux, ceux qui sont du degré le p lus élevé par rap-
port à l 'ensemble des trois le t t res b, Y\ l/\ I I est clair que, si le poly-
nôme I) est iden t iquement n u l , le polynôme D', formé par l 'ensemble
des termes a ins i séparés, sera aussi, ident iquement nu l . Cherchons à
le f o r m e r ,

I I f a u d r a é v i d e m m e n t prendre, dans chaque terme de D, les termes
du degré le plus élevé re la t ivement à a, a\ a^ et, parmi eux, ceux du
degré le plus élevé rela t ivement à b, b\ If. Si. a, , a^, a^ sont les indices
de dérivation d'un. ^ tous l e s — d e ce ^ seront du degré a, en a, a\
a' et du degré a^ en &, f/, b\ de sorte que nous devrons, dans chaque
élément de 1), prendre la .por t ion qui correspond au ^ de moindre
indice.
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Les termes que nous cherchons ne pourront donc se trouver que
dans

^j/,^i _ ^ ^ .̂/L:.!
^T" " ' B ^/>

à^p <)Ïi <)'?// ̂
"JsT àï[ ' " ^i" %,

Dans la première li^ne, tous les termes sont du, même degré en a,
ci\ a' et du même degré en b, !/, b\ et il en est ainsi pour toutes les
autres lignes. Il, en résulte que le déterminant que nous venons de
former a tous ses termes du même degré en a, a\ cf et du même de^ré
en h, b\ b" et par conséquent n'est autre que le polynôme IÏ.

Si l'on pose
^i rÀ:,
"ûi * ' ' Wn^

A ::::: àln.^

(K,̂
-.p

à^

on aura

Comme, par hypothèse, ̂  n'est pas i den t i quemen t n u l , il nous
*' ' V'"9\

suffit de prouver que A n'est pas iden t iquement nul . Dans ce bu t ,
nous al lons appliquer à A un procédé analogue à celui' que nous avons
employé à propos de I).

Nous considérerons les termes de A relativement aux trois lettres
a, h', c\ ,

Dans le polynôme A,, p renons les termes du plus fort degré par rap-
port à l 'ensemble,des deux lettres b1\ c", et, parmi eux, ceux qui son!
du plus fort degré relativement à; a. Parmi, les termes ainsi, obtenus,
choisissons ceux qui . sont du 'p lus fori degré en c\ et, parmi eux, ceux
qui sont du plus fort degré en b\ , ,
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Si A étai t ident iquement nul, l'ensemble des termes ainsi isolés le
serait aussi .

Dans une quelconque des p — i premières lignes, correspondant à
un $ dont les indices de dérivation sont a, , a^, ocy, on voit facilement
que la règle précédente condu i t au terme

a^b'^c'^,

qu' i l est seul de son espèce, a pour coefficient i et ne se trouve que
dans la dérivée du ^ considéré par rapport au ^ dont les indices de dé-
r iva t ion sont les mêmes, c'est-à-dire par rapport au ̂  de morne rang.
I I provient donc de l'élément qui, appartient à la diagonale pr incipale .

Dans la dernière ligne, les termes que nous définissons ne peuvent
se trouver que dans la dérivée de ^ par rapport au ^ de rang le p lus
élevé, c 'est-à-dire par rapport à S" Ils proviennent donc encore de
l 'é lément qui se trouve dans la diagonale pr incipale .

'Il r ésu l te de là que les termes que nous cherchons à isoler ne peu-
vent provenir que de

^1 ̂  ^r' <}sl^ ^...^^ ̂

et cela suffi t pour démontrer que leur ensemble n'est pas identique-
ment nul , ce qui achevé complètement la démonstrat ion de notre théo-
rème.

2« Occupons-nous main tenant des équat ions à plusieurs inconnues*
Soient "1^, F^, ..., 'F^ p équat ions aux dérivées partielles d'ordre n

contenant l es ' inconnues ̂ , ^, . . . , ^, et qui sont supposées algébri-
quement distinctes relativement aux dérivées d'ordre n de z^ ^, ..., ^y.

Je commence par mettre les inconnues z^ z^ . . . » ^ dans un ordre,
s^ s^ .. . , ̂  par exemple, que je choisirai arbi t rairement , mais qui ,
une fois choisi, sera conservé indéf in iment .

Parmi les équations F, il y en a au moins une qui contient ^., à
l'ordre n, j'en tirerai une dérivée d'ordre n de z^ et je la porterai dans
les autres. Si, parmi elles il, y en a une qui contient encore z.^ à, l'ordre
n, j'en tirerai une nouvelle dérivée d'ordre n de z\, et ainsi de suite,

J'arriverai ainsi .à résoudre les équations par rapport à/^ dérivées
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d'ordre n de ̂  et les p — p ^ équa t ions restantes ne con t i end ron t pl^
les dérivées d'ordre n de z^

Sur ces/.? —• p ^ nouvelles équat ions , je re ta is le même ca l cu l a pro-
pos de l ' inconnue ^2; j ' a r r ive à les résoudre par rapport à un cer ta in
nombre^a de dérivées d 'ordre ri de z^ et les p — p ^ — p^ é q u a t i o n s res-
tantes ne cont iendront p lus n i ^ n i z^ à l 'ordre /?,.

Je pourrai a ins i cont inuer j u squ ' à é p u i s e m e n t complet des incon-
nues.

j 'arriverai à avoir résolu mes p équa t ions par rapport à p ^ dérivées
d'ordre n de :^, p^ dérivées d'ordre n de 5^, . . . , p^. dérivées d 'ordre n
de ^. Le nombre p ^ ne sera j a m a i s n u l , les nombres /^, />;», . . . , p^
pourront l 'être, mais on aura t ou jou r s

p^ ,,+^4,.,,. . .-r- p^^p;

je (lirai alors que j 'ai f a i t /ci résolulion régulière des p écp'talion.s\
Cette réso lu t ion régul ière met le système F,, F^ . . . , F« sous la

f o r m e
<îï; =0, <1^ =:<:), . . ., 4^ :— o,

• ' * " ' * • > • ' • • • î • " • » . . . . . . .

<i^.'^0. <1̂ ,.:::.:: 0, . . . , <l^r:::.<1),

où les équat ions ̂  ne c o n t i e n n e n t , a l 'ordre n, aucune des inconnues
,^, ^, ..., ^^..,, et sont a l g é b r i q u e m e n t d i s t inc tes re la t ivement a u x
dérivées d'ordre n de s^

liéciproquement, si. un système d 'équat ions est sou s cette forme, on
voit is-nmédiatemerît que sa résolution régul iè re condui ra précisômeni
aux nombres p ^ , pa, . . . , p ^ .

lin outre , il est évident que la fo rme que nous venons de donner
au système se conserve par un changement quelconque de variables ,
d'où résulte :

Les nombres p^ p^, » .., ^y, auxquels conduit la résolution régulière
d'un système d'équations distinctes d'ordre n, sont indépendants des va-
riables choisies,

On aperçoit maintenant,, avec la plus grande f a c i l i t é , l e .pa r t i qu 'on
va pouvoir tirer du'changement de variables.
.Supposons qu'on ait préalablement fa i t 'h résolution régulière du
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système, avec les variables actuel les, de façon à mettre ce système</ " «;
sous la forme précédente.

On pourra résoudre les équa t ions î^", i n d é p e n d a m m e n t de toutes les
autres , en les cons idéran t comme des équa t ions au'x dérivées partielles
d'ordre n, c o n t e n a n t la seule inconnue ^ et l'on aura encore le droit
d'opérer ainsi après u n changement quelconque de variables, puisque,
après un tel changemen t , les équa t ions C^ res tent encore les équa-
t ions (p^

Nous pouvons alors app l iquer le théorème que nous venons de dé-
ï n o n t r e r au début de ce Chapi t re .

Les équa t i ons <I>1 pour ron t , après le changement de variables, être
résolues par rapport aux/?, premières dérivées d'ordre n de z^ pourvu
que les coefficients de ce changement de variables ne sat is fassent pas
a cer ta ines cond i t i ons se t raduisant par des égalités.

De môme les équa t ions <12 pour ron t ê tre résolues par rappor t aux
/^ premières dérivées d'ordre n de s^ pourvu que les coefficients du
changernent de variables ne sa t is fassent- pas à cer taines égalités.

Et a ins i de suite. Nous arr ivons ainsi au théorème ex t r êmemen t i.m-
portant :

Si la résolution régulière d'an système d'équations distinctes, d''ordre
n. conduit aua^ nombres p^ /^, .. . „ p^ il est toujours possible, et d'une
in/inilé de jhçom, de trouver un changement de variables tel que le sys-
tème puùse être résolu régulièrement par rapport auxp^ premières déri-
vées d'ordre n de ̂ , aux p^ premières dérivées d'ordre n de z^ ..., aux
pf, premières dérivées d'ordre n de z^.

Les dérivées de ^, 53, ..., ^, par rapport auxquelles sont alors ré-
solues les équations, cons t i tuent des ensembles canoniques d'ordre ri,

Vn V't ]7//.A^ ) , 1;<^, . . . » A-' q')

c'est pour cela que nous appellerons une telle résolution une résolution
régulière canonique du système et nous dirons en général, pour abréger,
que les équations sont résolues par rapport aux ensembles

E n l?// V1
,1 j , J..̂  » . . . , JU<y

3. On peut fac i lement généraliser ces notions pour des systèmes
comprenant des équat ions d'ordres quelconques.
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Soient F,, F^, . . . , F p des équat ionssupposées a lgébr iquement dis-
t inctes relativement à ^, :^, . . . » ^ et à leurs dérivées, c'est-à-dire
telles qu'elles puissent être résolues par rapport à un certain nombre
de dérivées.

Soit n. l 'ordre le plus élevé de ces équat ions . Si .s., y f igure a l 'ordre
//, nous commencerons par en tirer le p lus grand nombre possible de
dérivées d'ordre n de cette inconnue , comme il a été expliqué précé-
demment.

Des équations restantes, je tirerai, le plus grand. nombre possible de
dérivées d'ordre n de z^ et a insi de su i t e ; j 'arr iverai de cette façon à
avoir t i ré du système un cer ta in nombre de dérivées d'ordre //, et les
équa t ions restantes seront d'ordre // !— i au plus. Je recommencerai
sur elles le même calcul et je cont inuera i d e l à même f a ç o n jusqu'au
moment où J 'aurai épuisé toutes les équat ions du systcme-

J 'appel lerai encore une te l le réso lu t ion u n e résolution régulière du
système. Elle condui ra à résoudre les équat ions par rapport a des déri-
vées des divers ordres des d i f ïerentes inconnues . Soit/^ lo nombre do
ces dérivées d'ordre/ de la (onct ion z^ On au ra a in s i des nombres

.n . n . 1 1
/ ' 1 ? ../--tt-̂  1'-1»11-,', • " "• / 7 7

^l^^^''1^-^ ''
•/•/ • • • • ) "x^.""
'H' ^"-^•^f'?^•l t̂i,,)s :̂•< H

qui vérifieront certaine'r^.OT'Ia relat ion
1''11:••^;111^/^;//

Cette résolution mettra le système sous la forme
y,//. ^//. y,//
^•i » ^ 'g? • " • y ^y?

C / / - 1 1 1 1 1 ' 1 ! C//-"! t t / / - 1 1 " 1 !O j , ^^ , » . . , n,^ ,

^1 H4' , (»»^('&^, 1 ^^, , . . . , ?»^,

où 8^ représente un, système de p\ équations no contenant les incon'-
îlues s^ ̂  ^^ ^/-.i ^^ l'ordre/"" ï au plus, contenaîi t s^ à l'ordre
j et les inconnues suivantes ^i, i . . ^ ^m. au p lua à l'ordre j\ et qui
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sont algébriquement d is t inc tes relativement aux dérivées d'ordre j
de Zf.

Et, réciproquement, si un système de p équations peut se mettre
sous cette forme, sa résolution régulière conduira forcément aux
nombres/^. En remarquant , en outre, que cette forme réduite du sys-
tème se conserve par un changement quelconque de variables, nous
a r r i v e r o n s à dire que :

Les nombres p{, auxquels conduit la résolution régulière d'un système,
sont indépendants des variables choisies.

En r e m a r q u a n t , en out re , que chacun des systèmes partiels S^
peut , même après un changement quelconque de var iables , être résolu
i n d é p e n d a m m e n t de tous les autres, on verra, comme dans le cas
précédent, que :

Si la résolution régulière d'un système conduit aux nombres p^, ...,,
p 1 . , ..., //p ..., p^, il est toujours possible, et d'une infinité de façons,
de trouver un changement de variables tel que le système puisse être résolu
par rapport aux ?'[ premières dérivées d'ordre n de z^ ..., aux p'1 pre-
mières dérivées d'ordre n de ^, ..., aux p\ premières dérivées d'ordre v
de z ^ , .... aux p^ premières dérivées d'ordre v de ̂ .

Ces dérivées formeront des ensembles canoniques
•p// tftt Cil,f^, , AliB, . . . , JD,,,,

E '/ FV ' P^ /i ^ , A.^, . . . , X-fy. /

» . ' . î ' l • l - * : ;

Nous di rons encore que nous avons fait une résolution ^égali^-
canonique. \.: •^

, Nous avons fa i t , sur nos équations, l'hypothèse qu'elles é^l^t'
a lgébr iquement distinctes relat ivement aux dérivées des inconnues^
Celte hypothèse même n'est pas nécessaire.

Étant d o n n é un système abso lumen t que lconque , commençons la
résolut ion comme précédemment; il pourra arriver, à un certain
moment , que la subst i tut ion des dérivées déjà trouvées donne un résul-
tat i d e n t i q u e m e n t nul dans certaines des équat ions , cela n'empêche
pas de cont inuer le calcul au moyen des autres, et le seul changement
qu i pourra se présenter sera'que, à la f in , , on pourra quelquefois trou-.

Ami. de l'f.c. Normale. 3" Série. Tôtne X1U. — DÉCEMBRE 1896. 56
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ver des équations ne contenant plus que des variables; on laissera,
telles qu'on les a trouvées, ces dernières équations.

Cette résolution régulière conduira à des nombres^, mais on n'aura
plus forcément que

^php.

Elle conduira aussi à une forme réduite qui possédera encore les
mêmes propriétés que dans le cas précédent, et l'on pourra de même
en conclure la possibilité d'un changement de variables permettant la
résolution régulière canonique avec» à la f in , un résidu d^équat ions ne
contenant plus que les variables. Ce résidu, s'il existe, indiquera l ' in-
compat ib i l i té des équations du système, mais on voit que cette incom-
pat ib i l i té n'empêche, en aucune façon, notre résolution régul ière
canonique.

I I I .

1. A partir de ce moment, et contrairement à ce que nous avons
fait jusqu'ici, nous désignerons par x\, x'^ . . . » x^ les anciennes
variables et par x^ «x^, . . . , oc^ les nouvelles. En outre, jusqu 'au
moment où nous les fixerons d 'une façon définitive, nous considére-
rons comme des constantes absolument arbitraires les coefficients de
notre changement l inéa i re de variables et, pour abréger, nous les dési-
gnerons d'une façon générale par IL

Etant donné un système de p équations aux dérivées part iel les avec
les variables .x\ le changement de variables le transformera en p équa-
tions nouvelles aux variables x et contenant les constantes arbi-
traires IL

Le théorème q u i précède montre qu'on pourra certainement en
faire la résolution régulière canonique et que l'on sera condui t à
trouver, comme expressions des dérivées par rapport auxquelles le
système est alors résolu, des fonctions bien déterminées des À, des x
et des autres dérivées.

Soit
F=o

une équation avec les variables «a/; exprimons-la au moyen des va-
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riables x et prenons ses dérivées par rapport à tontes ces variables.
On aura

ÔF _ àV àx\ à¥ àx,,
()x^ àx\ àx^ ' ' ' àx^ àx^

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
à¥ _ à¥ àx\ 0F ôx^

~àx^ ~~~ àx\ àx^ " " ' ôx^ àx,,,3

en supposant que, dans
à¥ ^ à¥——^. y • • ^ —,—.—

àx^ àx^

on a i t fai t le changement de variables.
On voit immédia tement que les équations

en t ra înen t

EL — . .-̂ jL — .
àx\'^0' ' " ï àa/,,,^0

àF _ àF _
àx^ î ' ' "> àx^ î

àx'-et la réciproque est vraie, pourvu que le déterminant des —•> c'est-
à-dire le déterminant des)^ ne soit pas nu l , condi t ion certainement
réalisée pu i sque les À sont arbitraires.

Il en résulte qu'on obtient deux systèmes équivalents en p renan t
les dérivées de l 'équation F == o et y faisant ensuite le changement de
variables, ou en faisant tout de suite ce changement dans F, puis pre-
nant les dérivées par rapport aux nouvelles variables.

On sait que, si deux systèmes d'équations sont algébriquement
équivalents , le système formé par les dérivées du premier ordre des
équations du premier est équivalent au système formé par les dérivées
du premier ordre des équations d u second.

Considérons les équations
^FI _ . , j?F_ __
î" ~ °' " '' àx^ ~~' '

elles sont équivalentes aux équations

âv _ ^1 —
^wo'f ' " ' ^"oî
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le système
^F ^F _
^ ? ' " 9 ôx^

est donc équivalent au système obtenu en p renan t les dérivées par
rapport à x^ x\^ . . . » Xm des équat ions — dans lesquelles on aura i t
fai t le changement de variables et, d'après la propriété i n i t i a l e , le
système ainsi obtenu est lui-même équivalent au système obtenu en
prenant les dérivées par rapport à x\, x[^ . . . , x^ des équat ions ,p?
puis y f a i s a n t le changement de var iables .

De sorte que, f i na l emen t , le système
à2 F _ ^ P _
" \ M " ——— 0 , . . . , — — - • —«-. 0

àx[ ()^,n

est équ iva l en t au système
^F yV;o, ..., ,,,=:o,
. 1 C/.Z ̂

dans lequel on aurait fait le changement de variables.
On voit aussi que le raisonnement peut se continuer de proche en

proche jusqu'à des dérivées d'ordre quelconque.

2, Soient
Fi=o, F2=o, . . . » F^:=:"-o

des équations quelconques. Supposons qu'on y fasse le changement
de variables, elles deviendront des équat ions

<I>l=o, <Ï»,:=o, . . . , ^-=o

contenant les variables x et les arbitraires 'À.
Prenons des dérivées d e < & < , puis les dérivées secondes, el a ins i de

suite jusqu'à un ordres quelconque; faisons de même pour $2 jusqu'à
un ordre quelconque, et a insi de suite jusqu'à <î>.».

Nous obtiendrons1 a insi un système cr qu'on pourra représenter'par
af, (TÎ,; a?, ...,
o-^, y [ , o-l, * * .,
. , . , . .» . . , . , . , . . . ^

cr^ (7^11 a^,-- .. .'.y
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les équations fêtant toutes les dérivées d'ordre/ de l'équation <&;== o.
Au moyen des équations F^ == o, . . . , Fp== o, aux variables x , nous

pouvons former un système parallèle s représenté par
ç°. ç^ ç2
•> 1 î -> 1 ? " 1 » . . . y

Ç» cl ç2

" î f " 2 » " 2 » . . . ,

çO cl ,.2
" pf u pf "/Jî ....

Dans ce système, faisons le changement de variables; d'après ce
que nous venons de voir, chaque système partiel s{ deviendra alors
équivalent au système partiel correspondante; de sorte que le sys-
tème s deviendra équivalent au système or.

Mais nous savons que, après la t ransformat ion, le système s peut
être résolu d 'une façon régulière et c anon ique ; étant alors équivalent
à a", i l en résulte la proposition importante qui suit :

<I)^ == o, ..., <î>p == o étant ce que deviennent les équations F ̂  == o, ...,
F^,== o après Ici transformation, le système formé par les équations $ et
leurs dérivées jusquà des ordres quelconques peut toujours, par suite de
la présence des constantes arbitraires X, être résolu d'une façon régu-
lière et canonique.

3. Supposons que les équa t ions <D a i en t été résolues d 'une façon
régulière et canonique. Soit alors [JE. un ordre ent ier que lconque; pre-
nons les dérivées des équations <I> jusqu'au moment où elles a r r ivent
à être de l'ordre p. Les équations <& et ces dérivées const i tuent un
nouveau système S'^, qu'on peut cerlainement résoudre d 'une façon
régulière et canonique; nous supposerons, en outre, que cette résolu-
l ion ne conduise pas à un résidu d'équations ne contenant p lus les
fonctions inconnues .

Opérons sur le système S '̂ comme nous avons opéré sur le système
des équations <t>, nous serons condui ts à un nouveau système ̂  sur
lequel on opérera encore de la même façon.

Nous obt iendrons de cette façon une suite de systèmes

H , ^, ....
Il est clair que, chaque fois qu'on passe d'un système au suivant,
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aucun des nombres/^ ne peut diminuer , puisque les équations réso-
lues d 'un système se retrouvent dans le suivant; d'autre part, ces
nombres ne peuvent pas dépasser des l imites déterminées qui dépen-
dent de [JL.

Il en résulte qu'au bou td ' un nombre l i m i t é d'opérations, on arrivera
à un système 2^ qui contiendra un résidu d 'équat ions ne contenant
plus les inconnues, ou à un système 211 qui se reproduira par l'opéra-
t ion précédemment décrite.

Dans le premier cas, on sera assuré que les équat ions <I> el, par
suite, les équations F sont incompatibles, et il n'y aura plus à s'en
occuper.

Si l'on est dans le second cas, c'est que toute dérivée de n ' importe
quelle équation d'ordre moindre que p. et appar tenant au système 2Y
est une conséquence algébrique des équa t ions de ce système. II eu
résulte immédiatement que les ensembles 2^, par rapport auxquels
2^ a été résolu d'une façon régulière et canonique, vérifient certaine-
ment les conditions

(E^ysE^1.
4. Ces propriétés vont nous permettre d'arriver à une forme cano-

n i q u e remarquable des systèmes d 'équations aux dérivées partielles.
Un tel système sera défini par des équations

Fi = o, Fg == ô, . . . .

qui, après notre changement de variables, deviendront

<l^==ô, ^==0,

Au moyen des équations <& d'ordre infér ieur ou égal à un nombre
choisi au hasard, v par exemple, formons le système 2^. Nous suppo-
sons que la formation de ce système est possible, sans quoi, comme
nous l'avons vu, les équations données seraient incompatibles. Dési-
gnons par

^ />v ! />v.(^, Cg, . . .., C^

les ensembles d'ordre v auxquels conduit la résolution régulière et
canonique de S\

Au moyen des équations du système '2? et des équations $ d'ordre
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v - 4 - î , s'il y en a, formons un nouveau système S^ et désignons
encore par

/»'V-{-1 /^4-2 Y»'V-+-1c/ 1 > C' g » • • • ? t/ ̂

les ensembles d'ordre v -h" i fournis par la résolution régulière et ca-
nonique de S^.

Il résulte des raisonnements précédents que l'on aura
(en^r-1-

Continuons a ins i ; nous obtiendrons des systèmes
\'V V^/4-l
—' 9 ^ 9 " • • î

et chacune des suites
V V4-1

6,, C^ , ...

sera telle que chaque ensemble qui en fait partie soit égal ou supérieur
à l'ensemble dérivé du précédent.

Nous avons vu, dans le premier Chapitre, que, dans une telle suite,
le nombre des termes pour lesquels i l y a inégali té est forcément
l i m i t é . Il en résulte qu ' i l y aura un ordre ^ à partir duquel on aura

(e^)'=e^1 ( y= |A ,^+ r , .. . ; ^"=i^, . . .^7)-

Considérons le système S^4"1 ; ses ensembles d'ordre ^.+1 seront
W, (^y, .... Wî

ses ensembles d'ordre (J. devront être au moins égaux aux ensembles e^
et leurs ensembles dérivés devront être au plus égaux aux ensembles
^M"1, c'est-à-dire aux dérivés des ensembles^, de sorte que les en-
sembles d'ordre [M de S11'1"1 seront précisément les ensembles e^.

De même, on montrera que le système S^2 a pour ensembles
d'ordre (x <?y, e^ .... ^;
pour ensembles d'ordre [x + ï

W, (^y, ..., (^y,
et pour ensembles d'ordre [x +" 2

w, w, ..., w;
et ainsi de suite pour les systèmes successifs S.
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Voyons comment on passe d 'un de ces 2 au suivant , par exemple
de S^-2 à Z^3.

Il faudra ajouter au système S^ les dérivées des équations d'ordre
u. 4- 2 de ce système et les équat ions <I> d'ordre p--+- 3 s'il en existe. Or
on peut prendre un certain nombre de ces dérivées des équat ions d'ordre
(X-+-2, de manière qu'elles soient résolues immédia tement et d ' u n e
façon régulière canonique par rapport aux ensembles (cf)^ Les autres
dérivées et les équations nouvelles $ ne pourront pas, d'après les hy-
pothèses, fournir aucune nouvelle dérivée des ordres (JL, [M -h t , [M +• 2,
p.+ 3, de sorte qu'en vertu des équations d'ordre (A, a + y , [x -+- 2 du
système S^'1"'2 et des équat ions d'ordre p- "+- 3, que nous venons de for-
mer, elles se rédu i ron t à des équat ions d'ordre [x —- i au plus. Elles
ne pour ron t donc avoir pour effet que d 'augmenter les ensemhles
E^f /<^ pi) ou fourni r des équa t ions indépendantes des inconnues .

Mais les ensembles E^y'<< p-) sont en nombre l i m i t é , pu i squ ' i l y en
a au m a x i m u m /z((x 4- ï ) , et, en outre , chacun d 'eux ne peut avo i r au
m a x i m u m qu'un nombre limité de termes, dé te rminé par lo nombre
fixe pv. 11 en résulte forcément qu 'après avoir fo rmé un nombre l i m i t é
de systèmes S à partir de S^, on arr ivera ou à un système c o n t e n a n t
u n résida d ' équa t ions ou ne f igurent pas les inconnues , ou à des
systèmes successifs où les ensembles E{(/<^ (x) resteront invar iables .

Dans le premier cas, on sera assuré que le système est incompat ib le
et il n'y aura plus à s'en occuper.

Etudions le second cas. Soit S" le système à partir d u q u e l les en-
sembles E^(/<< [x) ne var ient p lus , il sera résolu d 'une façon régulière
et canonique par rapport aux ensembles

lp// p// vn-«^^ , A,-<^ , . . . 9 *^q f

,^-1 P//-1•^a 9 ' • ' » ^tf i

'\î.i 'i? y' 'ïf.i»^ i , ,,î  ^ , . . * , l'j// »

•*1-' jl 9 ÎJ .^f . . • y I j q ,

dont un certain nombre seront nuls . !

!, Formons Ï!^. Il iaudra ajouter à11 y les dérivées des équations
d 'ordre/rde ce1 système ^ et les1 équations $ d'ordre n+î. Parmi les
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dérivées des équa t i ons (l 'ordre n, prenons celles qui permettent de
calculer les dérivées qu i f i gu ren t dans

fF" V (V /'}f ( V " v\ ̂ i ) ? v 1 - ' ^ / » - • • ? ^i-ly / »

et por tons ces expressions dans les autres dérivées et dans les équa-
tions <I>. Les nouvelles équa t ions a ins i ob tenues devront être des con-
séquences a lgébr iques des équa t ions du système S", p u i s q u e , ajoutées
à ces é q u a t i o n s , elles ne permet ten t d'en r ien t i r e r de plus.

Il en sera encore de même quand on passera de S^4"' à S^2, et a in s i
de su i t e i n d é f i n i m e n t .

Les é q u a l i o n s <D d'ordres ^ 4 - 1 , ^ 4 - 2 , ... sont donc des consé-
quences algébriques des é q u a l i o n s <Ï) d'ordre i n f é r i e u r ou égal à n et
des équa t ions q u i en p r o v i e n n e n t par dé r iva t ion . C'est ce qu'on p e u t
expr imer en d isant qu'elles sont des conséquences a n a l y t i q u e s des
é q u a t i o n s <D d'ordre i n f é r i e u r ou é^al à / ^ , de sorte que .

Les équalions ancilyliquement dislincles qui de/înwe/ff un système
compatible sont forcément en nombre limité.

En ou t r e , et d'âpres ce qu i précède,

Dans tout système compatible, il existe un ordre fini à partir duquel (es
conditions (ï' imégrabilùé ne donnent plus d9 élucidons nouvelles,

Nous avons a ins i re t rouvé le théorème f o n d a m e n t a l de M. Tresse^
en môme temps que nous parvenons à la forme c a n o n i q u e du système.

5. II, nous reste a t ra i te r u n e q u e s t i o n qu i se présente forcément
dans l ' appl icat ion.

Commen t , dans la format ion des systèmes successifs Z^', rcconnai tre
le moment à p a r t i r d u q u e l i l n'y aura p l u s j amais d 'équations nouvel les
fourn ies par les cond i t ions d ' in t ég rab i l i t é? La réponse est donnée par
la propr ié té suivîinte, qu'on admet généra lement , mais qu ' i l n'est pas
i n u t i l e de démoot re r r igoureusement .

Si, en passcint du système 2;̂  au système i^4"1,, il ne ^introduit pas de
nouvelles équations d'intégrabilité^ les systèmes suivants ne pourront plus
jwiclis en introduire.

Ann. de l'Éc. NormeUe. 3e Série. Tome XIII.—DKCii.'vnutE 1896» Sj
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Les é q u a t i o n s d'ordre n du système 5^ seront de la forme
à t t z ' -. r

()^ Ô^ . . . <À ;̂'1 --•^.^••••^*

lin passant de I/' à S7^"1, on n'introduit, par hypothèse, aucune
condition d'inté^rabilité. C'est dire qu'âpres avoir dérive d'une façon
déterminée les équations d'ordre ri de S", de manière a obtenir une
fois et une seule toutes les dérivées faisant partie des ensembles (E^y,
les équations obtenues en prenant autrement les dérivées sont des
conséquences algébriques des premières et des équations du système
^ou, plus simplement, sont des conséquences algébriques des équa-
tions du système ^//li"1 tel que nous venons de le former. Soi t

d,^^S"'^> ^1'/••^
une dérivée d'ordre n -h 2 faisant partie de (Ï^y et qu'on supposera
pouvoir être obtenue plusieurs fois en dérivant les termes de (iï^ /.

Si on peut robtenir plusieurs fois, il, nous suffit, de considérer les
équations (F intégral,)! li té obtenues en égalant ses diverses expressions
à l'une d'elles.

1 1 résulte des calculs développés dans le Chapitre I, que cette dérivée
pourra certainement s'obtenir sous la forme

/} / ^^/ \^ ^^^^•;11111^1-;11-'-^^^

la dérivée entre parenthèses appa r t enan t fo rcément à (E^y. Supposons
qu'on puisse l 'obtenir sous une autre (orme

à ( _ à'^Zi \
âx',, \ J^ ̂ j^^^^^ ?

l fi' ?

la dérivée entre parenthèses a p p a r t e n a n t encore a ( K ^ ' y ,
Mais, dans cette de rn iè re dérivée d 'ordre n -j-11!1, l ' exposant de ôx^

, estp^ qui n'est pas nul ; il en, résulte que

ô'x^'^^x^^''.^àj^
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a p p a r t i e n t ce r t a inement à E[1 et l'on aura , d'après le système 2^,
{}tt' » .

~ù^~7~àx^^. à^r-1 = /0- • • •' ̂ -1- • • • • ̂ -l-
1 IC f)

Le système2^'1 donne une expression de-—5—i-————; mais,' àx\^ .. . àa^àx^^
p u i s q u e les c o n d i t i o n s d ' in tégrab i l i t é sont supposées vérifiées, cette
expression pourra , en ver tu des équa t ions de ce système, s'écrire

_^/-li••l.^ _ _ _ ̂  /^^^^^^^ ._ ̂ y^,,p^i.,,p^.
1 A" P

De mÉrne, et toujours en ver tu des équa t ions du système 2?'^, on
pourra écrire

/)«. 1-1 /y . /) •(/ ^i ^ (J r 1— ———^_.- _ j^ ^ ^ ^ ...,P«"-i "
^,/'i?1 ... à^ ̂ ~~l. .. o^f o^p '

1 A /•'

/Irt-h?-,^.

Nos d e u x expressions de -—^^^ seront don c1 ô^ . . . <Àr^- . . . àx'f/

J::r̂  (îi ^^/P..-P-',..^.--

'Elles seront donc bien iden t iques , de sorte que, en passant deS^4"' à
^i'2, on n ' introduira pas d 'équat ions nouvelles par les condi t ions d ' in-
tégra b i l i té.

1?̂  et ^ n ' [ " ' 2 sont dans les mêmes conditions qu'étaient 2^ et ^•+"1; on
peut leur a p p l i q u e r le résultat que nous venons de trouver et en con-
clure que, en passant de S^2 à 5? ,̂ il ne s ' in t rodui t pas encore de
nouvel les équat ions par les c o n d i t i o n s dïntégrabilité, et il en sera
ainsi i n d é f i n i m e n t ,

(L Nous pouvons m a i n t e n a n t exposer d'une façon générale notre
forrnatioïl d 'un système complètement intégrahle.

Un tel système sera défini par un nombre limité d'équations F ===== o,
analyliquernent distinctes.

Soient <I^ = o, <[>2== o, ... les équations F dans lesquelles on a fai t
le changement l inéaire de variables en considérant comme des- con-
stantes arbitraires les coefficients ^ de cette transformation.
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Sôifc [x l 'ordre le p lus élevé (les équa t ions ^ nous commencerons
par fbrroer, au moyen de ces é q u a t i o n s , le système S11 en opéran t tou-
jours les résolut ions régul ières et canon iques , ce qu i est t o u j o u r s pos-
sible par su i te de la présence des A.

En a j o u t a n t au système S11 les dér ivées de ses é q u a t i o n s d 'ordre [M,
nous o b t i e n d r o n s des c o n d i t i o n s d ' i n t é g r a b i l i t é et nous fVï rmerons u n
nouveau système S^4"1 t o u j o u r s résolu d ' u n e f a ç o n r égu l i è r e et cano-
n ique .

En f o r m a n t les systèmes successifs S^, Z^1"', . . . , on arr ivera forcé-
ment à un système ï/1 tel q u e les dérivées de ses é q u a t i o n s d 'ordre //,
ne d o n n e n t a u c u n e c o n d i t i o n d ' i n t é g r a b i l i t é qui ne soit une consé-
quence des é q u a t i o n s de ce système.

C'est ce système S^ qui cons t i tue n o t r e f o rme canon î q u o du système
d 'équa t ions aux dérivées par t ie l les . I I se dé ï îomposera en systèmes
par t i e l s

-// ^ 1 1 ^firj ^ , CT^ ... , (7^

—/A • I _/f. l ^n-ia, , f7^ ? . . ., c^ ,

q u i sont résolus pa r rappor t à des dér ivées f o r m a n t des ensembles ca-
non iques

c// i g.' // i i^/ / i.B . l , B^ , . . . , B.^ ,
• * « • » • . . . ^ . . . , . . . . y

te ls que , dans chacune des sui tes
V!v p^-1 p n - i p/i /,.„,„„.,.. rt ^\
^i y ^i f • * '? j 1-4/ » 111--/ » \,'- 1 1 1 • 1 1 • 1 • • - 1 1 » " i * • * * 7 ) f

cliaque ensemble soit au moins égal à l 'ensemhie dér ivé d u précédent .
Nous supposerons toujours que la r é so lu t ion complète a été achevée,

c'est-à-dire q u e les seconds membres des é q u a t i o n s de S^ ne con-
t i ennen t a u c u n e dos dérivées f a i s a n t pa r t i e des ensembles E"^.

Les équations cr^, qui sont d'ordre j r e l a t ivemen t à s^ sontd 'ordre
j — ï , au p lus , par rapporta s^, ;s^, . .1 . , s/,,, et d 'ordrey, au plus , par
rapporta ^,n ..., .̂. . 1 ! .
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Toute dérivée d 'une équa t ion d 'ordre [j.(p.<<n) dei^ sera une con-
séquence a lgébr ique des équat ions d 'ordre (J .+T et des équations
d 'ordre in fé r iour . Enf in la f o r m a t i o n des équa t ions d'ordre p.-l-ï,
^ 4-2, ... du système ne donnera jamais que des condi t ions d ' inlégra-
b i l i t é q u i seront des conséquences algébriques des équa t ions précé-
d e m m e n t formées .

La forme c a n o n i q u e 2?, que nous venons de donnera not re sys-
tème, con t i en t les a rb i t r a i r e s À p r o v e n a n t du changement de va-
r iab les .

Les seconds membres des équa t ions sont c e r t a i n e m e n t , comme nous
l 'avons déjà f a i t remarquer , des (onc t ions b ien dé te rminées des A, des
variables, des i n c o n n u e s et de certaines de leurs dérivées. Ces (onc-
tions ne sont i d e n t i q u e m e n t ni i ndé te rminées n i in f in ies .

On pourra donc, et d ' u n e i n f i n i t é de façons, fixer n u m é r i q u e m e n t
les A de façon que leur d é t e r m i n a n t ne soit pas n u l et que les seconds
membres des é q u a t i o n s du système 2^ ne d e v i e n n e n t ni i d e r U i q o e m e n t
i n d é t e r m i n é s n i i d e n t i q u e m e n t i n f i n i s , de sorte que

Elani données des équations compatibles î\ '-= o, ..., F „-= o, il y a
une infinité (h changements linéaires de 'variables permellanL de ramener
ie système auquel elles donneni naissance à la forme canonique el eom-
plèlemeni inlégrable ̂ ,

Dans S'S nous appellerons les équa t ions of équations principales et
les équa t ions o^p- == ç ^ , . . ^ n — i ) équations auxiliaires. De même
les ensembles 1̂ ' seront les ensembles principaux et les ensembles
E^(a = (^, ..., n — i ) les ensembles auxiliaires.

Les ensembles p r i n c i p a u x E^ a u r o n t pour i nd i ce s les nombres

7 u » y i » y a » * • • » y m •• i •

Dans leur ensemble, nous les appellerons les nombres fondamenlauy
de P.1



DEUXIÈME PARTIE.
EXISTENCE D E S I N T É G R A L E S .

1. Nous supposerons que le système c o m p l è t e m e n t in té^rable que
nous vou lons é tud ie r a été, par un changemen t convenab le do variables
et d'après le procédé que n o u s venons d ' ind ique r , ramené à la forme
canoniq 'ue et complètement in t ég rab le If\

Dans chaque ensemble p r i n c i p a l E^, r ions rangerons les dér ivées
par groupes, comme il a été i n d i q u é dans le C h a p i t r e I, et, par cela
même, les équations principales se t rouveront partagées m groupes
G,! , G^, ....
•• Nous nous proposons de chercher a d é t e r m i n e r un système 5,,
^, „ . . , s^, d ' intégrales a n a l y t i q u e s au voisinage de .'r'p . , . , ̂ .

Nous remarquerons d 'abord que si un ensemble E^ est n u l , tous les
ensembles E/ q u i précèdent le sont éga lement , de sorte que les équa-
t ions d u système 2^ ne sont j a m a i s résolues par rapport à des dérivées
de z^ Cette i n c o n n u e ne f a i t donc pas, en réa l i té , par t ie des véri tables
inconnues du système; on pourra la prendre a rb i t r a i r emen t .

Nous commencerons donc par p rendre arb i t ra i rement les (onc t ions
.s/ pour lesquelles on a yj, == î".

Supposons, par exemple, que ce fait se produise pour ^n, ..., ,̂ .
Dans chacun des systèmes o"^, c r^ , . . . , o"^ prenons le premier groupe (.̂
d 'équat ions. Chacun de ces groupes sera composé d 'une seule équat ion
et l'on obtiendra ainsi q ' équations d'ordre n en z^ ^, ..^^, résolues
par rapport à

, ^ ! à'^i à'1^ ^'z^
-•j^ JF^ - - 5 ^-

C'est un système de M^ Kowalevski; désignons-le par K^ ; i l ^ déter-
minera parfaitement z^ s^, .. ./^ quand on se donnera les fonctions
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auxquel les se réduisent
â3i 6^"-lSl

6^15 '"? -^--T^

/)ff /"Ï/Z---1 /-U^iy' (7 --̂ ,

7 Î ^FI' C^--1

pour x^ ==^, pourvu que les seconds membres soient analy t iques au
vois inage des valeurs in i t ia les calculées au moyen de ces fonctions.

Nous représenterons ces fonct ions in i t i a l es dépendant des m — i
var iables A"^, . . ., .2^ par

^0 ^1 „//.--• l
^ ï f ^ i ? • • • ? ^ i ?

.,, .., ..., ....,

r.0 -1 ^n-i
^( f ' f ^ i / ' f • • • î '*•'//' »

il s'agit m a i n t e n a n t de les dé te rminer de façon que les fonctions cor-
respondantes z^ ^, . . . , 5y' vérif ient toutes les autres équations du
système ï/1.

I lema.r t juons que la c o n d i t i o n nécessaire et su f f i san te pour qu 'une
é q u a t i o n F so i t vérifiée par des f o n c t i o n s ana ly t iques ^ i , .^, ... est
que les ex'[ mission s

â¥ 6^ Fi „ „ , . « y » — . ^ 5 • • «? î ô^Y

so ient i d e n l i q u e m e n t nulles pour x^ = .z^. En outre, toute dérivée,
par rapport à x^ d ' une équat ion du. système P2 est une conséquence
algébr ique des équat ions de ce système S72 prolongé indéf in iment au
moyen des systèmes successifs S"1'1"'1, £""1'2, ....

11 nous suffira par conséquent d'exprimer que toutes les équat ions
du système 2^ prolongé indéf in iment sont vérifiées pour œ^ == x\.

Supposons qu'il en soit ainsi pour les équations du système £72 lui-
même, je dis qu' i l en sera de même pour les équations d'ordres supé-
r ieurs .

Les é q u a t i o n s d'ordre n de 2" on tété partagées en deux systèmes K,
et K,, ; on voi t immédiatement qu'on obtiendra certainement les en-
sembles dérivés des E^ et d 'un ordre quelconque en prenant les déri-
vées par rapport à x^ ^, ..., x^ des équations K^ et les dérivées par
rapport à <r^ ..., ûCrn seulement, des équa t ions K^.
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Les équations dérivées (lu, système K, son t vérif iées ce r t a inemen t
quel les que soient les var iables .r^, ;ra, • . . , x,,^ p u i s q u e les i n c o n n u e s
z sont déf in ies pn r le système K ( ; en p a r l i e u l i e r , el les seront véri t iées
i d e n t i q u e m e n t pour .r, == .x^.

Les équa t ions ]C, sont , par hypothèse , vér if iées i d e n t i q u e m e n t pour
;r, === /r^; il, en sera d o n c de même pour l eu rs dér ivées par rapport aux
seules variables;^, . . . , oc^ pu i squ ' on a le d ro i î de (a i re x^ —. x^ avan t
de telles dér ivat ions . Donc :

La condition nécessaire et sliffisante p()ur que les mtégral.es z^ ,^y, ...,
^y, déterminées par le système K.i de M^ Jùwcde^ski. ei les fonctions nii-
liâtes s^', vérifient le système E^ est. ( j i ie ces fonctions initiales z^ vén/lent
le système S^ ohtenn en faisant ,r < ":^r^ c/ans les équations auxiliaires
et dana les équations l\\.

2. Nous sommes ainsi ramené a étudier ce système 2^, dans le-
quel il y a. plus d'inconnues, mais ou il y a uncî variable en moins.

Ce système S^ n'est pas tout a fai t sous forme canonique, mais on
l'y ramènera inirnédiaiernent en faisant le changement d'inconnues

^^à^^-i -^^f

Los c o n d i t i o n s d ' in tép i ' r ab i l i t é seront vér i f iées comme conséquence
de ce (a i t que les c o n d i t i o n s d ' i n t é ^ r a b i l i t é d u système^, o b t e n u e s
,en d é r i v a n t les équat ions K^ par rapport a ^, . - . , x^ seulement, ne
d o n n e r o n t j a m a i s d ' équa t ions c o n t e n a n t des dér ivées prises n (ois
par rapport à ^, t a n d i s q u e les équa t ions K< et les équa t ions qu 'on
en tire par dé r iva t ion seront t ou jou r s résolues par rapport à des déri-
vées prises au moirïs n fois par rapport a a^. De tel les c o n d i t i o n s d'in-
tégrabi l i té seront donc des conséquences algébriques des équat ions
autres que celles du système K^ et, par suite, c o n t i n u e r o n t à être
vérifiées après la suppression de ces é q u a t i o n s K < et auss i après avoir
fait ̂  == x\.

On pourra donc app l ique r à ce nouveau système ï^ où les incon-
nues sont les Z^, le même ra isonnement qu'au système ï^.

Les équat ions K^ seront les équations pr incipales de S7^
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Chaque groupe G-^ , contenu dans E^ et autre que le premier, donnait
un groupe d'équations résolues par rapport à des dérivées de z,
ayant le même indice a^ ; ces équations deviendront donc des équa-
tions résolues par rapport aux dérivées d'un même Z^.

Les groupes G- i , qui correspondent aux valeurs n — î , ..., ̂  de cet
indice a ^ , donneront des équations résolues par rapport aux dérivées
deZ^" 1 , . . . , Z J ^ e l l e s inconnues ZJ-1, .... Z;, Z; ne figureront ja-
mais dans les premiers membres.

11, en résulte qu'on pourra se donner arbitraireiïient les fonctions

70 yi yy1,-!^ 1 f ^ 1, . . . , Z^

yo 71 yT'î-1/j 3, /j 3, . . ., ^j^ ,

y o ^ 71 7 TÎ"-l^ t / ' f ^fi'ï < • • 9 ^ ,

Mais, en réa l i té , ce ne sont. pas les fonct ions Z^ elles-mêmes qui
f igurent dans les équations, ce sont les fonct ions ̂ , de sorte que l'on
pourra se donner a rb i t ra i rement

"î if ^ i ? . . . » •3 ^ «,

-,, -, ,T'-1
*' î's "•'•2 '' " " " v '^2 ^

Ceci fa i t , nous chercherons à déterminer les Z^ 'qui restent en pre-
n a n t les premières équations de chaque groupe, c'est-à-dire au moyen
des équat ions provenant les premiers groupes G^ de nos anciens
groupes G^.

Ces équat ions formeront encore un système Ka de M1110 Kowalevski,
et i l suffira que les fonct ions ini t iales des Zj1 'pour ̂  = x^ vérifient, les
é q u a t i o n s restantes K^ et les équations auxiliaires.

Si l'on remarque, comme nous venons déjà de le faire, que ce ne
sont pas les Z^qui entrent véritablement dans nos équations, on verra
que les équat ions que doivent vérifier les fonctions in i t ia les des Z^'ne
con t iennen ty en réalité, que des fonctions initiales des z^. Ces fonc-

Ann. de l9 Éc\ Normale. 3" Série. Tome XIII. — DECLMBRE 1896, 58
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tiens in i t i a les vé r i f i an t le nouveau systèmes^ a ins i ob tenu , comme
nous n'avons pas besoin des Z^\ mais seulement des ̂ , nous pourrons,
dans les équations K^ conserver les i n c o n n u e s '̂ : elles n'en conti-
nueront pas m o i n s à former un système de M1110 Kowalevski, mais
dons lequel, les inconnues n 'en t re ront pas toutes au moine ordre. En
outre, les fonctions i n i t i a l e s qui entreront dans le système S^f seront
précisément les fonctions in i t i a les relatives à ce système IL aux in-
connues z^\

On est alors ramené à é tud ie r Sîf, qui con t i en t encore plus d ' in -
connues que 2^, mais qu i ne con t i en t p lus que les m — 2 var iables
A";}, . . . , «r^.

Nous désignerons par
„ a,, o „%,, i „ A i , %« ^ "/i, // -"•• l -•1- a,•^/ ? * '̂ •» • • • •» ^ y '? • » • » ^ i

les fonc t ions in i t ia les (le z^\ et nous ramènerons i m m é d i a t e m e n t 2^ à
la forme canonique en posant d ' une façon généra le

/TV»-^-a,, ̂  ,,„......„ . '\ • y y.,, ag
"' 1 1"""1"" Û^^-^ l

Les cond i t ions d ' in tégrabi l i té résu l te ront de ce f a i t que les équa-
t ions KI et K^ de S" sont résolues par rapport a des dérivées prises
n (bis re la t ivement à ̂  et n^, et qu ' i l en est de même pour les équa-
tions qu'on en dédu i t par dérivat ion, t and i s que les équations Ky m*
seront j ama i s résolues que par rapport à des dérivées prises n — l (bis
au p lus re la t ivement à ̂  et x.^ et qu ' i l en sera de môme pour toutes
les équat ions qu'on en tirera en les d é r i v a n t seu lement par rapport à
.z"^ . , . , ,r^. Les conditions d ' intégrabi l i té qu'on obtiendra a ins i
seront donc vérifiées indépendamment de Ki et Kg et, en y f a i s a n t
x^ ==== x^, x^ == x^, on obtient précisément celles do 2^.

Nous avons pris arbitrairement les z^ pour lesquels on avai t p < 7^,
de sorte que dans S^ ne figureront comme inconnues que les fbnc-
tions i n i t i a l e s de

»ït"-i ^{•i^i , * • • » ,*»^'i.

Considérons les fonctions initiales de ^(p^). Los équat ions K',
se rangerontpar groupes G-a, chacun d'eux étant résolu, par rapport
aux, dérivées d'une certaine incoBnue Z^. Or, on trouve en entier
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dans E^ tous les groupes G 4 pour lesquels on a a^ >^ et, par suite,
tous les groupes G^ pour lesquels on a a^ > -^, de sorte que tous les
Z^1'0'8 satisfaisant à cette condition se trouveront dans les premiers
membres des équations IC,.

Il n'en sera p lus de même pour les Z"1'^- pour lesquels on aura
c^ == y^; si l'on a a^ <^ y^, ils ne figureront cer ta inement jamais dans
les premiers membres et i l en résulte, comme à propos de S^, que
les fonctions

^ï'l>° ^'1 ,-TÎ TÎT-1•"< ? -3. 9 . . . , « . ^

pourront être prises arbi t ra i rement .
On pourra cont inuer a ins i et arriver au système S^ ne con tenan t

plus que la seule variable x^. Les équations principales de ce sys-
tème se rangeront en groupes ne contenant chacun qu 'une équation et
résolus par rapport à des inconnues différentes; ces groupes corres-
pondront aux, groupes G,,̂  des ensembles E".

Les inconnues
•n<Y^—r^ « ^.ï^ •••,ï^1 ,ïi,y^..-TL..-.^TL..-.-is, , -', » • " • » -'<;

ne f igureront pas dans les premiers membres, de sorte qu'on pourra
se donner a r b i t r a i r e m e n t ces fonc t ions de x^.

Le système K,/^ de M"16 Kowalevski comprendra ici toutes les équa-
tions pr incipales , il n'y aura pas d'équations K^,,,. Les fonctions ini-
tiales de nos inconnues seront ici des constantes et elles seront assu-
•jetties à vérifier u n i q u e m e n t les équations auxi l ia i res- On pourra se
donner arbi t ra i rement toutes celles qui ne f igureront pas dans les
premiers membres des équations auxil iaires.

3. Faisons main tenant le ra i sonnement en sens inverse. Séparons
les dérivées d'ordre égal ou inférieur à n de nos différentes inconnues
en deux classes C et C\ h première étant formée par toutes les déri-
vées qui f igurent dans les premiers membres des équations du sys-
tème S^.

.Commençons par nous donner arbi trairement et sous forme de fonc-
tions analytiques en oc\, ..., ̂ , les inconnues z pour lesquelles on a
y , = T . .



400 ET. DELASSUS.

Considérons ensuite les inconnues ^ pour lesquelles on a 70 ̂  °;
nous nous donnerons, relativement à chacune d'elles, les y^ fonc-
tions

^i ,-Ti-i^t ? • ' - ' ( •> - * • > ^(: i

auxquelles doivent se rédui re
cb, ^;"-11^,

'" ^î •"3 ^^

p o u r ^ i = = ^ ^ . Ces fonct ions étant supposées analyt iques en ^, ....
0J^.
Nous nous donnerons ensui te arbi trairement les fonct ions

^ïi.o ^ ^>T^-i
-i.̂ . , ,^, , . . . ̂  ^, ,

auxquelles doivent se réduire

(^ ^llL . ^^llL
(h^ ) ôx^ ô.^ ? ô^ 0^'111

pour ^ == ^î, ^a^^S* ^es (oûctions sont au nombre de ^y pour
chaque z^ et elles seront supposées analytiques en «rip . * , , x^.

Et ainsi de suite.
En dernier lieu, on se donnera, pour chaque ^, les y^ fonctions

de x^,
^^••••YL-s^ ^U^"^^^ .TpY^.-.>Tm...s.n»-r"î
,^^ , A»^ , . . . , ,*»^ ,

auxquelles doivent se réduire
^yi4.Yi'4.....+y( .. , Wi »^y (..)..... ̂ yi 4.! ,„ lyt 4..,̂  ,..),.. . ..,.i,y/ .,.^t ...... ] ^
t/ ' i ' g , '^^s^j; (,/»,( ' a 1 w--s •^i i / ' i a • /«•-a '/«.-i '^/

^/•y.'Y^ ^Î^'Y1!! /}y,TLt-S /'l^TS /ï/yî^ / î /yJCT-a/1/y» /) ,.y»Yl/) ̂ T^ /) .yT'W-•-!/) .^T m 1 ""1

^ rÀ^^ • " -<^^« .2 ^^i ̂  ' • • ^ ^ w - â ^^w-l ^^i ^^â * * • ^^m-î ^^M...)

p o u r t X ^ = = ^ , ..., ^/n-i ̂  l̂....,r Ces fonctions seront toujours suppo-
sées analyt iques en x^.

Les fonctions, que nous'venons de nous donner ainsi, a rb i t ra i rement ,
fourn i ront immédiatement les valeurs en ^, < . . , x^ d'un certain
nombre de dérivées C/ et ne fourniront les valeurs in i t i a l es d'au-
cune dérivée C*

Finalement, nous nons donnerons les constantes auxquelles doi-
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vent se réduire en ,^, ..., ,r^ les dérivées (7 dont les valeurs initiales
ne sont pas fournies par les fonctions précédentes.

Nous supposerons que les valeurs initiales des dérivées C soient
telles que les seconds membres des équations S^, considérés comme
des fonctions de <r,,, x\^ . .., a^, de ^, z^ ..., z^ et de leurs déri-
vées C\ soient analytiques au voisinage des x^ x^, . . . , x^ et des va-
leurs initiales des z et des C.

On voit immédiatement alors que, , d'après le théorème de M^Ko-
walevski, les systèmes successifs K/^^K/^.a, . . . , . K , a , K^ donneront
toujours, pour les inconnues qu'ils sont chargés de déterminer, des
fonctions de œ,^ de x^ et x,^^ • • • » de x^, x^-.^^ • - . , ^2» de x^,
oc,^^ . . . , .z'2, ^ qui seront certainement analytiques en x\, x^, ...,
x^ et d'après l'étude ^directe faite précédemment, les dernières in-
connues^ calculées par le système K ^ , qui sont précisément les s^
vérif ieront le système S".

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème général qui suit :
Soii S^ un système, complètement intégrable et sous forme cano-

nique^ d\ujualions aux dérivées partielles. Soient C/ les dérivées d'ordre
inférieur ou égal à n, qui n entrent pas dans les premiers membres, et

'/o. Yu - • • » 7^-1 (<==i ,2, . . . , /7)

les nombres fondamentaux de S".
Donnons-nous arbitrairement les/onctions de oc ̂  x^,. * •, x^, analytiques

en x\, .'r0, ..., x^, auxquelles se réduisent les z, pour lesquels on a ̂  == i ;
Puis les fonctions de x.^ OD.^ ..., x^ analytiques en x^, ..., OD^

auxquelles se réduisent
à^ , à^_^

zh àx^ "*' à^{^i
pour x^ == x\ ;

Puis les fonctions de x^ ..., x^, analytiques en .r!{, ..., .r^, aux-
quelles se réduisent

î^ Ji f0^} È^ZL / îf.?^
à^f ^{à^ J ' " > î à^ \à^)

pour x^ == x^ x ̂  •== x\ ;
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Puis les fonctions de x^, analytiques en x^ auxquelles se réduisent

j!^'^z^^^ jL^ /̂ ïlllll̂ ^ ^iz^ f j!!'^^ l^^^^ ^^^^^^^ .,, ^^^^^^

pow .ẑ  == x\, ^ == x^, ..., x,,^, = <T^, ,.
Ces fonctions initiales détermineront immédiatement les valeurs ini-

tiales (^pour Xt == oo\, x^ === oc^...» x,,, = ,r^) /;f^n certain nombre d,e
déwées C. Nous nous donnerons arbitrairement y en dernier lieu, les
constantes auxquelles se réduisent toutes les autres dérivées (Y pour
x^^==... =^==.^.

Si, au îHnsinage de x^, x^ ..., x^ et des valeurs initiales des (7, les
seconds membres des équations de S" sont des fonctions a/ïûlylu/ues de
.z',, <r^, ..., Xin et des (..7, il existe un et un seul système d'intégrales ^,
Sa, ..., ̂ , analytiques en x^\ ... ̂ , mri fiant toutes les é(i nations du
système ï^n et satisfaisant à toutes les corulitions initiales r/ue nous venons
d^ndifuer.

4. Nous allons faire immédiaterrKïnt, à propos de ce tliéorerne ^é-
néral, une remarque importante.

En lisant la démonstration que nous venons d'en donner, on constate
qu'elle ne tient pas compte de ce tait que les équations a{ ne contien-
nent, à l'ordrey, aucune des inconnues z^ z.^ ..., z^^ c^st-a-direde
ce que les équations ont été résolues d'une façon régulière.

Ceci nous conduit à généraliser un peu la définition de la forme
canoniques".

Un système V sera dit canonique s'il se -partage en systèmes partiels
^(j^'n) résolus par rapport à des ensembles canonù/ues E'J satisfaisant
aux conditions (E^y^ c/^)
et si les conditions d'inté^rabilité fournies par les dérivées des équations
o^ sont des conséquences algébriques des équations de S".

Le théorème général précédemment démontré rapplique à tout système
canonique ainsi défini. ^

, ^ .La marche que nous avons1 suivie pour 'arr iver à la fo rme , i^ exige
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(lue l'on ait rangé les variables et les inconnues dans un certain ordre.
Laissons invariable l'ordre des variables. Les inconnues étant dans
l 'ordre z^ z^ , ..., ^, nous sommes arrivé à 2^ dont les équations sont
résolues d'une façon régulière et canonique. Si nous avions mis les
inconnues dans un ordre d i f fé ren t , cette résolution, régulière et cano-
n i q u e nous aurai t condui t à une autre forme 2^ différente de la pre-
mière, de sorte que la forme 2^ est régulière et canonique quand on.
considère les inconnues dans l'ordre s,, ̂  • • • » ̂  mais n'est pius
que canonique lorsqu'on les considère dans un autre ordre.

Il n'y a donc pas de d i s t inc t ion essentielle à faire entre les formes
régulières et canon iques et les formes s implement canoniques.

L ' in té rê t des résolut ions régulières et canoniques réside u n i q u e -
ment dans ce f a i t que, avec le changement de variables, elles const i tuent
un moyen sûr et régulier de constater ITnconipat ibi l i fcé ou d'arriver à
une forme canonique.

5. Le théorème général que nous venons d'établir donne une signi-
fication très r e m a r q u a b l e des nombres f o n d a m e n t a u x y^.

Chaque inconnue z^ introduù dans l'intégrale générale du système,
Y fonc/iom' arintraires de m — (x vciricibles.

Cette signif icat ion, des ind ices des ensembles .E^ montre que la con-
sidérat ion. des ind ices des ensembles canoniques de dérivées était
ind i spensab le pour arriver à une théorie générale.

On peut dire que :
L'intégrale générale d'un système canonique 2/2 contient

2yo fonctions arbitraires de m variables,,
-Sy.i » nz — i: »

2y^.y » , a variables,
^y^î . » ï » .

Elle contient en. outre un nombre limité de constantes arbitraires.
Ce. nombre dépend du nombre des équations auxiliaires et des indices
de tous les ensembles E'̂

On pourrai t ' former son expression générale, mais elle est très com-
pl iquée et n'offre aucun intérêt.



4.64 ET- DELASSIÎS.

6./La méthode même employée pour démontrer le théorème général
montre, sans qu ' i l soit nécessaire de faire aucun nouveau raisonne-
ment;, la propriété très intéressante qui su i t :

L'mlegmiîon d'un système quelconque, complètement intégrable,
d''équations aux dérivées partielles à rn variables ' peut 'lof/Jours, (.rime
infinité de façons, au moyen crun changement de variables et par de
simples résolutions algébriques, être ramenée a /''intégration successive de
m systèmes de K/,,, K^-.^ -^ Ka, K, de M^'' Kmvale^ski, contenant
sueeessiyement ï , '2, ..., rn ~ 'r, m variables.

Celte proposition e s t impor tan tepa r ce fa i tqu/e l le mont re que Fétudo
des propriétés des intégrales des systèmes les p lus généraux d'équa-
t ions aux dérivées par t ie l les se ramène, en dernière analyse, à l 'étude
des propriétés des intégrales des systèmes de M111*6 Kowalevski,

7. Pour p lus de commodité , convenons de désigner par arbitraires
demeure [,x les fonct ions arbitraires de p* variables; les constantes arbi-
traires seront alors dos a rb i t ra i res de genre o.

D'après le théorème général ob tenu , on voit que l ' in tégrale générale
d'un système d 'équations à m var iables c o n t i e n t des arbitraires qu i ne
sont pas toutes du même genre; ce genre peu t varier de o à w.

(Test dans ce résultat , déjà trouvé par M. tiourict pour des systèmes
présentant une certaine général i té , qu ' i l f a o t cliercher la vér i table
raison de ce (ai t que tout système de y équat ions à y inconnues ne
peut pas toujours se ramener, par un changement de variables, à la
forme de M"16 KowalevskL (Test absolum.cnfc é v i d e n t , d'après ce q u i
vient d'être dit, puisque tout système de M11110 Kowalevski , à rn varia-
bles, ne con t i en t , dans son intégrale générale, que des arbi t ra i res de
genre rn — i ,

Cette simple remarque montre déjà 'combien ces systèmes sont par-
t icul iers . Pour en avoir une idée plus nette, cherchons tous les systèmes
à, m variables et ayant 'une intégrale générale ne contenant que 'dos
arbitraires de genre m — i.

Soit ï/11 un tel système, on devra avoir ! ! . , ! !

! y{, = o,1 ! y^ == y\ -:. . .= y^,,, •=: o . ^ ! ( l = i, 2, . - . ,q ),
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pour q u ' i l n'y ait pas d'arbitraires de genre m et des genresm — 2, ...,
2, i . Exprimons maintenant qu ' i l n'y a pas d'arbitraires de genre o.
L'ensemble E^ se composera de toutes les dérivées de z , prises ̂  fois,
au moins , par rapport à x^ et l 'on se donnera a rb i t r a i r emen t les fonc-
t ions de a^, . . . , x,n auxque l l e s se r é d u i r o n t

^IL à^-1^
::/' /Ar,' ' "5 àx^r1

pour,î;i ==;z^. Ces fonctions in i t i a les , qui, sont d 'a i l leurs les seules,
dé termineront les valeurs ini t ia les de toutes les dérivées prises moins
de Y fois par rapport à x ^ , et il faudra que les valeurs in i t i a l e s de
toutes les autres soient déterminées par les équations auxiliaires,
c'est-à-dire que chaque ensemble E^ c o n t i e n n e toutes les dérivées
d'ordre y de s/ prises ̂ \ fois, au moins , par rapport à x^ Si l'on tient
compte de la condi t ion

( V./-t\l < |î\/ ( j < ,.\\ IL/' ) = B^/ v == "• ) i

que doivent toujours vérif ier les ensembles E^ , i l en résultera immé-
d ia t emen t que j sera au, moins égal à 7",, que l 'ensemble E]^ se réduira
a l ' un ique dérivée

^' si
<)a^\

et que les ensembles Kp4"', . . . , E^ seront les ensembles dérivés suc-
cessifs de Ej^

Chaque système crj*' se composera alors d'une seule équa t ion ; les
systèmes successifs crji"'""1, ..., cr^ seront formés par les dérivées succes-
sives de l 'équation o-jî, et ces dérivations n ' introduiront évidemment
aucune condi t ion d ' intégrabil i té .

Nous pouvons donc considérer le système S" comme se réduisant
au système K' formé par les équations cr^ïî. Ce système K' est un sys-
tème d e , < 7 équations à q i nconnues ; ce n'est pas , un système de
M"16 Ko'walevski, parce que toutes les inconnues figurent en général
au même ordre dans une même équat ion e t , qu 'une même inconnue
figure à des ordres d i f férents dans les différentes équations.

Comme cas particulier, considéro-ns les systèmes W dans lesquels
tous les vl û"t mémo valeur r; nous obtiendrons les systèmes les p l u s
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généraux de M"^ Kowalevs'ki où toutes les inconnues enircnt au même
ordre r.

Pour par t icular iser encore plus, supposons que ce système K/, dont
toutes les équa t ions sont d 'ordre r, ne cont ienne aucune dérivée de ̂
prise moins de r — r\ fo is par rappor t à. ^,, . . . , et a u c u n e dérivée
de ̂  prise moins de r"— Fy fois par rapport à a"i. Nous pourrons alors
prendre comme nouvelles inconnues

()''-~^Z^ ^''-'''IZ^
^^••j^^ ..., a^^^^

et nous ob t iendrons les systèmes de M"^' Kowalevski dans lesquels les
inconnues n ^ e n t r e n t pas toutes au même ordre.

Réciproquement , considérons un système de M'"^ Kowalevski ou les
inconnues u^ u^, ..., u^ entrent respectivement aux ordres r,, r ^ , . . . , ^.
II su f f i t d'y f a i r e le changement

()''-''^^ ()''-/'-/..",,//.r-r - 1 ^ —.—.....-, . , ., u (,1;':"':: .-.-..---—--.-',1 ôa^ / 1 ' / àx\ ' ' i

en prenant pour r un nombre entier quelconque égal ou s u p é r i e u r au
plus grand des nombres r < , r^ . , . , /^, pour retomber sur u n système K'
où, toutes les inconnues entreront à l'ordre r, .[/application du théorème
général montrera qu'on peut se donner arbi trairement les fonct ions de
^, ..,, oc'^ auxquels se réduisent

()S, ^ / f -> I5/
z l 9 J'^ '"? ^'F1

pour .T^ == ûc^, c^est-à-dire les valeurs de
^ <)/••-/•r•"15/ < ) t ( î (^r^a,,,, ̂  ^., ^^a^ ^ , - - > j^p.

pour ̂  ===; ,z^, et l e s r — r / premières fonctions init iales disparaîtront
dans les expressions de u^ et des autres inconnues u, (Fest ainsi qu'on,
voit que le théorème de M.^ Kowalevski, qui a servi à établir notre
théorème, général, y rentre comme cas très particulier. !

8. Dans le même ordre d'idées,' nous pouvons chercher à quelles
conditions l'intégrale générale ne, contiendra que des arbitraires du
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genre o, c'est-à-dire dépendra d'un nombre limité de constantes arbi-
traires. 11 faut et i l suffit pour cela que l'on ait

f^y\ =.. •=-/i»,-..i =<•> O'=i, 2, ..., 7);

ce q u i s ignif ie que tous les ensembles E^ doivent être complets. Cette
condi t ion ne diffère que par la forme de celle que l'on donne habi-
tue l l emen t .

Cherchons le nombre des constantes arbitraires. II. n'y a pas ici de
fonctions arbitraires dé terminant les valeurs ini t ia les de certaines dé-
rivées, de sorte qu'on pourra se donner a rb i t r a i r emen t les valeurs
in i t i a l es de toutes les dérivées qu i n 'en t ren t pas dans les premiers
membres; comme les ensembles E^ sont complets , les dérivées que
nous considérons seront au plus d'ordre n. — i .

Si l 'on désigne par N le nombre des équations auxil iaires, le nombre
des constantes arbitraires de l ' intégrale générale sera

^ 'm _ Y
•^/M-rt-1 •n*


