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EXTENSION DU THEOREME' DE CAUCHY

D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES,

Par M. Eriesxe DELASSUS,

PROFESSEUR AU LYCEE DE DOUAL

INTRODUCTION.

Depuis Cauchy (') (1842 ¢t 1843), et surtout dans ces dernieres
années, le probleme de I'existence des intégrales des systemes d’équa-
tions aux dérivées particlles a donné lieu & un assez grand nombre de
travaux intéressants.

Je ne ferai que citer les Mémoires de MM. Briot et Bouquet (?)
(1856), de MM. Méray (*), Bouquet (*), Mayer (*) (1872), de M. Dar-
boux (*), de M™¢ Kowalevski (7) (1875), de M. Konig (*) (1884 )etde
M. Bourlet (*) (1891).

Je m’occuperai surtout d’une suite ininterrompue de recherches

(1) Caveny, Comptes rendus, t. XIV, XV, XVL

(2) Brror et Bovourt, Mdémoire sur les fonctions définies par des équations différen-
tielles (Journal de I’Lcole Polytechnique, XXXVI¢ Cahier).

(3) Miiray, Nouveaw précis d’Analyse infinitésimale, p. 143.

(*) Bovougr, Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, t. III, p. 265.

(%) Mayer, Mathemalische dnnalen, t.V, p. 448.

() Darpoux, Comptes rendus, t. LXXX, p. 101 ¢t 317.

(7) M™e KowALrvsky, Journal de Crelle, t. 80, p. 1.

(8) Kowg, Ueber die Integration simultaner Systeme particlle Differentialgleichungen
mit mehreren unbekannten Functionen (Mathematische Annalen, t. XXIII).

(%) Bourret, Sur les équations aux dérigées partielles qui contiennent plusieurs fonc-
tions inconnues (Annales de U Lcole Normale, Suppl.; 1891).
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entreprises par M. Méray ('), poursuivies par M. Méray en collabora-
tion avec M. Riquier (*), reprises par M. Riquier seul (*) et aboutis-
sant & un Mémoire remarquable (*) présenté en 1894 a I'Institut par
ce dernier auteur. Ge Mémoire a pour but d’établir, d’'une facon rigou-
reuse, dans les circonstances générales et a ’exclusion de tout cas
exceptionnel, I'existence des intégrales d’un systeme différentiel quel-
conque.

La solution du probleme dépend de la recherche d’une forme cano-
nique générale. M. Riquier, en faisant correspondre aux variables et
aux inconnues des nombres entiers qu’il appelle cotes premicres,
cotes secondes, etc., est conduith définir des systémes orthonomes qu’il
prend pour base de tous ses raisonnements. 11 montre que tout sys-
teme d’équations aux dérivées partielles peut se ramener i un systemo
orthonome passif linéaire et du premier ordre. Dans de Lels systemes,
la formation par différentiation de toutes les ¢quations, jusqu’a ordre
infini, permet de séparer les dérivées des fonctions inconnues en deux
classes, les unes étant principales et les autres paramdétriques, ot
M. Riquier montre qu’en se donnant arbitrairement les valeurs ini-
tiales des dérivées paramétriques, on peut reconstruire les développe-
ments en séries des intégrales cherchées et que ces développements
sont convergents.

Ces résultats sont établis en toute rigueur par M. Riquicr, mais la
démonstration qu’il en donne, non seulement est trés compliquée,
mais est bien artificielle & cause de I'introduction de oes cotes qui in-

(1) Miray, Démonsiration générale de Uexistence des intégrales des équations aux
derivées partielles (Journal de Mathématiques; 1880).

(2) Miray et RiQuiEr, Sur lu convergence des développements des intégrales d’un sys-
teme d’équations différenticlles totales (Annales de [’ Ecole Normale; 188¢),

Sur la convergence des développements des intégrales ordinaires d’un systéme d’équa~
tions différenticlles particlles ( dnnales de ' Ecole Normale ; 1890).

(?) Riquien, De Uexistence des intégrales dans un  systéme différentiel quelconque (An-
nales de ’Ecole Normale; 1893).

Sur la réduction d’un systéme différenticl quelconque & un systéme lindaire et compli-
tement intégrable du premier ordro (Annales de U Zcole Normale; 1893).

(*) Riquier, Mémoire sur {’existence des inidgrales dans un systéme différenticl quel-
conque ct sur la réduction d’un semblable systéme & une forme linéaire et complétement
intégrable du premier ordre (Mémoire des Savants étrangers, 1, XXXII).
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terviennent d’une facon bien bizarre dans la question. Ceci justifierait
déja la publication de ce Travail ol les résultats de M. Riquier sont
retrouvés d’une fagon beaucoup plus naturelle et plus simple en sui-
vant une voie tout a fait différente; mais il y a plus, c¢’est que le Mé-
moire de M. Riquier n’a pas résolu la question aussi completement
qu’il est possible de le faire.

Ce qui fait Pintérét du théoreme de Cauchy, sous la forme classique
que lui a donnée M™¢ Kowalevski, ¢’est que, non seulement ce théortme
démontre Pexistence des intégrales, mais indique en méme temps des
fonctions arbitraives, en nombre fint, ayant des relations simples avec
les intégrales, les déterminant completement, et susceptibles d’étre
interprétées géométriquement.

Les intégrales de M. Riquier sont des séries dont une infinité de
cocfficients sont arbitraires. Ces coefficients arbitraires sont les valeurs
initiales des dérivées paramétriques, et les systemes orthonomes, aux-
quels cet auteur ramene tout, sont d’une forme tellement générale
qu’il est impossible d’apercevoir la loi de succession de ces dérivées
et, par suite, d’avoir une idée de la facon dont on pourrait les grouper
pour former des fonctions arbitraires ayant des relations simples avec
les intégrales cherchées. Ce résultat n’a pu étre atteint que dans des
cas (res particuliers, par M. Bourlet, dans sa These déja citée.

Dans un Mémoire récent (1), Iétude de la nature des singularités
des intégrales des équations linéaires aux dérivées partielles m’avait
conduit i mettre les systemes linéaires & une seule inconnue sous une
certaine forme qui permettait d’apercevoir facilement un grand
nombre de propriétés des intégrales. Ayant reconnu plus tard que
cette forme conduisait tres simplement & un théoréme analogue a celui
de Cauchy, je me suis proposé de la généraliser ainsi que les résultats
qu’elle fournissait.

C’est exposé détaillé des résultats auxquels je suis parvenu en sui-
/ant cette voie, qui constitue le Mémoire actuel.

Jusqu’a présent, on s’est bien peu occupé du changement de va-
riables dans les systemes d’¢quations aux dérivées partielles. Partant

(1) Derassus, Sur les équations linéaires aux dérivées partielles (dnnales de U'Ecolg
Normale; 1896),
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a priori de certaines formes auxquelles on peut généralement ramener
des équations en nombre limité, on s’est borné a chercher si le chan-
gement de variables ne pourrait pas toujours y conduire; comme
¢’était probable, le résultat a été négatif. On en a tout naturellement
conclu que ces formes étaient trop particulitres, mais on n’a jamais
cherché s’il existait des formes réduites, un peu plus générales, aux-
quelles le changement de variables pourrait conduire sans avoir &
craindre des cas exceptionnels. Comme je le montre dans le Chap. Il
de la premiere Partie, et c¢’est 1a le point capital de ce Travail, de telles
Jformes existent et leur emploi dans la formation des équations succes-
sives d’un systeme conduit forcément & retrouver, avec une démons-
tration beaucoup plus simple, ce théortme extrémement remarquable
dit a M. Tresse (') :

Un systéme d’équations aux dérivées particlles élant défini d’une fagorn
quelconque, ce sysiéme est forcément lmité, ¢ est-a-dire qu'tl existe un
ordre fini s tel que toutes les équations d’ordre supcricur @ s que comprend,
le sysicme se déduisent par de simples différentiations des cquations
d’ordre égal ou inféricur & s.

Ce théoreme, en montrant que P'étude des équations en nombre
infini appartenant & un systeme différenticl se ramene & I'étude d'un
nombre fini de telles équations, a constitué certainement 'un des pro-
gres les plus considérables réalisés jusqu’a ce jour dans la théorio
tnérale de ces systemes.

o
o

Le changement de variable permet, par une suite régulitre d’opé-
rations, d’arriver a mettre en évidence Uincompatibilité des équations
qui définissent le systeme ou d’obtenir une forme canonique compléte-
ment intégrable et imitée d’apres le théoreme de M. Tresse. Cette formo
est infiniment plus simple que celle employée par M. Riquier, et elle
est absolument générale. C’est elle qui sert de base & tous les raison-
nements développés dans la deuxieme Partic et relatifs & P'existence
des intégrales.

Daus cette seconde Partie, je ne cherche pas & démontrer directle-

(1) Tresse, Swr les invariants différenticls des groupes continus de transformations
(deta Mathematica, 1894).
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ment la convergence des séries; on pourrait certainement le faire,
mais, de cette fagon, on ne serait probablement conduit au résultat
complet qu’aprées des caleuls tres pénibles. Je me sers d’une propriété
remarquable de ma forme canonique :

L’intégration d’un systéme & m variables et sous forme canonique se
raméne a lintégration successive de m systémes de M™® Kowaleyske, con-
tenant successivement 1, 2, ..., m — 1, m variables.

C’est en partant de cette propriété et par Papplication successive du
théoreme de Cauchy que jarrive & trouver un thcoréme analogue a
celut de Cauchy, s appliquant a tous les systémes completement inte-
grables, ¢’est-a-dire ayant des solutions, démontrant I'exisience des in-
tégrales analytiques et déterminant les fonctions et constantes initiales,
en nombre fint, dont dependent ces intégrales.

Les fonctions initiales données par ce théoréme, dont’énoncé est
trop long pour étre rapporté ici, ne dépendent pas toutes du méme
nombre de variables, résultat qui avait déjd été trouvé, dans un cas
particulier, par M. Bourlet.

PREMIERE PARTIE.
FORME CANONIQUE GENERALE DES SYSTEMES D'EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES.

[.

1. Proposons-nous de ranger, d’aprés une loi uniforme, les déri-
vées particlles d’un méme ordre d’une fonction s de @, @y, ..., Tp.
Dans ce but, nous allons reprendre le procédé déja employé par
M. Tresse.

Considérons les dérivées d’ordre n

0"z
Oyt Co=t ..., ,=—=—n).
dxgrdxfr . .. dxn (o ? " )

Ann, de I'Fe. Normale. 3° Série. Tome XII. — Novemsre 1896. 54
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Nous commencerons par les ranger d’apres les valeurs décrois-
santes de a,, ce qui nous donnera un certain nombre de groupes de
dérivées, que j'appellerai les groupes G, et qui scront définis chacun
par une valeur de I'indice «,.

Dans chaque groupe G,, rangeons toutes les dérivées qui y figurent
d’'apres les valeurs décroissantes de «,; de cette facon, chaque
groupe G, sera décomposé en un certain mombre de groupes G, ot
chaque groupe G, sera défini par une valeur de o, et une valeur de o,.
On pourra continuer ainsi et arriver, en dernier lieu, & des groupes
Gyn—, formés chacun par une seule dérivée.

Par raison de symétrie, jappellerai G, le groupe formc par toutes
les dérivées d’ordre 7.

En outre, nous remarquerons que le premier groupe G,, figurant
dans G,, contient une seule dérivée, et qu’elle est prise uniquement
par rapport & 2,; de méme, le premier groupe G, figurant dans un
quelconque des groupes G, autre que le premier, est constitué par
une seule dérivée, et cette dérivée est uniquement prise par rapport
ax, et x,.

En général, le premicr groupe Gy, figurant dans un groupe G, _,, est
constitué par une seule dérivée qui est uniquement prise par rapport
aux variables @, z,, ..., x,.

A partir de ce moment, je supposerai toujours que les dérivées
d’un méme ordre de z sont rangées de cette facon, de telle sorte que
expression la pme déripée d’ orclm n de z ait un sens précis.

2. Considérons un ensemble de dérivées d’ordre n» de z, il sera
constitu¢ par p de ces dérivées. Si ces p dérivdes sont les p premicres,
nous dirons que U'ensemble est canonique. Nous réserverons la lettre 1
pour désigner de tels ensembles de dérivées.

Un ensemble canonique sera dit nul si le nombre des dérivées qui
le constituent est o, ot complet s'il est constitué par toutes les déri-
vées de 'ordre considéré.

Un ensemble canonique est complotement défini par ordre 7 et le
nombre p des dérivées qui le composent, mais il est du plus grand in-
térét, pour la suite, d’introduire de nouveaux nombres de la fagon sui-
vante :
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Soit e I'ensemble des dérivées d’ordre  qui ne figurent pas dans
I’ensemble canonique E que nous considérons; en parcourant, en sens
inverse, les dérivées qui forment e, nous rencontrerons d’abord, en
entier, un certain nombre g, de groupes G,. Les groupes G,, ainsi
obtenus, sont ceux qui correspondent aux valeurs o, 1, 2, ..., gi— 1
de l'indice «,, et le groupe G, pour lequel on a o, = g, ne figure pas
en entier dans e. -

Soit e, ce qui reste de ¢ apres la suppression de ces g, groupes G, ;
e, n’est plus qu’une fraction d’un groupe G, etl’on y trouvera, en en-
tier, les g, groupes G, qui correspondent i la valeur commune g, de
I'indice o, et aux valeurs o, 1, 2, ..., go — 1 de l'indice a,.

Soite, ce qui reste de e, quand on en a retranché ces g, groupes G,;
e, n’est plus qu'une fraction du groupe G, pour lequel ona o, = g,
@, == g,; ON pourra en extraire g, groupes G,, etc.

Nous obtiendrons ainsi 7z — 1 nombres g, g., ..., gn-s- Dans un
but de généralisation, nous y ajouterons le nombre g, de groupes G,
figurant dans e.

Les m nombres g,, g» -+, §m-y S'appelleront les indices de en-
semble B.

Un ensemble canonique complet sera caractérisé par

S = g1 = 89T s = g -1 =0,
Dans tout ensemble canonique non nul on aura
Zy== 0,
et 'ensemble canonique nul sera caractérisé par

So=1, IS = = g1 =0,

Lorsque deux ensembles canoniques E et E, du méme ordre n sont
respectivement formés de p et p, dérivées, si 'on a p<p,, on dira
que Pensemble E, est plus grand que 'ensemble E et on l'indiquera
symboliquement par

E<E;.

En outre, si I'on désigne par ¥y, Yi» Yor --+» Ym—s les indices de
ensemble B, et pary,, Yi» Yas > Ymes ceux de E,, il y aura un des
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nombres 1, 2, ..., m — 1, p. par exemple, pour lequel on aura
Vo= 70 =71 EERR) Vo1 = i1 70> Yo

Et, réciproquement, si une telle condition est satisfaite, on a forcé-
ment
E<E,.

3. Soit E"un ensemble d’ordre . Prenons, par rapport i toutesles
variables, les dérivées de tous ses termes; nous arriverons 4 un nouvel
ensemble d’ordre n + 1 que nous appellerons Uensemble derivé de B*
et que nous représenterons par (E*)’. Je vais démontrer, & propos de
ces ensembles dérivés, la propriété suivante, extrémement importante
pour la suite :

Tout ensemble canonique B’ a pour dérivé un ensemble canonique
d’ordre n + 1 et ayant les mémes indices.

Soit E**' I'ensemble canonique d’ordre n -+ 1 ayant les mémes in-
dices que E”, et désignons par v,, Y., ., Ym-s les valeurs de ces
nombres.

Prenons une dérivée quelconque appartenant i B”

0"z
dc% dweds . .. Jatm

Il'y aura forcément un nombre p. tel que
Oy == Y1y Oy Y, “owy Gt == Yt oy, > 7
Une dérivée de ce terme sera de la forme

grrls

dx$r Qxge ... 0z fim

Sila dérivée a été prise par rapport & une des lettres @, ,, ..., @,
par exemple par rapport & «,, on aura

oy == oy, oty == ey, RN Clyy 1 T Oy oty == Oty - I
et, par conséquent,

a;:—_yl, “12:72’ saey OC(,__iz'/v_l, 5"’1>'/v;

de sorte que la dérivée d’ordre n -+ 1 appartient certainement a B*+.
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Si I'on avait dérivé par rapport & I'une des lettres @y, ..., Z,, on
aurait eu

o\ = oy, o, = oy, ce et = Sy 1, o == Uy,
et, par conséquent,
oy = Y1, Oty == 7as cel, Gt == Yp—ts 2o >> Yo

et la conclusion aurait ét¢ la méme.

Nous avons ainsi démontré que toutes les dérivées des termes de E”
se retrouvent dans E#+'; il reste & démontrer I’inverse.

Soit

()lH-lz

da¥ Qxgs . . 0 Fm

une dérivée quelconque appartenant & E*+'; il y a un nombre ¢ pour
lequel on a

o'y =Y, &) =7, ey Ayt = Y1 %y > Yy
Supposons d’abord «, > v, -+ 1; prenons

' R e mp!
Oy == Oy, Gy == Uy, ceey gy == Kpgmmty Oy, = dp.— I,
/ R
At == ppiety ceey Oy == Ay«
On aura
xy ==, ULy =72y vy Aot = Y pp—1 %y > Y

de sorte que
oz
dx$r dxdr ... dxgm

appartiendra & E” et que le terme considéré de E**' en sera la dérivée
par rapport a .

Supposons maintenant o, = y,+ I.

Remarquons que la derniere dérivée qui figure dans E* est

"5
J
()‘%-'Ii dlxxz - ()x;{br:-«x dx’,""'(Y(+Y=+'--+Ym—xl

de sorte que /
Y1k Yot Yu S,



430 ET. DELASSUS.

Sil’ona
Vit Yat.. A Yp=2n ct

on a

Jp+1=—- = Ym—17=0,

Yi+Yet+. oYt I=n 415

la dérivée d’ordre n + 1 considérée est forcément

()n—+-l z

-
da): 0zye ... dzlp™

et ¢’est la dérivée par rapport & z, du dernier terme de E”.

Si I’on suppose, en dernier lieu,

Va2 St 7[L< 1,

on aura

}/1+72+...+7[L‘+‘1<N+l;

de sorte que I'un des indices ey, .., &, ne sera pas nul; supposons,

par exemple, que ce soit o, (v > ).
Nous prendrons

— ’ J— ’ —— /
Oy == Oy, Ag== Uy, ey Ky, = Gy,

On aura

Uy ="Y1> Ay == Yy

de sorte que la dérivée
)"z

Oy === oty 1

Lpmt1 == Yu—1>

dx§rguwe . .. Qup

!
- -
‘A/Il o al!l M

oy = Yus

appartiendra & E* el que la dérivée d’ordre n + 1, que nous considé-
rons, en sera la dérivée par rapport & z,.

Nous avons, de cette fagon, démontré que tout terme de B est la
dérivée d’un terme de E”, ce qui achiéve la démonstration de notre

théoreme.

4. De cette remarquable propriété d’invariance des indices relati-
vement a la dérivation, nous allons déduire une proposition dont I'im-

portance apparaitra plus tard.
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Considérons une suite infinie d’ensembles canoniques d’ordres

croissants
Er, Ee+y, ) E®. ..,

tels que I'on ait, quel que soit .,
(E#) ZEv-+

Je vais démontrer que le nombre des termes de la suite, pour lesquels
i y ainégalité, est forcément limité.

Soient y,, 115 Y2» -+-» Ym-s les indices de I'ensemble canonique ini-
tial B*. La dérivation ne changera pas ces nombres, de sorte que, tant
que nous n’arriverons pas a un terme pour lequel il y a inégalité, nous
trouverons toujours les mémes valeurs des indices.

Quand nous arriverons a un terme pour lequel il y a inégalité, c’est
que ce terme contiendra plus de dérivées que I'ensemble dérivé du
terme précédent, ce que nous exprimerons en disant qu’on a ajouté
des dérivées nouvelles.

Chaque fois qu’on ajoute une dérivée nouvelle, g,-, diminue d'une
unité sans changement des autres g; il en résulte qu’au bout d’un
nombre limité d’opérations, on arrivera & avoir g,., = o. A ce mo-
ment, Paddition d’une dérivée nouvelle fera diminuer g,,., d’une unité
et fera reprendre & g,—, une valeur finie, qui dépendra de Uordre au-
quel on sera arrivé par la dérivation. L’addition d’un nouveau nombre
limité de dérivées nouvelles fera diminuer & nouveau g,,—, d’'une nou-
velle unité; de sorte que, en continuant, on arrivera, par un nombre
limité d’additions de dérivées nouvelles, &

Em—2 = 0y Em—-1=0;
% ce moment, une nouvelle dérivée diminuera g,—, d’une unité et
fera reprendre & gy, ¢t gm—y des valeurs finies dépendant de l'ordre

auquel on est arrivé.
On voit aisément, par la continuation du méme raisonnement,
qu'aa bout d’un nombre limité d’additions de dérivées nouvelles on

arrivera a

So=81=g=-. - =&m—1—=0,

¢’est-a-dire & un ensemble complet; & partir de ce moment, les en-
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sembles qu’on obtiendra successivement par la dérivation seront tous
complets et, par suite, on ne pourra plus jamais ajouter de dérivées
nouvelles.

Le nombre de fois qu’on peut ajouter des dérivées nouvelles étant
forcément limité, il en résulte nécessairement que le nombre des termes
de notre suite, pour lesquels a licu I'inégalité

(B) < B,
est forcément limité.

L’intérét de ce théoreme véside dans ce fait qu’il est, comme nous
le ferons bientot voir, identique au fond & celui de M. Tresse.

Nous avons ainsi, par la considération des indices, donné une dé-
monstration tres élémentaire de cette importante proposition.

Cela suffirait pour justifier Vintroduction de ces nombres, mais la
seconde Partie de ce travail montrera encore plus leur importance,
en donnant A certains d’entre eux une signification extrémement
remarquable.

[1.

Le théoreme de M™¢ Kowalevski suppose que les équations qu’il
considere sont résolues par rapport a certaines dérivées bien déter-
minées. On a alors été conduit & chercher si on ne pourrait pas tou-
jours arriver & ce résultat au moyen d’un changement de variables.
M. Bourlet, & propos des svstemes de M. Konig, s’est occupé de
cette question et a démontré, par un exemple simple, que le chan-
gement de variables ne permeltait pas toujours d'éviter des cas
exceptionnels.

Les auteurs se sont bornés, jusqu’a présent, a chercher, dans ces
sortes de questions, ce que le changement de variables ne pouvait
pas donner, mais n’ont jamais cherché ce qu’il pouvait donner si-
rement.

1. Cest de cette recherche que je vais m’occuper ici, et je commen-
cerai par démontrer le théortme suivant, qui est absolument fonda-
mental dansle développement de notre théorie dessystemes d’équations
aux dérivées particlles.
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Si p équations aux dérivées partielles, d’ordre n en =, sont algébrique-
ment distinctes, relativement aux dérivées d’ordre n de =; il Yy a une
infinite de changements de variables qui les rendent résolubles par rapport
aux p premieres dérivées d’ordre n de =.

Cette propriété est bien connue dans le cas d’une seule équa-
tion; pour démontrer qu’elle est générale, je vais prouver que, si
elle est vraic pour p — 1 équations, elle est forcément vraie pour p
¢quations.

Soient F\, Iy, ..., F, les p équations données, d'ordre n en = et
algébriquement distinctes, relativement aux dérivées d’ordre n de =.

[Faisons un changement de variables, elles resteront algébriquement
distinctes et, comme nous admettons la propriété pour p —1 équations,
nous pouvons supposer que ce changement ait été choisi de facon que
les équations F,, Fy, ..., F,_, soient résolubles par rapport aux p — 1
premieres dérivées d’ordre 2 de z. Faisons cette résolution et portons
les valeurs trouvées dans I'équation F,; elle contiendra encore des
dérivées d’ordre n de =, puisque les p équations sont distinctes rela-
tivement a ces dérivées; les dérivées d’ordre 2 qui y figurent encore
sont toutes de rang supérieur & p — 1, et on peut supposcr que la
dérivée de rang p n’y figure pas; sans quoi le théoreme serait dé-
montré.

Nous avons done toujours le droit de partir d’un systeme de la forme

L e (1. )=o
&, 4oy (n...)=o0,
.................... ,
Epeet = 0pa (... ) =0,

o, (£...)=o,

o, £y, ..., %,y représentent les p — 1 premieres dérivées dordre
n de z; ol les m représentent les dérivées d’ordre n de =, dont le rang
est supéricur & p — 1, et les £, celles dont le rang est supérieur a p.
Les fonctions », en outre des = et des {, contiennent les dérivées des
ordres inféricurs.

Pour ne pas compliquer inutilement les notations, nous ne suppo-
serons que trois variables a,, x,, x, 5 le raisonnement n’cn sera pas
moins tout & fait général.

Ann. de U'FEc. Normale. 3¢ $éric. Tome X1, — Novemsue 18gf. .
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Soit un changement de vaviables

= a A b oxy ey,
xy, =a'x, + 0 2, ay,

ay == axy - Uy ey,

dans lequel les coefticients sont des constantes que nous laisserons
arbitraires.

Soient €, ¢, ... les dérivées successives d'ordre 7 de = par rapport
aux nouvelles variables.

Une quelconqgpe des dérivées £ est une fonction linéaire des déri-
vées & quon obtient facilement de la facon suivante :

Représentons symboliquement une quelconque des dévivées &, par
exemple

)z
Dt )Lty

par X7 X%X% et faisons le changement

9

Xy aX) @ X - a" X,
Xy == OXY - O'X 4 07X,
Xy X+ !X = ¢ X,

nous aurons 'identité
N X g X = (a X + @' X - a@” X )2 (OX| == 0K, - 6" X )% (e X A4 ¢! X - ¢ X )%

Le second membre, développé et ordonné, est une fonction linéaire
et homogene de termes d'ordre 2 et de laforme X% X% X\ %5 ¢'esl-
a-dire une fonction linéaire ¢t homogene des 2. Nous obtenons ainsi
Pexpression de & au moyen des %',

Considérons maintenant le déterminant fonctionnel de nos p équa-

- \ap T AR z
tions par rapport a6, &,, ..., %,

Dé S do, dn é, LT
= L T =L o
0E z Jn 0] JE, zﬂ dn g,
D= 0¢,-, 09, 01 Jé O 091 01 |5
T et S Zrpor 20 p=t Yp-1 (I E]
D S X
PIRAZIII PR U3
a5 0E, oL 0z,
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' QS y ) N o T 'l‘ l’ -'-’ ! 1
Cest une fonction des variables ', ), ,, et des constantes arbi-
N ’ n . .
traires a, a', a”, b, 0, 0", ¢, ¢’, ¢”; elle contient en outre la fonection
arbitraire z.
Si D est identiquement nul, quels que soient 2, ', 2, 5, a, @, ...,
D sera encore identiquement nul quand on Pexprimera au moyen de
ariables quelconques et, en particulier, au moyen des variables pri-
- a7z Jo, . . .
mitives. Alors les 3,11 et les 'J?/‘ ne contiendront plus les arbitraires
2
@, a’y ...y et D ne dépendra de ces constantes arbitraires que par I'in-

Sy . o:
termédiaire des ik

Par hypothese, il y a dans g, au moins une dérivée d'ordre 2 de =.
Soit §, la premivre quiy figure cffectivement, on aura

do, »

- pran o
():1 ’

Je vais alors montrer que D n’est pas une foncetion de «, @', ', b,
O, 0, e, ¢, ¢ identiquement nulle.

D, considéré comme fonction de ces lettres, est un polynome entier
de degré np, puisque chacun de ses termes est un polynome homogene
de degré n.

Parmi les termes qui composent ce polynome, choisissons-en un
certain nombre de la fagon suivante : Prenons tous les termes qui
sont du degré le plus élevé par rapport & 'ensemble des trois lettres
a, a', a’, et, parmi eux, ceux qui sont du degré le plus ¢levé par rap-
port & Pensemble des trois lettres b, 07, 07, 1l est clair que, sile poly-
nome D estidentiquement nul, le polynome D', formé par I'ensemble
des termes ainsi séparés, sera aussi identiquement nul. Cherchons a
le former.

Il faudra évidemment prendre, dans chaque terme de D, les termes
du degré le plus élevé relativement & @, @', ’, et, parmi eux, ceux du
degré le plus élevé relativement d b, &', b". Sia, oy, o sont les indices
9
¢
a’ et du degré o, en b, ', b", de sorte que nous devrons, dans chaque
¢lément de D, prendre la portion qui correspond au & de moindre
indice.

de dérivation d’un &, tous les = de ce & seront du degré o, en a, a’,
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Les termes que nous cherchons ne pourront done se trouver que
dans

0z, 0z,
02 B
0% Jip
e o
09, 0% d3, 0¢,
oz, 05 T 0z 0z,

Dans la premiere ligne, (ous les termes sont du méme degré en «,
a, ' et du méme degré en b, ', 0", et il en est ainsi pour toutes les
autres lignes. Il en résulte que le déterminant que nous venons de
former a tous ses termes du méme degr(z ena, a, a’ et du méme degré
en b, b, b et par conséquent n’est aulre que le polynome D",

Si Pon pose

0E Az
0z vz
A= ()"é 1 ():j Pt |2
()E/l (}5;:
I, 0%,
JE, Jz,
Oon aura

k)
D= A"

Jz,

Comme, par hypothese, (—f;::’ n’est pas identiquement nul, il nous
suffit de prouver que A n’est pas identiquement nul. Dans ce but,
nous allons appliquer & A un procédé analogue i celui que nous avons
employé & propos de D.

Nous considérerons les termes de A relativement aux trois lettres
a, b, .

Dans le polynome A, prenons les termes du plus fort degré par rap-
port & Pensemble des deux lettres &', ¢, et, parmi eux, ceux qui sont
du plus fort degré relativement & . Parmi les termes ainsi obtenus,
choisissons ceux qui sont du plus fort degré en ¢, et, parmicux, ceux
qui sont du plus fort degré en &',
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St A était identiquement nul, 'ensemble des termes ainsi isolés le
serait aussi.
Dans une quelconque des p — 1 premieres lignes, correspondant i
un % dont les indices de dérivation sont «,, «,, a,, on voit facilement
que la regle précedente conduit au terme

a* b'% "%,

quil est seul de son espece, a pour coefficient 1 et ne se trouve que
dans la dérivée du £ considéré par vapport au £ dont les indices de dé-
rivation sont les mémes, ¢’est-a-dire par rapport au & de méme rang.
Il provient done de I'élément qui appartient & la diagonale principale.

Dans la derniere ligne, les termes que nous définissons ne peuvent
se trouver que dans la dérivée de {, par rapport au & de rang le plus
¢levé, c’est-d-dire par rapport & €. Ils proviennent donc encore de
Pélément qui se trouve dans la diagonale principale.

Il résulte de Ta que les termes que nous cherchons i isoler ne peu-
vent provenir que de

)ép—y 0%,

TN Y

e, D&,
- e et e o Y7
2 déy 4 0Z,

JZ OE

et cela suffit pour démontrer que leur ensemble n’est pas identique-
mentnul, ce quiacheve completement la démonstration de notre théo-

reme.

2. Occupons-nous maintenant des équations a plusieurs inconnues.

Soient ¥, F,, ..., F,, p ¢quations aux dérivées partielles d’ordre n
contenant les inconnues 2y, %, ..., 5, et qui sont supposées algébri-
quement distinctes relativementaunx dérivées d’ovdre nde z,, z,, ..., z,.

Je commence par mettre les inconnues =z, =, ..., 5, dans un ordre,
Sy By, - .., 5, par excmple, que je choisirai arbitrairement, mais qui,
une fois choisi, sera conservé indéfiniment.

Parmi les ¢quations ¥, il y en a au moins une qui contient z, &
Pordre 7, j’en tirerai une dérivée d’ordre n de 5, ct je la porterai dans
les autres. Si parmi clles il y en a une qui contient encore 5, & ordre
n, jen tirerai une nouvelle dérivée d’ordre n de z,, et ainsi de suite.

Jarriverai ainsi & résoudre les équations par rapport a p, dérivées
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d’ovdre n de 5, et les p — p, équations restantes ne contiendront plus
les dérivées d’ordre n de z,.

Sur ces p — p, nouvelles équations, je refais le méme caleul & pro-
pos de 'inconnue z,; jarrive & les résoudre par rapport i un certain
nombre p, de dévivées dordre n de z, etles p — p, — p, ¢quationsves-
tantes ne contiendront plus ni z, ni z, & Povdre 7.

Je pourrai ainsi continuer jusqu'a ¢puisement complet des incon-
nues.

Varriverai & avoir résolu mes p équations par rapport i p, dérivées
dordre n de 5, p, dérivées d’ovdre n de =, ..., p, dérivées d'ordre »
de z,. Le nombre p, ne sera jamais nul, les nombres p,, py, ..o, p,
pourront I’étre, mais on aura toujours

Pt pa-to o py g
je dirvai alors que jai fait la résolution régulicre des p équations.

Cette résolution régulivre met le systeme I, F,, ..., F, sous la

forme

/)

| G— 2. | 7
(l)l ...... 0, D2z o, , 1l)1/ O
...... , , .y ey
1 ]
(l)/'l 0, ([l/): L0, ([D;{ll O,

ot les équations @ ne contiennent, & Pordre n, aucune des inconnues
Iy Fas eees S, cLsont algébriquement distinetes relativement aux
dérivées dordre n de z;.

Réciproquement, si un systeme d’équations est sous cetle forme, on
voit immédiatement gqne sa résolution régulivre conduira précisément
aux nombres py, po, ..., p,.

En outre, il est évident que la forme que nous venons de donner
au systeme se conserve par un changement quelconque de variables,
d’otu résulte :

Les nombres py, pa, .., p,, awrquels conduit la résolution régulicre
d’un systéme d’équations distinctes d’ ordre n, sont indépendants des va-
riables chotsies.

On apercoit maintenant, avec la plus grande facilité, le parti qu’on
va pouvoir tirer du changement de variables.

Supposons qu’on ait préalablement fait la résolution réguliere du
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systeme, avee les variables actuelles, de facon & mettre ce systeme
sous la forme précédente. )

On pourra résoudre les équations @, indépendamment de toutes les
autres, en les considérant comme des équations aux dérivées partielles
d’ordre n, contenant la seule inconnue z; et 'on aura encore le droit
d’opérer ainsi apres un changement quelconque de variables, puisque,
apres un tel changement, les équations @ restent encore les équa-
tions &7,

Nous pouvons alors appliquer l¢ théoreme que nous venons de dé-
montrer au début de ce Chapitre.

Les équations ®' pourront, apres le changement de variables, étre
résolues par rapport aux p, premieres dérivées d’ordre 72 de z,, pourvu
que les coefficients de ce changement de variables ne satisfassent pas
i certaines conditions se traduisant par des égalités.

De méme les équations @* pourront étre résolues par rapport aux
e premicres dérivées d’ordre node z,, pourvu que les coefficients du
changement de variables ne satisfassent pas a certaines égalités.

Kt ainsi de suite. Nous arrivons ainsi au théoreme exteémement im-
portant :

Si la reésolution régulicre d’un systéme d’équations distinctes, d ordre
n, conduil aux nombres py, p., ..., py, iest toujours possible, et d’une
infinité de fagons, de trouver un changement de varables tel que le sys-
Léme puisse élre resolu régulicrement par rapport aux p, premicres deri-
vées d’ordre n de =z, aux p, premicres derivées d’ordre n de z,, . .., auzx
p, premicres dérivées d’ordre n de 3.

Les dérivees de z,, 2, .., z,, par rapport auxquelles sont alors ré-
solues les équations, constituent des ensembles canoniques d’ordre z,
EY, EBY ..., E
¢’est pour cela que nous appellerons une telle résolution une résolution
régulicre canonique du systéme et nous dirons en général, pour abréger,

que les équations sont résolues par rapport aux ensembles

| DY DV

3. On peut facilement généraliser ces notions pour des systémes
comprenant des ¢quations d’ordres quelconques.
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Soient F,, F,, ..., F, des équations supposées algéhriquement dis-
tinctes relativement & z,, z,, ..., 5, et & leurs dérivées, c¢’est-a-dire
telles qu’elles puissent étre résolues par rapport & un certain nomhre
de dérivées.

Soit n 'ovdre le plus élevé de ces équations. Si z, y figure & ordre
n, nous commencerons par en tirer le plus grand nombre possible de
dérivées d’ordre 7 de cette inconnue, comme il a été expliqué préeé-
demment.

Des équations restantes, je tirerai le plus grand nombre possible de
dérivées d’ordre n de =z, et ainsi de suite; jarriverai de cette facon &
avoir tiré du systeme un certain nombre de dévivées dCovdre 7, et les
¢quations restantes seront d’ordre 2~ 1 au plus. Je recommencerai
sur elles le méme calcul et je continuerai de la méme facon jusqu’an
moment ol j"aurai épuisé toutes les équations du systeme.

Fappellerai encore une telle vésolution une résolution régulicre du
systéme. Elle conduira i vésoudre les équations par rapport i des déri-
vées des divers ordres des différentes inconnues. Soit p! le nombre de
ces dérivées d’ordre J de la fonction z,. On aura ainsi des nombres

/

J n
Ps ]’ AR Pys

et PR g

'/ .‘;' ‘. ..

o gl
¢ 1’”" 4|
qui vérifieront certainemctt Ta re dll()ll Q-J‘
5 f"m ey

/s

o

N /
o __,[1[ :W -

Cette résolution mettra le systeme sous la forme

< 1t 37 n"
S TR
w1 \7ERS o /-1
Sut, S, L, s
. L] ” ' . ’
10 1¢ ¢
85,8y, L., sy,

olt §/ représente un systeme de p] équations ne contenant les incon-
NUes %y, 54y +-., 5. qu'a Vordre j — 1 au plus, contenant z; & Vordre
J et les inconnues suivantes z.., ..., 5, au plus & Pordre j, el qui
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sont algébriquement distinctes relativement aux dérivées d'ordre j
de z;.

Et, réciproquement, si un systeme de p équations peut se mettre
sous cette forme, sa résolution réguliere conduira forcément aux
nombres pi. En remarquant, en outre, que cette forme réduite du sys-
teme se conserve par un changement quelconque de variables, nous
arriverons a dire que :

Les nombres pl, auzxquels conduit la résolution régulicre d’un systéme,
sont indépendants des varwables choisies.

En remarquant, en outre, que chacun des systémes partiels S/
peut, méme apres un changementquelconque de variables, étre résolu
indépendamment de tous les autres, on verra, comme dans le cas
précédent, que :

St la résolution réguliére d’un systéme conduit aux nombres p?, ...,
P wees Pls wons Pip il est toujours possible, et d’une infinité de fagons,
de trouver un changement de variables el que le sysiéme puisse étre résolu
par rapport auzx py premicres dérivées d’ordre n de =, ..., aux p) pre-
micres dérivées d’ordre n de Zgy o vy QUT D /)l'cmie‘/'es derioees d’ordre v
de 5., ..., aux Py premicres deérivées d’ordre v de z,.

Ces dérivées formeront des ensembles canoniques
BB, G £
£, Ei, ..., L [ B

Nous dirons encore que nous avons fait une résolution k\egci{zqe
canontque. ‘\ "

Nous avons fait, sur nos équations, I'hypothése quelles étaidht — ,;/
algébriquement distinctes relativement aux dérivées des inconnues—-"
Cette hypothese méme n’est pas nécessaire.

Etant donné un systeme absolument quelconque, commengons la
résolution comme précédemment; il pourra arriver, 4 un certain
moment, que la substitution des dérivées déja trouvées donne un résul-
tat identiquement nul dans certaines des équations, cela n’empéche
pas de continuer le calcul au moyen des autres, et le seul changement
qui pourra se présenter sera que, a la fin, on pourra quelquefois trou-

Ann. de U'Fe. Normale. 3° Série. Tome X111, — Diécemsre 1896, 56

. 4
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ver des équations ne contenant plus que des variables; on laissera,
telles qu’on les a trouvées, ces dernieres équations.

Cette résolution réguliere conduira a des nombres p}, mais on n’aura
plus forcément que '

pizp

Elle conduira aussi & une forme réduite qui possédera encore les
mémes propriétés que dans le cas précédent, et I’on pourra de méme
en conclure la possibilité d’'un changement de variables permettant /a
résolution régulicre canonique avec, i la fin, un résidu d’équations ne
contenant plus que les variables. Ce résidu, s’il existe, indiquera I'in-
compatibilité des équations du systeme, mais on voit que cette incom-
patibilité n’empéche, en aucune facon, notre résolution réguliere
lanonique.

1T,

1. A partir de ce moment, et contrairement & ce que nous avons
fait jusqu’ici, nous désignerons par x,, «,, ..., «, les ancicnnes
variables et par a,, x,, ..., x,, les nouvelles. En outre, jusqu’au
moment ol nous les fixerons d’une facon définitive, nous considére-
rons comme des constantes absolument arbitraires les coefticients de
notre changementlinéaire de variables et, pour abréger, nous les dési-
gnerons d’une fagon générale par A.

Etant donné un systéme de p équations aux dérivées particlles avee
les variables 27, le changement de variables le transformera en p équa-
tions nouvelles aux variables @ et contenant les constantes arbi-
traires A.

Le théoreme qui précede montre qu'on pourra certainement en
faire la résolution réguliere canonique et que l'on sera conduit a
trouver, comme expressions des dérivées par rapport auxquelles le
systeme est alors résolu, des fonctions bien déterminées des A, des x
et des autres dérivées.

Soit

F=o

une équation avec les variables a’; exprimons-la au moyen des va-
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riables et prenons ses dérivées par rapport 2 toutes ces variables.
On aura
oF IF ox) IF ox,

dr, — ox, dx, + dx, dry’

oF _ 9F ox, OF o,
_ OF o

ox,,  0x\| dr,, dux', dx,,

en supposant que, dans
JaF JF

Rl ] N
ox, ox’

on ait fait le changement de variables.
On voit immédiatement que les équations

7] R JIF

o7 Uy - 5o =

Jx' ’ dz',
entrainent

oF —0 JF o

ox, ’ e dx,, —

|
et la réciproque est vraie, pourvu que le déterminant des g-f—’a c’est-
a-dire le déterminant des A, ne soit pas nul, condition certailnement
réalisée puisque les A sont arbitraires.

Il en résulte qu’on obtient deux systemes équivalents en prenant
les dérivées de 'équation F = o et y faisant ensuite le changement de
variables, ou en faisant tout de suite ce changement dans F, puis pre-
nant les dérivées par rapport aux nouvelles variables.

On sait que, si deux systemes d’équations sont algébriquement
équivalents, le systeme formé par les dérivées du premier ordre des
¢quations du premier est équivalent au systeme formé par les dérivées
du premicr ordre des équations du second.

Considérons les équations

oF, oF

—_—=0 e —_—
()J;l ’ ’ ()x'm

i ’

elles sont équivalentes aux équations

L IN 8 _ o
o = 0w, T
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le systeme
J0*F J9*F

=o, ceey

. —s 2T 0
)2
dx? Jdx?,

est donc équivalent au systeme obtenu en prenant les dérivées par

: . . ok .

rapport & z,, ., ..., x, des équations e dans lesquelles on aurait
. \i .y ’ - ., .

fait le changement de variables et, d’apres la propriété initiale, le

systeme ainsi obtenu est lui-méme équivalent au systeme obtenu en

o

prenant les dérivées par rapport & =, x,, ..., x,, des équations oz
puis y faisant le changement de variables.
De sorte que, finalement, le systeme

0*F o 0*F .
! . —— T ()
ox? ’ ’ Jdx,,

est équivalent au systeme
J*F o 9t
R —— i T O
dx'? ’ ’ o.x'? ’

dans lequel on aurait fait le changement de variables.
On voit aussi que le raisonnement peut se continuer de proche en
proche jusqu’a des dérivées d’ordre quelconque.

2. Soient
Fi=o, F,=o, ey F,=o0
des équations quelconques. Supposons qu’on y fasse le changement
de variables, elles deviendront des équations

D, =o, ®,==o0, e d,=0

contenant les variables @ et les arbitraires A.

Prenons des dérivées de @,, puis les dérivées secondes, et ainsi de
suite jusqu’a un ordre quelconque; faisons de méme pour @, jusqu’a
un ordre quelconque, et ainsi de suite jusqu'a @,

Nous obtiendrons ainsi un systeme o qu’on pourra représenter par

0 1 2
Ty Oyy Oy «oey

0 1 2
Tos Oy O3y «uny
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les équations o/ étant toutes les dérivées d’ordre j de ’équation ®;= o.
Au moyen des équations F, = o, ..., F,= o, aux variables &/, nous
pouvons former un systeme parallele s représenté par

0, 1 2
Sy Sy, Sy, ceey
0 1 2
Soy SS9y S5,

0 1 34
S/n Sp’ 5[),

Dans ce systeme, faisons le changement de variables; d’apres ce
que nous venons de voir, chaque systeme partiel s/ deviendra alors
équivalent au systeme partiel correspondant of; de sorte que le sys-
teme s deviendra équivalent au systeme o.

Mais nous savons que, apres la transformation, le systéme s peut
étre résolu d’une fagon réguliere ct canonique; étant alors équivalent
a7, il en résulte la proposition importante qui suit :

®,=o0, ..., ®,= o dlant ce que deviennent les éguations ¥, = o, ...,
F,= o aprés la transformation, le systéme formé par les équations ® et
leurs dérivées jusqu'a des ordres quelconques peut toujours, par suite de
la présence des constantes arbitraires A, étre resolu d’une fagon régu-
liére et canonique.

3. Supposons que les équations @ aient été résolues d’une fagon
régulivre et canonique. Soit alors p. un ordre entier quelconque ; pre-
nons les dérivées des équations @ jusqu’au moment ol elles arrivent
4 étre de lordre . Les équations @ et ces dérivées constituent un
nouveau systeme X¥, qu’on peut cerlainement résoudre d’une fagcon
réguliere et canonique; nous supposerons, en outre, que cette résolu-
tion ne conduise pas & un résidu d’équations ne contenant plus les
fonctions inconnues.

Opérons sur le systeme Z¥ comme nous avons opéré sur le systeme
des ¢équations @, nous serons conduits & un nouveau systeme 2% sur
lequel on opérera encore de la méme fagon.

Nous obtiendrons de cette fagon une suite de systemes

%, 2y,

Il est clair que, chaque fois qu'on passe d’un systeme au suivant,
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aucun des nombres pJ ne peut diminuer, puisque les équations réso-
lues d’un systeme se retrouvent dans le suivant; d’autre part, ces
nombres ne peuvent pas dépasser des limites déterminées qui dépen-
dent de p. |

Ilenrésulte quau bout d’un nombre limité d’opérations, on arrivera
4 un systeme X* qui contiendra un résidu d’équations ne contenant
plus les inconnues, ou & un systeme X* qui se reproduira par 'opéra-
tion précédemment décrite.

Dans le premier cas, on sera assuré que les équations @ et, par
suite, les équations F sont incompatibles, et il n’y aura plus a s’en
OCCUI)GI‘.

Sil’on est dans le second cas, c’est que toute dérivée de n’importe
quelle équation d’ordre moindre que p. et appartenant au systeme X
est une conséquence algébrique des équations de ce systeme. Il en
résulte immédiatement que les ensembles 27, par rapport auxquels
3 a été résolu d’une fagon réguliere et canonique, vérifient certaine-

ment les conditions
(/) ZEi,

4. Ces propriétés vont nous permettre d’arriver 4 une forme cano-
nique remarquable des systemes d’équations aux dérivées partielles.
Un tel systeme sera défini par des équations

F,=o0, F,=o, cees
qui, apres notre changement de variables, deviendront
¢, =o, O, =o, cee,

Au moyen des équations ® d’ordre inféricur ou égal & un nombre
choisi au hasard, v par exemple, formons le systeme X*. Nous suppo-
sons que la formation de ce systeme est possible, sans quoi, comme
nous I’avons vu, les équations données seraient incompatibles. Dési-
gnons par

v v v
€, €y ..., €

les ensembles d’ordre v auxquels conduit la résolution réguliere et
canonique de X'.
Au moyen des équations du systeme X’ et des équations @ d’ordre
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v+1, s’il y en a, formons un nouveau systeme £'+' et désignons
encore par

V41 Y +2 V-1
Cl s €70 .y eq

les ensembles d’ordre v + 1 fournis par la résolution réguliere et ca-
nonique de X'*'. '
Il résulte des raisonnements précédents que ’on aura

(e7) Zer+.
Continuons ainsi; nous obtiendrons des systemes

Ny V-1
-y - ’ ]

et chacune des suites
ety €t
sera telle que chaque ensemble qui en fait partie soit égal ou supérieur
al’ensemble dérivé du précédent.
Nous avons vu, dans le premier Chapitre, que, dans une telle suite,
le nombre des termes pour lesquels il y a inégalité est forcément
limité. Il en résulte qu’il y aura un ordre w i partir duquel on aura

(efY = e+ (Jom P b T, e E==1,2, ..., q).
Considérons le systeme X¥+'; ses ensembles d’ordre w + 1 seront
(el;')l’ (!';),’ ey ((3';‘),;

ses ensembles d’ordre . devront étre au moins égaux aux ensembles e*
et leurs ensembles dérivés devront étre au plus égaux aux ensembles
e+ ¢est-a-dire aux dérivés des ensembles ¢*, de sorte que les en-
sembles d’ordre . de X¥+' seront précisément les ensembles et

De méme, on montrera que le systeme 2*** a pour ensembles
d’ordre .

L 3 Je o
e, ey, ..., eY;

pour ensembles d’ordre . +1

(ef), (ef)s --os ()
et pour ensembles d’ordre @ + 2
(ef)', (e§)'s ooy (6!,;‘)”;

et ainsi de suite pour les systemes successifs Z.
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Voyons comment on passe d’un de ces = au suivant, par exemple
de Z¢+2 j Zp+3,

1l faudra ajouter au systeme Z*+' les dérivées des équations d'ordre
w—+ 2 de ce systeme et les équations @ d’ordre p.—+ 3 ’il en existe. Or
on peut prendre un certainnombre de ces dérivées des équations d’ordre
. + 2, de maniere qu’elles soient résolues immédiatement et d’une
facon réguliere canonique par rapport aux ensembles (ef)”. Les autres
dérivées et les équations nouvelles @ ne pourront pas, d’apres les hy-
potheses, fournir aucune nouvelle dérivée des ovdres @, g+ 1, v+ 2,
w.—+ 3, de sorte qu’en vertu des équations d’ordre p, g+ 1, g+ 2 du
systeme ¥ et des équations d’ordre p. + 3, que nous venons de for-
mer, elles se réduiront & des équations d’ordre . — 1t au plus. Elles
ne pourront donc avoir pour elfet que d’augmenter les ensembles
B (7 < 1) ou fournir des équations indépendantes des inconnues.

Mais les ensembles B (j << ) sont en nombre limité, puisqu’il y en
a au maximum 2(. -+ 1), et, en outre, chacun d’eux ne peut avoir au
maximum qu'un nombre limité de termes, déterminé par le nombre
fixe p.. 1l en vésulte forcément qu’apres avoir formé un nombre limité
de systémes X a partiv de £¥, on arrivera ou & un systeme contenant
un résidu d’équations ol ne figurent pas les inconnues, ou a des
systemes successifs ot les ensembles B, (/<) resteront invariables.

Dans le premier cas, on sera assuré que le systeme est incompatible
et il n’y aura plus & s’en occuper.

Etudions le second cas. Soit £ le systeme & partir duquel les en-
sembles E/(j <) ne varient plus, il sera résolu d’une facon réguliere
et canonique par rapport aux ensembles

1w o 3
n e an
£, By, ..., EI,
2
Nl 2 =m1 {7 =1
B, B, ..., En,
.y ey ey ey
N/ oy 2
B, By, ..., Eb
.y .y ey ey
I(’() 0 0
“1s 4y o eay R

dont un certain nombre seront nuls.
Formons Z"*+'. Il faudra ajouter & X7 les dérivées des équations
d’ordre n de ce systeme et les équations @ d’ordre n + 1. Parmi les
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dérivées des équations d’ordre n, prenons celles qui permettent de
calculer les dérivées qui figurent dans

By, By, ..., (Ep),

el portons ces expressions dans les autres dérivées et dans les équa-
tions @. Les nouvelles équations ainsi obtenues devront étre des con-
séquences algébriques des équations du systeme 27, puisque, ajoutées
a ces ¢quations, elles ne permettent d’en rien tirer de plus.

Il en sera encore de méme quand on passera de Z#+! & X%+2 et ainsi
de suite indéfiniment.

Les équations @ d'ordres n -1, n -2, ... sont donc des consé-
quences algébriques des équations @ d’ordre inféricur ou égal 4 2 et
des équations qui en proviennent par dérivation. C'est ce qu'on peut
exprimer en disant qu’elles sont des conséquences analytiques des
¢quations @ d’ordre inférieur ou égal a n, de sorte que .

Les ¢quations analytigucment distinctes que définissent un systéme
compatible sont forcément en nombre limaté.

Enoutre, et d’apres ce qui précede,

Dans tout systéme compatible, il existe un ordre fini @ partir dugquel les
conditions d’intégrabilité ne donnent plus d’équations nouyelles.

Nous avons ainsi retrouvé le théoreme fondamental de M. Tresse,
en méme temps que nous parvenons i la forme canonique du systéme.

5. Il nous reste & traiter une question qui se présente forcément
dans Papplication.

Comment, dans la formation des systemes successifs X¥, reconnailre
le moment i partir duquel il n’y aura plus jamais d’¢quations nouvelles
fournies par les conditions d’intégrabilité? La réponse est donnée par
la propri¢té suivante, qu'on admet généralement, mais qu’il n’est pas
inutile de démontrer rigoureusement.

Si, en passant du systéme E" au systeme X', il ne s’introduit pas de
nouselles équations d’intégrabilité, les systémes suivants ne pourront plus
Jamais en introduire.
Ann. de I’ Ee. Normale. 3¢ Seérie. Tome X1, — Diceynre 1896, 37
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Les équations d’ordre 2 du systeme £* seront de la forme

0" s, .
e e [ .
()‘1.‘11, ().l.g,: L. d"‘%;“ -/‘41;1—.‘--“) Lin

In passant de X7 a X+, on n’introduit, par hypothtse, aucune
condition d’intégrabilité. Cest dire quapres avoir dérivé d'une facon
déterminée les ¢quations dordre 2 de X7, de manitre 2 obtenir une
fois et une seule toutes les dérivées faisant partie des ensembles (B,
les équations obtenues en prenant autrement les dérivées sont des
conséquences algébriques des premieres et des équations du systeme
X" ou, plus simplement, sont des conséquences algébriques des équa-
tions du systeme X tel que nous venons de le former. Soit

pLE tap

N 1 o
N e I
daeitdaey: .. day

(B, 0)

une dérivée d'ordre n - 2 faisant pavtie de (I7)” eC qu’on supposera
pouavoir étre obtenue plusieurs fois en dérvivant les termes de (B ).

Si on peut Pobtenir plusicurs fois, il nous suffit de considérer les
équations d’intégrabilité obtenues en ¢galant ses diverses expressions
a l'une d’elles.

I résulte des caleuls développés dans Te Chapitee I que cette dérvivee
pourra certainement s’ obtenir sous la forme

Ay

0 ( vl g, )
. 5 5
dur, daie. . ().l-ll:/r 1y

la dérivie entre parentheses appartenant foreément a (E7)’. Supposons
qu’on puisse Uobtenir sous une autre forme
0 )t s, ’
Y (L
dx \().1,'»?' A ().1:‘2}“1 - ().-1:;’,1')
la dérivée entre parentheses appartenant encore i (B ).
Mais, dans cette dernivre dérivée d’ovdre n -1, exposant de o),
est B,, qui n’est pas nul; il en résulte que

()” g
dubh. .. ()1:2*“‘ .. ().1;{;1//'“
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appartient certainement & E! et Uon aura, d’apres le systeme X¥,

o ()'LS,‘ - ___fi
DR gy Bt

()IH-I;[.
. dabi. .. dafrdaty=r
puisque les conditions d’intégrabilité sont supposées vérifiées, cette
expression pourra, en vertu des ¢quations de ce systeme, s’écrire

Le systeme ¢! donne une expression de mais,

()n--l»‘l 3; () ;
= . 1.
()',.{11, . ()J.{/i,. I ()J.kfﬁ,....'ﬁk 1 Bt
1 g Y '

De méme, ¢t toujours en vertu des équations du systeme X**', on
pourra éerire
ol J /i
S AL ——
et ().l’kl' Voo vk e

N on+z.
Nos deux expressions de — B - seront donc
4).1::1- .. ().l'l/:k . ().1.';1;'

J*

oy, dry,

9
J* i

Sh o B, Bt et ;)—'1—7;—’7;;-';/{3‘,,_,'3‘_.1,,.,,lr;,,..l.

LElles seront done bien identiques, de sorte que, en passant de X**' &
Y2 onn'introduira pas d’équations nouvelles par les conditions d’in-
tégrabilité.

Yret ot X702 gont dans les mémes conditions qu’étaient X# et **'; on
peut leur appliquer le résultat que nous venons de trouver et en con-
clure que, en passant de X*** & X"+, il ne s'introduit pas encore de
nouvelles ¢quations par les conditions d’intégrabilité, et il en sera
ainsi indéfiniment,

6. Nous pouvons maintenant exposer d’une facon générale notre
formation d’un systeme completement intégrable.

Un tel systeme sera défini par un nombre limité d’équations ¥ = o,
analytiquement distinctes.

Soient ®, = o, ®,= o, ... les équations F dans lesquelles on a fait
le changement linéaire de variables en considérant comme des con-
stantes arbitraires les coefficients A de cette transformation.
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Soit w P'ordre le plus ¢levé des équations ®, nous commencerons
par former, au moyen de ces équations, le systeme X* en opérant tou-
jours les résolutions régulitres et canoniques, ce qui est toujours pos-
sible par suite de la présence des .

En ajoutant au systeme X les dérivées de ses équations d'ordre g,
nous ohtiendrons des conditions d’intégrabilité ¢t nous formerons un
nouveau systeme E¥F' toujours résolu d'une facon régulivre et cano-
nique.

En formant les systemes successifs X%, XPF o on arvivera foreé-
ment a un systeme X* tel que les dérivées de ses équations d'ordre n,
ne donnent aucune condition d'intégrabilité qui ne soit une conse-
quence des équations de ce systeme.

C’est ce systeme X* qui constitue notre forme canonique du systeme
d’équations aux dérivées partielles. 11 se déecomposera en systemes
partiels

7, o'y T
-

ey ey ey e,
o'y g e, O,

qui sont résolus par rapport a des dérivées formant des ensembles ca-
noniques

[ e [
Yl ‘4 ey “yr
l,‘n 1 Q- Nt
VN y 4y PRI Yy
“ e ey e vy PN ceeey
e L v
“iy Yy “ ey I

tels que, dans chacane des suites

Ey, EfY, ..., ERY,OER ((=1,2, 0000 ),
chaque ensemble soit au moins égal & ensemble dérvivé du précédent.
Nous supposerons (oujours que la résolution complete a été achevee,
cest-a-dire que les scconds membres des équations de £* ne con-
tiennent aucune des dérivies faisant partie des ensembles E/.
Les équations o/, qui sont d’ordre j relativement & s, sont d’ordre
J — 1, au plus, par rapport & s, z,, ..., 5., et d’ordre J, au plus, par
rapporta . ¢, ..., %4
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Toute dérivée d’une équation d’ordre p.(m < r) de X" sera une con-
séquence algébrique des équations d'ordre p.+1 et des équations
d’ordre mféricur. Enfin la formation des équations d’ordre p +1,
p+ 2, ... dusysteme ne donnera jamais que des conditions d'intégra-
bilité qui seront des conséquences algéhriques des équations précé-
demment formées.

La forme canonique %, que nous venons de donner*a notre sys-
teme, contient les arbitraires 7 provenant du cllangénun'nt de va-
riables.

Les seconds membres des équations sont certainement, comme nous
Pavons d¢jifait remarquer, des fonctions bien déterminées des A, des
ariables, des inconnues et de certaines de leurs dérivées. Ces fone-
tions ne sont identiquement ni indéterminées ni infinics.

On pourra done, et d’une infinité de facons, fixer numériquement
les A de facon que leur déterminant ne soit pas nul et que les seconds
membres des ¢quations du systeme X7 ne deviennent ni identiquement
indéterminés ni identiquement infinis, de sorte que

Etant données des équations compatibles ¥y == o, ..., F,= o0, il y a
une infinité de changements inéatres de variables permetiant de ramener
le systéme auquel elles donnent natssance a la forme canonigue et com-
plétement intégrable X*.

Dans X7, nous appellerons les équations o dquations principales ¢l
les ¢quations o (p=v,,...,n—1) cquations auxiliaires. De méme
les ensembles B seront les ensembles principawx et les ensembles
B (w =9, ..., n —1)les ensembles auzxdiaires.

Les ensembles principaux I auront pour indices les nombres

i i ) ol
Jor Tis Ter ooy Tmeare

Dans leur ensemble, nous les appellerons les nombres fondamentaua
de En.



DEUXIEME PARTIE.

EXISTENCE DES INTEGRALES.

1. Nous supposerons que le systeme complitement intégrable que
nous voulons étudicr a ¢té, par un changement convenable de variables
et d’apres le procédé que nous venons d'indiquer, ramené i la forme
canonique ¢t completement intégrable X7,

Dans chaque ensemble principal Ef, nous rangerons les dérivies
par groupes, comme il a ¢(¢ indiqué dans le Chapitre I, et, par cela
meéme, les équations principales se trouveront parlagées en groupes
Gy, Gy, ..

Nous nous proposons de chercher & déterminer un systéme z,
Zyy o 5, dintégrales analytiques au voisinage de af, ..., a) .

Nous remarquerons d'abord que st un ensemble B est nul, tous les
ensembles 1, qui précedent le sont également, de sorte que les équa-
tions du systeme X7 ne sont jamais résolues par rapport i des dérivées
de z,. Cette ineconnue ne fait done pas, en réalite, partie des véritables
inconnues du systemes on pourra la prendre arbitraivement.

Nous commencerons done par prendre arbitrairement les fonctions
z; pour lesquelles on a v = 1.

Supposons, par exemple, que ce fait se produise pour z,/,,, ..., 5,
Dans chacun des systemes o7, o}, ..., a7, prenons le premier groupe G,
d"équations. Chacun de ces groupes sera composé d’une seule ¢quation
ct 'on obtiendra ainsi ¢’ équations d’ordre n en z,, 5,, ..., 5, résolues
par rapport i

0"z 0%z, ()'f‘ Sy

o, 2 L., I
Q' du’f da'

(Vest un systeme de M™® Kowalevski; désignons-le par K, ; il déter-
minera parfaitement z, z,, ..., 5, quand on se donnera les fonctions
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auxquelles se réduisent

03, o1z,
Sy, D}“l > ey *a“(;,ftT)
Sy ey ey e R
. dzy gr=1tz,
~q's ()-Jl_'.l 2 e -————()41'”—‘ ]
pour &, = xf, pourvu que les seconds membres soient analytiques au

voisinage des valeurs initiales calculées au moyen de ces fonctions.
Nous représenterons ces fonctions initiales dépendant des m — 1
variables a,, ..., &, par

~0 ~1 =1
L1y Sy ey By,
D T LR
-0, -1 n=1
/R B A

il s’agit maintenant de les déterminer de facon que les fonctions cor-
respondantes z,, z,, ..., 5, vérifient toules les autres équations du
systeme X
Remarquons que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une
équation I soit vérifice par des fonctions analytiques =, z,, ... est.
que les expressions
o 0*F

O pE?
day  dad

.
F,

soient identiquement nulles pour z, = 2. En oulre, toute dérivée,
par rapport  x,, d’une ¢quation du systeme X” est une conséquence
algébrique des équations de ce systeme X prolongé indéfiniment au
moyen des systemes successifs o, e,

Il nous suffira par conséquent d’exprimer que toules les équations
du systeme 27 prolongé indéfiniment sont vérifiées pour &, = .

Supposons qu’il en soit ainsi pour les équations du systeme X" lui-
méme, je dis qu'il en sera de méme pour les équations d’ordres supé-
rieurs.

Les ¢quations d’ordre 2 de Z# ont été partagées en deux systemes K,
¢t K| ; on voit immédiatement qu’on obtiendra cerlainement les en-
sembles dérives des Ef et d’un ordre quelconque en prenant les déri-
vées par rapport & 2, @y, ..y Ty des équations K, et les dérivées par
rapport a @, ..., @, sculement des équa tions K',.
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Les équations dérivées du systeme K, sont vérifiées certainement
quelles que soient les variables a,, @, ..., 2, puisque les inconnues
= sont définies par le systeme K,; en particulier, clles seront vérifiées
identiquement pour a, = . |

Les équations K| sont, par hypothise, vérifices identiquement pour
x,=a}; il en sera done de méme pour leurs dérivées par rapport aux
seules variablesa,, ..., @, puisqu’on ale droit de faire x, = 2f avant
de telles dérivations. Donc :

La condition nécessaire et suffisante pour que les intégrales =, z,, ..,
5, délermindes par le systéme K, de M™ Kowdaleoski et les fonctions ini-
tiales =¥, vérifient le sysiéme X" est que ces fonctions iniliales ¥ ocrifient
le systéme X obtenu en [aisant v, — x') dans les cquations aierdiaires
et dans les quations K.

2. Nous sommes ainsi ramené i ¢ludier ce systeme XY, dans le-
quel il y a plus d’inconnues, mais olt il y a une variable en moins.

Ce systeme XY n’est pas toul & fait sous forme canonique, mais on
I'v raménera immédiatement en faisant le changement d'inconnues

Les conditions d’intégrabilite seront vérifices comme conséquence
de ce fait que les conditions d'intégrabilit¢ du systeme X*, oblenues
en dérivant les équations K, par rapport a 2, ..., @, sculement, ne
donneront jamais d’équations contenant des dérivées prises n fois
par rapport & a,, tandis que les ¢quations K, et les équations qu’on
en tire par dérivation seront toujonrs résolues par rapport a des déri-
vées prises au moins z fois par rapport i .. De telles conditions d’in-
tégrabilité seront done des conséquences algéhriques des équations
autres que celles du systeme K, et, par suite, continueront & étre
vérifices apres la suppression de ces équations K, et aussi aprés avoir
fait &, = .

On pourra donc appliquer & ce nouveau systeme 27, ou les incon-
nues sont les Z¢, le méme raisonnement qu’au systtme 7.

Les équations K seront les équations principales de X7.
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Chaque groupe G,, contenu dans E? et autre que le premier, donnait
un groupe d’équations résolues par rapport a des dérivées de s,
ayantle méme indice a,; ces équations deviendront donc des équa-
tions résolues par rapport aux dérivées d’'un méme ZV.

Les groupes G, qui correspondent aux valeurs » — 1, ..., v, de cet
indice «,, donneront des équations résolues par rapport aux dérivées
de Zy™', ..., Z1* et les inconnues ZI'™', ..., Z!, Z! ne figureront ja-
mais dans les premiers membres.

Il en résulte qu’on pourra se donner arbitrairement les fonctions

Y
AT O AL

M
70 /A Tt
29, 4y, ..., I,
.................... ,
70 7L 7Y'Z'—1
' “' ’ ‘,/:

Mais, en réalité, ce ne sont pas les fonctions Z¥ elles-mémes qui
figurent dans les équations, ce sont les fonctions =¥, de sorte que 'on
pourra se donner arbitrairement

1
-0 -1 o Sl
~e ~lo 1) ~4 ’
2
~0 ~1 STt
a9 ~9 y '\'2 9
.................... 9
~0 ~1 =1
‘u//', i ’ ~

Ceci fait, nous chercherons & déterminer les ZY qui restent en pre-
nant les premitres équations de chaque groupe, c’est-a-dire au moyen
des équations provenmant les premiers groupes G, de nos anciens
groupes G,.

Ces équations formeront encore un systeme K, de M™¢ Kowalevski,
et il suffira que les fonctions initiales des Z¥ pour z, = , vérifient les
équations restantes K, et les équations auxiliaires.

Si 'on remarque, comme nous venons déja de le faire, que ce ne
sont pas les Z¥qui entrent véritablement dans nos équations, on verra
que les équations que doivent vérifier les fonclions initiales des Z{'ne
contiennent, en réalité, que des fonctions initiales des z!. Ces fone-

dnn. de U Fic. Normale. 3° Série. Tome XIII. — Dicumpre 1896, 58



458 ET. DELASSUS.

tions initiales vérifiant le nouveau systeme X% ainsi obtenu, comme
nous n’avons pas besoin des Z¢, mais seulementdes =¥, nous pourrons,
dans les équations K,, conserver les inconnues =¥ : elles n’en conti-
nueront pas moins 4 former un systeme de M™e Kowalevski, mais
dons lequel les inconnues n’entreront pas toutes au méme ordre. Kn
outre, les fonctions initiales qui entreront dans le systeme X} scront
précisément les fonctions initiales relatives & ce systéme K, aux in-
connues sV,

On est alors ramené a étudier £, qui contient encore plus d'in-
connues que X7, mais qui ne contient plus que les m — 2 variables
Xiyy vevy Lo

Nous désignerons par

L 0 REATR! Ly Loy R T R
ST, SN, ey S, Sp

)

les fonctions initiales de 5%, et nous ramencrons immédiatement X &
la forme canonique en posant d’une facon générale

s O Ve
! Oty b

Les conditions d’intégrabilité résulteront de ce fait que les équa-
tions K, et K, de X sont résolues par rapport & des dérivées prises
n fois relativement d 2, et x,, et qu’il en est de méme pour les équa-
tions qu'on en déduit par dérivation, tandis que les équations K, ne
seront jamais résolues que par rapport a des dérivées prises n— 1 fois
au plus relativement & 2, et 2,, ¢t qu’il en sera de méme pour toutes
les équations qu’on en tirera en les dérivant sculement par rapport i
Ly, vy Xpe Les conditions d'intégrabilité qu’on obtiendra ainsi
seront donc vérifices indépendamment de K, et K, et, en y faisant
x, = x|, x,=x,, on obtient précisément celles de 2.

Nous avons pris arbitrairement les % pour lesquels on avait . < v/,
de sorte que dans X} ne figareront comme inconnues que les fone-
tions initiales de

1 1
S ’ ey Zl{'n.

Considérons les fonctions initiales de s¢ (pzv%). Les équations K,
se rangeront par groupes G,, chacun d'eux étant résolu par rapport
aux dérivées d’une certaine incornnue Z¥**. Or, on trouve en entier
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dans E} tous les groupes G, pour lesquels on a «, > et, par suite,
tous les groupes G, pour lesquels on a «, > v/, de sorte que tous les
Zi+* satisfaisant & cette condition se trouveront dans les premiers
membres des ¢quations K.
[l n’en sera plus de méme pour les Z** pour Iesquelb on aura
=v,; si 'on a oy << ¥4, ils ne ﬁﬂureront certainement jamais dans
]Ls premicrs membres et il en resulte, comme a propos de X}, que

les fonctions ,- A o
Yoo Yt Vi, Yal
B - 5
pourront étre prises arbitrairement.

On pourra continuer ainsi et arriver au systeme X, , ne contenant
plus que la seule variable x,. Les équations principales de ce sys-
teme serangeront en groupes ne contenant chacun qu’une équation et
résolus par rapport & des inconnues différentes; ces groupes corres-
pondront aux groupes G, des ensembles E”.

Les inconnues

XYY 0 Y YL Yt YDV Y Y1

5, , 3 s eees B
ne figureront pas dans les premiers membres, de sorte qu’on pourra
se donner arbitrairement ces fonetions de «,,.

Le systeme K,,_, de M™¢ Kowalevski comprendra ici toutes les équa-
tions principales, il n’y aura pas d’équations K;, . Les fonctions ini-
tinles de nos inconnues seront ici des constantes et elles seront assu-
jetties & vérifier uniquement les équations auxiliaires. On pourra se
donner arbitrairement toutes celles qui ne figureront pas dans les
premiers membres des équations auxiliaires.

3. Faisons maintenant le raisonnement en sens inverse. Séparons
les dérivées d’ordre égal ou inférieur i » de nos différentes inconnues
en deux classes C et €/, la premiére étant formée par toutes les déri-
vées qui ficurent dans les premiers membres des équations du sys-
teme 2",

Commengons par nous donner arbitrairement et sous forme de fonc-
tions analytiques en 2}, ..., z,, les inconnues = pour lesquelles on a

Yo=1T.
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Considérons ensuite les inconnues z; pour lesquelles on a v,= o}
nous nous donnerons, relativement i chacune d’elles, les v| fonc-
tions

! AYi=1z;

=i
().2:‘{. !

vour 2, = «". Ces fonctions étant supposées analytiques en 2!, ...,
1 1 i 2
.’L'O

m*

Nous nous donnerons ensuite arbitrairement les fonetions

i OR
; ,

Yio
S

auxquelles doivent se réduire

pour @, = &, x,=wa,. Ces fonctions sont au nombre de ¥, pour
chaque z; et elles scront supposées analytiques en a3, ..., 2.

Et ainsi de suite.

En dernier lieu, on se donnera, pour chaque =, les v5,_, fonctions
de x,

Yo Yheo o Vi a0 Yo Yo oo Vi !
2 b

Y0 Yoo Yin e Vi =1
~y¢

zl z[ ] L]
auxquelles doivent se réduire
()*{:+yi+...+yf”_,5i ()T‘;"'Y;*""“’“qu..,'” 3 OUEAY et by 5
. ) . N 2 M ] ;
PRt Yoz Yi . Yh Yin-s ), Y5 )Y PRCTSIEI (RS
dztdzy ... dx,rT dz ' dz,* ... 0z, 0%y dz! ()fL!‘ R N A

pour z, =z, ..., -, = x,,_,. Ces fonctions seront toujours suppo-
sées analytiques en ),

Les fonctions, que nous venons de nous donner ainsi arbitrairement,
fourniront immédiatement les valeurs en ), ..., @) d’un certain
nombre de dérivées C' et ne fourniront les valeurs initiales d’au-
cune dérivée C.

Finalement, nous nous donnerons les constantes auxquelles doi-
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vent se réduire en x, ..., x), les dérivées ¢’ dont les valeurs initiales
ne sont pas fournies par les fonctions précédentes.

Nous supposerons que les valeurs initiales des dérivées C' soient
telles que les seconds membres des équations Z,, considérés comme
des fonctions de z,, @,, ..., @y, de z,, 5,, ..., 5, et de leurs déri-
vées (7, solent analytiques au voisinage des a9, ), ..., x°, et des va-
leurs initiales des =z et des C'.

On voit immédiatement alors que, d’apres le théoreme de Mm¢ Ko-
walevski, les systemes successifs K,_,, K,,_., ..., K,, K, donneront
toujours, pour les inconnues qu’ils sont chargés de déterminer, des
fonctions de «,,, de z, ¢t 2,,_,, ..., de x,, )y, ..., x,, de a,,
iy - .., Xy, X, qui seront certainement analytiques en !, z, ...,
x,, ct d’apres I'étude 'directe faite précédemment, les dernieres in-
connues, calculées par le systeme K,, qui sont précisément les z;,
vérifieront le systeme X~

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme général qui suit :

Soit X" un systéme, complétement intégrable et sous forme cano-
nique, d’équations aux deérivées partielles. Sotent (U les dérivées d’ordre
inférieur ou égal & n, qui n’enirent pas dans les premiers membres, et

'/14‘): VRS Yin1 (i=1,2,...,9)

les nombres fondamentaux de X".
Donnons-nous arbitrairement les fonctions dex , x,, . .., z,,, analytigues
enz!, x', ..., x, auxquelles se réduisent les 5; pour lesquels on a Yi=1;
Puis les fonctions de x,, x,, ..., Xn, analyliques en xy, ..., Z,,
auxquelles se réduisent
03 oYtz
o w7 Oyt~

pour x, = x| ;
; : . 0 0
Puis les fonctions de x, ..., x,, analytiques en 3, ..., x,, aux-
quelles se réduisent

oYz, Jd [z ori-1 /Y] zi>
, e [ AZEN, L, , :
. P " " —1 ‘Yl
()x}'( day ()x}'* ) ()x;{" dz

0
pour x, = x|, ,=Z,;

...................................
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Puis les fonctions de x,,, analytiques en x),, auzxquelles se réduisent

VY e, 5y 0 < VY, 5 > Vi —1 ( YT+ Y s, )

y i i i i —_1 { i (A
0F -y ()1'}1”‘ ()1,-;’1 s Qe Vs D) dalt. . gxln:

m-2 m-1 m-2

X N )
«).r;“ drlt. [ Qpln=r dx

m-—2

N | a0 . )
pour L, =x,, Xy =T, ... Tpyoy =&

m-1"
Ces fonctions initiales détermineront immédiatement les valeurs ini-
tiales (pour x, = x|, ©, =, ..., x, =, ) d'un certain nombre de

dérivées C'. Nous nous donnerons arbitrairement, en dernier lieu, les
constantes auxquelles se réduisent toutes les autres derivées C' pour
= .'L‘(: ==, ::Cl’}i)”

Si, aw voisinage de x), x,, ..., x,, ct des valeurs initiales des (!, les
seconds membres des équations de X sont des fonctions analytiques de
Ty Xy oony Ty el des Oy il existe un el un seul systeme d’intégrales =,
Zay oo ey S5y analytiques en x| ... x,, vérifiant loules les équations du

systeme X el satisfaisant @ toutes les conditions initiales que nous venons
d’induguer.

4. Nous allons faire immédiatement, i propos de ce théoreme gé-
néral, une remarque importante.

in lisant la démonstration que nous venons d’en donner, on constate
qu’elle ne tient pas compte de ce fait que les équations o/ ne contien-
nent, & Uordre /, aucune des inconnues z,, z,, ..., 5., ¢’est-i-dire de
ce que les équations ont été résolues d'une fagon régulicre.

Ceci nous conduit & généraliser un peu la définition de la forme
canonique "

Un sysiéme E* sera dit canonique s'il se pariage en sysiémes partiels
s/(J<n) résolus par rapport a des ensembles canoniques B! satisfaisant

aux conditions ‘
(B1Y ZE] (J<n)

et si les conditions d’iniégrabilité fournies par les dérivées des équations
a; sont des conséquences algébriques des équations de X",

Le théoréme géneral précédemment demontre s'applique a tout systéme
canonique ainst defini.

La marche que nous avons suivie pour arriver a la forme £ exige
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que 'on ait rangé les variables et les inconnues dans un certain ordre.
Laissons invariable 'ordre des variables. Les inconnues étant dans
lordre =, z,, ..., 5, nous sommes arrivé & £* dont les équations sont
résolues d’une facon réguliere et canonique. Si nous avions mis les
inconnues dans un ordre différent, cette résolution régulitre et cano-
nique nous aurait conduit a une autre forme X7 différente de la pre-
mitre, de sorte que la forme X* est régulitre ct canonique quand on
considere les inconnues dans Pordre 3, 2, ..., z,, mais n’est plus
que canonigque lorsqu’on les considere dans un autre ordre.

Il n’y a donc pas de distinction essentielle a faire entre les formes
régulieres et canoniques et les formes simplement canoniques.

L’intérét des résolutions régulieres et canoniques réside unique-
mentdans cefait que, avec le changement de variables, elles constituent
un moyen sir et régulier de constater I'incompatibilité ou d’arriver a
une forme canonique.

5. Le théoréme général que nous venons d’établir donne une signi-
fication tres remarquable des nombres fondamentaux v;,.

Chaque inconnue z; introdwit dans Uintegrale générale du systéme,
Y Jonctions arbitraires de m — p.variables.

Cette signification des indices des ensembles E¥ montre que la con-
sidération des indices des ensembles canoniques de dérivées était
indispensable pour arriver 4 une théorie générale.

On peut dire que : '

L'intégrale générale d’un systeme canonique X contient

2y fonctions arbitraires de m variables,

2‘,71 » nmo—1 »
LV » . 2 variables,
2 m-1 » 1 »

llle conticnt en outre un nombre limité de constantes arbitraires.
Ce nombre dépend du nombre des équations auxiliaires et des indices
de tous les ensembles 7.

On pourrait former son expression générale, mais clle est tres com-
pliquée et n’offre aucun intérét.
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6. La méthode méme employée pour démontrer le théoreme général
montre, sans qu’il soit nécessaire de faire aucun nouveau raisonne-
ment, la propriété treés intéressante qui suit :

L'intégration d’un systéme quelconque, complétement intégrable,
d’équations aux dérivées partielles @ m variables peut toujours, d’une
infinité de fagons, aw moyen d'un changement de variables et par de
stmples résolutions algébriques, éire ramende a Uintégration successive de
m sysiemes de Ky Kpys ..., Ko, K, de ™ Kowalepski, contenant
successivement 1, 2, ..., m — 1, m variables.

Cette proposition estimportante par ce fait qu’elle montre que 'étude
des propriétés des intégrales des systemes les plus généraux d’équa-
tions aux dérivées parvtielles se ramene, en derniere analyse, a 'étude
des propriétés des intégrales des systemes de M™¢ Kowalevski.

7. Pour plus de commodité, convenons de désigner par arbitraires
de genre . les fonctions arbitraives de povariables; les constantes arbi-
traires seront alors des arbitraires de genre o.

D’apres le théoreme général obtenu, onvoit que intégrale générale
d’un systeme d’¢équations i m variables contient des arbitraires qui ne
sont pas toutes du méme genre; ce genre peut varier de o i m.

(Yest dans ce résultat, déji trouvé par M. Bourlet pour des systemes
présentant une certaine généralité, qu’il faut chercher la véritable
aison de ce fait que tout systeme de ¢ ¢quations & ¢ inconnues ne
peut pas toujours se ramener, par un changement de variables, a la
forme de Mme Kowalevski. Cest absolument évident, d’aprés ce qui
vient d’¢tre dit, puisque tout systeme de M™ Kowalevski, & m varia-
bles, ne contient, dans son intégrale générale, que des arbitraives de
genre m — 1.

Cette simple remarque montre déja combien ces systemes sont par-
ticuliers. Pour en avoir une idée plus nette, cherchons tous les systemes
a m variables et ayant une intégrale générale ne contenant que des
arbitraires de genre m — 1.

Soit Z" un tel systeme, on devra avoir

74y =0, Py = /" T T Yy TEO (C==1, 2, 00uy ),
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pour qu'il n’y ait pas d’arbitraires de genre 72 et des genresm — 2, ...,

1. Exprimons maintenant qu’il n’y a pas d’arbitraires de genre o.

L’ensemble Ef se composera de toutes les dérivées de s, prises v, fois,

au moins, par rapport & ,, et 'on sc donnera arbitraivement les fone-
tions de x,, ..., x, auxquelles se réduiront

adz; ()Y“—‘:’i

L, 9T
D, Voo

().l,‘l,
pour x, = x|. Ces fonctions initiales, qui sont d’ailleurs les seules,
détermineront les valeurs initiales de toutes les dérivées prises moins
de v% fois par rapport & «,, et il faudra que les valeurs initiales de
toutes les autres soient déterminées par les équations auxiliaires,
¢’est-a-dire que chaque ensemble EZ contienne toutes les dérivées
d’ordre j de z; prises Y'; fois, au moins, par rapport 4 2,. Si I'on tient
compte de la condition
(E/-Y)'2Bf (2n),

que doivent toujours vérifier Ies ensembles B/, il en résultera immé-
diatement que / sera au moins égal & ¥4, que I'ensemble EY: se réduir:
a lunique dérivée

DALY
da, Y,
ct que les ensembles BYY', ..., B seront les ensembles dérivés suc-

cessifs de B, }

Chaque systeme o} se composera alors d'une seule équation; les
systemes successifs afi*', ..., of seront formés par les dérivées succes-
sives de I'équation o)+, et ces dérivations n’introduiront évidemment
aucune condition d’intégrabilité.

Nous pouvons donc considérer le systeme I comme se réduisant
au systeme K’ formé par les équations o). Ce systeme K’ est un sys-
teme de ¢ équations 4 ¢ inconnues; ce n’est pas un systeme de
Mme Kowalevski parce que toutes les inconnues figurent en général
au méme ordre dans une méme équation et qu'une méme inconnue
figure & des ordres différents dans les différentes équations.

Comme cas particulier, considérons les systemes K’ dans lesquels
tous les ¥4 ont méme valeur r; nous obtiendrons les systemes les plus

Ann. de U Ec. Normale. 3¢ Série. Tome X[ — Diceunnr 1896, 65
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géfnéraux de Mm¢ Kowalevski ol toutes les inconnues entrent au méme
ordre 7.

Pour particulariser encore plus, supposons que ce systeme K', dont
toutes les équations sont d’ordre r, ne contienne aucune dérivee de =,
prise moins de r — 7, fois par rapport & x,, ..., et aucune dérivée
de z, prise moins de r— r, fois par rapport i z,. Nous pourrons alors
prendre comme nouvelles inconnues

=Tz, U
o= " y= =
“1

R v TR { 7 R e onnpray
ct nous obtiendrons les systemes de Mo Kowalevski dans lesquels les
inconnues n’entrent pas toutes au méme ordre.

Réciproquement, considérons un systeme de M™ Kowalevski oi fes
inconnues u,, Uy, ..., «, entrent respectivement aux ordres ry, ry, ..., 7.
Il suffit d’y faire le changement

or=1r 3 Aty Sy

1= . Uy

ey A
At Aty

’

en prenant pour 7 un nombre entier quelconque égal ou supéricur au
plus grand des nombres r(, ry, ..., r,, pour retomber sur un systeme K’
oli toutes les inconnues entreronta l’ordre r. L'application du théoreme
général montrera qu’on peut se donner arbitrairement les fonctions de
Ty, o0y 2, auxquels se réduisent
. 0s;
o)

pour x, = x|, ¢’est-d-dire les valeurs de

. ()Lv','
S oy
P dxy

pour &, = x}, et les r— r; premitres fonctions initiales disparaitront
dans les expressions de «; et des autres inconnues «. (’est ainsi qu’on
voit que le théoreme de M™¢ Kowalevski, qui a servi & ¢tablir notre
théoreme général, y rentre comme cas trés particulier.

8. Dans le méme ordre d’idécs, nous pouvons chercher i quelles
conditions 'intégrale générale ne contiendra que des arbitraires du
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genre o, ¢'est-h-dire dépendra d’un nombre limité de constantes arbi-
traires. Il faut et il suffit pour cela que l'on ait

Al AR g 1 ({i=1,2,...,4);

ce qui signifie que tous les ensembles EY doivent étre complets. Cette
condition ne differe que par la forme de celle que 'on donne habi-
tuellement.

Cherchons le nombre des constantes arbitraires. Il n’y a pas ici de
fonctions arbitraires déterminant les valeurs initiales de certaines dé-
rivées, de sorte qu’on pourra se donner arbitrairement les valeurs
initiales de toutes les dérivées qui n’entrent pas dans les premiers
membres; comme les ensembles B} sont complets, les dérivées que
nous considérons seront au plus d'ordre n — 1.

Si 'on désigne par N le nombre des équations auxiliaires, le nombre
des constantes arbitrairves de 'intégrale générale sera

‘m .
qChn = N.



