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SUR LES

NON

PAU M, GUICHARD,
l 'KOFESSEUR A L,\ FACULTE DES SCIENCES DE CLEKMOîSÏ .

I. — Les surfaces minima dans la Géométrie de M. Cayley.

On sait qu 'on appelle ainsi, les surfaces q u i a d m e t t e n t u n réseau
conjugué dont les tangentes touchent une quadriqi ie f ixe , appelée
(juadrùjue fondamentale (DAniîOux, Leçons, 1,11e Partie, Cliap. XIV).

Rapportons la quad r ique f o n d a m e n t a l e à un té t raèdre con jugué et
soit en coordonnées homogènes

l 'équation de la quadr ique. Si un point M est pris en dehors de la
q u a d r i q u e , nous choisirons le fac teur de propor t ionnal i té qu i entre
dans les qua t r e coordonnées homogènes de telle sorte que la somme
de leurs carrés soit égale à l 'uni té .

Cela posé, prenons comme paramètres variables u et p les quan t i t é s
qui restent fixes quand on se déplace SUT les lignes conjuguées en
question. Soient C(^^'^,l,) (1) un poin t d 'une telle surface;
KÇx^x^x^x^, ^ { y ^ y ^ y ^ Y f i } l'0'8 points ou ̂  tangentes conjriguées
en C touchent la quadr ique fondamentale ; enfin î)^/]^^r^^qr,) le pôle
du plan CAB; le po in t I) décrit la surface polaire réciproque de G.
Les droites ÇA et I)A.y ainsi que CB et Ï)B, sont conjuguées par rapport

OPour abré^erî nous indiquons, entre parenthèses, les quairo coordonnées d'ini
point.

Ann, de l^ïc. Normale. S" Série. Ton'icXIII. — NOVEMBRE 1896. 5 r
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à la quadrique fondamentale (rectangulaires dans le sens non eucli-
dien). Il résulte de là et des propriétés connues de la transform.ation
de Laplace que les quatre points A, B, C, D décrivent des réseaux
conjugués quand uetv var ient ; on a alors la disposit ion représentée
par* la fig. i, où nous ind iquons sur chaque courbe la variable qui
change.

Il en résulte que la surface D est aussi une surface rn in ima .
Entre les coordonnées des quatre points A, B, C, D exis tent les re-

la t ions suivantes :

(0

^xy ; Ï^^<
Iy^=<

ïy =

ïiX'f} i": o,
'iyr\ == o,

^ïï
l.

Les sommes indiquées sont formées de quatre termes obtenus en
mettant successivement les indices i, 2, 3, 4-

Nous avons choisi les facteurs de proportionnalité qui entrent dans
les coordonnées de A et B de telle sorte que

1 xy = ï,

il reste encore dans le choix de ces facteurs une indétermination dont
nous profiterons plus loin-

Dès formules (ï) on déduit, comme dans la théorie des substita-
tions orthogonales, d'autres formules qui appartiennent aux deux
types suivants :

(^
2.2î iy i4"ÇÎ+TJÎ==ï?

^ y ̂  4« y^ ̂  ̂  ̂  ̂  -h ri ï •/î àw-

-<
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De la disposition indiquée par lay^\ i, on d é d u i t le groupe de
formules

à^ - àx^ •= ax -i- p £, -^ —. bx 4- <7D,

— -=-. ey -\- r'n, "r — fy + ,<?£,
^ v à^ " '

^ ,. ^£ ,. .— ^^ + aj, — -= h-c -h i3.r,^^ —c^ •—^. ^^

^ , à-n
àT^^ +^9 ^=^^-oj.

Dans ces formules, il faut affecter les coordonnées de l 'un des
indices i, 2, 3, 4; le même dans les deux membres.

La d i f ïe rent ia t ion des formules (i) montre que l'on a

e -h a =-•: o, b -\- f •=. o,
p 4" a = o, q 4- ô == o,
,• 4^ y ̂ , o, .s* •+- (3 == o,

g .= o, /À = o,
^ '=:: o, w ==: o,

de sorte que le groupe de formules s^écri t ainsi :

àx ., ày €)'E à'n
'— =: ax 4- PL, — == — €t y + r-/i, — == — r^r, — = --- /'.2.',
^a / • ()u " ou l v ôd
à^ , ày , ., û'E à'n^^^^^ ^^^+^ ^=~^, ^=-^-

"Différentions le premier groupe par rapport à v, le second par rap-
port à u et égalons les deux valeurs des dérivées. On obtient

àx ., àb ,_ ̂  ̂  — nç •= —- -\- ba — ̂ r,
^p Â àa -

^ / ^'7-*~ =r ^p, —•"• == aq^
àv l au Â

àr , as= _ ^/. — == — a^.
6^^ au

On voit déjà que/?r est fonction de u, qs fonction de ^; par un choix
convenable des paramètres u et v, on peut réduire ces fonctions à
Fumté.
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Posons alors

p=e^ s-=e^

on aura
/"=-- (T-y, q-= e"^,

— ̂  —. ^
de' ' """" <h/.

La première relat ion devient alors

^+ -^^ -0_^0 .
(ht ÔV OU <7F

Remarquons main tenant que, si l 'on m u l t i p l i e les quatre coordon-
nées^ par un même facteur À, ^ e t < y sont remplaces respec t ivement
par ̂  j. On peut donc choisir À de façon que 0 ̂  ^p.

On arrive ainsi aux formules définitives

l^-^-'s. ï.- ^•— i--^, ^ ----••,i^- •^--". ^-/^-'i, ^--, ^- --..
avec la cond i t ion

^y(3) 2 -4- :::̂ -̂ _ ̂
c/^ î''

Celte dernière équat ion se rencontre dans la théorie des surfaces a
courbure totale constante; ce qui é tab l i t un lien déjà signalé par
M. Darboux entre ces deux groupes de surfaces.

En diflerentiant les formules (2), on trouve que E^ ̂  ̂  ̂ , véri-
fient les deux équat ions
(/i) -̂ li. —_^(pî :
\ 1 / .1 .. „.-,......-„ ——" (̂ , T Cyau ôv '

(5) É!l^.o^^ .̂  à^^_\ ) ^ -^^ ̂ -^-^j^——^

Les deux équations aux dérivées partielles1 (4) et (5) n'ont pas de
solutions communes linéairement mdép.endantes de ^, ^» ^^ ^-
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De même, les quatre q u a n t i t é s ï]i , Y].^, y]:t, '/]i sa t i s font aux deux
équat ions

(6) qL=_,-^,,
' ' r^ 6h'

à^'f} <)^ à'c\ à'2'/] ô^ à'n Y(^ .^ + ̂  ̂  ̂  ̂  ̂ - 4-- ^ ̂  ̂  ==:— ç.

II. -— Snr certains réseaux de lignes de courbure qui se transforment en
lignes de courbure après deux traiisforuiations de Laplace.

Supposons que la q u a d r i q u c f o n d a m e n t a l e s o i t k sphère
^2 ^ y Ï ^ ^2=:.^ l.

Les résealîx conjugués déerits par A. et B sont orthogonaux. Nous dé-
signerons par Or) et par (y) des surfaces dont les lignes de courbure
a d m e t t e n t pour représen ta t ion sphér ique les réseaux, A. et; B; enfin,
p a r ( ^ ) . (r\) des surlaces a d m e t t a n t des réseaux, conjugués para l lè les
à celui des surfaces (G) e(: (D).

Cela posé, remarquons que, si l'on appl ique la t r ans fo rmat ion de
Laplace au réseau. A en. f a i san t varier u, on tombe sur le réseau C ;
puis une d e u x i è m e t rans fo rmat ion d o n n e le réseau B. On arr iverai t au
même résultat en fa i san t la t rans format ion en sens inverse.

Si, l'on se reporte a une Note que j 'a i présentée à l 'Académie en
i8î)5 (Sur certaines propriétés géométriques qui ne dépendent que de la
représentation sphérique), on arrive aux conclus ions suivantes :

i° Après deux trans fan-nation s de Lapicice, dans un sens ou dans
l'autre, une surface (.z;) se transforme en une surface (y). Inversement,
une surface ( y ) se transforme en une surface (.r); par conséquent,
dans l'un et Vautre cas, les lignes de courbure se transforment en lignes
de courbure;

2° Dans les mêmes conditions, une surface ("$) se transforme en une
surface ( T] ) et iwersemen t ;

3° Après quatre transformations de Laplace, dans un sens ou dans
Vautre,'les suîfaces (^ (r), (S), (^) se transforment en surfaces
analogues.
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II est facile de suivre analytiquement ces diverses transformations.
La normale à la surface C est parallèle à la droite qu i va du centre

de la sphère au. point D; ses cosinus directeurs sont propor t ionnels
à ^u "̂  ^ î i î sl donc r dirige une solution quelconque de l 'équat ion

(6) J^^^e^r,
au àv

une surface (i;) sera enveloppée par le plan

•rit x -+- Ylaj 4- r\^z 4- r =: o.

Si l'on prend pour r la valeur T]/,, on obtient la surface C elle-
même.

De même, si p est solution de Inéquation

(4) -p-^^
au. àv '

une surface (Y]) sera l'enveloppe du plan

^i ̂  •+" ̂ y -+• ̂ z -+- p = o.

La surface D s'obtient en faisant p = Ç/,.
Partons alors d'une surface (S;) avec les coordonnées tan genti elles

•/h» ^a? ^3, ^

Jïn appliquant la méthode de Laplace quand P varie, on tombe sur une
surface ( x ) ayant pour coordonnées

()r
^i, ^ ^3, — ^ ^ >

p-uis, en continuant, sur une surface (ï)), ayant pour coordonnées

ï ï ï ^Êl .àLà^.
^ ^ ^ (W^^au "au, . ,

Si l'on applique la méthode de Laplace en sens inverse, on dédui t
de la surface (î;), les surfaces (y), (^)a ayant pour coordonnées fan-,
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genfiel les
(0

(J)

"/h< "^2? ^39 / > ?
..dr

• 69 -r-,
64'

^r à^ àr
à^ ~~~ cï (̂  ^ '

yi, y 2, j..,, —

(^)2 Slî <^ S:n

Ces diverses t ransformations sont indiqaées dans la fig. 2.

Vïg. 2.

Ainsi, de toute solution r de l 'équation (6) on déduit deux solu-
tions p i et pa de l 'équation (4) ^

rPr r}y <^* <,
9^-j^-^^^-^^

(P r ô^ àr _ .
àv2 ' à^ àv

^ </ ^ (/y (^/ _ m
Pt -— J^ —ÏJ. . — A ̂

Si rn 'es tpas une com.binaison linéaire de r\^r\^r\.^^ p i est distinct
Fig. 3.

de p^ ; ce qui revient a dire que, si la surface (S) n'est pas égale à une
homothétique de C, les surfaces (î])^ et (^ sont distinctes.
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De même, d 'une surface (Y]) on dédu i t deux surfaces (^) , cl (T),
comme l ' indique la fi,g. 3.

Les coordonnées tangentiel les de ces surfaces sont.

(Tj) Çl î ^25 &0 P»

,, 6?p(.a") ^'i, x^ x^ — e-^ •^

^2p dcp ^p
(^ Yî, .^^ ^^+,^^,

r)û(.y) yi» .n, .r:̂  -e^^
^2p ^o ^p

(£) . ^ $., £:. -^+.^^-

Ains i , de toute solution p de l ' équat ion (4) on d é d u i t deux solut ions
r , , ry de l 'équation (6)

à^p ào à^ ^,/,,,_^+^^=b'p,

On voit de suite que

/,=„^£+,(;$^-,.Tp.
à^ à^ (h' '

T S /•:=/•, S'Tr^/',
TS'p^p, STp^p.

De plus, les expressions
ss^p, Trp

sont de nouvelles solut ions de l 'équation ( 4 ) » dis t inctes de p, si p n'est
pas une combinaison l inéaire de ^, S;ss, ^, ^4 . Nous désignerons ces
expressions respectivement par $ p et tç .

De même les expressions

^Sr^^r, TTr-::::^

sont de nouvelles solutions de 1/équation ( (>)*
Enfin, on a

^p==^p=py fîtr =^ ^ST i':= /'.
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III. — Sur certaines congruences de normales qui se transforment en
congruences de normales après deux transformations de Laplace.

Les droites Z>, normales à u n e surface (.r), engendren t une con"
^ruence qu i , si, l 'on se reporte à la Note citée dans le paragraphe pré-
cédent, j o u i t des propriétés suivantes :

Après deux transformations clé La'place, dam un sens ou dans l'autre,
la eonnruence G se transforme en une congruence H normale à des sur-
faces (y).

Donc :

Après rjuatre transformations de Laplace, dans un sens ou dans l'autre,
Ut eon^ruence G, normale à une surface Çoc'), se transforme en une con-
grue née de normales à d'autres suf faces (x).

La transibrrnation indiquée ici ne diffère pas sensiblement de celle
du paragraphe précédent. M'arquons en, effet une surface (.r) et les deux
sur faces f's;), ('r\) qui s'en déduisent (feg- 4)"

V\g. 4.

La normale b de la surface (x) admet deux foyers F et F'. Quand u
Ânn. d^. VÉc. Normale. 3- Série. Tome X Î Ï I . — NOVEMURR 1896. 52Ann. de l'fie, Normale. 3- Série. Tome XÎ.ÏI. — NOVEMURR 1896.



410 G U Î C H À R D .

varie, le po in tF , dont nous désignerons les coordonnées par X, i , X ^ , X y ,
décri t une courbe tangente à 6; le p o i n t F^Y,, Y,, Y,) décri t quand
ç5 varie une courbe tangente à 6.

La tangente conjuguée ^-de b en F va passer par le po in t correspon-
d a n t de la surface (Y)). C'est là une propriété générale des congruences
et des systèmes conjugués découpés par leurs développabics . C'est
pourquo i nous désignerons la surlace décrite par F par (.TY]). .Enfin, i l
résulte de la Note déjà citée que les cos inus directeurs de g- sont, pro-
por t ionne ls a ï ] , , y]a, y ] ; î ; c'est-à-dire que g est para l lè le à la nor-
male de (^).

De même pour la surf 'ace (x^) déc r i t e par F', la l angen l e conjuguée
h de h, passe par le po in t ('$), et ses cos inus directeurs sont propor-
t i o n n e l s à ^, £3, E;( ,

La normale aux surfaces (^^) est p a r a l l è l e à la d ro i t e AC ( J ig . ' i).
On d é f i n i r a i t de moine des surfaces (.y^), Ç Y ' ^ ) '

Cherchons à dé te rminer la surface (.rï]). lîn remarquant que , d 'après
8 P 1 / \ / n * < ï * 1 ^ ^1 ^A ^hles formules (2) (n0 1. } , .^,, /r^ .r;; sont proportionnels a ^^ -j^ "̂

on pourra éc r i r e

<}X/ ô'fii ^X/ . .»-— ::::: q ~1, ......./ ::-:::: p-n,, l -:. i, ^ ,-L
r^/ / r^/ <}^

lî^alons les deux valeurs de -—--^ on auraD ôn'ô^

àff àp
à^ au
(/'/ ^// aw

/'--,-' - - -•=-- ' /^- J^

d'où

^--^

q est donc une solution de l 'équation (6). On aura alors

f ^/ — • • ^<n/

\ (Ju ()u
(n\ . 1 1 / ! , l :=: 1 , », 3.1 ^ / ! /1Y . /")/••, ! ? y

l^/-^.,/
[ ^c ~ <h' ni'
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Nous i n t r o d u i r o n s une qua t r ième q u a n t i t é X,. dé f in ie par les équa-
tions

(JXr., _ à-f};, àX', _ àq
ou au Je ()(•'

Un point quelconque de la droi te b a pour coordonnées

X. i+7 .^ i» X ^ + ^ c T a , X3+)..y:i.

On vérifie fac i lement que , pour ob ten i r les surlaces (,r) normales à
b, on prend A tel que

X.4 4- ?..-y4, r:: consl.

Cherchons la f igure F\ nous au rons , en supp r iman t les indices
ï , ,2, 3,

Y^X+A.2 1 ,
(l'on

Ç\:.;»,^^..+^f+/.^^^ / au \ à a ^ )

à\ ^ ' 1 à h , ( <h , ,. ,.„, , \„ ::̂  ... L ^ ,,,..i...... .r ,.,-,- .4.- k ,v — -I" c ^ •n .
^r ^r ^A' \ ô^ ]

On voit qu'il faut faire '—^
On aura alors

JY _ <f)0 .
au 6^ ' î

^1-0^,
àv """ ^^ î

ou
rpy Jç ̂ _ _m ,

(/ •̂ : —— "h- 2 —— -r— — "— 1- <•/ »
r^2 r^7 ^^

6 sera alors une solution de l 'équation

w ^—e'-?e•
On trouve une transformation analogae à celle du paragraphe pré-

cédcn t.
La droite g engendre une congruence de Ribaucour , don t ies
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surfaces focales sont (^T]), (y"/])* Un p o i n t quelconque de la d ro i t e g
a pour coordonnées

Xi -h À 'n i , Xa 4- ÀT-h, X;; -i- ̂ ..j.

Les points qu i décrivent des surfaces (*/]) sont déterminés par

X/, 4-^4 "= CÔlIS l .

Remarque. — Si à la solut ion p de l 'équation (4), qu i dé f in i t la sur-
face Y], on ajoute un terme de la forme A^/, , k é t an t une cons tan te ,
cela revient à remplacer la surface (x) par une surface para l lè le . Si
l 'on remarque de p lus que

^rr/ci,=^

on en conciLi t :
Deux surfaces Çx) parallèles se Iransforrneni en Jeux surfaces ( y ) pa-

rallèles el inversement.

I l nous reste à é tabl i r la re la t ion qui existe entre la so lu t ion q de la
•surface (/FÏ]) et la solut ion r de la surface (^).

. Cherchons à dé te rmine r des quan t i t é s a, &,/, ^ tel les que l 'on a i t

X,= mxi -h hyi +/^ + ̂ /, l ::::•:: i , '}., 3, f\,

Dif fe ren t ions en t enan t compte des f o r m u l e s (2), (n° 1 ). On aura

à\ fùa à(Q .A fàb , ()Q ,\ „ / , ()f\ ( , , ()^\
-Sa - x [r. - ̂  - ̂  +y ̂  + ̂  -^i) + c (^ + Jn) + •fl [fw'' + ̂ >

^ ̂  ,, (àa ̂  ̂  _ \ ^ /^ _ ̂  _ ,\ ^ /,„ ̂  y\ ̂  .̂  /̂ .. , ̂  ̂ V
^c y)^ ^^ / V^' ^^ / \, à^ ) \ àv )

En comparant avec les formules (7), on aura

à a <)o ,, ûa <)^ /. .,
— r/e'^ ==: — — a — — ^e-^i^, o = — + a — — j e i ,1 au du " ô^ <)i» -

ôb .. àw . . ^^ . r)q) ,.o =: ,~. 4- ^ -1 — /É?9 o "::1::: -,- — b .-1 ~ .̂̂ ..-".p ^
()u au J <){' àv ^ 9

o =: ^<?? 4- ^î7 ? 1 o ••=. be^ 4" '̂ ?vu (h'

0=/^4- ^, i;^.,-î+^.
au dv â^
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On résout toutes ces relations clé la façon suivante : ^dol t être une
so lu t i on de l 'équation

(6) -pj-=_^.
uu.àv a

On prendra ensui te

b-=z~

/"=

a •;= -

- „ ̂
()u

e-^^-
\()u

-.-. 
d̂u

! ^\h b ̂  =
ou./

à^
' au1-

2
Ô^

au, âu =S,,,

1'(la ()çû\
^_^ çl ««,— ,-,^ 1 _,,,....̂  ——— /y ,——^J^ 1 ____ ^y ——— ç (.-y. (.j,.

r/-"- c ^ ('̂ ^^ 0 -^ ^ •

Or, g est précisément la so lu t ion r de la surface £. On ar r ive alors à la
conclus ion su ivan te :

Etant donnée une solution y de F équation (G), on en déduit, à l'aide
de ({acidratures, une nouvelle solution r telle r/ue l'on ait

s r — r :zr — q.

Il suffît pour cela d 'effectuer les quadratures (7) et de prendre

r =:•:: ri i X i -••1- 'n 2X24- 'n ;} X 3 + "n ;, X./...

Cette solution r est définie à une combinaison l inéaire près de T]^
r^» ^;(» y]4* Ce résultat n'est pas surprenant , puisque ces dernières ex-
pressions sa t i s fon t à l 'équation .

.^— 0-=0-

IT. — Cas particuliers.

Prenons pour y la valeur y^; comme sr^ == Y], , on reviendra, après
quatre transformations de Laplace/àla même surface (^)- On a alors
un système de quatre surfaces (^T]), (^)» (jO' Cy^) ^l01 se ^eP^O-
du i sen t nuléfinirnent par notre méthode*
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On a, dans ce cas,
.y,. -: r ~~r^,. ;

donc :

. Après quatre transformations de Laplace, les surfaces partieulfêres ( x )
ainsi obtenues se transforment en une surface parallèle.

Môme conclusion pour les surfaces j.
Apres avoir dé te rminé une s o l u t i o n r^ t e l l e que

St\ — / ' i =:— Y^,,

on pourra en déduire une nouvelle r,, telle que

,y/"2 — f\ ^ . - . . . . / • i ,

et ainsi de s u i f c e ^ donc :

Quand la surface minima est connue, on peut, à l'aiae de quadmiures
seulement-, en déduire une infinité de surfaces ('r).

Indiquons la propriété suivante, qu'on vérifie faci lement :

La surface moyenne de la eo'ngruence ( ff) est une surface (,y).


