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SUR LES
SURFACES MINIMA NON EUCLIDIENNES,

Par M. GUICHARD,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE CLERMONT.

R

I. — Les surfaces minima dans la Géométrie de M. Cayley.

On sait qu’on appelle ainsi les surfaces qui admettent un réscau
conjugué dont les tangentes touchent une quadrique fixe, appelée
quadrique fondamentale (Dsvvoux, Legons, 111 Partie, Chap. XIV).

Rapportons la quadrique fondamentale & un tétracdre conjugué et
soit en coordonnées homogenes

.2 .2 2 2
aF - Xy -+ Xf, 2, =0

I"équation de la quadrique. Si un point M est pris en dchors de la
quadrique, nous choisirons le facteur de proportionnalité qui entre
~dans les quatre coordonnées homogenes de telle sorte que la somme
de leurs carrés soit égale & I'unité.

Cela posé, prenons comme parametres variables « et ¢ les quantités
qui restent fixes quand on se déplace sur les lignes conjuguées en
question. Soient C(%,5,5,5,) (') un point d’une telle surface;
A(z zy2,2,), B(y,y.ysy.) les points ol les tangentes conjuguées
en C touchent Ja quadrique fondamentale; enfin D(7,737,7,) le pole
du plan CAB; le point D décrit la surface polaire réciproque de C.
Les droites CA et DA, ainsi que CB et DB, sont conjuguées par rapport

(1) Pour abréger, nous indiquons, entre parcnthéses, les quatre coordonnées d'un
point.

%
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a la quadrique fondamentale (rectangulaires dans le sens non eucli-
dien). Il résulte de Ia et des propriétés connues de la transformation
de Laplace que les quatre points A, B, C, D décrivent des réseaux
conjugués quand w et ¢ varient; on a alors la disposition représentée
par la fig. 1, ol nous indiquons sur chaque courbe la variable qui
change.

Fig. 1.

Il en résulte que la surface D est aussi une surface minima.
Entre les coordonnées des quatre points A, B, C, D existent les re-
lations suivantes :

Iat=o0, lxzy=1, IZxi=o, S = o,

Xyt =o, Yyt =o, 2yn=o,

(1) e o=, Xin = o,
Xt =g,

\

Les sommes indiquées sont formées de quatre termes ohtenus en
mettant successivement les indices 1, 2, 3, 4. )

Nous avons choisi les facteurs de proportionnalité qui entrent dans
les coordonnées de A et B de telle sorte que

Sxy=1,

il reste encore dans le choix de ces facteurs une indétermination dont
nous profiterons plus loin.

Des formules (1) on déduit, comme dans la théorie des substitu-
tions orthogonales, d’autres formules qui appartiennent aux deux
types suivants :

) 22y 4 &0 =1,
(2) Z1Y ot Y1 &y EEa -+ Nyny== 0.
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De la disposition indiquée par la fig. 1, on déduit le groupe de
formules

dx —ax - pE Jdx b

du PG PR AL
Jdy dy

2L — ey 2l oy st
D0 ¥y -+ ra, Jo Ly +s&,
()E - ()E -

e ol gy ZZ = if B
Ju 5¢ ~ay, Jv he -+ P,
an _ ln +yax 91 m )
—_— == Y2 = I m -0y,
Jdu 7 dv o)

Dans ces formules, il faut affecter les coordonnées de I'un des
indices 1, 2, 3, 4; le méme dans les deux membres.
La différentiation des formules (1) montre que I'on a

¢ -+ a =0, b+ f=o,

p--a=o, ¢+ 6=o,
Iy =o0, s +p=o,
& = o, h=o,
= o, m=—o,

de sorte que le groupe de formules s’écrit ainsi :

de dy __ N 9@ dn _ -
Ju TP ou T Ay, du Py du -
de ., dy , E dn

P ba -+ qn, e =—by+sé, Jo — 5% go — 1

Différentions le premier groupe par rapport a ¢, le second par rap-
port & w et égalons les deux valeurs des dérivées. On obtient

0x ab — S__N) b .
Jo - P .—-()—u-l— a—qr,
aip __, dq _
g =P gu = 1
()r———br g—s——-—as
Jdv ’ du ’

On voit déjh que pr est fonction de «, gs fonction de ¢; par un choix
convenable des parametres w et ¢, on peut réduire ces fonctions &
Punité.
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Posons alors

on aura

GUICIHARD.
p = c%, s=¢l,
= e%, 7= e"’g,
Jo J7
b= 2T, = -
de Ju

La premicre relation devient alors

0*

du dv

Remarquons maintenant que, si on multiplie les quatre coordon-

® 0*0

du dy

== =90 gyl

nées  par un méme facteur 4, p et ¢ sont remplacés respectivement

) S s
par 2,9 0n peat done choisiv 4 de facon que 0 = 2.
L’ h I

On arrive ainst aux formules définitives

L e Jy )
— e e e 0¥ E
Jdu Pouhee
o ) ()q)

avee la condition

(3)

dy

09
Ju 7

,)/ () R (»'"‘*"‘fl»

dy

()‘: TII — )/

Jdy

B 2
o >

)
du

9

de

i ("‘7.7’

- et

()’I; .

du

Jn
Dy

Cette dernitre équation se rencontre dans la théorie des surfaces a
courbure totale constante; ce qui établit un lien déja signalé par
M. Darboux entre ces deux groupes de surfaces.

En dillérentiant les formules (»), on trouve que %,, %,,

fient les deux équations

(h)
. ?E .
() Ot 2

)*E

jo— 20 7
e @29
dudy &

dg 2 0

du du ™~ Ov* dv dy

299 % _

= 1.

v
Sus S4 V

éri-

Les deux équations aux dérivées partielles (4) et (5) n’ont pas de

solutions communes linéairement indépendantes de §,, %,, &, Z,.
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De méme, les quatre quantités 7,, 1., 7,, 1, satisfont aux deux
équations

v )2.(]
6 0 — 20
) Jdudy R
0% 29 J1 ] o o
(7) 1,09 00 _ 9 d9dn

dur " T Ou du T Qed Y00 dv

II. — Sur certaihs réseaux de lignes de courbure qui se transforment en
lignes de courbure aprés deux transformations de Laplace.

Supposons que la quadrique fondamentale soit la sphere
&= yr e St

Les réseaux conjugués déerits par A et B sont orthogonaux. Nous dé-
signerons par () et par (y) des surfaces dont les lignes de courbure
admettent pour représentation sphérique les réseaux A et B; enfin
par (%), () des surfaces admettant des réscaux conjugués paralleles
a celui des surfaces (G) et (D).

Gela posé, remarquons que, si Pon applique la transformation de
Laplace au réscau A en faisant varier «, on tombe sur le résean C;
puis une deuxieme transformation donne le réseau B. On arriverait au
méme résultat en faisant la transformation en sens inverse.

Si ’on se reporte & une Nole que j’ai présentée a I'Académie en
1895 (Sur certaines propriciés géométriques qui ne dépendent que de la
représentation sphérique), on arrive aux conclusions suivantes :

19 Aprés dewx transformations de Laplace, dans un sens ou dans
Uautre, une surface (x) se transforme en une suiface (y). Inversement,
une surface (y) se transforme en une surface (x); par conséquent,
dans Uun et Uawtre cas, les lignes de courbure se transforment cr lignes
de courbure ;

2° Dans les mémes conditions, une surface (%) se transforme en une
surface (n) et inversement;

30 Aprés quatre transformations de Laplace, dans un sens ou dans
Uautre, les surfaces (x), (y), (5), (n) se transforment en surfaces
analogucs.
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Il est facile de suivre analytiquement ces diverses transformations.

La normale & la surface C est parallele & la droite qui va du centre
de la sphere au point D; ses cosinus directeurs sont proportionnels
A 71,, M., ;5 i done r dirige une solution quelconque de I’équation

ar 2
— T — QT r
(6) ou dy e

une surface (£) sera enveloppée par le plan
Ny & 4 Ngy ~+ Ny5 4 1 == 0.

Si T'on prend pour r la valeur x,, on obtient la surface C elle-
méme.
De méme, si p est solution de I’équation

0*p

i A Y
(4) dudw — e

une surface (7)) sera 'enveloppe du plan
E1w+£2y +E35+ p = Q.

La surface D s’obtient en faisant p = &,.
Partons alors d’une surface (£) avec les coordonnées tangentielles
Ny, MNgy Nay I'.

En appliquant la méthode de Laplace quand ¢ varie, on tombe sur une
surface (z) ayant pour coordonnées

Xy, Loy & e? or

“1» 29 3y ou ’

puis, en continuant, sur une surface (1), ayant pour coordonnées

; d*r ar J9
51» Eh Ea’ —W—-Q—()—U--JZZ

Si 'on applique la méthode de Laplace en sens inverse, on déduit
de la surface (), les surfaces (), (1), ayant pour coordonnées tan-.
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gentielles
(&) figs T2, N3y 1
() .
() Yo Yar Ya _e?()%’
" , " " o?r 99 or
(n)2 &1y E2s Cir ""‘(F}'—W ‘0‘;}

Ces diverses transformations sont indiquées dans la fig. 2.

Ainsi, de toute solution r de I’équation (6) on déduit deux solu-
tions g, et p, de I'équation (4) :
0 do Or 4
PET A T Y gugu O
2 5 .
Fr_,000r _y,

P G T 20y O

Si rn’est pas une combinaison linéaire de v, M,7y7n., o, est distinct

de g,; ce qui revient & dire que, si la surface (%) n’est pas égale & une
homothétique de C, les surfaces (7), et (). sont distinctes.
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De méme, d’une surface (v) on dcduxt deux surfaces (&),

comme 'indique la fig. 3

Les coordonnées tangenticelles de ces surfaces

(T‘) E“ E_".H E:n Py
(T) Ay, Xgy Ty, —
(5): N1y Ny Mgy —
(y) Yy Yae Vi —

(& i &uy En

Ainsi, de toute solution g de I'équation (4) on

ry, ry de Péquation (6)

D*p

4 OB

sont

Jdp
—0 Y
¢ dv’
Pp Iy ()p
de? Do de’
Jp
-~ 7
¢ o’
Pp 920,
Jdu? ou du

)ﬂ

Iy T e 2% = By
! Cour dudu ’
d'p do dp
——— e l/
d PICERE Fi T
On voit de suite que
T'Sr=—r, ST r ===
’J‘S/P =0, "]”p = .
De plus, les expressions
S ﬁ/p’ rrlr/P

sont de nouvelles solutions de

pas unc combinaison linéaire de &

l’équation (/l> distinctes de ¢
Nous désignerons ces

hld

Sy Qu QH ‘7/.

expressions respectivement par sp et zp.

De méme les expressions

S’ Sroo= Sry

T r = tr

sont de nouvelles solutions de I'¢quation (6).

Enfin, on a

Sltp==I(sp==p,

Stro=1(sr=r.

et (&),

déduit deux solutions

» 9
stpn est
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III. — Sur certaines congruences de normales qui se transforment en
congruences de normales aprés deux transformations de Laplace.

Les droites 6, normales & une surface (x), engendrent une con-
gruence qui, si 'on se reporte & la Note citée dans le paragraphe pré-
cédent, jouit des propriétés suivantes :

Aprés deux transformations de Laplace, dans un sens ou dans Uautre,
la congruence G se (ransforme en une congruence W normale  des sur-
Jaces (v).

Done :

Apres quatre transformations de Laplace, dans wn sens ou dans U autre,
la congruence G, normale a une surface (x), se transforme en une con-
gruence de normales a d’autres surfaces ().

La transformation indiquée ici ne differe pas sensiblement de celle
du paragraphe préeédent. Marquons en effet une surface () et les deux
surfaces (e), (1) qui s’en déduisent (fig. 4).

ig. 4.

La normale b de la surface () admet deux foyers F et F. Quand «

: 5
dnn. de I'Fe. Normale. 3¢ Série. Tome XIII. — Novemsrr 1896. 92
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varie, le point F, dont nous désignerons les coordonnées par Xy, X, Ny,
déerit une courbe tangente & b3 le point F'(Y,, Y,, Y,) décrit quand
¢ varie une courbe tangente a b.

La tangente conjuguée g de b en F va passer par le point correspon-
dant de la surface (7). Cest 1a une propriété générale des congruences
et des systemes conjugucs découpés par leurs développables. Clest
pourquoi nous désignerons la surface décrite par I par (xx). Enfin, il
résulte de la Note déjh citée que les cosinus directeurs de g sont pro-
portionnels & 70, 7,, 7,3 c'est-i-dire que g est parallele & la nor-
male de ().

De méme pour la surface (z%) déevite par F/, la tangente conjuguée
Lode b, passe par le point (£), et ses cosinus direcleurs sont propor-
tionnels 2 %, %,, &,.

La normale aux surfaces (w%) est pavallele & la droite AG(fig. 1).
On définirait de méme des surfaces (%), (y1).

Cherchons i déterminer la surface (2q). En remarquant que, d'apres
Aoy dny  day

e > s 0 oy e e @ s RTINS ey 2001 SE Ll
les formules (2) (n" 1), &, &, 2y sont proportionnels i i o e

on pourra éerire

X, , dn; JX;

e et e /T, A B
du du’ gy Mo 3 % 0
o J*N;
Egalons les deux valears de ===, on aur
= dudy
dq Jap 2
e T N (b ¢
e’ dJdu / ’
d’oll
. Jq
6 i = g 2
(6) Judy 1 ’

q est donc une solution de I'équation (6). On aura alors

COX; Jn;
=l )
Jdu Ju

(") [, 9, D
! [ 2% 1. R
= oe M
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Nous introduirons une quatricme quantité X, définie par les équa-
tions
Xy _ da 0Ny 9y
ou 1 0u’ e g0 ™

Un point quelconque de la droite & a pour coordonnées
Xl"‘i— 7“1'1’ XQ = )..Tg, X:; -t- ).-l';;.

On vérifie facilement que, pour obtenir les surfaces () normales i

b, on prend A tel que
X, 2., = const.

Cherchons la figure F’, nous aurons, en supprimant les indices

2
I, 2,0
B Y=X-+4A xZ,

d’ol
aY oh 7k \
S e 2@ e B e i PRI ,
Ju 7 I‘r()114l'< AP TIR )
dY o > oh
R ; S B A A
dr e T8 " /( e ”)
On voit qu’il faut faire
P 1)//.
- Jy
On aura alors
oY '(ZQ ,
ou " Jdu’
oY 0%
g = o

ou
Pq 0297

(= A
ov* de Jv

__.'r([;

0 sera alors une solution de I'équation

020
e = e @290,
(4) du v ¢

On trouve une transformation analogue a celle du paragraphe pré-
cédent.

La droite g ongendre une congruence de Ribaucour, dont les
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surfaces focales sont (@), (¥n). Un point quelconque de la droite g
a pour coordonnées

Xy-+2n, Xyo+2m, Xi-+ hn.
Les points qui décrivent des surfaces () sont déterminés par
X, + Anq, = consl.

Remarque. — Si i la solution ¢ de Iéquation (4), qui définit [a sur-
face 7, on ajoute un terme de la forme £%,, £ étant une constante,
cela revient & remplacer la surface () par une surface parallele. Si
I’on remarque de plus que
on en concluat :

Deux: surfaces (x) paralléles se transforment en dewx surfaces (y) pa-
ralléles et inpersement.

[l nous reste a établiv Ia relation qui existe entre Ta solution ¢ de la

surface () et la solution r de la surface (%).

- Cherchons & déterminer des quantités a, b, /, g telles que Pon ait
Xi=ax;+ by, -+ fE -~ gy, (=1, 49,3, 4.

Dilférentions en tenant compte des formules (2), (n°1). On aura

[ da Jdo b ()o ya »
= (;)u — ;)_‘_[ — e 1’> +Yy <)1( /C > <({( e _),,, ) -+ </m t - J

da b Jy 4 < af dg
7 a——fe L et ) e E bt 2R ) A e
(()w / > <()w P ) e e ()v> o <m Tt
En comparant avec les formules (7), on aura
Jat Jo ()r(
— eV = e (e e 0= = 0¥
1 Ju ()u or =o ()( — Jet
_0b b 0o
- — fe A N
= o’ 1)1/ S SO b g T
0= ae? - f)—[ 5 0= het - (.)_[ ,
Ju dy
O = [)(,“‘ ‘19-.{— (_)5 5 Q/L —_— e B .(1::‘
Ju dy de
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On résout toutes ces relations de la facon suivante : g doit étre une
solution de I’équation

.. o
6 B = oe-p
(6) dudy FET
On prendra ensuite
O = — (%4 (-)"—{7
Jdu
du Jdu Ju? du du o2
Jd
o ==-—0¢c 9 —-’—/:,
Jdu

¢ o da u do g
[— — a PR A _— T S e (7,
ou du > A

Or, g est précisément la solution r de la surface c. On arvive alors i la
conclusion suivante :

Etant donnde une solution ¢ de U'équation (6), on en déduit, a l'aide
de quadratures, une nouvelle solution r telle que Uon ait

SP 1= —.
I suffit pour cela d’effectuer les quadratures (7) et de prendre
{
| s 'fllxl - 'flzXz -+ 'fJ:;X:; ==y A
Cette solution r est définie & une combinaison linéaire pres de 7,
T)sy T3» e Ce résultat n’est pas surprenant, puisque ces dernieres ex-
pressions satisfont & ’équation

$0 —f=o.

IV. — Cas particuliers.

Prenons pour ¢ la valeur 7,5 comme sv, = 1, on veviendra, apres
quatre transformations de Laplace, ala méme surface (xxn). On a alors

s z :
un systeme de quatre surfaces (zn), (z€), (¥£), (¥y7m) qui se repro-
duisent indéfiniment par notre méthode.
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On a, dans ce cas,

S —ty
done :

Aprés quatre transformations de Laplace, les surfaces particulicres (x)
ainsi obtenues se transforment en une surface paralléle.

Méme conclusion pour les surfaces y.
Apres avoir déterminé une solution r, telle que

S e Py

on pourra en déduire une nouvelle ry, telle que
SPg e Py T ),

et ainsi de suite; done :

Quand la surface minima est connue, on peat, a l'aide de quadratures
seulement, en déduire une infinite de surfaces (x).

Indiquons la propri¢té suivante, qu’on vérifie facilement

La surface moyenne de la congruence (g) est une surface (y).



