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SUR LES

POINTS SINGULIERS D’UNE FONCTION

DONNEE
PAR SON DEVELOPPEMENT EN SERIE
ET

L'INPOSSIBILITE Dy PROLONGEMENT ANALYTIQUE DANS DES CAS TRES GENERAUX,

Par M. Evcine FABRY,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE MONTPELLIER.

1. Une fonction analytique de la variable imaginaire z étant donnée,
si on la développe suivant les puissances de 5 — «, le cercle de con-
vergence passe en géndral par un seul point singulier, celui qui est le
plus pres du point e.

»

Si, au contraire, les coefficients de la série ¥ a,z” sont choisis
’ n
0

arbitrairement, de facon cependant que le rayon de convergence ne
soit ni nul ni infini, la fonction définie par cette série a au moins
un point singulier sur le cercle de convergence, mais en général elle
en a plusicurs. Dans un Mémoire sur les fonctions données par leur
développement de Taylor (Journal de Liouville, 4¢ série, t. VIII),
M. Hadamard a donné ’importants résultats sur la recherche de ces
points singuliers. Je me propose de généraliser quelques-uns de ces
résultats et d’en déduire de nouvelles méthodes particulieres pour
rechercher si un point du cercle de convergence est singulier. Dans
bien des cas ces méthodes montreront méme que tous les points du
cercle de convergence sont singuliers, ce qui permet de former des
séries, beaucoup plus générales que celles actuellement connues, qui
ne peuvent pas se prolonger analytiquement au dela du cercle de

convergence.
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Soit
J(E)=ay+a s+ .+ a5 +...
une série dont le cercle de convergence a pour rayon 1, ¢’est-d-dire,
comme I’a montré M. Hadamard, telle que la limite supérieure, pour

m =, de \]a,| soit égale & 1, ou celle de %ﬁl égale A o. For-

mons
Jr(e) no- 1 (n~+1)(n-+2)...(n-p)
1.2...n =l A b - o o T p )

ol ¢ est réel et compris entre o et 1.
Siz==1 n'est p'h un pom( singulier de /(z), la limite supéricure,

_/(ll)

\Ev

pour n ==, de est plus petite que ——. Si s =1 esl sin-
3 [

gulier, elle est égalc B

(n»f l) n +«/) nt
P~ 148 sntent tant O <
e augmentent tant que p <o
puis diminuent constamment. Le plus grand correspond i la valeur
de p telle que

Les coefficients ¢# -

nt . . ont

RS -

_

T FOE g

‘o 14
Plus généralement, donnons i p une valeur telle que -7 ait pour

¢
limite ——, lorsque » augmente indéfiniment.
Lemp]m de la valeur asymptotique de la fonction T'(n) montre

. T s " 1 v
que Ja racine 7™ de ce coefficient a pour limite -—,. On a, en effet,

[ n -~ 7o 1
n~| If / L ‘+~ Iz = L =

ot 2 7t

o T R rxp < L(n -1 ~+~
2 r

Lrr L(H })«p >~|- L P 4

b
ot 1 n p(n k«r)

[(n+x (n+p),,,J<I"‘*P+£[<,’ii“.£.’¢>,

1 n P
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St p augmente indéfiniment avec n, de facon que - ait pour limite

!
» les deux membres extrémes ont la méme limite L.— et

] —

np) tend vers ———Z

lp (" "{" )

1. p
Divisons par ce cocfficient, et posons p + n = m. Soit
, (=) (- 0)

m-
O,,(l) =a, 4+ «a [ gy L2 S
,/u( ) m m A1 P S (/) —l‘l)(/)—!— ”
Sm=1). . (m -y
-~ HH-VLJ ( " ) - ) oo
(p+1)(p+)
rp 1 plp—il...1
gy Ay e e
" m - m(m—1).. (m—p+1)
ol p augmente avec m, de fagon que "” tende vers ¢

2]
. . . n
Stz =1 n’est pas un point singulier (le /(:) \/[fa,,,(t)l a une limite
H
" aune limite posmvc, —

supérieure plus petite que 1, el comm('

il en est de méme pour V|7, (¢)]-
Si z =t est singulier, la limite supérieure de V], (1)], et aussi

celle de Vs, (2], est égale d 1 i, lorsque 7 augmente indéfiniment
n=m —p passe par toutes les valeurs enticres; ce qui a lieu, par
oxemple, si 'on prend le nombre p compris entre m¢ et mt — 1.

Mais siv=hm, A étant une quantité fixe aussi potllc que I'on voudra,
il est inutile de tenir compte des termes de 2,,(¢) qui suivent a,,w,_

si n est assez grand,

En effet,
[an] <(14+¢€)* ()
= o

do deux coefficients consécutifs diminue quand o

et le rapport ‘- e
augmente. La somme des termes de ¢,(¢) qui suivent a,,,. ,haum

don(, un module plus petit que
(=) MY A m v -
l“i—L(l c) [)+‘U+l c)

(m -1 )_-_ﬂ.“m__,
)

]+ E m-v l‘l
S V7 N ey

( ( I'L—I—J-l—l)-_h“]’

(1) e reprdsente ici, ¢t représentera dans la suite, unc quantité positive qui peut étre
by

choisie aussi potite que I'on voudra, si 2 est assez grand
Ann. de I’Lic. Normale. 3* Série. Tome X111, Ocrosre 1896
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ol Am<v << Am-+1. Si ¢ est assez petit et m assez grand, la raison
de cctte prorrrcssion géométrique différera aussi peu que I'on voudra

dcl , qui est plus petit que 1. La racine mi™¢ de la progression

tend donc vers 1, si m devient infini. D’autre part

(m=1) (=), .. (m +v)
D (pHa) s (py) T

ne = ) e Y n
= (m-+v)L ——— (p-+v) L o

(m |- )« N u)l

- 1. . NN
I 4(1-& €)Y {/)__ P (I’“’ v

ne - v I - & ne =y ) =Y ) e v v mi
oy ) bopEy - ‘e,
m mn mn /) n /)

dont Ta limite est

t= ) L g) = (02 L B = (L= 2.) I.(: e ,)

terme, qui est aussi pelit quv l on vomlru. l)()n(,, sl (< 1, et ste (,.sl.
assez petit, elle sera négative, et la racine mi™¢ du module de la somme
des termes qui suivent @,,,,_, a unc limite supéricure, pour m = =,
plus petite que 1.

De méme, si A< ¢, la somme des termes compris entre a,,, ¢t @,
a un module plus petit que

1op(p—1)...(p—v-1)
v m(m——x) (/)L—-v 4= 1)

% R sl S P= N (2 T,
(g (m—v) /,(t—l-e)(mwv)) T+ 5)‘(772:;-)) Y

( l n)lil—"/

la raison de cette progression dilférera aussi peu que I’on voudra de
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5——7
=T qui est plus petit que 1, et

’(P*l)...(p——u_;_,) D
L. f ‘
/”(/)lr*l)...(/)c-——v—!,—y) "‘ m-1d"’
= (m—v-1)l M — VA1 __(/,_y_,_,)L’_’_:_vi_[ L 2,
m 7 -

L [m.a)m—v Lelp=n...(p ”’”] <MY 4

&Pm(m o —uy. . . (m—v 1) ]| m

m——~v+l]m~—v+l /)—-—v+ll/)—-u—|—[ v P
- )
m m m ! Yz nm

dont la limite
(=)Lt +8) + (=D L= W) — (c = L (1 — Z.>

est négative, si¢ <1, et si ¢ est assez petit.

Done, si dans ¢, (¢) on ne conserve que les termes compris entre
Uy €Ly, 1o module de la somme des termes supprimés aura une
racine mi®m¢ inféricure & une quantité plus petite que 1, pourvu que
m soit assez grand; ct ces termes n'ont aucunc influence sur le résultat
énoncé, ce qui conduit au théoreme suivant :

Sott
m-1 y(m— 1), .(m—+v)
Om (L) == @y 4 Ayt [)}—l e ey 8 (p 1) (p -+ )
1 p 1t p(p—1)...(p—yv-41)
= A Uy
sy Tl mm—u)... (m—v—+1)

ot p est un nombre enticr variant avec m de fagon que - ors 1,
elvzhm, o < ALt < 1. Siz=1 n'est pas un point smgul:er de f( =),
yo o , . m T ) ) . N
la limite sup érieure, pourm == », de'y/ | fa,,,(t), est plus petite que 15 et si
cette limite supérieure est 1, le point 5 =1 est singulier.
¢ est ici une quantité arbitraire, qui peut varier avec m, pourvu
quelle reste comprise entre deux limites comprises entre o et 1,
) . ey o
et que ?:I}'Z tende vers 1. On peut, par exemple, supposer ¢ = -
Réciproquement s, ¢ restant fixe, p varie de fagon que m — p prenne
toutes les valeurs entiéres, par exemple si p est compris entre mt — 1 et
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. . . . ny aEl . . ,
mi, et st =1 est un pownt .s'mgu/l(er, \/['_‘o,,l(l)] a pour limute supe-

o ==

rieure 1; st cetle limite supcrieure est plus petite que v, le point = =1 n’est

pas singulier.
Si P'on pose @, = ¢*(a,, + ia,), a’ cta” élant réels, ¢,,(¢) prend la

D : .y . . ;. m o
forme ¢ (=), - i7,,), et la limite supéricure de v/

I o, (2)] est égale i
. . , . V23 et m =TTy -
la plus grande des limites supéricures de Vo, | et 'V]z,]. Si, dans
=(0), onremplace les termes @, par la partie véelle de «,e=%, on voi
o, (1), onremplace les termes @, par la partie véelle de @, e, on voit
. . . . m =

que, si le point z =1 nest pas singulier, V|, | aura encore une
limite supérieure plus petite que 1, quel que soit o, qui peut ainsi
a pour limite supéricure 1, le point s ==1 est

. S
varier avee m. Si /|2,
singulicr.

a pour limite supéricure 1, le

. . v Rt
3. Posons z==te"; 51 V|2, (L")
point z == ¢ est singulier. Si, sur un arc compris entre — Q et - Q,
il 0’y a auvcun point singulier, celte racine 72°m¢ a une limite supé-
rieure plus petite que 1, pourvu que - Q<o <4 Q, el la racine
mieme (e
I p . : . o ,
e | 2y Dm (l(:“’l‘) ~t (:“u’fp,,,(t(,'“":’) R D ( l(‘,h!"l)
n !
aura ¢galement une limite supéricure plus petite que 1, quels que
soient les ares o. Si cette limite supéricure est 1, il y aura au moins
un point singulier sur arc == Q.
Siles ares oy, w,, ..., o, varient avee m, de facon que|ow| ait,
.. , * .oom 1 as
pour m = =, une limite supérreure Q, et si \/l;hcﬂ‘?((c"”)‘ a pour
limite supérieure 1, il y aura un point singulier sur Pare == (Q +-¢).
Bt si tous les o tendent vers zéro, il y aura un point singulier sur
arc 2= ¢, € ¢lant aussi petit que Uon voudra; le point z == 1 sera done

singulier.
Soient n arcs positifs o, w,, ..., w,, Qleur somme, ct ,, zy, ...,

des arcs quelconques. On a

%y,
COS( oty -+ Y0ny) Cos(cty~vmy). .. Cos(c, - vm,)

Py ((;(d,-i“‘/mlii e @ (gt ‘/M,)l') . ((,Cfl,f»vm“)i_l_ e—(a,,+~m>,,)r)

— ._I,,; ¥ el -tV (o =Y, )tz L 20,4V )] y

%
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le signe T comprenant les 2" termes obtenus par la permutation des
n signes ==. Chacun de ces termes est de la forme

c(z-ww) 7

ol
l G) I;Q.

Dans ¢, (2¢"), prenons pour o les 2” valeurs = o, = w, =... = o,
et pour o les valeurs correspondantes. Posons alors

. 1w .
Uy (L) = o ety (L)

Ty, COSO COSSy L. COS S, ~. ..

Sm—=1).o . (m v
= gy 7 ( oo ) cos(a;+vm,). .. cos(o,+vu,)

() ()

1 ) .
g n 7171 cos(ay—my)...cos(e,— m,)...

top(p—1) . (p—v-r1) .
- g e et OB (g V). . COS(S,— VW, ).
m ’l’ IN-(IN '-——l)...(lll——-*J ‘l"l) ( 1 :1) ( n u)

Siw, -+ o, ...+ o, tend vers o, et si V[, (2)]a pour limite su-
péricure 1, le point z =1 sera singulier.

Supposons les termes a, remplacés par la partie réelle a, de @, e P,
B pouvant varier avee m, et cherchons a4 déterminer les arcs o et ©
de facon que les termes de §,,(¢) soient tous de méme signe. Si cela
peut avoir licu pour une suite illimitée de valeurs de m telles que

NS I §
V]a,|tende vers 1, w, + 0, +... + o, ot ;;L| COSeL, COSTy ... COSE, |

tendantverso, le point z==1sera singulier, car Via, cosa, cosa,...cosm,]
tendra vers 1 pour ces valeurs de m, et les autres termes de (1)
s’ajoutent au premier.

Soit

T
- ’; — [ Wy

. ¢tant un nombre entier positit oa négatif; puis

0)q

Sii? Olp = — [h Oy olt n==2,3, ....

O)y ==



374 E. FABRY.

cos (o, -+ v, ) change de signe pour les valeurs

T
Vo= [J.+/C’-—
()4

et cos (o, + vw,) pour
, T T
VempoA(ak ) 2t e =
o) Y
Si £ = o, cos(a, +vw,) est seul nul. Si £ est divisible par 2%-2, ¢
quotient étant impair, cos(x,-+vw,) s’annule aussi et le produit
cos (o, +vw,) cos (e, + vo,). .. c05(e, + vw,) change de signe pour
v =, el n'a pas d’autre changement de signe entre les valeurs
T

v = p.== —2"". Comme dans ¢,,(£) on peut supposer |v |2 A, il suftit
1)1 '

E . . ™ . - .
de choisiv 2 de facon que - 2"~ soit plus grand que Am + | n]. On a
1

alors
oy =t Oy b=y, T 90y
et
. [y [ty [y
COSG COS Gy . . . COS Oy == ST L0y COS =70 COS == L o8
) on-
. ot bty . -
Sin oy Z ~ g (ke i Sin o,
o DO ¢ e M
gn-l [
4 =1 1 Az
fozan—t 2 Sin 2”__1
c 1 o
et, si 'on suppose
T
O <\ 1ty | < -
[ o] = o
on en déduit
- Si”‘I{JJl)‘ /‘
[cosagcosay ... cose, | > —I»V—[I/ = i | g |-
. 1)1

a,, étant supposé positif, soient «,, , ,, @,,_,, les premiers termes né-
gatifs, puis @,,,,,, @, _,, les premiers termes suivants qui sont encore

/

positifs, et ainsi de suite, @,.,,., @y, \s -« - W1y, €L €

ZE am-—'/',’ 4

’

@, vy étant les termes qui changent de signe entre «, ,,,. Prenons

successivement pour i les valeurs v, vy, ..., v, puis -—v|, — v, ...,
' ” ™

=Yy, ®, conservant la méme valeur o, = - . Alors |10 | reste plus

. T - g g | q 4 .
petitque 5 et st -/~--m 7 tend vers 0, Xwm <1:-L)~’E-/- tendra aussi vers o.



SUR LES POINTS SINGULIERS D UNE FONCTION, ETC. 375

D’autre part, on a

L SLjcosa|>~SL] A po = CE 2 1y
0> — L[cos,<|>m..L b = L7:7.m+1_n)l‘l“l
et
4 '
.‘.'LI(J.[_:_ZL(I.Q...(/)—{—-L(I.z...q’>/ Lz de+ / Ladzr
J, .
=qgLg+qg'Lg'—qg—q' +a. l
Donc

1 q ' o \ ( m "om
——.‘3L[c0sa{>l AN o ———J-L—mZL--—;,
m 1723 A m q m q

; ; . q—+q .
expression qui tend vers o en méme temps que —/-ll)——r/— On arrive donc

au théoréeme suivant :

4,, €lant un arc variable, soit g le nombre des changements de signe
m 5 8
de la partie réelle a, de a, e t, lorsque n varie de m — him v m + hm.

q
et - tendent vers o,

’

a

m

- TI 1
Si, pour une suite tlanitée de valeurs de m, — L
lepoint z = 1 est singulier.

Supposons qu’entre «,, ¢t .5, le nombre des changements de
signe soit infiniment petit par rapport & 7 ; ce théoreme s’appliquera

-1 . .
si ~ L], | tend vers o pour une suite de valeurs de n comprises cha-
cune entre m(1 + A’y et m (1 + A —N') olt o <N < A; c'est-a-dire

. 1 , .. , .
si, pour toutes ces valeurs de n, ~ L{a,|a pour limite supérieure o.
Si, au contraire, cette limite supérieure est plus petite que o, on peut
supprimer «,z" sans changer les points singuliers du cercle de con-
vergence; de sorte que les lermes compris entre @, et @ ym €
réduiront 4 la forme @ iefnt,

4. On peut encore généraliser ce résultat en multipliant la séric
par un polynome P (z); si le point z =1 est singulier pour la fonction
P(z) < f(z), il est singulier pour f(z). Le degré de ce polynome
peut méme augmenter indéfiniment. Supposons, en effet, que z =1
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ne soit pas singulier; on pourra trouver une quantité fixe 0 telle que
fn(¢ [__0 n
l S () << ) ,
[.2...n 11—

pourvu que » soit assez grand. Soient

P(s)=A,+A 5+ A3 4. .+ A5,
Q) =A(+3s+z"+.. . -+35),

les coefficients A,, A,, ..., A, ayant des modules plus petits que A,
et v étant tel que » — v augmente indéfiniment avec n. On a

1.2...n dir

Pr(¢)
“1) - e

A T A (1 = I\ QM (1)
Pl R OL) - - — /2 I T T R
“(lw 6,) [_‘)({) l l~~--~~-fJQ({) l I X -U) 1.0, .Y

A B <"‘,.m(}" n,A ]M“_lf)‘ < ) | [ O\
/}/) h \l-"-l) CO(r-—=1) \ ROty \ 1

2

dnD(2) [ (1)

I
}t.fz.../z dir
AN
g

dont la racine 2™ a une limite supérieure, pour n = =, plus petite

~

I o 0T . . .
que —— si VA a pour limite supéricure 1.
) v
Posons, comme au n® 2, 2 - p == m, ;f;-/— tendant vers 1, et formons
la fonction ¢,,(¢), ot chaque coefficient a, est remplacé par

Dp== Aytty~+ Aoy oo Ay,

L{A] _ imite supérieur , . ,
=- ayant pour imite supérieure o pour m ===, etv étant tel que
m(t—t) —v devienne infini avec m. Les A peuvent ainsi varier
avec m ainsi que v. On peut encore négliger les termes non compris
entre by s ety si A <1 — ¢, v peut étre supposé égal a Am.

Le méme raisonnement s’applique & tous les points du cercle de
convergence, ce qui permet d’effectuer les transformations du n® 3.
Considérons la suite b,b,, ... 0y, 0ty =2Am. Si 'on peut trouver

e . LA
des quantités A variables avee m, -L-;~

+ayant pour limite supérieure o
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pour m ==, de facon que, pour une suite illimitée de valeurs de m,
les parties réelles &), 4, ,, ..., 0., des b n'aient qu’'un nombre de

L|,

changements de signe infiniment petit par rapport a m, _.7)”_"1_‘ ten-

dant vers o pour des valeurs de p comprises chacune entre 3’7 et
m(h—N'); le point = =1 est singulier.

Supposons que, pour une suite de valeurs de m, les parties réelles
de @, e Puf n’aient, entre 2 = m et m -+ hm, qu'un nombre de change-
ments de signe infiniment petit par rapport & m. On avu que le point
s ==1 est singulier, sauf dans le cas oli, en supprimant des portions

L] . .o .. .
de termes telles que "I‘/T‘L ait une limite supéricure plus petite que o,

on obtient des intervalles plus petits, mais tels qu’entre @, et @,y
tous les termes soient de la forme

T
a,iell.
Dans ce cas, supposons les termes suivants mis sous la forme
== cﬁi ( ((:t -t [ﬂ;; ))

et supprimons le facteur commun e, Les quantités & se simplifient
si les A sont supposés réels. Car les @ sont nuls pour des suites de
termes que 'on peut représenter par

Ay Qo= o« O s
on a alors

' r ’ — ' ' [ — g N
l)IIL = A, @y l)/n T R Ay Uy gy = Al Ay R O = Ay Wy =+ .+ Ayt

ol
v == Am.

On peut en conclure que le point = =1 est singulier lorsque 'on
pourra déterminer les quantités A de fagon que les 4" n’aient qu’un
nombre de changements de signe infiniment petit par rapport a m,
1 ’ .. ,o.

L | b, | ayant pour limite supérieure o lorsque p prend les valeurs

comprises entre A'm et (A — A)m.
Ann. de U'Ee. Normale. 3° Série. Tome XIII. Ocronre 1846. 48
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5. Soit
Ay == Py el == edi(al, +iay).

Pour déterminer les changements de signe de @, = g, cos(w,— B),
supposons que I'on marque, sur la circonférence de rayon 1, les argu-
ments o, des termes compris entre @, ¢t d,, .., en réunissant les
points conséeutifs par arc le plus court, de fagon & former une ligne
continue sinueuse. Le signe de @, changera chaque fois que cette ligne

A’ﬂ:}::’:c)i
(B3 . Le nombre ¢ des changements de

dépassera 'un des points e
signe de a, est égal au nombre des points d’intersection de la ligne
précédente avee un diametre, que 'on pourra choisir de facon & rendre
g minimum. Pour chaque valeur de m, soit B, I'ave qui correspond a
cette valeur minimum de ¢, A pouvant varier, mais sans (endre vers o.
N ( . . . . NI £l

Supposons que Tf_z ait pour limite inféricure o, pour m ===, ¢'est-
a-dire tende vers o pour une suite illimitée de valeurs de s On en
conclura que le point z =1 est singulier si, pour les valeurs de n
N Sene onfen . N - -~ I . e o

comprises entee m(1—+ 1) et m(1 44 -~ 71"), ~ L |z, cos(w,—B,)]

a pour limite supéricure o; ¢’est-i-dive si, pour une suite illimitée de

I 1 2 .
o valenur a0 08 4 \ Py
ces valeurs de n, ~ Lo, et =L{cos(w, - B0 tendent vers o.
Cette derniere expression tend vers o en méme temps que
|

I ™ ’ P N
~ Llw,—8,— = k= (A' ¢tant choisi de facon que 'are reste com-

]

. T
pris entre — et - -

4 .

), et en particulier toutes les fois que

~

=
Mp == 2m

ne tendra pas vers o.
Par exemple, si, pour chacune de ces valeurs de m, il y a deux ares
7 i
Bet B tels que L tende vers o, — L|B — B’ == kx| tendant vers o,
m m

. 1 T 1 ™
Pune des expressions ~L |, — f—=-= /6’7:‘, ~ Lo, — f— =
i (2 % |

A

tendra toujours vers o. Il ne reste plus alors qu’a chercher si, pour
L A 1 . . , . . .
les valeurs considérées de 7, -- Lo, a pour limite supéricure o. Mais si

cette limite supérieure est plus petite que o, on peut supprimer ces
termes sans changer les points singuliers du cercle de convergence.
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SO @y iy sy« oy Ay Vune des suites de termes ainsi supprimés,
m prenant une suite illimitée de valeurs. Soit v = Am, et

b= Ayat,, /)/114—1 - »'\0 Aypy + f\ianu vy b= Ao+ o o= Ay,

, ] .. . . LIA] .
les A ¢tant imaginaires, variables avec m, mais tels que -—17&—‘ ait

pour limite supérieure o. Le point = =t sera encore singulier si ['on
peut choisir ces quantités A telles que les b remplissent les conditions
obtenues pour les .

,

Par exemple, si les A sont tous ¢gaux i ¢*, on est conduit i con-
struire le polygone dont les sommets représentent les quantités «,,,
A= Clp i ooy oy =+ Ay + o oo+ @y Les parties rvéelles de 0,
Dpgrs =+ o2 by changent de signe chaque fois que ce polygone traver-

. ) . . —(8=Z);
sera le diametre qui correspond aux directions e (#=3) . On pourra

choisir le diamétre qui donne le nombre de points d’intersection ¢ mi-
. . 1 . .
nimums; e, si T;II tend vers o, on en conclut que le point s =1 est sin-

gulier, pourvu que, pour les valeurs de p comprises entre XM'm et
- - r . . T ETI = ,
(h— N)ym, ” b, ] ait pour limite supérieure o.
6. 1 est facile d’obtenir des cas assez généraux ol ces méthodes
2]
montreront que le point s =1 est singulier.

Formons les différences |w,,, — o,| comprises entre o et =, pour
les valeurs de n comprises entre m et m + Am. Parmi les diametres
situés entre deux ares (5 et p -y, il y en aura au moins un coupant la
ligne qui joint les arguments en un nombre ¢ de points inféricur ou

"74“/.]"

’ N ¢ -l
au plus ¢gal & - 2‘ |0, — ©,].

N n=m
mg-an
o I Q q .
Si— z | w,,, — o,| tend vers o, 4 tendra vers o pour plusieurs
1213 m
m

diametres distincts, et on pourra toujours choisir B de facon que
1 [ ¢ .. ,
~ L[cos(w,— 3)] tende vers o. Donc, si - L|p,| a pour limite supc-

rieure o, pour les valeurs de n comprises entre m(r+ 1) et
m(1 + 4 - 1'), le point = = 1 est singulier,
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Si, lorsque m devient infini, o, , — w,| tend vers o pour les va-
m-rlam

. ] ul .

leurs de » comprises entre m et m + Am, — Z [®,,, — o,|tend aussi
m

vers o. Plus généralement, supposons que 'on divise les différences

| @,y — w, ] en deux groupes, les unes tendant vers o, les autres pou-

ma-ha

R . . RN . .
ant étre arbitraives. ~ 2‘ |, — »,| tendra vers o si, dans ces in-
m

tervalles, les différences sont outes du premier groupe, sauf un
(
nombre ¢ tel que £ tende vers o.
m
h apto Tap T AT i oy Tare Y " .
En particulier, si [w,,, — w,| tend régulicrement vers o, pou
toutes les valeurs infinics de 7, le point z =1 est singulier, car on

. . . Lp
suppose qu'il existe toujours des termes tels que '”‘,g’;ﬂ tende vers o.

Le point = =1 est encore singulier quel que soit g, 8i [0, -~ ©,]
tend vers o sauf pour des termes tels qu’entre @, et a5, il 1’y en ait

(] . S
que ¢, ,—’/‘- tendant vers o pour toutes les valeurs infinies de m.
De méme, si o, — o, tend vers une limite a pour une suile

infinic de valeurs de 7, et si P'on peut former une suite illimitée de
valeurs de m telles qu’entre o, et o5, il 0’y ait que ¢ différences
qui ne tendent pas vers o, ;(}/i tendant vers o, ~I—‘-IL:'L’ ayan( pour limite su-
péricure o, lorsque n prend les valeurs comprises entre m(1--4") et
m (1 + A —N), le point z = ¢~ est singulier.

Cela peut avoir lieu pour plusieurs points, et méme, dans certains
sas, pour tous les points du cercle de convergence. Considérons, par
exemple, la série

"

~ ,
4 S
g, e

’

i

qui donne

. 7~ 1 1
Dy = ), \/Lu R ~'v i L<l - ‘—)-
V6 L(n~+1)

Sinest assez grand, w,,, — o, differe aussi peu que 'on voudra de
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L 1 L
" n

V L+ L(n »i:_/—ﬁ’

y L. D'autre part,

VEL(n+p)—yLn=

L2

. P - . .oon
qui tend vers o si - veste finl, ou méme si I tend vers o.

VELa

Soit e un arc compris entre o et 2. Considérons la suite des va-
leurs de n comprises entre ¢ ==hT o p@ AT rehT e (ondant vers o
lorsque £ devient infini. o, — o, tend vers o pour toutes les va-
leurs de n comprises entre n et 2 + An, et le point e est singulicr
quel que soit @, pourvu que ;E Lg, ait pour limite supéricure o pour
fes valeurs de n qui correspondent & chaque arc «. Celaa lieu, en par-

. . Lo, ) . .
ticulicr, si =22 gend régulitrement vers o pour une suile ny, ny, ..., n,

Iy

Ty .
devalears de n telles que ==

reste fini, ou méme plus généralement

v

1 Ny
telles que - "o L= tende vers o.
VL, 1y

On arrive au méme résultat pour les séries de la forme

Y . ;
2 ~ iny(n)
sTpnt “ ’

w(n) ¢lant tel que rn|w(n+1) —o(n)] tende vers o, 9(n) — 24=
ariant constamment entre o el 2= lorsque 2 augmente indéfiniment;
ce qui a lieu en particulier si g(2) augmente indéfiniment, n¢'(r)
tendant vers o.

De méme dans la série

2“ ‘511 P glan x;in:,’d(/lJ’

Wyps = w, 4 pour limite les valeurs comprises entre — et + «; et
si o <=, ce raisonnement ne s’applique qu’d une portion du cerele
de convergenee.

- an , . . . I.|a .
7. Sila séric contient une suite de termes tels que -l;r“-—] ait, pour

“n==oo, une limite supérieure plus petite que o, on peut les suppri-
mer, et il n’y a plus & tenir compte de leurs signes. Supposons que,
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. ILla .
pour une suite de valeurs de m telles que w!m-“—’l tende vers o, il ne

( . .
reste entre @,,.y, que ¢ termes, 7)/; tendant vers o. En faisant la substi-

tution s = z"¢™, les parties réelles des coeflicients de la nouvelle
séric auront au plus ¢ changements de signe dans le méme intervalle,
et le point 5" =171, == ¢ scra singulier quel que soit ©.

Si, pour unc suite de valeurs de m, il ne reste entre «, ¢t @,.5.n que

( . Lja ; .

q termes, ;'/—& tendant vers o, ct si wLn—-i‘-[, ou 2 reste compris enfre
m(1+A) et m(x-h—"2"), a pour limite supéricure o, tous les
points du cercle de convergence sont singuliers.

Cela a licu, eu particulicr, pour la série

Ed

- ‘
1y 5,

Vo

olt ¢, — ¢, augmente indéliniment avee v, et méme si, p ¢lant un
nombre fixe, ¢,,, —c, augmente indéfiniment, et enfin dans le cas
plus général ol ¢,,, — ¢, augmente indé¢finiment, saul pour des termes
tels que, entre ¢, et (1 + A)e,, il n’y en ait qu'un nombre infiniment
petit par vapport & c,, lorsque v angmente indéfiniment. Tous les
points du cercle de convergence sont alors singuliers quels que
sotent les coefficients a.

On peut encore multiplier la série par un polynome a cocllicients
variables, et remplacer a, par

o= Aogtt,4= Ayttpey v oot Ay,

les coefficients A remplissant les conditions indiquées au n® 4.
En particulier, supposons que, pour une suite illimitée de valeurs

. . ‘ | AR .
de m, les termes a, compris entre @, et @,.y, soient tels que -v-/;——’-’--! ait

unc limite supérieure plus petite que o. On peut alors supprimer ces
termes et 'on aura
bm poect A(,/l,,,,
by = Ao @iy + Ayt
................. crnesy

Oy = Moty + .o .4 Ayay,,
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olty = Zm. On sera encore str que tous les points du cercle de con-
vergence sont singuliers si 'on peut choisir les quantités A variables

A

, . L)/ . _ , . ,
avee m, de fagon que = ait pour limite supéricure o, les b étant

. . . . s L|b
nuls, sauf un nombre infiniment petit par rapport a m, —llil ayant
r

pour limite supéricure o lorsque n reste compris entre m et
m (14 h—N).

Posons z = z'¢" et A, =A™ On peut reconnaitre que le point
= = ¢ est singulier si dans la suite

— /
/’/u == A o @y

’ !
/)/n»'H — ("“)t( Ao [{m +1 -+ A 1 (l,”) ’

/)/Il-l-‘l —_ (f‘lmi(-A’o e e A,/ “uz)

les parties réelles des & n’ont qu’un nombre de changements de signe
infiniment petit par rapport i m, la racine mieme de la partie réelle de
b, ayant pour limite supérieure 1, lorsque 2 veste compris entre m et
m(1 4 & — N). Et tous les points du cercle de convergence seront sin-
guliers si ces conditions peuvent étre remplies quel que soit o, les A
pouvant varier avee .

C’est ce qui a licu, par exemple, si, pour une suite illimitée de va-
leurs de m, @, \ =a, ,= ... =Wy 3, =0, Aulyp .. Ay, ctant
’ « , . m ~ . EET)
réels, positifs et décroissants, Va,, tendant vers 1. En elfet, si l'on

0i

prend Ay == A, =...=A,=—ie¢* etz = z'¢™, on aura

i
Doy == 1€ % (U~ Qg €0 A= gy €707)

et la partie véelle de b,,,, est égale a

. . do PREYE R
(g SIN = e () g S —— == oA~ @y ST T 1)
0 2 p

I Lo, ) 5 20)
— (et = ey ) SINZ =+ (Gpp) — Ay ) SIN? .
. 1. A s
sin ~
o
- L LY
A (U st = Uy ) SIN = Uy SIDT i b
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m N
. . . 0O) . (;
expression dont tous les termes ont le signe de sin =, o.L\/) @,, $in —:’
. 0) .
tendra vers 1, pourvu que sin - ne soit pas nul.
On arrive, du veste, au méme résultat dans le cas plus géncral ot
'on pourra déterminer les quantités A telles que les b soient réels po-
- en , . myy— ; ’
sitifs et décroissants, Vb, tendant vers 1, by, Dpsy oovs O 3 Glant
nuls; car on peut multiplier successivement par deux polynomes.

8. Afin d’obtenir de nouvelles applications des théortmes établis

aux § 2 et 3, nous allons caleuler Pordre de grandeur des cocfficients
.o . . . ) ’

de 2,,(¢) lorsque m devient infini, en supposant ¢ = ,,/,”, p Ctant un

nombre entier qui varie avec me, de facon que ¢ reste compris entre
deux limites comprises entre o et 1. On a alors

e
] [ ofe e
o (mA=1)o o (=) X [ t o
TpAn)y o (p ) T ’ o
Wzt I ““" -
/,)
Y Y v
1~ { % , l--wl.zz ) I - l"Z -
e e L e s L P A
mt oLt Smd
1 1 1
or
V] 'l
..' (“t Z o < Y Z rht 1
1 1

Par suite, le rapport de deux (ermes conséeutifs

- L% n-——1

[ — Y el Xt

. v 2 . -
est plus petit que 2 < Z< 1 si A< ¢ Onadone

me =
" (m‘ “+1). . .(/)_z“<~}tv2 =t
L Sy ) S s Y

t— 2 v(v-1)(2v 1) 1~ ‘
; e e Y (Y = 1) (12 ),
2 mhet 6] 2ami () ( )

o pouvant élre aussi petit que 'on voudra si A est assez petit.
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De méme

oy N TR g, S
Em— 1) mM—y 1) i ‘1 x Mt e am? 2 -
€Xo= ] " 1 1
1 — 14 -
L e V(Y 1) < v va-1)(1— =z
~ 2L ( )< 2 nl (v 1) ( )s

2 —
pourvu que v > ——-—

i .
Posons - (1 — 2) == k. Le coefficient de «,,,, dans ¢,,(¢) est plus

. ' WAl . . — 5;:_/ V(v —1)
petit quee ", et celui de @, est plus petit que ¢ *™ , et
VAV Fly -/

plus petit que ¢ 7 siv> 22

La somme des coefficients qui su1vcnt celui de @, est plus petite que

.'III
ahred) plret-1) koo st kgt
Z 4‘,”‘»/ o / —k T dr — (,v'}/; At / (‘,—/n AR L dr
“0
RE R |
% 0 k .
e ) g 1) —— x(u 1) m — (Y-t
<l ™ / ¢ dix T e .
Jy /.()J-»i—l)
On a également
e xlr-1 LN ek r 111)2 e
/ (‘.'—/l—m ((.‘l—’ < ¢ M ViV + “f e mJ! [{(L‘ o —r;- —/T_ e m ”’+“;
vy 0 “ '
T
expression qui est plus petite que la précédente siv < e

La somme des coefficients situés au dela de celui de «,,_, e,_st plus
petite que

./- m

i 1- s p 1)

ul pra— r( ] (X —1)

Z ¢ 'zml < ¢ 'mt da < m dx,
Y

a1

9 — o

siv>2% Mais si 0Sv < » la différence des deux derniéres
- o

dAnn.de " Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XIII. —— Ocrosre 1896. 49
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intégrales est toujours plus petite que

e 1= -1 i 1= Il RS 1)
(,‘Vq”” = )[[J . / e ﬂml( bt '(l.l‘

o .

"2 = vl - . A S AV
— [ ¢ ’ml = e +/ e Am'f”“m"l fr=1 dx - / ¢ ""”l(. ") dx
“o
D 1-t 1, 1t 11— Y
Sl T 2ms A=t
— / e ‘l//zl“ a‘(' )Cll' < c&m[ 1 -} T[IN/ —1 8mi o _‘__h,jr_,..)_lﬁ__‘,__‘,
Jo 2(1—1) 2(1-—4)(1—z)

expression qui reste négative si m est assez grand.
Donc la somme des coefficients venant apres celui de @,,_,, de méme
que la somme de ceux qui suivent celui de @, est plus petite que la

15

L}

3 s )z
M III sy (1) TN ==Y (Y 1) |
plus petite des expressions o—— ¢ ™ Lo\ == " Bt Ia
A (,) y % ) o I

UL . T
somme de tous les coefficients est plus petite que | /'~

Dans ¢,,(¢) supposons les quantités @, remplacées par la partic
réelle a), de a,e . Sil'on considere des termes tels que |«'| < A, leur

‘ o mmwoooeo
somme sera plus petite que A\/~-/~,- - Si ces termes ne sont pas con-
X

» .
rm '—'ml(/'hl)

pris entre a,,..,, la somme sera plus petite que A T 115 ¢

.

9. Soit, pour une suite illimitée de valeurs de m, A, une quantité

L /\
positive, variable avec m, telle que = tende vers o. Supposons qu’il

existe dansg,,(¢) des termes tels que a,',,r, | A‘ reste plus petit qu’une

quantité donnée. Soit v un nombre variable avec 7, que 'on peut sup-

poscr plus grand que ym; supposons qu’il existe des termes, non

(l , .
K »~l reste cgalemcnt fini. Dans

. , m
compris entre a,,.,, tels que i L i

/

;

le cas olt === ne tend pas vers o, il suffit méme qu(, = reste

\/EL/’L
fini. On pourra toujours choisiv £ assez grand, ou ¢ assez petit, pour
que la somme de tous ces termes dans g,,(¢) soit plus petite que A,
multiplié par une quantité fixe 0 aussi petite que 'on voudra.

m
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syl -
== oltvZam; lorsque m
A/u -

.. ) - s T
Soite, la plus grande des quantités— L

. . : “ Lm TR
devient infini, ¢, tend vers o. Si g, < ——=» supposons v > VvHmLne,

on a alors
! 9
9

20l

a  m

- I.:

V- jA,,l v

<

Lm
n

etv>myHe,, on aura

.
Si °m>

m !

2

a m|

I ) e i I 1 < 3
e | Mg, = = L —
A v | S mie, |7 s i | < o

Done, H étant une quantité fixe, qui peut étre tres petite, le groupe des
termes que nous considérons comprendra tous ceux pour lesquels v
est supérieure d la plus grande des deux quantités myHe,,, yHmLm.

‘ \ . . o a'
On peul encore, apres avoir supprimé des termes tels que o ym | ou
m
m o | al m| . ) . . -
ye bR x| reste fini, chercher & rendre les autres de méme signe
v | N

par la méthode du n® 3. Soient p., py, ..., 1, les valeurs absolues des
nombres ==v, qui correspondent & des changements de signe des
termes «,,,, ou a,_,, que 'on a conservé entre d,z),- En supposant
que 7()/—] tende vers o, nous avons vu que l'on peut former une fonc-
tion §,,(¢) ayant tous ses termes positifs, le premier @, é¢tant multipli¢
par le facteur

/ \
2 q
COS 0t COSTy + .. COSU R LT T
! : ">(TE/.I)I,) [ s

or
Il‘! x & x 7
L v Ly > 5> (Lo =
X2 - 2 )
el
7 _\'
CO8 0 COSCy - .. COSOL, > EZT/TL) .
v

Mais on peut obtenir une fonction {,,(¢) pour laquelle ce premier
terme aura une plus grande valeur. Soit ¢ une quantité qui tend vers o,
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. . 1
mais aussi lentement que I’on voudra, par exemple ¢ == — ou -
L LLn)

Les nombres g, phys ..., 1, étant rangés par ordre de grandeur crois-

. =1 ) B
sante, formons la suite [3/ »7;«~~ e o Soit 2 le nombre de ces quan-
g -1 1

.y o \ v o .
tités supérieures a ¢, et — la premiere qui est plus grande que e, de
v <
1 n -
sorte que v>h. Aux ¢ — /A valeurs de p telles que — <e faisons
a3

n . s
<3 alors p.w reste plus petit que f~), et

T
2%

correspondre 'arc o, =

Yol (qg-—1) "/ ¢ <7 w=e. Aux /2 autres valeurs de w., faisons correspondre

T e . )
==, ce qui donne
v

T M ™ | T . h B
Ponthy =7 = € b T Pn T ef Xy — e <l TE
PR 2 Ay v

o . r
Ainsi o tend vers o, et o, reste plus petit que —. On a alors

. — " "
~ RN DRI ~ % &Ly
Lecoso - L (—-— - L (—- -
Z }-d Ty A}d TV )
o "
~ ~
e Z Lore -4 2 L,

. -y . "o
Le signe 2‘ s'appliquant aux ¢ — /4 valeurs de n telles que o e le

=gl 1—% e (g = MY Lg - L

Ci®

n
"

. N n . N
signe 2‘ aux & valeurs de n telles que {T> s Mais 1, 7 - el

n

4
— "
2 L Z Ly, > Z Lo —hlio>qglg—qg-—hLa,

R3]

2 Lcosa >>-—q <x + L TE) + AL 1
2 2V

o NT [fz\" PERY
Cosey COScty ... COSay, = | — ( e B
Te ¥ Te

@, étant supposé positif, ,,(¢) sera plus grand que

NN “q
, 13 2
e ( — o (jA
m \2) TEC‘) my

el
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et Pon sera sar que le point = =1 est singulier si 'on peut déter-

R a’ s\~ o \7
miner ¢ tendantvers o, de facon que A <-) ) <——) ne tende pas vers o,
A, \2/ \me
o . foo
¢’est-h-dire si (L K ».~ augmente lndefmlmcnt, par des va-
A 2

(2

.m(fmcnte indé-

leurs positives. Cela a lieu, en particulier, si - L
finiment. A
On peut encore appliquer ici les pl'incipes dun®5. On supprimera
a
‘1AL
Pour chnquc valcu‘r' de m, on (]etm'rmncra are B de facon que ¢ soit

—cos(w, — 1’); sugmente indéfiniment, pour une

d*abord des termes tels que ' =m0
£

m

m a .
A5 ‘ reste fint.

DN

Nm
suite l”lmll(m de valeurs de m, le point z=:=1 est singulicr. Dans
/] . . . .
le cas ol ;} tend vers o, le point z =1 est encore singulier si
I
- lJ
9

T
L=

—

\ " cos(m, - J)i reste plus grand qu’une quantité supérieure a
A
e

10. Si, apres avoir supprimé des termes Llels que ’7\* \/m‘ ou
mn

s L

A
vers o, cn faisant la substitution =z =z"¢"", les parties réelles des
termes (;(mscrv(:s dans la nouvelle séric auront au plus ¢ changements

reste fini, il ne reste dans ¢,,(¢) que ¢ termes, ;;/2 tendant

" ‘ a m
- .:,. J .
DL

III

de signe; et, si- L L augmente indéfiniment, le point s = ¢’ sera

III
singulier quel quc s0it w.

On arrive méme a des résultats plus généraux en remarquant que,
pour former ici la fonction §,,(¢) dun°3, il suffit de faire correspondre
a chaque valeur de p un seul arc o, et 'arc o = Tz—r 7= po, de fagon
que cos (o oz o) = 0. @, représentant les termes conservés dans
9 (1), supposons les p divisés en trois groupes : le premier tel que
Z(—' tende vers o; & ces valeurs nous ferons correspondre 'arc o = 5171.,
de sorte que cosw==1, Zo tendant vers o. (L, [y, ..., p étant les
autres valeurs rangées par ordre de grandeur, le second groupe com-
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prendra les ¢'— /4 valeurs de p. Lelleb que {—-: e, et le troisicme les 2

valeurs telles que -~ >>¢. ¢ est encore une quantité qui tend vers o

n

lorsque m devient infini. Pour les termes du troisieme groupe nous
prendrons

o

(1) =2 -
1

~

T
9

<

et pour le second
i n

) I e ——

B 7
2Y7 Hen

. T T -
Alors p.o» reste plus petit que ctz w < ~ ¢ tend vers o. On a encore

ZL(osa——z Lsm-— ——vl z Lsm-— i{—’—’ >Z L= +V L°[1'” =/ I,; -y

PN/ PR
AN
COS Ty, COSOy, ..., COSOy > €™ (7) = <:“—E .

La fonction §,,(¢) se réduit alors au seul terme @, cosa, cosa,...cosz,
et les termes négligés ont une somme plus petite que 0A,,.

e T a
Si Z(l A”' /) augmente indéfiniment, on pourra prendre
a
€ I . a
L= (L0 - — L | ).
) h 7 A

Alors ¢ tend vers o et I’on peut supposer

m

.-\/1
( ) et el | U (e)] > A (6 —8).

A

Tous les points du cercle de convergence sont alors singuliers. (‘ela a

lieu, en partlcuher si ~ Zn | gugmente indéfiniment; ou sl, ~; ten-

m

dant vers o, L

A reste supérieur a une quantité plus grandc que
m

Tous les pomts du eercle de convergence sont encore smgullcrs s
b o=

— ¢’ restant supérieur & une quantité donnée qui peut
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étre négative; et enfin, dans le cas ot ¢ = o, | == ‘ restant supérieur a

)Am
une quantité donnée plus grande que o.

On peut remarquer que ¢'= o dans le cas particulier ot les termes
que I'on conserve se réduisent i la formezavz%, 5’—%‘—6—_,—01 augmentant
indéfiniment avec ¢,. Car si m =c¢,, a,, étant un terme quelconque
de o,,(¢), 53—*%-«-— augmente aussi indéfiniment, et1’on pourra trouver

une quantité A qui augmentera indéfiniment avec v, telle que, pour
ces termes, | ¢y, — ¢y| >ApLe,; et comme | ¢yw, — ¢, | < Ac, on aura

par suite,

S 2 1 - L1
2&;;.</~\Lc., A S P

, 2 4 L2 — L(ALe)T
<grmtrle <g [-‘* Le,

expression qui tend vers o si A augmente indéfiniment en méme
temps que e,.
Al M Cy A M L S
Cela a lieu, par exemple, s1 - augmente constamment et indéfini-
ment avec v; ou encore si l—— croit constamment, I—‘ augmentant in-
v
définiment.
Considérons, par exemple, la série

V ~N em"[ euﬁros(ﬂﬂ:u‘")
ST . y

olt 0<<fB <1, v étant un nombre commensurable plus petit que «

, . v 34+
et supéricur aux deux quantités 1 — gv —/I—C .

Formons ¢,,(¢) pour les valeurs de m telles que Y soit un nombre
entier, ¢t soit .
Ap=lay|=e";

"\'/|am-| tend alors vers 1. N étant un nombre entier quelconque, divi-

sons les termes @ en deux groupes, le premier comprenant les termes
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a, tels que
1

1
NY — L+ <zn << NV 4 L.

Pour les termes du second groupe on aura

1 1
NY L Zn (N 4 )7 — |

et si N est assez grand, pourvu que v <y, on aura

!

N - é- Y=t n¥ < N 1 — ﬁ«l ny=1t,
cos(amnt) << 1 — oyt
de sorte que pour ces termes
Loy

I’ ( ) ' .\ Gy =
o eOmrviB =2yt D o Bymb ety .’),

m

tendra vers o si —-;?3 reste plus petit qu’une quantité plus

et \ X’ = Jm
petite que %

D’autre part, dans ¢, (¢),
44 m

A v

m

B8
S IP(1-f- )i ——
](c ] < emtl ) ¢l :

. . omitB - . 34p
restera fini si — resle fini. Etsiy > ——7—£, on ne devra conserver
Ve 8]

dans @, (¢) quc les termes du premier groupe, qui sont de la forme

ay s, 0l g augmente constamment et indéfiniment avec N.

Nl N
Yar suite, tous les points du cercle de convergence sont singuliers.

11. Pour appliquer les résultats qui précedent, on est conduit &
étudier 'ordre de grandeur des coefficients a,, de la série, lorsque m
devient infini. Considérons d’abord les termes de module plus grand

(4
que 1; ——]—n;ﬁ’—-l tendant vers o, on peut poser —~-'—;’-’~I ;»« » o restant po-

LL l Ay ’
Lim
peut cependant tendre vers 1, dans le cas ol o tend vers o, de facon

sitif si m est assez grand. == 1 —a reste plus petit que 1, mais
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que m* devienne infini, par exemple, si |a,, | = ¢'”; de sorte que, pour
LL|a,,|
Lm
rieure, pour m = %, comprise entre 1 et — oo.
Soit § cette limite supérieure, que nous supposerons d’abord com-
prise entre o et 1. On pourra trouver une suite illimitée de valeurs
de m telles que

les termes de module plus grand que 1, a une limite supé-

€

fe B
en T > ‘ A ] > em

Lia _ L. . R .
L 'f,’——' a une limite supérieure qui peut étre comprise entre o et oo.
my

Soit 0 cette limite supérieure, que nous supposerons finie; il existera
des termes en nombre infini tels que

e(0+€)mﬁ> l A ] > e(O-e)mﬁ_

De méme, si|a,| reste plus petit que 1, on pourra poser

1
L ’
Am —_ __l‘ 5
m m2
) 1
LL o
et —y-f =1 -- « aura une limite inférieure, pour m = =, comprise

entre 1 ¢t —oo. Soit B cette limite inférieure, que nous supposons
positives; on aura pour une infinité de termes

f-e Bre
>

e~ m

> |an, | >em

L|e .. , . .
et —-1,;[;55—-1 aura, pour m =o0o, une limite supérieure 0 qui peut étre

comprise entre o et —oo.
Dans ces deux cas, nous formerons ¢, (¢) pour une suite de valeurs

de m telles que

0(0-+E)mﬁ> l U ] > L,(O-—-s)rnp,

, T . , e Lla, . N .. ,
0 étant la limite supérieure de _];;r;'—l’ qui peut étre positive ou néga-
tive. Soit A,,= ", 0’ < 0. Pour tous les termes de ¢,,(¢), on a

II m
— | —

m A
Ann. de ('Fe. Normale. 3° Série. Tome XIII. — Ocropre 18g6. 50

< [(O+&)(14+A)P—0"] mb-1,

@ iy
n
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et la quantité ¢,, du n° 9 est de 'ordre mP~*; on peut, par conséquent,
1+

dans ¢, (¢), supposer v<Hm *. On peut, en outre, supprimer des
termes tels que L | @y | — 0'mP + § Lm reste fini, ou négatif. Si 0 —
est choisi assez petit, on peut ainsi supprimer tous les termes tels

que -|,—%—, ait une limite supérieure 0”<0.

Soit w un arc variable avec m, ¢t ¢ le nombre des changements de
signe de la partie réelle de a,e”® pour les termes conservés de g,,(2).
Si

1 T
]-);ELI(’)"I_(’)— ;i kr

tend vers o, ainsi que
q
mb’

augmente indéfiniment, et le point z =1 esl sin-

¥ a
;/—L 08 (0, — )

AI”,
gulier.
Cela a lieu en particulier si
m-=y
1 |\
;N_ﬁ Z I Dyt = Op I
ny—y

tend vers o, », correspondant aux seuls termes conservés. It comme
1+f
v < Hm * , on peut &tre sir que le point s =1 est singulier si, pour
ces termes,
L
| —mp|n 2
tend vers o, a, et a, étant deux termes conséeutifs.
De méme, si

m-t=y

[ ﬂ[( ¢ o |
— Z Yt — B = O
I)?ﬁ W n+1 n .

m—y

tend vers o, le point z = ¢~* est singulier, @, et a, étant deux termes

n
E | @pag — 03— 0

consécutifs,
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est ici remplacé par
| wp— wp— (n— 1) +2kn|,
cet arc ¢tant compris entre — w et + .

Ces conditions peuvent étre remplies pour plusieurs points et, dans
certains cas, pour tout le cercle de convergence. m étant toujours tel

Ll @y l A . ,
que ——g tende vers 6, supposons supprimés des termes tels que

Lla,]

7 ait une limite supérieure 0’<C 0 et ceux tels que

= [L | a]— 0 mb+ LﬂJ
VoL v

1+3
reste fini, ce qui permet de supposer v<Hm * . Divisons les termes
qui restent dans 9,,(¢) en trois groupes comme au n° 10. On sera sir
(/f

que tous les points du cercle de convergence sont singuliers si -
my

: . . . h

reste plus petit qu’une quantité plus petite que 0 — 0, B tendant
) 7

vers o, pour une suite illimitée des valeurs de 7 considérées. Ce qui

a lieu, par exemple, si I'on peut choisir 0 — (" assez petit pour que

( !

L tende vers o.

I)’I.ﬁ

Supposons, par exemple, que, aprés avoir supprimé des termes tels

L . _ , . . ,
%] 4it une limite supérieure plus petite que 0, on sépare les

que
autres en deux groupes, dont le premier sera de la forme Za,s%,

G0y
Ley

augmentant indéfiniment. On en conclura que tous les points du
cercle de convergence sont singuliers si, pour une suite de valeurs

RN/ .
de m telles que LL‘;”L' tende vers 0, il ne reste entre @, .y, s que
m

, q' . . .
¢ termes du second groupe, 7/—5 tendant vers o. 0 peut ici représenter
m
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la limite supérieure de I—‘—’ﬂ‘;—”l pour une suite partielle de valeurs de n

comprises entre m — Am et m -+ Am.
Considérons, comme application, la série

Z 3P eWw,i pnbeos*™(Trl) ,

ot 0 < B <1, y étant un nombre compris entre § ¢t 1, que nous sup-
poserons commensurable pour simplifier les raisonnements. Si 2¥ est

entier
, L|a,|=nb.

Si 'on forme, comme au n° 10, des termes tels que
1 1
NY+32ns(N+1)V—4,

on en déduit
cos2n (’HILY) < (, —_ ; .ylz ney=1 )2n. < (,.~--Y'=nu~r~a,
. : ]‘J 3 - . ;o
qui tend vers o, ¢t pour ces termes --~l—(3fi-l a pour limite supéricure o,
n
pour 2 = oo; les autres termes sont tels que

1
— < n<<NY 4L

<=

N

. ' ¢ TV L|ea _

sin=cy, —=— —* augmente indéfiniment, et »—I;t-v{;’i—‘ a pour limite su-
LiCy

périeure 1. Tous les points du cercle de convergence sont done sin-

culiers.

.LL|a _ .. .
siLllanl, pour limite supérieure 1, ) = o. On peut alors suppri-
Lm
I.JIJ a - . . s .
mer des termes tels que Ilmﬂ—l ait une limite supérieure plus petite

. . ()
que 1, et sientre a, et d,,., 1l reste ¢ termes, Z/Z tendant vers o, tous

les points du cercle de convergence sont singuliers.

LL|a,]

a pour limite supéricure o Lia.|
Ln P supe ’

12. Si T

supérieure (ui peut étre comprise entre o et + . De méme, si, |a,|

aura une limite
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LL

. a, . . pa s Lia
restant plus petit que 1, —,— @ pour limite inférieure o, ﬁ—'

pourra avoir une limite supér'ieure comprise entre o et — o

-y L
En général, supposons que —* l it une limite supérieure B com-

prise entre — oo et + =o; de sorte quc, pour une suite de valeurs de m,
on ait
mbre>|a,, | > mb-s.
Soit A,, =m¥, B’ <. En choisissant B — B assez petit, on pourra
. L
supprimer dans ,(¢) tous les termes tels que —[':l—l ait une limite
m . > [rm————
=L A -~ | restera fini pour vZyHmLm,
m
de sorte que, dans q;,,,(t), on peut supposer v << HmLm. Si les par-
ties réelles de a,e=, pour les termes qui restent, ont ¢ changements

supérieure " < B — 4 BtZ

) s
L () )= (J)‘_"'; = /t‘T[l

M . ( .
de signe, et si et ——/— tendentvers o, le point z =
Lm Lm

. . . . . . 1 Wl
est singulier. Cela a lieu, en particulier, si mz | W, — o, ]| tend

'_"Zj_l'_ oy |

vers o, ¢t, par suite, si -~

n .
— i tend vers o, a, et a, étant

deux termes conséculifs conservés. Si—— [wpp) — ®, — @] tend
L/n ! ¢
vers o, le point 5 = e~ est singulier.

Soit une suite de valeurs de m telles qUL T Llanl onde vers B, B étant

la limite supérieure, pour n= o, de Ll I, au moins lorsque 7n reste
compris entre m — Am et m ~+ Am. Supposons supprimés des termes

Lla . .o , .
tels que ’JL/Z"—[ ait une limite supérieure f”< B — ; et ceux tels que

m(L]a[——”’Lm—kL—-) reste fini, ce qui permet de supposer

v < \/limLm; puis divisons les termes qui restent en trois groupes,
comme au n°® 10. On sera sir que tous les points du cercle de conver-

- / Y )
gence sont singuliers si ;7 reste plus petit qu’une quantité plus petite
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h . . . . .
” 1 ¢ P [
que fp—@"—1, i, tendant vers o. Ce qui a lieu, en particulier, si

. !
. .. . 17
B — B”— 1 peut étre choisi assez petit pour que L—/n—z tende vers o.

C’est le cas, par exemple, de la série

2’7 ; os2M 1
zn 8{‘):LL,ILﬁ""‘“’ (Ttn ),

ol
>L, 1>y>1.

On peut remarquer que le nombre B -+ 1 est celui qui, d’apres
M. Hadamard, donne Pordre de la fonction sur le cercle de conver-
gence. Et Papplication de la méthode précédente revient a cher-
cher les points singuliers d’ordre maximum, et les cas ol tous les
points du cercle de convergence sont d’ordre § + 1. On voit égale-

o \ [L 22 . .
ment que cet ordre n’est fini que dans le cas ol ‘—,——I;,—l”i—l a pour limite
I
M
supérieure 0; ou si |a,| veste plus petit que 1, lorsque —=—= a pour

limite inféricure o. Dans les autres cas, qui semblent devoir étre con-
sidérés comme plus généraux, ordre sur le cercle de convergence est
égal i = oo,

13. Une fonction étant donnée, si on la développe en série suivant
les puissances de z — @, a étantarbitraire, il n’y aura en général qu’un
seul point singulier sur le cercle de convergence, et le prolongement
analytique est possible, sauf dans des cas extrémement particuliers;
mais si 'on suppose les coefficients « de la série 2 a,z" donnés arbi-
trairement, avec la seule condition que le rayon de convergence ne
soit ni nul ni infini, les cas ol le prolongement analytique est impos-
sible sont heaucoup plus généraux, et 'on peut méme se demander si
les cas ol la fonction peut s’étendre au dela du cercle de convergence
ne doivent pas étre considérés comme une exception. Pour bien pré-
ciser la question, il serait nécessaire de faire des conventions dé-
terminées sur la fagon d’apprécier I'ordre de généralité de la série et
des coefficients @, lorsque n devient tres grand. Les résultats que jai



SUR LES POINTS SINGULIFRS D’UNE FONCTION, ETC. 399

obtenus ne paraissent pas, du reste, de nature a résoudre cette question
d’une facon définitive; mais je crois cependant devoir des i présent
la signaler en montrant jusqu’d quel point le résultat parait pro-
hable.

Si le rayon de convergence est 1, il semble naturel de considérer
comme les plus générales les séries dans lesquelles | a, | pourra avoir,
lorsque n est trés grand, les plus grandes variations possibles. On

- LL|a
aura alors des séries pour lesquelles LL|ay]

L| |

aura une limite supé-

ayant pour limite supérieure 0.

rieure § comprise entre o et 1,

L|a - )
Supposons séparés les termes tels que reste supérieur a (' < 0;

il semble naturel de considérer comme le plus général le cas ou le
nombre des termes de ce groupe, compris entre a, el a, est infiniment
petit par rapport & »’ — n. On a vu que tous les points du cercle de

1+

1+f
convergence sont bln"ullclb dans le cas ol, entre a,_, 7 ¢t @pgpn 3
les termes de ce groupe peuvent se diviser en deux, les uns de la
) C
forme Xa,s%, -lﬁl-‘—;--—- augmentant indéfiniment, dont le nombre peut
v 1+{3
-0 "% Jes autres en nombre enf.

étre, dans cet intervalle, — o

Les séries ainsi obtenucs sont déja tres générales, sans que 'on
puisse les considérer comme les plus générales. Mais elles ont été
formées en comparant la valeur de ¢, (¢) en un point quelconque du
cercle de convergence i ¢"*. On pourrait former des séries telles que
©,,(¢) ait en chaque point de ce cercle une valeur d’un ordre de gran-
deur variable, qui doivent étre plus générales

En résumé, nous venons de former des séries beaucoup plus géné-
rales que celles déji connues, qui ne peuvent p#s se pmlonger
analytiquement; et il y a lieu de penser que I'on peut en former*d’en-
core plus générales. Par suite, sans pouvmr rien affirmer d’ ung facon
définitive, il semble probable que les séries ]cs%vluggenerales&sont
celles dont le prolongement analytique est im le b

»m-- £



