
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

EUGÈNE FABRY
Sur les points singuliers d’une fonction donnée par son
développement en série et l’impossibilité du prolongement
analytique dans des cas très généraux

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 13 (1896), p. 367-399
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1896_3_13__367_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1896, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1896_3_13__367_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR LES

POINTS SINGULIERS DTNE FONCTION
DONNÉE

PAR SON DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE
ET

l'IMPOSSIBILITÉ Dl) PBOLONfiElIENT AKALUHÎUE DANS DES CAS TRÈS tÉiTOAÏX,

PAR M. EUGÈNE FABRY,
PROFESSEUR A IA PARlII/l'li DIÎS SCIENCES DE MO.TrPEUJIiB.

1. Une fonction analytique de la variable imaginaire z étant donnée,
si on la développe suivant les puissances de z— a, le cercle de con-
vergence passe en général par un seul point s ingulier , celui q u i est le
plus près du point a.

Si, au contraire, les coefficients de la sériel a,^" sont choisis
0

arbi t ra i rement , de façon cependant que le rayon de convergence ne
soit ni nul ni in f in i , la fonction déf inie par cette série a au moins
un p o i n t s ingulier sur le cercle de convergence, mais en général elle
en a plusieurs . Dans un Mémoire sur les fonctions données par leur
développement de Taylor {Journal de Liouville, 4e série, t. VIII ) ,
M. Hadamard a donné d'importants résultats sur la recherche de ces
points s ingul iers . Je me propose de généraliser quelques-uns de ces
résultats et d'en déduire de nouvelles méthodes particulières pour
rechercher si un point du cercle de convergence est singulier. Dans
bien des cas ces méthodes montreront même que tous les points du
cercle de convergence sont singuliers, ce qui permet de former des
séries, beaucoup'plus générales que celles actuellement connues, qui
ne peuvent pas se prolonger analytiquement au delà du cercle de
convergence.
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2. Soit
f(z) ==• a^ 4- ai z -+- . . . -4- a/,^ 4- . . .

une série dont le cercle de convergence a pour rayon ï , c'est-à-dire,
comme l'a montré M. Hadamard, telle que la. l imi te supérieure, pour
m ==--= », de ^l^l soi t égale à i, ou celle de — 1 - ^ 1 égale à o. For-

f"(t} / / ,4 - î ( / z - i - . i ) ( ^ - 4 - a ) . . . ( / / - f - ^ )^——^ = ̂  + ̂ , ^ ——— 4-. . . 4" a/,,, ̂  —— .̂.——^^^ 4-,..,

ou / e s t réel et compris entre o et i.
Si z == i n'est pas un point s ingu l ie r dey(s), la l i m i t e supérieure,

pour //. ::•=: co, de i/^L.—— est plus peti te (me —1—. Si z === T est sin-î y i . ' } . . . .n ï t ^ i ' i — /•
^u l ie r , e l le est égaie à •—— •

Les coefficients l1' .̂.̂ t̂ .̂ .̂ l̂ -t.̂  augmenteni ù int que ̂ < .-. . . .^- ' , ,
puis d i m i n u e n t constaiTiinfienfc. ,Le p lus grand correspond à la valeur
de p telle que

fit ^ ^ ^ ni

j ^ l u s généralement , donnons à p une valeur telle que ip- ait pour

l imi te -"—. lorsque n augmente indéf in iment .
I/emploi de la, valeur asymptotique de la fonction TÇn) mont re

que la racine n1*'1"0 de ce coefÏicient a pour l imi te '-—.. On a, en en et,
Ï ~'— {,

n 4" /-' (^ s n + x i v n -(- ïI,. ——-/- + ( .1. -,.—....,-„.... dx < L ———
P J , ^ »
„ //, -h a ! ,. n 4- p y , ! . /''//, /^ 4- .̂ ' ,4.- I, ,....,,,.,.̂ — .1.,.... . -.t... I, ——.-^ < L ( //. "h f ) 4- / î. ——— dj1,

'->' , /; J^ tiï'

L n.±J). + ̂  L f^^ f'} -I- '.- L -?.-+/;,//. + ï , /// \ f) / n p ( n -h r )

< L L f̂ -t-'li-î -t̂ ,/) < L ̂ -^ + /; L f.^/-' <').
/?- j ! ï . % . , . , . / > J /î 4" î tï \ p / • .,,

• i ^ < •*-
«•a 11 ! ! ! ! x'^
•X , ^ ̂
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Sip augmente indé f in imen t avec n, de façon que p ait pour l imi te

-~» les deux membres extrêmes ont la même l imi te L —- et' ii \ —~ ii
I (n 4" i ) . . . ( n 4-P) , T} P ^ .̂̂ ._-A-..,...,X.,._^^^^^^^ (^(1 YQ^ ——

[ .ï. . . p i —. t
Divisons par ce coeff icient , et posons p 4- n. = m. Soit

m. + r ( /// -|- i ) (/;/, -•(- '). )
y,,, (t) = «„, + a,,^ t -^ + «„„, <- ̂ ^-^ +...

, . ( m + i ) . . . ( m 4- v )

^---^^^^(T^-)
+,, f£^.,^, ! ^/-n...L„ ^^^ ^ ^ »,... .^ ,̂ ,̂̂  ̂  ^^...^^^

oh p augmente avec m, de façon que^ tende vers /.

Si z == i n'est pas un po in t s ingu l ie r de/"(s), v l ? w ( / / ) | a une li^11^6

supérieure plus petite que i, et comme n- a u n e l i m i t e pos i t ive^ -——,
il en est de même pour \ /[^,(^) | .

Si ^3= i est singulier, la l i m i t e supérieure de ^^(Oh e^ aussl

celle de 7|9^(^|, est égale à T si, lorsque m augmente indéf in iment ,
n^-m—p passe par toutes les valeurs entières; ce qui a l i eu , par
exemple, si l'on prend le nombre p compris entre ml et ml — i.

liais si v ^ X w , A étant une q u a n t i t é fixe aussi pe t i t e que l'on voudra,
il est inut i le de tenir compte des termes de ç^(^) qui su ivent a^^'
'En effet , si n est assex grand, , /,ff1 , , , . .,

1^ <(t+^ ( 1 ) , :' ' 1 ,., ' ' I
'1111>11^ 1 „ ^ ^ .̂  1

et le rapport t ^•l^v• de deux coefficients consécutifs d iminue qWàn,(N) ,̂
augmente. La somme des termes de îpwQ) <pi suivent a/^^^at'ra ^ , ,^1^'
donc un module plus petit que " " • - • • - - "^

/,// .4.» i ) . / rn 4-1» ) r ! / . fi1 +v " ^ { f , .m •+•v ~^l \ î 1' i + g )//H-V ^ ifiLl,..^^^—„!——i î + l (i + s —————— 4- [ t ( l 4- £ , !—————"' +... ,
- • & / (/^ 4- ï ) . . \p 4- ^) I,. // ̂ y ̂  ( \ •• ' P +v -^ V J

(r) s représente ici, et représentera dans la suite, une quantité positive qui peut être
choisie aussi petite que l'on voudra, si n est assez grand.

Ànn, de l ' É a . Normale. 3-- Série. Tome X I I L OcTonnE 1896. 47
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où ~ Â 7 ? î î v < X / » 4 - i . Si £ est assez petit et massez grand, la raison
de cette progression géométrique différera aussi peu que l'on voudra
de ; L±21, qui est plus petit que T . La racine m"'"'" de la progression

tend donc vers r , si m devient infini. D'autre part

( /»^_ i ) ( ,n + ̂  . . ( ."'_t_^> ̂  r 1 ̂  ̂ l.Ï ,1..,.
• J ;̂ +1y(̂ - -̂"T) .7TT/» + ^ ) " .../„ ' p + •»• "

fli .4- ^ , p -r- V , ///„ (/„, + ,) L "î  - ( / > + .) L '-y- + . L ^ ,

i ' ( in -l- i ) . . . ( / » -{- v )
^:,^,).-.^V^^

,. 'n + v r ( I -h £ ) ( / / / '4^ ) , , . //...:L^ r, /l„.:+:.,..v 4- 1. L m^.<^ ̂ ^ 1, _—,,,.,— — —^~ . ^ ^^ . ^

dont la l i rn i te est

( i 4- ). ) L ( î 4- s ) 4- ( ï ••1-1}11- "h ' ) L ( f --l- ). ) •-1-1 ( t -h X ) L ( i -h. ^ ) -

Cette expression augmente avec l, et p o u r ^ = î se rédui t au premier
ternie, qu i est aussi pe t i t que l'on voudra. Donc, si / < i , et si t est
assez petit, elle sera négative, et la rtîeis'uî rrû^ du module de la somme
des termes qui suivent a^,v.^ a une l imi te supérieure, pour m = x;,
plus petite que î .

De même, si À < /, la somme des termes compris entre a^.j, et ci^
a un module plus pet i t que

ï ?( ? ̂  î\ . .( p — y -4- î )
/ , î r. y/î-v ._. ..j......̂ ,7,..,,,,,,,,..-,.,..-./,.....,.,.,.,..,.,,̂ ^
{ , t ^ ; ^y ^ ç ̂  ._ î ). . . ( ,̂  ̂  v 4« ï )

r ^-^ t /^ ^^ y Y-4 ^ ^ —/) ~"^ —V'""]-x | 1 4 " nr^Tsy^-r-î^ "r ̂ rrrTiy^^^ "" v(ï^Ê)(/n-^,/ ..r

la raison de cette progression diOerera aussi peu que l'on voudra de
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,,—_y ? qui. est plus peti t que i, et

L Pi^l^P^^^ < L p- + f^L -^——Ï ̂
/» ( /» — i ). . . [m, — v -4- î ) /ri J^ m — X

, , ., m — ^ + i , ^ . „. p — v -+-1 ,., 7..̂^ (y;/ _„.; 4-. j ) L ———-——— — (n — ^ »{- i ) L -————— -4- y L — ?v ' m ' p m

.L L f( i + s)—— ^ ̂ ZLlL:AP.ZL^^~\ <- m:̂  L( , -+ -£ )
m L' J ^ m(m- i ) . . . (m-^+i ) j "• m • /

//•^ ............ ^ ,+. i 777 ..... ..... y +. i /./ .--. .; + î p — V + l ^ /^
,̂ L-. -.»..„»,„—-.-,.,-..- .,....................— |̂  ..,.„,„————————— —— .——————————— j^ —.—————————— •-"1— —— |.j ——-- ?

m ni m p i ï i m L

dont la l i m i t e

(, ̂  }/) L(t .4- s) ̂  ( î - ̂ ) L ( î - À) ~ (^ - ̂ ) L [r - ̂

est négative, si / <^ î , et si, £ est assez pet i t .
Donc, si dans y,,,(0 on ne conserve que les termes compris entre

a,^ et^/n,,-^ le module de la somme des termes suppr imés aura une
racine W^ infér ieure à une q u a n t i t é p lus peti te que r , pourvu que
m soit assez grand ; et ces termes n 'ont aucune inf luence sur le résultat
énoncé, ce qui, condui t au théorème su ivan t :

Sou
w+i , ,, (/n+ î ) . . . ( n i ^ - v )

ç^(^)=a^+a.«-,^ ̂ 7 +...+a/,,.^ ̂ Y^^^^

ï p î p ( p — î ). . . ( p — ^ 4" î )
1 -y •* ™J^ »-1——» fi ———— •"-——————————————————————1-"—————————————————————————————————————'——~~ f

^ am^ ï m " ' //^v ^ rn (m — î ). . . ( m — v + J )

ou /^ ̂  ^/z nombre entier variant avec m de façon que ̂  tende vers î ,

-^ v ^"Xw, o < X < t < î . 5^ == î /z'^^ ^w ^^ point singulier def(z),

la limite supérieure, pour m === 03, de ^•py^TJJ ^t plus petite que î ; et si

cette limite supérieure est î , le point s == î ^<? singulier.

t est ici une quant i t é arbi t ra i re , q u i peut varier avec m, p o u r v u
qu'elle reste.corapri.se ent re , deux l imites comprises entre o et i ,
et que JL tende vers -i. On peut, par exemple, supposer t ==,^-

Réciproquement si, t restant fixe, p varie de façon que m — p prenne
toutes les valeurs entières, par exemple si p est compris entre mt — ï et
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ml, et si c == i est un point singulier, \'/\'fm(l}\ a pow /imite supé-
rieure î ; si cette limite supérieure est plus petite que \, le point z == i nest
pas singulier,

Si l 'on pose <^== ^((^4- i a ' ^ ) , a' et a" é t a n t réels, ^ w ( t ) prend la
forme ^(9^ -4- ^9^)? et la l i m i t e supér ieure de v / l y w C ^ ) ! est é£;ale a
la plus grande des l i m i t e s supérieures de '^ o^ e t ^y^^ l . Si, dans
9m(<0y on remplace les termes a,^ par la par t ie réelle de a/^""^, on voi t
que , si le p o i n t z == î n'est pas s i n g u l i e r , ^ jy^ aura encore une
l i m i t e supér ieure plus pe t i t e que î , quel. que soit a, qu i peut a ins i
var ier avec m. Si \/[9,,/ | ^ pour l i m i t e supér ieure î , le po in t ,s == ï est
s ingul ier .

3. Posons z =•= /^( t)f ; si \/ ^ / / / ( /É ; 0 ^) ! a pour l i m i t e supér ieure î , le
po in t ^==" e^1 est s ingu l i e r . Si, sur un arc conipris en t r e — û et 4- Û,
il n'y a aucun p o i n t s ingul ie r , cette racine m^'1'^ a u n e l i m i t e supé-
rieure plus petite que î , pourvu que "•••• 0<^ ro <^ •+" 12, et la racine
/n"'"^ de

^(p/,(/^,0 4- ̂ ^(/^/) 4-. . .4- ̂ ^/(/^O

- a u r a également une l imi te supér ieure p lu s petite que ï , quels que
soient les arcs a. Si cette l i m i t e supér ieure est i:, i l y aura, au moins
un po in t s i n g u l i e r sur l'arc ± Q.

Si, les arcs co^ o.)^» . . . » <^/i var ient avec rn, de façon que co a'it,

pou rw=co , une l imi te supér ieure û, et si i/ ^^e^^Çt^1) îi pour
limite supérieure ï , il. y aura un point s ingul ie r sur l'arc d = ( Û + £ ) ,
Et si tous les co tendent vers zéro, i l y aura un point s ingul ier sur
l'arc ± £, £ étant aussi pe t i t que l'on voudra ; le po in t z = :r sera donc
singul ier .

Soientn arcs positifs co^ o)^, . . . , w^, ûleur somme, e.t a^ a^, ..., a^,
des arcs quelconques. On a

cos(ai 4- vr, , ) j) cos(a24- VQ.)^) . , , cos(a,^4- ^^/O

;̂ ; J. C ^(a^-vo),)/: ̂ . ^-(iXj-hvo.)^^ ), . . ( ̂ (a,,,+"vùï,j/ „„)„, ^-"(a^-vtô,,)/ \
'ii '' .

' ^^ -„«,„ ^^^.^(^••hVM^t.-fc^a^l-Vû);,)^:. - .•fc(an4-VO.)^)î
1 3 ^ ! ^ . ' - ! » , ! ^ ! . .
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le signe S comprenant les -^ termes obtenus par h permutation des
n signes ±r. Chacun de ces termes est de la forme

g(a+vœj/

OU

Dans ç^/^), prenons pour co les ̂  va leurs ± co^ ± co^ ±... ± co,/,
et pour a les va leurs correspondantes. Posons alors-

,L / / \ «̂ .- V ^c(/ /Y) / / ^fji)/ '\Yw l 6 ; ~- ̂  ̂  (- '•?/// ^6 ;

=: ^/, cosai cosa^ . . . cosa^ - { - . . *
C ///, ̂  i ). . . ( //?, .4- v )

+ ^^4..^-' _ ^ cos (a j - + - 1 / 0 ) 1 ) . . . cos(a^4- yoï,,)

-h <ï,//..,..i y ^ cOS(a i— W i ) . . . COS(^/,-~ r,),,). . .

i // ( /) •"-— i ) . . . ( // — v 4.- i )4- a,,^.^ -, •..-,-/.,-.-,-........-.......-.-..,.»....../-„..^.^^^^^———z „ ces (a< —-^c.)!) . . . cos (a., — y G)/, )./, -/ //<, ( in . ~ i ). . . ( m. — -y 4--1 ) v 1 '/ v n n /

Si co, 4- co^ + ... -+- o.)^ tend vers o, et si ^/l ^^ ( / ) [ a pou!1 l i m i t e su-
pér ieure î , le po in t s = ï sera s ingul ier .

Supposons les termes a^ remplacés par la partie réelle a^ de a^-^,
pw pouvan t varier avec w, et cherchons à déterminer les arcs a et œ
de façon que les termes de ^ m ( ^ ) soient tous de même signe. Si, cela
peut avoir l i e u pour une suite i l l imitée de valeurs de m telles que
^\1<\ d^ tende vers i, o,)i "h o^a 4" .., -+- o^ ^ -^ L cosai coso^ ... cosa^ |

tendan t vers o, le point z :=== i serasingulier, car ̂  \€t^ cos a^ cos O y . . . ces aJ
tendra vers i pour ces valeurs de w, et les autres termes de '^nd )
s'ajoutent au premier.

Soit
7T

, " - ,———^û) i ,

p- étant un nombre ent ier positif ou. négatif; puis

^i a^, rr: — [j. o.},/,, o u n = 2, 3, ....
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ces (a< -4- vco, ) change de signe pour les valeurs

, / 'Kv == u, -h k' —
G)i

et cos(a^-+- vco,/) pour

z» =: a -\- ( ft A- -h i) 9/'1-2 •"''- :--•=: p. 4- /"/ — -
* v G)i l û)i

Si //== o, cos(ai -hvco,) est seul nul. Si K est divis ible par ^//"12, le
quotient étant impair, cos(a^"+-vco^) s 'annule aussi et: le produi t
cos(a ,+-vco^) cos (a2+vo jâ ) . . . cos(a/,+vco,/) change de signe pour
v === (x, et n'a pas d'autre changement de si^ne entre les valeurs
v == [̂  ± "TÎL a^'. Comm^e dans ç,%(^) on peut supposer | v | ^ Àm, il suff i t

de choisir n de façon que —a^""1 soit plus grand que \rn + ( x l . On a
alors

»y»i 4- <«)2 -k , . . -h ^//. '< r>' ^ï

et
u.f,}i u.f,^ ur»),

cosai cosag . . . cosc^/ ::= sin ^<>>i (^:)S L-1—1 cos L"^11- ... cos •^—j
^•-a»«l

s i n p. w i ̂ i - j^f iîÂ'-i-1 K si risî .̂ ^ ) i_sin^c«)i ̂  ̂
"— •<-•l^,^.:i •••"" ̂

/^-a»-2

et, si, l'on supposo

on en déduit

9 / 1 " 1 " 1 -Ad , . / ur,),
/..:=-,.,.2"-̂  ^"-1 sin •L-11-

0<|^r,)J

. , SU»8^»1)! /l . ,
1 COS^i COS^a . . . COS^rt | > -p.....~~L̂ ^ ^> „ , j ^^^ ] ^

| ̂  ('f;) l | ^

a^ étant supposé positif, soient a^,^, ^L-v' 1^^ premiers termes né-
gatifs , puis drn^^ ^^-v, l^ premiers termes suivants qui sont encore
positifs, et ainsi de suite, a^.,,^, a,^,^, ..., c^,.,,.^ et a;/,,,^, <4^, ...,
a^,,^^ étant les termes qui changent de signe entre a^.,.,^. Prenons
successivement pour (x les valeurs v , , v ^ » . * • • » ^y» P^î^ •—• ̂ \ » — ^ a » * • ^
—v^, o.»^ conservant la même valeur o^ = ^^^^ Alors | ;X(JL) reste plus

petit que ^-etsi ç+^.- tend vers o, Sco ̂ ^î^î tendra aussi vers o.1 . * ! , a /n : ! ! ! , " A w
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D'autre part, on a

I x. y , t Y. r 4 1 (! + rf r ' 2 I Y ro > — IL cos a > — IL -, ao,)i =r ^——/- L —— -h—IL am • m. T." yn TTÀ m m [ '

et
^/ ^/'

^L[ / J . :;; L ( i .2 . . .^7) 4 - -L( i . 2 . . .</> j Lxdx-^r 1 L^^r
^-'i J \

= ry L <7 4- q' L ̂ // — (f — ^/ -+- 2.

Donc
ï _ , , Q -1- 'y /, ''•s \ /'/ r m r/ r /7?

— S L ces a > y"L ̂  ( J. ~ — ï — J- L - — L L —,
/// ' ' ///, \ TTÀ / /H (] IH €/'

expression q u i tend vers o en même temps que •/-"—7-. On arrive donc
au théorème su ivant :

6^ élani î/n cire variable, soil c/ le nombre des changements de signe
de la partie réelle a^ de a^e^'»1, lorsque n varie de m — 'X/?2 a m 4- ^Àm.

Si, pour une suite illimitée de valeurs de m, -I- L | d^ et ^ tendent vers o,• ni, ni
le point z == i est singulier.

Supposons qu'entre a^ et d^^.,,,, le nombre des changements de
signe soit inf in iment petit par rapport, à m; ce théorème s'appliquera
si >ï L\a^\ tend vers o pour une suite de valeurs de n comprises cha-
cune entre m(i + A') et m (ï -+- A — À') où o < r< À; c'est-à-dire
si, pour toutes ces valeurs de n, ^ . L f ^ | a pour limite supérieure o.
Si, au contraire, cette l imite supérieure est plus petite que o, on peut
suppr imer a'^z11 sans changer les points singuliers du cercle de con-
vergence; de sorte que les termes compris entre a^+xm et <^+t).-)/)m se
rédui ront à la forme a'^ie^^.

4. On peut encore généraliser, ce résultat en mul t ip l ian t la série
par un polynôme P(,s); si, le point s = ï est singulier pour la fonction
P(^) xj\z), il, est singulier pour fÇs). Le degré de ce polynôme
peut même augmenter indéfiniment» Supposons, en effet, que z = ï
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ne soit pas singulier; on pourra trouver une quant i té fixe 0 tel le que
/.(/) /t-0\.

— — ^ — — ,

l . 'î. . . lî.\ \ I — t

pourvu que n soit assez grand. Soient

F (.s ) .--=: A,, 4- A ,z 4- A a ̂  4-... 4- Av .̂ ,
Q(5)==A.( I -+•^+.5 24- . . .4-^) ,

les coefficients Ao, A,, ..., Ay ayant clés modules plus petits que A,
et v étant tel que n •— v augmente indéfiniment avec n. On a

j_ ^ÇliLA^.̂.,̂  .̂,.-,,̂ _̂..,,_

_ .,/l(,,f), p ( ^ ) 4. _Z!:̂ ^^^ ^(i) +. .,+. .Jl!:̂ ^^^^^ ^l^,
" 1 . 2 . . . / / < ' ,1 . 9-. . /( /^ ---- I ) ï " " ' 1 . ' - ( . . . ( / < — V ) Ï . '.,>, . .^/

r ^P(^/(^) ^^-^ ' fo. /^ ï ~ / ^ / / , ^ , , / ï - A ^ y ^ î ^ )r:z-7ï "-^^^^^^^^^ < [ rr-ïj [^ ( / ) "-lh T':::11^ ̂  ( ̂  +" • • - •-•lllh ^^^^^^ 'r:1,:::,
/ i — 0 \fl,. ( ï — A /1 ..- 0\lt, t — I/) ( \ — tÛY , ï .-. / 0 / r.-.. / û\ "

- (7^) ^^^-r^} < (r:̂ .) A^^^^^^^^^^ (:Tr̂ ) <A^:^ (-.-^) •
d o n t la racine n1^ a u n e l imi te supérieure, pour n == ce, p los petite
que -^—, si \/A a pour l imi te supérieure î ,

Posons, comme au n° 2, n -\- p == w, "•/;. tendant vers î , et formons
la fonction ç^(^), où chaque coefficient a^ est remplacé par

h,^=: A(,a/,,-h A.i ^/ï.,,-i •+-- . . 4- A^a^,

J.,»LJ ayant pour l imi te supérieure o pour w==îc , e t v étant tel que
yn^ï —, ̂  .̂ y devienne infini avec w. Les A peuvent ainsi varier
avec m ainsi que v. On peut encore négliger les termes non compris
entre &w±),w; et, si À <^ ï ~ t, v peut être supposé égal à 1m.

Le même raisonnement s'applique a tous les points du cercle de
convergence, ce qui permet d'elïectuer les transformations du n° 3.
Considérons la suite h^b/n+i - ..^w..m où v ==Àw. Si, l'on peut trouver
des quantités A variables avec w, ^l.—i ayant pour l imi te supérieure o



SUl'l LES POINTS SINGULIERS D ' U N E FONCTION, ETC. 3^7

pour m === 3S, de façon que, pour une sui te i l l imi tée de valeurs de m,
les parties réelles &^, A,^p . . . , 6^^ des b n ' a i en t qu ' un nombre de
changements de signe i n f i n i m e n t peti t par rappor t à w, IlL '̂"!̂  ten-
dant vers o pour des valeurs de [j, comprises chacune entre "h'm et
m(A — À') ; le p o i n t z === .1 est s i ngu l i e r .

Supposons que, pour une su i te de valeurs de m, les parlies réelles
de a^c' P/^' n ' a i e n t , en t re n === m et m 4" ^m, qu 'un nombre de change-
ments de signe i n f i n i m e n t pe t i t par rappor t à m. On a vu que le po in t
^ == i est s ingu l i e r , sauf dans le cas où, en s u p p r i m a n t des por t ions
de termes telles que 1̂̂ ' ai t une l i m i t e s u p é r i e u r e plus peti te que o,
on o b t i e n t des interval les p lus pe t i t s , mais tels qu 'en t re a^ et a^'.^:^'
tous les termes soient de la forme

Dans ce cas, supposons les termes su ivan t s mis sous la forme

rt^r= ̂ (^"h l €("„),

et s u p p r i m o n s le facteur c o m m u n ^z. Les quant i t és V se s i m p l i f i e n t
si les A sont supposés réels. Car les ci' sont n u l s pour des su i tes de
termes que l'on peut représenter par

^"///""l ""//;—2 * ' * " n î — / / / / »

on a alors

//^:"=Ao^, ^m^\ '"̂  ^D^'m+i +• AïO^, . . . , bn..^ -=. Ao^w.-i-v-+-- • *-+• A^//,

ou,
V -rr: ). m.

On peut en conclure que le point s == i est s ingu l i e r lorsque l 'on
pourra déterminer les quan t i t és A de façon que les b' n'aient qu 'un
nombre de changements de signe i n f i n i m e n t petit par rapport à 772,
•^L | b\,^ ayant pour l imi t e supér ieure o lorsque [M prend les valeurs
comprises entre Vm et ('X -- ^')/n.

Ânn. de l'Éc'f Nônna.lc. S^Sérîo. Tome XÏIL OCTOBRE ï8()6. f[8
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5. Soit
a,, = p,, e^.' == e^' ( f^ -4" ̂  ).

Pour dé te rminer les changements de signe (le a^ =: p/, cos(oj^— p),
supposons que Fon marque , sur la c i rconférence de rayon i , les argu-
ments o3,/ des termes compris entre a,,/, et a,,/,, ).^, en r é u n i s s a n t les
points consécutifs par l'arc le p l u s cour t , de façon à former u n e l igne
c o n t i n u e s inueuse . Le signe de d,, changera chaque f o i s que celle l igne

(' !» ..^ \ •

dépassera l 'un des p o i n t s e ' " " " " 2 • 1 / . Le nombre y des changements de
si.gne de d^ est égal au nombre des p o i n t s d ' i n t e r sec t ion de la l igne
précédente avec un d iamèt re , que l 'on pour ra cho i s i r de f açon à rendre
<] m i n i m u m . Pour chaque v a l e u r de m, soit |̂  l 'arc q u i correspond à
celte va leur m i n i m u m de y, À p o u v a n t var ier , m a i s sans tendre vers o.
Supposons que •y- ait pour limite inférieure o, pour 7/2=0;, c'est-
à-dire1 tende vers o pour une suite illimitée de valeurs de / / / . On en
conclura que le point :?==(: est singulier s i » pour les valeurs de //
comprises entre mC'r+'A/) et m ( i 4 " " A — A ' ) , -I, p//,cos((.o^—p,,/) |
a pour limite supérieure o; c^est-à-dire si, pour une suite i l l imitée de
ces valeurs de n, -Lp^ et -L cos(co^ — [3,//)| temhmf: vers o.

Cette dernière expression tend vers o en même temps que
i j^ co^— p,̂  — î ±: kr^ \ (/c étant choisi de façon que l'arc reste corn"n \ " l '" ^

TT -n:
pris entre — ;1 et -h - ) ? et en particulier tontes los fo is que

.̂...„,„., ^^«», .̂  ^/'T:
.î

ne tendra pas vers o.
Par exemple, si, pour chacune de ces valeurs de m, i l y a deux arcs

[3 et p" tels que -̂ - tende vers o» "I" L| ̂  — ^ ± kr.\ t e n d a n t vers o,

rime des expressions -^ L co^ •— p "- Ï ±: k'r.;:, -ï- L oj^ — ^'— ̂  ~±/^r.
tendra toujours vers o.. Il ne Teste p lus alors qu'à chercher si, pour
les valeurs considérées de /z, ^ Lp^ a pour l imi te supérieure o. Mais si
cette l imi te supérieure est plus petite que o, on peut suppr imer ces
termes sans changer les points s ingul iers du/cercle de convergence.



SUR LES POINTS SlîSGULIEilS 1/lLNlî FONCTION, ETC. 879

Soit a^_ , , a/,/_^, . . . , €1,^^ l 'une des saites de termes ainsi supprimés,
m p r e n a n t une s u i t e i l l i m i t é e de valeurs. Soit v == A/22, et

^ /// =- A,» <7 //,, ^ ̂  +1 ~= A y f/ /;; ̂ , i -4- A i <:///,, . . ., b ,,j 4.v = A o a //, ̂  ̂  -(--... 4- A y <7 //;,

les A. é tant imaginaires, variables avec m, mais tels que -î-i—--1 ail1 fn
pour l i m i t e supé r i eu re o. Le po in t ^ == i sera encore s i n g u l i e r si l'on
peu t chois i r ces q u a n t i t é s A telles que les b rempl issent les cond i t i ons
obtenues pour les a.

Par exemple , si les A sont tous égaux à e^\ on est c o n d u i t à con-
s i ru i r e le polygone d o n t les sommets représentent les quan t i t és <7,,/,
a^ 4- c<'fn\-\ » • • • , <^w, 4- a,n^\ •+• • • - •-+- ^w+v L^s parties réelles de /^,
^/,/+n - • ., 6 / / / t v c l ïangent de signe chaque fois que ce polygone traver-

sera le d i amè t re qui correspond aux directions e ' • 1 ï i / . On pourra
cho i s i r le d iamèt re qui d o n n e le nombre de poin ts d'intersection q ini-
mnunn; et, si y" (end vers o, on en conclut que le point z = i est sin-

gulier, pourvu que, pour les valeurs de (x comprises entre A/m et

(/, _ //^//z, — L ^//..i-.u..| ^it' pour limite supérieure o.

6. I l est f a c i l e d 'obtenir des cas assex généraux où ces méthodes
m o n t r e r o n t que le poin t z ==== i est singulier.

Formons les difTérences | ^ / ^ i — œ ^ | comprises entre o et ?:, pour
les va l eu r s de n comprises ent re m e t w 4 - À / / 2 . Parmi les d iamèt res
s i tués entre deux arcs ^ et [3 -4- y, i l y en aura au moins un coupan t la
l igne q u i j o i n t les a rguments en un nombre q de poin ts i n fé r i eu r ou, " g

m+•'/„) n-

au plus égal à - ^ [ w/,.,, - M,, |.
/•/ ss//'/.

in | }.w

Si ïm V | 0 3 ^ , 1 — 0^ | tend verso,-^ tendra vers o pour plusieurs
/H

diamètres dis t incts , et l 'on pourra toujours choisir [3 de façon que
-- ,L[ cos(o,),/~- ^) tende vers o., Donc, si - L|p,J a pour l imi te supé-
rieure o, pour les valeurs de n comprises entre w( l r •+"X / ) et
m(i 4" A — }/), le point z == i est s ingul ier . .
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Si, lorsque m devient i n f i n i , [ co / /^ — co^ [ t end vers o pour les va-

W-t-/*/«

leurs de n comprises entre m et m -4- \"rn, — "V [^VM '"•" co/J tend aussi
w

vers o. Plus généralement , supposons q u e l'on d i v i s e les différences
co,̂  — co/J en deux groupes, les unes t endan t vers o, les autres pou"x S1

/ / / ( -A/ / /
v a n t être a rb i t ra i res . "— ^ co^., — o),J t endra vers o si , dans ces in-

î / i
tervalles, les d i f fé rences sont toutes du prern ier groupe, sauf un
nombre q tel que ' tende vers o./ i m

En pa r t i cu l i e r , si [co^.., — co/J tend r égu l i è r emen t vers o, pou r
toutes les valeurs i n f i n i e s de n, le p o i n t z == i est s i n g u l i e r , car on
suppose qu'il ex is te toujours des termes tels que ^ • • ~ tende vers o.

Le point z = i est encore singulier quel que soit p/^, si | (o^.i ~~ (0// j
(end vers o sauf pour des termes tels qu'entre a^i et ^/,M>.m il ^y en ̂

que y, •^•tendant vers o pour toutes les v a l e u r s i n f i n i e s de m,
De môme , si co^,, — co^ tend vers une l i m i t e a pour u n e s u i t e

i n f i n i e de valeurs de n, et si l 'on peu t former une su i t e i l l i m i t é e de
va leurs de m t e l les q u ' e n t r e Q)^ et ro,^,)^ i l n 'y a i t que y d i f férences
qui ne tendent pas vers a, 7- tendant vers o, "^ avant pour limite su-• i /n // •' l

pér ieure o, lorsque n prend les valeurs compr ises entre rn(i 4- A') et
m(î + 7v — A'), le po in t ^ == é;'"'01' est s i ngu l i e r .

Cela peut avoir l ieu pour p lu s i eu r s points , et même, dans cer ta ins
cas, pour tous les p o i n t s du cercle de convergence. Considérons, par
exemple, la série

^ ^Pn^^'

qui donne
/ . -" n -l-1" t , /

r,),/..i,,i — ^-= ̂ Ln .4- ~1.„:..,,^:^---1•1•.---~^^^^ S. i 4"
\/Ln +VL(^4- ï ) \

Si n est asse% grand, co^, — oj^ diflere aussi peu que l'on1 voudra de
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\ L/z. D'autre part,
L ^^

V/L ( / / 4" p ) —^'Ln =
V L n -h y' L ( //. 4- p )

L p

(lui Icnd vers o si — reste fini, ou même si -—= tend. vers o.1 ' ! ' ! ' " ' ' " ^ \/Ln
Soit a u n arc compr is entre o et 2iT. Considérons la suite des va-

leurs de n comprises entre é^^-^ et ^-^A^.-^ £ t endan t vers o
lorsque k devient infini. oVi-i "" °̂ . t'0111! vers a pou1' toutes les va-
leurs de n comprises entre n et n + An, et le point e^1 est singulier
quoi que soit a, pourvu que - Lp/^ ait pour limite supérieure o pour
les valeurs de n qui correspondent a chaque arc a. Cela a lieu, en par-
ticulier, si "lp£2 tend régulièrement vers o pour une suite 72,, ̂ , ..., /^/i^
de valeurs de n telles que nv±l reste fini, ou même plus généralement

tel les que -•,L,r= L /r/:Ll tende vers o.
' ' V^^v //v

On arrive au même résultat pour les séries de la (orme

^^^n^'1^'1^

o(^) étant tel que n[^{n + i ) — ^{n)\ tende vers o, 9(//) — ^k-.
variant constamment entre o et 21: lorsque n augmente indéfiniment;
ce qui a lieu en particulier si o{^) augmente .indéfiniment, n^Çn)
tendant vers o.1

De même dans la se lie
V^^p,,^"^1''1"?^^,

co,̂  — o),^ a pour l i m i t e les valeurs comprises entre — a et 4- a; et
si a < T., ce r a i s o n n e m e n t ne s 'appl ique qu'à une port ion du cercle
de convergence-

7. Si la série contient une suite de termes-tels que --'^- ait, pour
/z=co, une l imi te supérieure plus pet i te que o, on peut les suppri-
mer,, et i l n'y a p lus à t en i r compte de leurs signes. Supposons que,
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pour une s u i t e de valeurs de m telles que i^-al^ t ende vers o, i l ne

reste entre a^±\m que y termes, 7- t e n d a n t vers o. En fa isant la subst i-
t u t i o n z ^ ^ e ^ 1 , les parties réelles des c o e f f i c i e n t s de la n o u v e l l e
série au ron t au p lus q changements de s igne dans le même i n t e r v a l l e ,
et le point z ' =^ T , ^== e^1 sera s i n g u l i e r quel que soit co.

Si, pour une s u i t e de valeurs de m» i l ne reste en t re a^ et a,^,,, que
y termes, q- t endant vers o, et si • • { ~ f l ^ où n reste co'rnpris e n t r eni ii i.
^14-}^ (^ //2(i 4-° A- - -A ' ) , a pour l i m i t e s u p é r i e u r e o, t ous les
points du cercle do convergence sont s i n g u l i e r s .

Cela a l i e u , eu p a r t i c u l i e r , pour la série
as

^ €hz<>^

V .i.': (»

où <^ i — (\ augmente i n d é f i n i m e n t avec v, et môme si, p étant u n
nombre f ixe, c^, - c^ a u g m e n t e i n d é f i n i m e n t , et e n f i n dans le cas
plus général où c\.,^ — c^ augmente i n d é f i n i m e n t , K a u f p o n r des termes
tels que, entre (\ et (i 4- A)^ , il n'y en a i t q u ' u n nombre i n f i n i m e n t
p e t i t par rapport à e^ lorsque v auginenle i n d é f i n i m e n t . Tous les
poin ts du cercle de convergence sont alors s i n g u l i e r s quels que
s o i e n t 1 e s c o e ffi c i e n ts a.

On peut encore m u l t i p l i e r la série par un po lynôme a coefl icients
var iables , et remplacera^ par

^"= Ao^ 4- A,i a,^^ 4-... -h Ava,,..,...v,

les coefficients A remplissant les cond i t i ons i n d i q u é e s au n° 4.
En part icul ier , supposons que, pour âne suite i l l imi tée de va leurs

dew, les termes a,, compris en t re a^ et a,n.^n soient tels que .L^^ a i t
une l imite supérieure plus peti te que o. On peu t alors s u p p r i m e r ces
termes et l'on aura

! b,,i '̂  Ao^,«,
/^..M = Ao<^/4,..i 4- Ai a ni t
. • • . , * . . . , , . , . . « . y ^ 1 , , ,
^//<+v '-''"""̂  AO^/,/,,(,.V 4™" • » • 4* AviT//, / ,
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ou v == ÂW. On sera encore sûr que tous les points du cercle de con-
vergence sont singuliers si l'on peut choisir les quantités A variables
avec /n , de façon que -i—1 ait pour l imi te supérieure o, les h é tan tm

» , ^ci t i i un ui jui i j r^ 1 H u n njm.'îli L p u u t par r'dn u l s , sauf un nombre i n f i n i m e n t peti t par rapport à m^ -J—^1 ayant
pour l imite supérieure o lorsque n reste compris entre m et
m (i 4" À — À').

Posons ^ == ^ é^ et A.^=l\^e/w' On peut reconnaître que le point
e^ est singulier si dans laz == ett)l est singulier si dans la suite

h^ =: A;, a/,/,
h,n..^ r= ̂ ( A',, <̂ ,,n 4- A\ a^),

,̂,̂ ,.v = (fwi ( AO ^///+v +-...+ AÇ a,n )

It^ parties réelles des h n 'ont qu/un noml)re de changements de signe
i n f i n i m e n t pe t i t par rapport à m, la racine m"1'"6 de la par t ie réelle de
h^ ayant pour l i m i t e supér ieure i , lorsque n reste compris entre m et
w(;i: •+- A — A'). Et tous les poin ts du cercle de convergence seront sin-
guliers si ces cond i t i ons peuvent être rempl ies que l que soit o, les A
p o u v a n t varier avec Q).

C'est ce qui a l ieu , par exemple , si , pour une suite i l l imi t ée de va-
leurs de m, a,^, == a,,^ = = . . . = a,n^ == o, a^m^ * • • ^m+im é tant
réels, p o s i t i f s et décroissants, ^c^n t endantvers ' î . En eiïet, si l'on/// t^1

•î r.t rr —— r^^)/prend A(> == A, =^... == Ay == — ^ î et z == ^'(S-^, on aura

r»)/'
6/̂ ,., •=: — le^ (a,,, + a ,̂,.,i e^' 4- ... 4- <^/^v ̂ w/ )

et la partie réelle de b,n^ est égale à

. ^ . 3 (Y) . 2 v 4- î
r//// si n -^ 4- <///, M sm — 4-.. .4- r^^+v siti •~—— w

-ï— {a,n — a,,^} s în 2^ 4- (^•+i — ^m+â) sin2 r^- +...
(f)srn

, . ^ ̂ ) . , ^ -1^ I
4- ( a,^-i — ^m hv) ^m^ — + ^//i-i-v s'n" ——"• ̂
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expression dont Ions les termes on t le si^'ne (le s in ^, el :,i/ a / / / , s i n ^

tendra vers i , pourvu que sin- ne soi t pas nu l .
On arr ive, du reste, au même r é s u l t a t dans le cas p lu s général ou

l'on pour ra dé te rminer les quan t i t é s A tel les que les b soient réels po-
s i t i f s et décroissants, '^b^ t endan t vers ; r , b,,^^ ^--2» • • • » ^m. ),w é t an t
n u l s ; car on peut m u l t i p l i e r successivement par deux polynômes .

8. Afin d 'obtenir de nouvel les app l i ca t i ons des théorèmes é t a b l i s
aux § 2 et 3, nous a l l o n s calculer Perdre de g randeur des coef f ic ien ts
de ç,n(Q lorsque ni dev ien t i n f i n i , en supposan t / == '•, p é t a n t un
nombre ent ier qu i va r i e avec ni, de façon que t reste compr is e n t r e
deux 1 l i m i t e s comprises en t re o et r . On a alors

,/,'
^ î -4- —

i' /v ^ ̂ ""^ ' • li?! "4" ^ ^ — v r m^ ̂ ..^^^^^ „.,„, ̂  , ^
;r;=;l 1 "T" —

//

v '/ t/
\ «.,- /• ^^ ( »-..„., /^ ^^ y ,...„.„. /;'' ^^

:,:, ̂ . Y ,,, ,4.. . . . . \ ̂  ̂  \ ̂  ..^ . . , ;1! ~ f Y .. ; l """ /' V ̂  î """" V r'1
m '̂ j^ "" ->. ni1 ̂  M ' 3 m^ /;t ̂  '

î î î
or

v v
f ̂  f,n ^ f...... ̂ -ï ^ ^ ,̂

et V .r^ <y y -r"^""1.
î î

Par s u i t e , le rapport de deux termes consécu t i f s
i _ / ^ n — t 2,:^^^ .̂̂ ^ .^..^ ^.^^

est plus pet i t que "̂  < - <; î si \ <^l. On a1 donc

, , Uv^^^^^
(/• + Q - - (^+^) " 2/n<î v /

r — //2 v ( v -^ ï U 9. v •4- ï ) î — // ,
+ -̂  ———-6————•• < - -.nu ̂  + •^1 - 0;)-

a pouvant être aussi petit que l'on voudra si X eslassex petit .
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De même
.'27

i, -i jîlL^LrrA;.-!̂ ,̂ ^ — y r !_Z -: „ Lzi.1 V r — .1- .̂ V ^•21--
' J /^ /^ (m --- i )... ' m — v -h- i ) "~~ -^ J "" -z," —" m £ ~ ̂  ' 2 m21^ A d " "

x=. 1 1 — — 1 1
//À

<^ __ ————„ ^ ( y „ i ) <^ -,- ————^^ y ( .; 4- i ) ( i -- y. ) ,
2 m t a m £

j ' ïourvu que v > —— r<-

Posons î~:— ( ï — a) == A. Le coefficient de (t,n.^ dans ç^(^) est plus
^,^.±11 . ^Lr^^y^i)

pet i t . q u e < " /// , et celui de a,n.,^. est plus pe t i t que e îmt , et
, ̂  "i" i »

p lus pe t i t q u e e ' /// si v ^> ^—— •
La somme des coefficients qui suivent celui dca^..^ est plus petite que

^ ,̂ .̂ tl] f" ....̂ r̂tlJ ....- .̂(v.+.i) facl ^,i.r(,r+2V-.H) ,
J^ ^ /1^ < | (:- /// dx =:: ^ m I e '" dx

,r=:v.,.l

<.~^(vl•[!^'^^--4^

On a également

[^ ...„Â.̂ l;t..ï; -»iv(^..M, r" -/-^ , r /^ -j-v(v+i,
f e 1 { 1 dx < c m • / e tïï dx = ̂  i/ ̂ - ^ ///

«./^ ^() " ^

expression qui. est plus petite que la précédente si v < t/^ — ;!•
La somme des coefficients situés au delà de celui de a,,,_,, est plus

petite que

y ^-^•r()r?l)< r ^^•r(•r""ïi^< r ^Ï2^<^
,r' ;•= v •4* I

^i ^>1:IL?. Mais si o^v <* ii—^? la difïerence des deux dernières,= ^ : , • • -"= et
Ann.dc l ' É c . Normale. 3" Série. Tome XIÏI . — OCTO»KE x89f>. 49
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intégrales est tou jours plus petite que

Ç'^-r^ ̂  _ r'̂ ^,^a).r(..-,l) ̂

'•' (i «.- o
i i

=; rc-^''1''1-11^-^ f!e~^tlli~a"rtx~lï^+ f" ,r^:'"-Ï) dx
• • ' ( ) ^O '^O

-.(''" '̂'-•'̂ "'''-«^I-^^-^^V^^,
expression qu i reste négative si m est assez grand.

Donc la somme des coefficients venant après celui de a,,.^,/, de même
((ue la somme de ceux q u i s u i v e n t celui de ci/n^ est p lus petite que la

, ,̂  .,,.^(^1) j, /rC/fl — — — V f V 4 " l » ,„, .p lus petite des expressions —^——e m , ^ i / ^ ^ ^ ^ ̂  ^

somme de tous les coefficients est plus petite que i/î^

Dans ç,^(^) supposons les quan t i t é s a,^ remplacées par la l l ) a r t i ( k

réelle a'^ de ci^e^^ Si Fon considère des termes tels que \af\ <^ A, l e u r

somme sera plus petite que A i / — 7 1 - Si ces termes ne sont pas com-

pris entre a,,,^, la somme sera plus petite que A ,—^^ a

9. Soit, pour u n e sui te i l l imitée de valeurs d.e m, A,,./, une q u a n t i t é
le vers o. Supposons q u ' i lpositive, variable avec w, telle que —^ tende vers o. Supposons qu/i
v ..,_. f»/'! f? l- A 'r\ \ ïi f 'i"\ r'k (' i (• /-»• r»î « •» yï1 /.»existe dans^(^) des termes tels que [ a^^ j '— reste plus pet i t qu 'une
A/^

quant i té donnée. Soit v un nombre variable avec m, que l'on peut sup-
poser plus ^rand que \/m; supposons qu'il existe des termes, non
compris entre a^^, tels que -^ L . — x —: reste également fini. Dansv" A/^ v
i , V A I • • î f*r»^ * 1 ^ r ( • ( 1 1 <le cas ou "=====; ne tend pas vers o, n s u f f i t même q u e — L ",— reste

\jm'Lm 1 l v ^m,
f i n i . On pourra toujours choisir k assez grand, ou l assez,petit , pour
que la somme'de tous ces termes dans çw(^) soit plus petite que A^
n'mitipli.é par âne-quantité fixe^ aussi petite que l/on voudra.
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i ^ |a^-4-JSol t£^ la plus grande des quantités-"- L —^ ? ou v ^ X / n ; lorsque? OU V ::; AW ;

38-

m

devient inf in i , £,„ tend vers o. Si £,„< —-5 supposons v > \ / H w L m ,
on a alors

Lni
ni

m , a' m.
<

2 II

Si c,,̂  > —- et v > m \/H£^, on aura

m „. a /n 1,̂  L ^ ̂ i r ï— ^g .„(.... «.< "-,-ï—— W£^,-+- -• L2 "us,, 1 ̂ ir//iHs,/, L a

Donc, lï étant une quan t i t é fixe, qui. peut être très pet i te , le groupe des
f e r m e s q u e nous considérons coîïïprendra tous ceux pour lesquels v
est supér ieure à la p lus grande des deux quant i tés /nv'H^, ^/lîmLm.
On peut encore, après avoir suppr imé des termes tels que ,- \/rn ou
///, r a m1^ ,--.-. x „„ reste fini, chercher à rendre les autres de même siû'ne
v " JA,// , v ' ! ' ! ' ' °
par la méthode d u n°3. Soient [j.,,, [x^ • - " » [J-q les valeurs absolues des
nombres r f c v , qu i correspondent à des changemenis de si^ne des
termes a.,.,,^^ ou a^^, que l'on a conservé entre ajn^\m' E0 supposant
que (fw tende vers o, nous avons vu que l'on peut former,une fonc-
tion ^,n{t) ayant tous ses termes positifs, le premier d^ étant mu l t i p l i é
par le f a c t e u r

/ 2 Y
COSOi COSûCa . . . cosa/, > l ——-" j ^4^4 . . . p^ ;

\ TT A nt' j

• , /*7
L^i 4- .L^2 + . . . 4- L^ >^L±> j L^dx=:qL^ • q + 2

/ 7 \ / /
COSOCi COSÛÎ2 . . . COSa,,, >> -——,——

\ 7T" € À /7 Z /

Mais on peut obtenir une fonction ^mÇ1) poi^ laquelle ce premier
terme aura une plus grande valeur. Soit £ une quantité qui tend verso,
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mais aussi l en tement que l'on voudra, par exemple e == -—• ou ~ 1 ^l l 1.. / /À ' L ( L ///. )
Les nombres [j^, {^, . . . , Oy é t an t rangés par ordre de g randeur crois-
sante, formons la su i t e q^ '/-^•r, ..., .̂.-. Soi t h le nombre de ces (nian-^/ /A/-i p-i " " " ' ' ! • " " ' i !

(:ités supérieures à £, el •— la première q u i est p lus grande que £, de

sorte que v > / < . Aux y — h valeurs de p- telles que -//- ^ c f a i s o n s^-n.
correspondre l'arc 00, — ^- x-^-; alors (xco reste plus pet i t q u e ^ , et

^< o ^ (y - - " •Â) ^ £ <<?:£. A u x À autres va leurs de a, fa i sons correspondre
p 7T £ . 1 ,l arc co, == -"•- ce qui donnea ^ 7 'i "

TT O./ TT a// 7: , ,„ //
/^)l -^ - S ̂  < ~ •-1 < •••- (^ ^^ < " 7T£ < 7T£.

2 ^ ^ /A., •< " ^ •

Ainsi loj tend vers o, et [xcoi reste plus petit que ^. On a alors

VLcos^>y 'L^ • . " ) -4 . -Y ' / L^ . £ ^ l )
^ ^ \-K t / } ^ui \T!, V f

_-_-,/ L ̂  -. (7 - A) L</ 4 - h L ^ -l- ̂ ' Ln l - ̂ " I./̂ ,,.

^ /
Le ^ë^ Z^ s 'appliquant aux y — A valeurs de n telles que n- < £ , le

//, '̂'1/

^igne V aux h valeurs de n telles que nw > £. Mais a.1> /^ etA" * P'H. r ' [ tl •" <>.
/ // //

2 L /? + ̂ EàL ̂ tl > 2L œ ~ Â L ̂ > r/L ̂  " ^ "1"'""Â IL 9i »
,r .̂: l

^ L cosa > - 7 f i '+.. L ? ) + h ï. ̂
Âuà l \ ^ ) % y

et

cosai cosag .. . cosa,/ > ( -^ ) ( & ' } > f"^." f .
\7n?/ \ay \TC^7

<, étant supposé positif, ^ ( ' l ) sera plus grand que
! ! ! ! . , / e X ^ / 2 -V / ,. , 1 <^) (^J -^A.,
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et l 'on sera sûr que le po in t ^ == i est s ingul ie r si 1/on peut déter-
miner £ t endan t vers o, de façon que •-" ( ~ ) ( — ) ne tende pas vers o,3 A,//,, \-2/ \7:ej l •
c'est-a-dire si . ( L ^" — q L77-6) augmente indéf in imeni , par des va"

1 1 \ A/n a /

leurs posi t ives. Cela a li,eu, en part iculier , si -- L — augmente indé-
^ 1' A/"fi n i nient .

On 'peu t encore a p p l i q u e r ici les p r inc ipes du n°5. On suppr imera
• n i 1 •l < . 1 a /""" m T a m t r» •u abord des termes tels que .— \jm ou -3 L . - x 1~ reste un i .

A,// v " A m v

Pour chaque valeur de m, on dé te rminera l'arc ^ de façon que y soit
m i n i r n u r n . Si -1- L ^ cosCo,)/^ — fJ) ! a u g m en te i n d é f i n i m e n t , pour u n e

fj A /// ' '' |

sui te i l l i m i t é e de valeurs de m, le po in t z=^î est s ingu l i e r . Dans
le cas ou - tend vers o, le poin t .s ==: r est encore singulier si

„„-. (^ . ^ cosCo) , , / - - ? ) reste p l u s grand q u ' u n e quant i t é supérieure à
(f A ///

-K€

1(). Si, après avoir suppr imé des termes tels que .— \jrn ou
m reste f i n i , i l ne reste dans cp^(0 ^-P16 ç termes, -^ tendantA///,

vers o, en, faisant la subs t i tu t ion z === ^6^\ les parties réelles des
termes conservés dans la nouvelle série auront au plus q changements
de signe; -et, si, -1- L ^ augmente, i ndé f in imen t , le point s == e^1 sera
s ingu l i e r quel que soit OD.

On arrive même à des résultats plus généraux en remarquant que ,
pour former ici la fonction ^,(Q du n°3, il suffit de faire correspondre
à, chaque valeur de [x un seul arc Q), et l'arc a == ^ =p \j.w, de façon
que ces (ad:: p.o)1) == o. a^p, représentant les termes conservés dans
ç^(/), supposons les ;x divisés en trois groupes : le premier tel que
V ^ tende vers o; à ces valeurs nous ferons correspondre l'arc œ == —^
^H»â ?.. ^F'

de- sorte que c o s a = ï , S<ï> tendant vers o. p-^ [x^ . . . , pé tan t les
autres valeurs rangées par ordre de grandeur , le second groupe, com-
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prendra les q ' — h valeurs de p. telles que -'--S' £ , et le troisième les h

valeurs telles que -^^c. £ est encore une quantité qui tend vers op-//
lorsque m devient in f in i . Pour les termes du troisième groupe nous
prendrons

7T £

2"^

et pour le second
7: n

h) =- •——; X — •
'̂ / [J-n

Alors [JM> reste plus petit que ^ et V o,) <; ^ e tend vers o. On a encore

2L ces a : V r • ^ // ^"s- ' ^SP- / / "C^r n V^r £!J'/l i v Ê /^, Lsin - —h ,̂ .Lsm - J^ > Z, ̂  "-7+ >, L - l - i ' i > /^!. " ~ (]\
énHà '2 </ -̂  2 </ «̂«̂  <"/ ^suià, q ' ^ '2 <72 q 1

/ ? \ "• / s* '. '/
cosa^, cosa^, . .,, cosa// > rr"^l - ) > ( — \ -

La fonction ^m(0 ^^ séduit alors au seul. terme a^cosa,, cosa^.. .cosay
et les termes négligés ont une somme plus petite que OA^.

Si- L ̂h \ A,, yj augmente Indéfiniment^ on pourra prendre

L'^^L^+r/^La // \ /
a,,,
A ///

Alors £ tend vers o et l'on peut supposer

Q<:V=i x e^' ci |^(/)|>A/,(^-60.

Tous les points du cercle de convergence sont alors singuliers. Cela a
. ilieu, en particulier, si, -, L — augmente indéfiniment; ou si, -/ ten-y A./^ " (f

dant vers o, -7' L — reste supérieur à une quantité plus grande que ï .<y A/^
Tous les points dû cercle de convergence sont encore singuliers si

A == o, L —i — o/ restant supérieur à une quantité donnée qui peut
A,»»»
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être négative; et enfin, dans le cas où / = o, -^ restant supérieur àA/a
une quantité donnée plus grande que o. !

On peut remarquer que $'== o dans le cas particulier où les termes
que l'on conserve se réduisent à la forme Va^s^, -i±-——^ augmentant
* Aaa Ju Cy

indéfiniment avec c^ Car si m=c^, a^, étant un terme quelconque
de <pw(^) , c^-^^ augmente aussi indéfiniment, et l'on pourra trouver
une quant i té A qui, augmentera indéfiniment avec v, telle que, pour
ces termes, | c^p — c\ [ > ApLc^ ; et comme | c^p — c^ \ < \c^ on aura

^<AT^
par suite,

X^ î 9. f Ï 1 T \
^- -.- .t--"" -,-.___ 1 T -1— ~" -t— — ""I- -4— — 1

^^^ALcA ^ a t 3 ' •"+^/

o. . , , 2 F i + L ^ - L ( A t ^ ) 1<; — ,r + I,p) < , .1 4,-. ———————————— ,
,A !.. c'y A L L c^ J

expression qui tend vers o si, A augmente indéf in iment en même
temps que ^.

Cela a l ieu, par exemple, si — augmente constamment et i ndé f in i -

ment avec v; ou encore si -i croît constamment, -—r^ augmentant in-
1-< ̂  v L v

défi ni m, ont.
Considérons, par exemple, la série

2 ^ lî, ^0),, i fi-fi- ros ( 2 TC n r)A.» • t/ "' * 0' ,

ou o < S < < T , y étant un nombre commensurable plus pet i t que i
et supérieur aux deux quantités î — l^ —,•-^•«

Formons 9/^(0 pour les valeurs de m telles que m^ soit un nombre
entier, et soit

A,,=ta^l^^;

Vyo^J tend alors vers i. N étant un nombre entier quelconque, divi-
sons les termes a en deux groupes, le premier comprenant les termes
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a^ tels que
ï i

Nf „„ ^ < /^ < :Nï 4- T.

Pour les termes du second groupe on aura
ï i

N ^ + ^ ^ ( N 4 - i ) ? — ;

et si N est assez grand, pourvu que Y <^ y, on aura

N 4- 7- /^-i < /,tï < N 4-1 — y- ^-!î,
2 a

COS(2TT/rO < i — ay^/r"^1-^ ;

de sorte que pour ces termes

A "/•%. //;

. ^(^....p^?-*2Y's(m+v)fi-l•ï^•l-T5-//J•i ̂  ^pv/^.^-1 -sy^^^-Ai-f)

oî —^1 \/m tendra vers o si —^ reste plus pet i t q u ' u n e quan t i t é p lus
A.»»» ffi •

arpetite que —"
D'autre part, dans ç/«(<(1),

| Cl \ < C?^^1-11'71)^
/?1?, y <^ /n
'*"'* U •T1"1"""'" • "
v^ A/,, v

restera f in i si /n^ reste f i n i . Et si y >- i—lr, on ne devra conserver
d a n s c p ^ ( / ) que les termes du premier groupe, q u i sont de la (orme
a^^, où —— augmente cons tamment et i n d é f i n i m e n t avec N.

Par suite, tous les points du cercle de convergence sont s inguliers .

•IL Pour appliquer les résultats qui précèdent, on est conduit à
étudier l'ordre de grandeur des coefficients a.^ de la série, lorsque m
devient i n f i n i . Considérons,d'abord, les termes de module plus grand
que T ; -^^^ tendant vers o, on peut poser •̂•!-̂ i == ~^, a restant po-

si t i f si m est assez grand. ——1^^ r-= i. — a reste plus petit que ï ,mais
peut cependant1 tendre vers ï, dans le cas oh a tend vers o, de façon
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que/^devienne in f in i , par exemple, si \a^\ = ^rw; de sorte que, pour
les termes de module plus grand que ï , LLl-a^J. a une limite supé-
rieure, pour m == oo, comprise entre ï et — co,

Soit (3 cette l imi te supérieure, que nous supposerons d'abord com-
prise entre o et ï . On pourra trouver une suite il l imitée de valeurs
de m telles que

e^1 > | a,n \ > e'
8-fe

L\a^\ ,.
~^r a une ^^ite supérieure qui peut être comprise entre o et co.
Soit 0 cette l imi te supérieure, que nous supposerons finie; il existera
des termes en nombre inf ini tels que

^(O+iW^ [ ̂  [ ̂  ̂ (û-e)m^

De même, si [ a ^ j reste plus petit que ï , on pourra poser

m rn-

LL —
et, — ^ m ^ =: j ,..- a aura une l imi t e inférieure, pourw == x?, comprise
entre ï et —co. Soit p cette l imite inférieure, que nous supposons
positive; on aura pour une infinité de termes

/»-//^"""l ̂ .., 1 / y t "̂  /.,»--M ̂</ ^> j U,fi \ ̂  <3 •>

et -"i'^J aura, pour w==co, une limite supérieure 0 q u i peut être
comprise entre o et —.03.

Dans ces deux cas, nous formerons ÇmCQ pour une suite de valeurs
de m telles que

e(Ô-^)^> | a^ \ > (?(()-•£)w^

8 étant la limite supérieure de •-i^-^1, qui peut être positive ou néga-
tive, Soit A^== ê'^, O^ 0. Pour tous les termes de ç^(^), on a

±L ̂  <[(04-e)(î^)P—^],nP-i,
/̂ i. A ̂

Ann. dis l^Êc. 'Normale. 3" Série. Tome XÏIÏ.— OCTOBRE 1896. 5o
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et la quantité ̂  du n° 9 est de l'ordre m^~^ ; on peut, par conséquent,
^

dans ç,n(<î), supposer v<;Hw 2 . On peut, en outre, supprimer des
termes tels que L | a,^ \ — Oyr/^P+ •I1 Lrn reste f in i , ou négatif. Si 0 — 0'
est choisi assez petit, on peut ainsi, supprimer tous les termes tels
que —!—1 ait une l imite supérieure O'^O.

Soit a) un arc variable avec m, et q le nombre des changements de
signe de la partie réelle de a^e"^ pour les termes conservés de 9m(^)-
Si

ï y 7T , ,

—;- L G) M — C») — — 3^ ATT
Wl5 ' 'x̂

tend vers o, ainsi que
^?

^IL —icos ( o ) / / , - — e x ) ) augmente indéf iniment , et le poin t s == i: est sin-
</ A,/,,

gulier.
Cela a lieu en particulier si

W4-V

^^|.W,-r,,,.

w^~.v

tend vers o, o^ correspondant aux seuls termes conservés* Et comme
1±!

v < H.w â , on peut être sûr que le poin t s = ï est s ingul ier si, pour
ces termes,

Idî
\^rt"w•^^An ï

tend vers o, a^ et a^ étant deux termes consécutifs.
De même, si,

W4-V
l
——^\^i-^-^m.^

tend vers o, le point z = e^1 est singulier, a^ et a^ étant deux termes
consécutifs,

^lûï^r •'^/.—G,)
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est ici remplacé par
| ûô/^— ^n— (^ — ^)CO +• 2Â'7T| ,

cet arc étant compris entre — ^ et 4- 'TC.
Ces conditions peuvent être remplies pour plusieurs points et, dans

certains cas, pour tout le cercle de convergence, m étant toujours tel
qne -^^ tende vers ô, supposons supprimés des termes tels que

H^-l ait une limite supérieure Ô^O et ceux tels que/IP

^[LM^^L^I

l±Ê
reste uni , ce qui permet de supposer v < H m 2 . Divisons les termes
qui restent dans ç^(//) en trois groupes comme au n° 10. On sera sûr

/ • j f

que tous les points du cercle de convergence sont singuliers si "̂

reste plus/pet i t qu'une quantité plus petite que 0 — 0', ̂  tendant
vers o, pour une suite i l l imi tée des valeurs de m considérées. Ce qui
a lieu, par exemple, si l'on peut choisir 0 — 0 ' assez petit pour que
r/'-^ tende vers o.m?

Supposons, par exemple, que, après avoir supprimé des termes tels
qne !±î J ait une limite supérieure plus petite que 6, on sépare lesi ^ p
autres en deux groupes, dont le premier sera de la forme Sa^S

^V4>1'"'^^V

Lc^

augmentant indéf in iment . On en conclura que tous les points du
cercle de convergence sont singuliers si, pour une suite de valeurs

de m telles que L!̂  tende vers 6,il ne reste entre a,^^pf quei ,^p
q termes du second groupe, <— tendant vers o. 6 peut ici représenter
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la limite supérieure de " ^ pour une suite partielle de valeurs de n
comprises entre m — X/n et m -+- \rn.

Considérons, comme application, la série

2 j/fc^t»),,^' ^PcOfJ^TC/Ï'O

où o <^ <i, Y étant un nombre compris entre { et î , que nous sup-
poserons commensurable pour simplifier les raisonnements. Si n^ est
entier,

L | <^ [ == r^.

Si, l'on forme, comme au n° 10, des termes tels que

Nï+^nâCN+ï^-i.

on en déduit
COS^(7Tnï) < (î - ̂ fW^Y^e^^,

qui tend.vers o, et pour ces termes "ii^J a pour l imi te supérieure o,
pour n == oc; les autres termes sont tels que

î î
N ? — ^ < n < N T ' + 4 ' ;

si n == CN, t̂-1^^ augmente indéfiniment, et ̂ ^1^ pour l imi te su-
A-j C]^ "' /^ '

périeure î . Tous les points du cercle de convergence sont donc sin-
guliers.

Si ̂ L^da pour limite supérieure i, 0 = o* On peut alors suppri-
I«< fît/

mer des termes tels que •^law-1 ait une limite supérieure plus petite

que î , et si entre a,n et a^^rn il ^te y termes, ^- tendant vers o, tous
.A ' /^/'A

les points du cercle de convergence sont singuliers.

12. Si1—-!^] a pour limite, supérieure^), ^-la^1 aura une limite
supérieure qui peut être comprise entre o et +50. De1 même, si, \a^\
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restant plus petit que i , ^nl{ a pour limite inférieure o, Lra-
pourra avoir une l imi te supérieure comprise entre o et — ce.

lin général, supposons que ^^-ait une l imi t e supérieure p com-
prise entre — co et +00; de sorte que, pour une suite de valeurs de m,
on ait

m^ > | a^ \ > mP-3.

Soit A^ = m^\ [y <i [ri. En choisissant p — ^ assez petit, on pourra
supprimer dans ç^(^) tous les termes tels que —1^ ait une limite

â-J ^î

supérieure [̂  < ^ — ^. Et ̂  L a w restera fini pour v^^QmLm,
"" v A//;; V

de sorte que, dans ç^(^), on peut supposer v < \/JlmlLm. Si les par-
ties réelles dea^ér"^', pour les termes qui restent, ont q changements

L G.)^—G.)—-dr/c'îT
de signe, et si —!———j-^———! et p^ tendent vers o, le point -s = i

est singulier . Cela a l i eu , en particulier, si — Y \^n^\ —œJ tend
jiji fyi, ^sssa '

vers o, et, par suite, si L^ÇrL^ tend vers o, a,,' et a. étant
/(. —•" fï, y ,lj /&

deux termes consécutifs conservés. Si ,.—- V fco^-.i — o)^—" a)| tend
vers o, le point z == ^(<"" est singulier.

Soit une suite de valeurs de m telles que -•a^1 tende vers (3, (3 étant

la l imite supérieure, pour n= co, de-1^-^ au moins lorsque n reste
compris entre m — \m et w 4- "Xw. Supposons supprimés des termes
tels que •—'̂ ^ ait une limite supérieure ^ ^ p — ^ et ceux tels que
m / r i i ù f r r m \ t. ^ - ' . 1"̂  \, L \a \ — p L'rn -+- L — ] reste u n i , ce q u i . permet de supposer

v<^\/'lîmLm; puis divisons les termes qui restent en trois groupes,
comme au n° 10. On sera sûr que tous les points du cercle de conver-
gence sont singuliers si j1- reste plus petit qu'une quanti té plus petitet..» I. B ——1. w/
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que 8 — (^-—^ — tendant vers o. Ce qui a l i e u , en part iculier , si
'" Ju / /< '

j3 — p / /_- ^ peut être choisi assez petit pour que -L- tende vers o.
C'est le cas, par exemple, de la série

"V znew^,n^('ww('Kri'!')y

OÙ
(3>^ i>y>i.

On peut remarquer que le nombre (ï-4-ï est celui qui , diaprés
M- Hadamard, donne l'ordre de la fonction sur le cercle de conver-
gence. Et l 'application de la méthode précédente revient à cher-
cher les points singuliers d'ordre maximum, et les cas où tous les
poin ts du cercle de convergence sont d'ordre ?+ i. Oïl voit égale-
ment que cet ordre n^est fini que dans le cas où ̂ i-^ a pour limite

Ï
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supérieure o; ou si |a^| reste plus peti t que :r, lorsque —jl^.-' a pour
l imi te infér ieure o. Dans les autres cas, qui semblent devoir être con-
sidérés comme plus généraux, l'ordre sur le cercle de convergence est
égal à ± x).

13. Une fonction étant donnée, si on la développe en série suivant
les puissances de s — a , a étant arbitraire, il n'y aura en général qu'un
seul po in t singulier sur le cercle de convergence, et le prolongement
analyt ique est possible, sauf dans des cas extrêmement par t icul iers ;
mais si Ton suppose les coefficients a de la série ^^Js/i? donnés arbi-
trairement, avec la seule condit ion que le rayon de convergence ne
soit ni nul ni, infini, les cas où le prolongement analyt ique est impos-
sible sont beaucoup plus généraux, et l'on peut môme se demander si
les cas où la fonction peut s'étendre 'au delà 'du cercle de convergence
ne doivent pas être considérés comme une exception. Pour bien pré-
ciser la question, il serait 'nécessaire de faire des ^conventions dé-
terminées sur la façon d'apprécier l'ordre de généralité de la série et
des coefficients <^ lorsque n devient très grand* Les résultats que j 'ai
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obtenus ne paraissent pas, du reste, de nature à résoudre cette question
d'une façon définitive; mais je crois cependant devoir dès à présent
la signaler en montrant jusqu'à quel point le résultat paraît pro-
bable.

Si le rayon de convergence est i, il semble naturel de considérer
comme les plus générales les séries dans lesquelles ]a/, pourra avoir,
lorsque n est très grand, les plus grandes variations possibles. On
aura alors des séries pour lesquelles — l a ^ aura une limite supé-

rieure P comprise entre o et ï , -^^1 ayant pour l imite supérieure 0.

Supposons séparés les ternies tels que -~-1^ reste supérieur à 0' < 0 ;
il semble naturel de considérer comme le plus général le cas où le
nombre des termes de ce groupe, compris entre a,, et a,, est in f in iment
petit par rapport à ri — n. On a vu que tous les points du cercle de
convergence sont singuliers dans le cas où» entre <^_n^~"T" ̂ a^y^r-,
les termes de ce groupe peuvent se diviser en deux, les uns de la
forme 2a,^, ̂ -^ augmentant indéfiniment, dont le nombre peut

Su C\j
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être, dans cet intervalle, j^n !r, les autres en nombre £nP.
Les séries ainsi obtenues sont déjà très générales, sans que l'on

puisse les considérer comme les plus générales. Mais elles ont été
formées en comparant la valeur de y^(0 en un point quelconque du
cercle de convergence à e^. On pourrait former des séries telles que
9,^(/) ait en chaque point de ce cercle une valeur d 'un ordre de gran-
deur variable, qui doivent être plus générales.

En résumé, nous venons de former des séries beaucoup plus géné-
rales que celles déjà connues, qui ne peuvent ! pîfê se ^çlonger
analyfciquement; et il y a l i eu de penser que l'on peut en fbrmer^'en-
core plus générales. Par suite, sans pouvoir riteft affirmer d'j^fâçon
définitive^ il semble probable que les séries les ̂ l^généraîe^^^
celles dont le prolongement analytique est '• '1 '*)"
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