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SUR LES

AUX

PAK M. ÉTIENNE DELASSUS,
P R O F E S S E U R A U L Y C E E DE D O U A I .

Soient deux équations linéaires, mettons-y les termes du plus haut
ordre en évidence

/}fi <- /)// f /)n w
i {/ *-! 1 (/ ^ * (7 •^ n / tAo^+^^-r^+.-.+A»-^ =!<(.),

B, ( ) i ' z ,. ( ) ' ' s ,» (f's , , .^+B,^^-....+D/,^==^(.).

Prenons ternies les dérivées d ' o rd re^—i de la première équat ion et
toutes celles d'ordre n — î de la seconde, nous aurons ainsi 714-/^équa-
tions, que nous considérerons comme des équations linéaires par rap-
port aux n + p dérivées d'ordre n + p — i.

On voit imjnédiatement que le déterminant des inconnues est
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Nous remarquons que c'est précisément, sous la forme de Sylvester,
le résultant des deux équations caractéristiques

Ao,^ + A i À^ 4"...-+" A/^i À + A/, = o,
Bo 7.^ 4- B i À^1 4"... 4- Bp-i ?. 4- Bp -= o.
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Cette simple remarque va nous permettre d 'étendre aux systèmes
d'équations l inéaires aux dérivées par t ie l les la plupar t des résul tats
obtenus, dans un précédent Mémoire (''), pour les équat ions l inéaires,
et d'en déduire une proposit ion intéressante sur la na ture des s ingula-
rités des intégrales ana ly t iques de ces équat ions .

1.

Si. les deux équations caractéris t iques considérées précédemment
n'ont aucune racine commune, "R n'est pas i d e n t i q u e m e n t n u l et, par
sui te , les deux équat ions l inéaires données permet t ront d 'exprimer
toutes les dérivées de ^ d'ordre n 4 - / ^ — T au moyen des dérivées
d'ordre i n f é r i e u r .

Considérons m a i n t e n a n t p lus de deux é q u a t i o n s , mais en supposant
qu' i l n'y ait aucune racine c o m m u n e a toutes leurs équat ions caracté-
ristiques.

Si deux de ces équations caractér is t iques n 'ont aucune racine com-
mune , on est ramené au cas précédent.

S'il n'en est pas a i n s i , mettons a par t une des équa t ions et désignons
par"^, À ^ , . . . , À/^ les racines de son équat ion caractéristique. Bame-
nons toutes les autres équat ions à être du. même ordre, en e l ï e c t u a n t a u
besoin sur chacune d'entre elles des opérations de la forme — + a — ?1 ' ' rÀz* l ûy
les pi é tant arbi t ra i res , mais d i s t inc t s des X. Les équations a ins i modi-
fiées auront des équat ions caractéristiques

91=0, 9a=o, , . . , 9/,=o

et une combinaison l inéaire de ces équations aura pour équation ca-
ractéristique

î ç i -h v^ 92 "+• - . . 4- v? (fp = o ;

^ n'est pas racine de toutes les équations ç === o; donc, en1 écrivant

(r) Éï. "DELASSIJS, Sur leff équaïlo/tf! linéaires €IU<K dérwéw partielles à caractc'rîstiqucff
réelles- ( À/'mâles de l'École Normale. Supplément, 1895)*
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que "̂  est racine de l'équation précédente, on arrivera à une condition
^l(Ui,^ .. . , V p ) =0,

qui ne sera pas ident iquement vérifiée. 7^, ... ,\; donneront de même
des condit ions

^2 ^O? • • " ? ^ = 0,

de sorte que , si, l'on donne à ^, v^, . . . , Vp un système de valeurs tel
qu 'aucune de ces condit ions ne soit vérifiée, l ' équat ion

V^ Cp^ -4- z»2 Ça 4- . . . •+• V^, rfp = 0

ne possédera aucune des racines 7^, 'X^ . . . , ̂ . L'équation linéaire,
don t elle est l 'équat ion caractérist ique, permettra donc, en l'associant
avec celle qui a été mise à part, d'exprimer toutes les dérivées partielles
de z d'un certain ordre au moyen des dérivées d'ordre infér ieur .

Or, on sait ( { ) que la condi t ion nécessaire et suffisante pour qu'un
système d'équations aux dérivées partielles admet te une intégrale gé-
nérale ne dépendant que d'un nombre l imité de constantes arbi traires
est que l'on puisse, au moyen des équa l îons de ce système, exprimer
toutes les dérivées de z d'un certain ordre au. moyen des dérivées
d'ordre i n f é r i eu r . Pour abréger, nous dirons qu'un système d'équa-
tions l inéaires sat isfaisant à ces conditions est de première espèce, et
tous les autres seront appelés de seconde espèce.

Il résulte alors immédiatement do ce qui 'précède que :
Des équations linéaires, noyant en commun aucun système de carac-

téristiques, sont incompatibles ou donnent naissance à un système de
première espèce et, par suite, leurs intégrales communes ne peuvent dé-
pendre que d'un nombre limité de constantes arbitraires.

Dans tou t système de première espèce complètement intégrable il
est possible de trouver un ordre m tel que l'on ai t '

. à'^ ... à-z ,.j ' ^!^u
^ = Uo, ^^ -v^ • " - 5^ - u-f

( l ) LIE. Théo-né der Tranfffônnatiûlisgritppcn {Er^ter Absch/utt, S. 179), et BOUBLET,
Sar les équaiioru aiw dtfriwe!f partielles St/nultanées (Annales (le r École Normale.
SuppL 1891). — On pourra prendre, comme exemples des propriétés dont noi.is nous oc-
pons, ceux qui sont traités, dans un autro but, par M. Boarlet.
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les U étant des fonctions linéaires de s et de ses dérivées d'ordre infé-
rieur à m. Les dérivées de ces équations appartiendront au système et
fourniront des équations de même forme, mais d'ordre m + i ; de sorte
que nous pouvons, dans les raisonnements, partir des équations pré-
cédentes en supposant à volonté m pair ou impair .

Toute intégrale du système devra vérifier, quels que soient les coef-
f i c i e n t s [x,

^"•s (^z à " 1 ^
^0 J^m + ̂  J^T^y + • • • + P'm J^ --= ^o Uo 4- ̂ i Ui + . .. -+- p/,, U//,.

Les p. étant arbitraires, les racines de l'équation caractéristique

[J^1 4- ^À^-1 + . . , 4- y.m = 0

le sont également.
En premier l i eu , supposons m pair, nous pourrons déterminer les p.,

a n a l y t i q u e s dans tout le plan, do façon que cette équation ait , dans
tout le p l an , ses racines imaginaires. D'âpres un théorème, dû à
M. Picard ( 4 ) , toutes ses intégrales seront analytiques; commcs parmi
elles, on trouve toutes celles du système proposé, on a

. Tout système linéaire complètement intégrable de première espèce ne
peut cwoir que clés intégrales analytiques,

Sans faire maintenant aucune hypothèse sur m, nous pouvons déter-
miner les [x, analytiques dans tout le plan, de façon que l 'équation
caractéristique a i t des racines arbi trairement choisies, réelles et analy-
tiques dans tout le plan. Les intégrales du système, étant analytiques,

^ ne pourront pas avoir de lignes singulières essentielles autres que ces
caractéristiques, et, comme ces lignes sont absolument arbitraires,
elles ne pourront pas en avoir; de sorte que

Les intégrales d'un système linéaire complètement intégrable de pre-
mière espèce ne peuvent awir que des lignes singulières essentielles fisc es.

(r) PÏCAXD, Sur la détermifiatiofi des intégmies de cancanes équations aux démées
partielles da second ordre par leurs valeurs le lon^ d'un contour fermé {Journal de
l^ÊcolePotytcchmque, LX81 Cahier; 1890)*— Sur une claue étendue d'équations linéaires
uux dérivées parlïelles dont toutes les iutégredes sont analytiques {Comptes rendus,
Ie1' juillet iScjS).
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Nous appellerons ces lignes les lignes singulières fixes du système,
Dans le cas actuel, il est évident que ces lignes ne peuvent être

que des lignes qui sont en même temps singulières essentielles pour
des coefficients de Uo, U^ . . . , U^.

Cherchons ce que peuvent être ces lignes lorsqu'on part d'équa-
tions Fi Fa? . . . » Vq n'ayant en commun aucun système de carac-
téristiques.

Une équation linéaire peut présenter trois sortes de lignes singu-
lières fixes :

i° Lignes singulières essentielles des coefficients;
2° Lignes le long desquelles les coefficients des termes du plus haut

ordre sont tous nuls;
3° Lignes le long desquelles des racines de l'équation caractéristique

viennent se confondre en cessant d'être analyt iques .
Certaines de ces singularités peuvent n'être qu'apparentes. Suppo-

sons, par exemple, que oc = o soit une singulari té polaire de certains
coefficients, c'est-à-dire qu'il y ait, dans l ' équat ion , des coefficients de
la forme 7^, A étant analyt ique au voisinage de x -== o. Supposons, en.

tA/*

outre, que la plus grande valeur de a corresponde à un coefficient d'un
terme du plus haut ordre. On voit immédiatement qu'en m u l t i p l i a n t
toute l 'équation par ^a, la ligne .r== o ne sera plus ligne singulière
pour aucun coefficient, et qu'en outre il y aura au moins on des coef-
ficients des termes du plus haut ordre qui ne s'annulera pas pour
oc = o, de sorte que cette ligne singulière était illusoire.

Un raisonnement analogue montre que toute singulari té polaire du
premier genre peut se transformer en une singularité du second genre,
et réciproquement.

Nous supposerons donc, dans la suite, que les équations linéaires
que nous aurons à considérer n'ont plus de lignes le long desquelles
les coefficients des termes du plus haut ordre sont tous nuls.

Ceci posé, ramenons toutes les équations F^ , F^, ..., Fy au même
ordre n, en effectuant au besoin sur certaines d'entre elles des opéra-
tions (le la forme -— 4- M. —, ce qui leur ajoutera des caractéristiquesQOG oy
absolument arbitraires. Si les y. ont été choisis analytiques dans tout
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le plan et ne sat isfa isant pas à des conditions spéciales, les équations
d'ordre 7?,

<I\,=:o, <l\-==o, . . . , <!^=o

n'auront en commun a u c u n système de caractéristiques, ne posséde-
ront pas de lignes singulières de seconde sorte et auront les mêmes
lignes s ingulières de première sorte que les équations primitives F.

Il en sera de même pour l 'équat ion

¥ = Vt <I>i + v^î +... H- yl^ = o,

si, les fonctions arbitraires v sont choisies analy t iques dans tout le plan
et n'e s a t i s f o n t pas à des conditions spéciales.

Soient ^ == o, c^ == o, . . . , îpy == o les équations caractéristiques de

¥=o, <jh=o, ..., 4v=o,
on aura

^ =: Vi ®i -h Va Ça 4- - . . "+- Vy ^y.

L'équation ^ = = 0 n'a pas de racine indépendante des v, car u n e
telle racine serait commune à toutes les équations o == o. En f a i s an t
varier arbitrairement les v, toutes les racines de ^ == o vont varier et,
sauf pour des systèmes particuliers de valeurs des v, dev iendront dis-
tinctes de leurs valeurs ini t iales , de sorte qu'on pourra trouver un
second système Vp V g , . . . , v., satisfaisant aux mêmes condi t ions que
le premier et tel que 1/équation

»'/^ = ̂  (pi .4- y g y a 4". . , 4- Vy^y == o

n'ait aucune racine commune avec 4'== <•>•
Au 'moyen des deux équations W === o, W === o, nous pourrons alors

exprimer toutes les dérivées d'ordre an — i de z au moyen, des dérivées
d'ordre inférieur. Ces expressions seront dé-là forme

"^
U sera une fonct ion l inéa i re dont les coefficients seront des fonct ions
entières des coefficients^ de W et W et de leurs dérivées ; ils ne pourront
avoircomme lignes singulières que celles des coefficients de W et ¥\
c'est-à-dire les lignes'singulières de première sorte des équations F.
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R est le déterminant formé au début et relatif à W et W ; ses lignes
singulières ne peuvent encore être que celles de première sorte des F;
mais U peut encore avoir comme lignes polaires les lignes le long des-
quelles R s 'annule. Désignons ces lignes par /.

Formons, au moyen des expressions obtenues pour les dérivées
d'ordre 2n—i, des équations à caractéristiques réelles dans tout le
plan et arbi t ra i res ; l 'application d 'un théorème déjà employé montrera
que les intégrales ne peuvent pas avoir de lignes singulières fixes autres
que celles que nous venons de trouver, de sorte qu'on ne devra conser-
ver que les lignes l, qui sont indépendantes des v.

Le long d'une telle ligne, les deux équat ions ^ = o, ^f = o auront
une solution commune quels que soient les v et v^ Cela n'est possible
que si. toutes les équations y === o ont une racine commune; en effet,
s'il n'en étai t pas ainsi, toutes les racines de ^ seraient des fonctions
des v, toutes celles de 'sJ/ des fonctions de V et, par suite, il ne pour-
rai t y avoir de racine commune qu'en assujettissant les v et V à une
certaine relat ion non i d e n t i q u e m e n t vérifiée.

Soient/, = o, /^ == o, ..., fy === o les équations caractéristiques des
équat ions F == o. Les équations ç === o ne sont que les équat ions/=== o
auxquelles on a ajouté des racines absolument arbi t raires pour les ra-
mener au même degré.

Un raisonnement analogue au précédent montrera que les équations
cp == o ne peuvent avoir une racine commune que si les équations/== o
ont aussi, une racine commune.

Considérons une telle l igne / l e long de laquelle les équations/= o
ont une racine commune.

• Par hypothèse, ces équations n'ont pas de racine commune quel que
soit le point xy, de sorte qu' i l y a des racines distinctes X ^ , À^, ..., \
de ces q équations qui deviennent égales le long de /. Autrement dit,
en tout point de /„ on a '

Âi(.r, y) =À2(.r,y) ==.. . .== \q(x, y).

Supposons que/suit caractéristique de F,, on aura, le long de cette
ligne,,

. ^——^y),

Ann. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome XÏU.—" SEPTÏSMBRE 1896. 4^
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et, par suite,
dy - , . dy . , .^=-Â,(^j), ..., ^~^,y).

Donc / sera une caractéristique commune à toutes les équations F et
réciproquement; toute caractéristique commune aux équations F sera
une ligne l. Donc :

Des équations linéaires F, n'ayant aucun système commun de carac-
téristiques et qui sont compatibles, donnent naissance à un système de
première espèce, dont les lignes singulières fixes ne peuvent être que

i° Les lignes singulières des coefficients des écf'uaîions F ;
2° Les lignes le long desquelles toutes les équations f'= o ont une solu»

lion commune ety comme cas particulier, les caractéristiques isolées com-
munes à toutes les équations F.

II.

Nous allons maintenant nous occuper des systèmes linéaires com-
plètement intégrables de seconde espèce et montrer que les propriétés
énoncées pour les équations linéaires, dans le Mémoire déjà citéy leur
sont applicables.

Considérons l ' inf ini té d^équations appartenant à un tel système, elles
ont certainement des caractéristiques communes. S'il n'en était pas
ainsi , on pourrait trouver un nombre l imité d'équations du système
n'ayant en commun aucun système de caractéristiques, lesquelles
permettraient d'exprimer toutes les dérivées de s d'un certain ordre
au moyen des dérivées d'ordre infér ieur et, par suite, le système
serait de première espèce. Donc :

Toutes les équations qui appartiennent à un système linéaire complè-
tement intégrable de seconde espèce ont en commun des systèmes de
caractéristiques.

Nous les appellerons les caractéristiques du système. Nous pourrons
.alors toujours trouver un nombre l imité d'équations appartenant au
système et n'ayant en commun que les caractéristiques'de ce système".
Soient

, F i = = o , , ,F3==o, . . . . » , F<y==o
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ces équations et soit 9 C Â ) = = o l'équation qui, fournit les caractéris-
tiques du, système. Les équations F auront des équations caractéris-
tiques de la forme

f,Q=o, /a0=o, ..., /^=o,

les /' n'ayant aucune racine commune.
Soient ©, F,., Fa, ..., Fy des expressions linéaires et homogènes ne

contenant que des dérivées d'un même ordre et ayant respectivement
0 ̂  ̂  /\=o, ...,/.=o comme équations caractéristiques. Les ex-
pressions

^(©), ^(C), ..., ^(®)

auront respectivement pour équat ions caractéristiques / ,0==o, ...,
/^O == o et, par suite, ne différeront de l'ensemble des termes d'ordre
'le plus élevé dans F^ F^, . . . , Fy que par des mult ipl icateurs indé-
pendants de z , de sorte que les équations F pourront se mettre sous
la forme

^(Q)=W,, ^(©)^W,, ..., ^(©)=W,,

les premiers membres étant, dans chaque équation, formés par les
termes du plus liant ordre.

Comme les expressions ^ n'ont en commun aucun système de carac-
téristiques, on pourra, au moyen des équations précédentes, exprimer
toutes les dérivées de © d'un certain ordre et arriver à des équations

J^Q ,„, ()m^ n ôm@ _^r=u<. ^^-u^ •- ^—^

les U étant des fonctions linéaires de z et de ses dérivées d'ordre infé-
rieur à m -+" rî, n étant l'ordre de ©.

L'équation

"•£^+'-^7+•-+p•••^=t'•u•+^c•+••-f-'"•B""
aura pour équation caractéristique

( ̂ o 7 -̂ + p.i V^ -+-... 4" y'm ) 0 = o.
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•Nous pourrons donc former des équations appartenant au système,
possédant ses caractéristiques et ayant, en outre, m systèmes de ca-
ractéristiques absolument arbitraires.

En outre, par un ra isonnement déjà fa i t , on voit qu'on peut à volonté
supposer m pair ou impair.

Supposons m pair et que, dans une région, 0 ai t toutes ses racines
imaginaires, nous pouvons déterminer les ^ de façon que Féquat ion

^Â^+^iÀ^-^^...^^

ait, dans cette région, toutes ses racines imaginaires .
Dans cette région, l ' équat ion l inéaire correspondante ne pourra,

d^après le théorème déjà cité de M. Picard, avoir que des intégrales
analytiques. Donc :

Dans une région où foules ses ^amc^ro^^/^^.y sont imaginaires, un
système de seconde espèce ne peut avoir yue des intégrales analylu/ues.

Considérons ma in t enan t une région K, où toutes les caractéristiques
du système sont réelles. Nous pouvons déterminer d 'une in f in i t é de
façon les [JL de façon que les caractéris t iques a u x i l i a i r e s soient toutes
réelles d a n s R ; l 'équation l inéaire ayant, dans II toutes ses caractéris-
t iques réelles, ses intégrales ne pourront avoir comme l ignes singu-
lière^mobilcs que ces caractéristiques et le caractère exclusif de cette
propriété montre qu'on ne devra conserver que celles q u i sont indé-
pendantes des arbitraires (x, c'est-à-dire les caractéristiques du sys-
tème.

.Boris une région où toutes les caractéristiques d'un système de seconde
espèce sont réelles, les intégrales analytiques ne pewent avoir comme
lignes singulières mobiles que ces caraetéristicjues.

Dans cette région K, en outre des singularités mobiles, les inté-
grales analytiques peuvent présenter des lignes singulières fixes. Un
raisonnement tout .à , f a i t analogue à celui que nous avons fait pour
les systèmes de première espèce nous conduira à la conc lus ion ' su i -
vante ;

Dans la région ou le sy terne a toutes ses caractéristiques réelles, les
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intégrales analytiques ne pewent avoir comme lignes singulières fixes
que

i° Les lignes singulières des coefficients des équations F;
2° Les lignes singulières de troisième sorte relatives à Véquation carac-

téristique 0 == o du système;
3° Les lignes le long desquelles toutes les équations f == o ont une

racine commune et, comme cas particulier, les caractéristiques isolées
communes à toutes les expressions linéaires ^ ' ( z ) .

Toujours dans la région B, considérons un arc ana ly t ique régulier cr
ne possédant aucune tangente caractér is t ique du système et qu i , en
outre, ne traverse aucune des lignes singulières fixes que nous venons
d'énumérer et ne cont ienne aucun point s ingul ier fixe des équations F.

Dans l 'équat ion aux i l i a i r e dont nous nous sommes déjà servi, nous
pouvons évidemment , et d 'une i n f i n i t é de façons, déterminer les p. de
façon que les caractérist iques, réelles dans R, ne soient j ama i s tan-
gentes à o" et que, en outre' , les singulari tés fixes, int rodui tes auxi l ia i re -
mont par ces coefficients , ne rencontrent pas cr. Re la t ivemen t à l'équa-
tion ainsi formée. G" a un d o m a i n e p l ' e n t o u r a n t complè tement et, comme
elle est vérifié par toute intégrale du système, on peut énoncer la
propriété suivante :

A tout arc analytique régulier cr, situé entièrement dans une région
où le système a toutes ses caractéristiques réelles, ne possédant aucune
tangente ccircictéristique du système et qui ne traverse aucune singularité
fixe, correspond un domaine p F entourant complètement et tel qw toute
intégrale du système, analytique en tous les points de cr, soit analytique
dans tout ce domaine o.

De l 'existence de ce domaine nous pourrons, en raisonnant comme
pour les équations l inéaires , en déduire :

Dans la région où le système a toutes ses caractéristiques réelles, les
intégrales analytiques ne pewent présenter que des points singuliers isolés
fixes ou des points singuliers isolés mobiles sur les lignes singulières fixes.

Une ligne singulière mobile ne peut cesser brusquement d'être ligne
singulière pour une intégrale, sans être continuée par une autre ligne

• singulière 'fixe ou mobile, r/u'en passant par un point singulier isolé fixe.
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Le contour du domaine à l'intérieur duquel une intégrale est analy-
tique ne peut présenter clé points anguleux dirigés vers F intérieur à moins
que ces points ne se trouvent sur les lignes singulières fixes ou coïncident
avec des points singuliers isolés fixes.

Tous les auteurs qui se sont occupés, jusqu'à présent, des intégrales
des systèmes d'équations aux dérivées partielles ont toujours consi-
déré comme plus commode de ramener à des équations du premier
ordre. Les propriétés que nous venons d'établir montrent le rôle im-
portant que doivent jouer les caractéristiques d'un système de seconde
espèce, dans l 'étude de ses intégrales analyt iques et, par suite, que la
transformation don t nous parlons, qui masque complètement ces
caractéristiques, doit , dans un grand nombre de cas, être p lu tô t nui-
sible en masquant des propriétés qui au ra i en t pu cire aperçues si elle
n 'avai t pas été effectuée.

Pour terminer ce Chapitre, nous allons f a i r e une remarque dont
l ' importance se verra ul tér ieurement .

Reprenons le théorème, établ i dans le premier Chapitre, sur les
lignes s ingulières des intégrales ana ly t iques communes à des équa-
tions F n 'ayant en commun aucun système de caractéristiques. Nous
remarquerons, dans l 'énoncé même, que ces l ignes sont s ingulières
pour les équations F, ou caractérist iques isolées cornn'mncs à toutes
ces équat ions , ou. ne sont caractérist iques pour aucune d'elles.

Le théorème analogue établi pour les systèmes de seconde espèce
s'applique, sans aucune modi f i ca t ion , aux intégrales communes à des
équat ions F ayant en commun des systèmes de caractéristiques, toutes
réelles dans une région R. Dans cette région, les lignes singulières
fixes seront certainement singulières pour les F, ou caractéristiques
isolées communes à toutes ces équations, ou ne seront caractéristiques
pour aucune d'elles.

Ces équations F peuvent donner naissance à un sysième de pre-
mière espèce, et alors les intégrales communes n'ont pas de lignes
singulières mobiles, ou à un système de seconde espèce; mais, dans
ce eas^ les caractéristiques du système devant être communes à toutes
les équat ions 'qui le composent devront, en part icul ier , être com-
munes aux équations F.; elles seront donc, d^aprè^ l'hypothèse, réelles
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clans R et, dans cette région, les intégrales communes ne pourront
avoir que ces lignes comme singularités mobiles.

Nous pouvons donc énoncer ce résultat :
Si des équations F nom en commun aucun système de caractéristiques,

toute ligne singulière essentielle d'une intégrale analytique commune,
distincte des lignes singulières des F, est caractéristique pour toutes ces
équations ou ne F est pour aucune d'elles.

Si des équations F ont en commun des systèmes de caractéristiques, qui
sont toutes réelles dans une région'R, toute ligne singulière essentielle d'une
intégrale analytique commune, située dans R, et distincte des lignes sin-
gulières fixes des équations F, est caractéristique pour toutes ces équa-
tions ou ne Fest pour aucune d'elles.

Supposons de plus qu'on se place dans une région A où l'une des
équat ions, F = o par exemple, a toutes ses caractéristiques réelles.

Si, les équations F = o, F^ == o, .... Fy= o ont en commun des sys-
tèmes de caractéristiques, elles seront toutes réelles dans A et, par
suite, dans cette région, nous pouvons certainement appliquer les
résultats précédents. Nous remarquerons, en outre, que dans A les
intégrales communes ne peuvent avoir, comme singularités, que les
lignes singulières fixes de F ou les caractéristiques de cette équation,
de sorte que les lignes qui n'étaient caractéristiques pour aucune
des équations considérées seront forcément exclues. Nous obtenons
ainsi. :

Dans une région A où F équation F = o a toutes ses caractéristiques
réelles^ les intégrales analytiques communes aux équations F == o,
F 4 = o, .. ., Ty = o ne peuvent avoir comme lignes singulières essen-
tielles que les lignes singulières fixes de ces équations ou des caractéris-
tiques communes à toutes ces équations.

I I I .

La considération des lignes singulières fixes d'une équation linéaire
conduit tout naturellement à se poser la question suivante :

L étant une ligne singulière fixe d'une équation linéaire F == o, peut-il
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exister des intégrales de celle équation, analytiques en tous les points
(F un domaine traversé par L?

Si de telles intégrales existent, les déterminer.

La solut ion complète de cette question semble extrêmeînent diffi-
ci le; je nie propose u n i q u e m e n t d'en ind iquer une t ransformat ion qui
semble devoir simplifier cons idérablement le problème.

Dans ce qui va suivre, nous supposerons toujours que les équations
linéaires sont débarrassées des lignes singulières qu i pou r ra i en t pro-
venir d'un facteur commun à tous les coefficients et que leurs lignes
singulières de seconde sorte o n t été transformées en lignes polaires
des coefficients ou ont disparu, comme nous l'avons i nd iqué dans le
premier Chapitre.

En outre, nous d i s t inguerons les l ignes s ingul ières fixes en traver-
sables et non traversables, s u i v a n t que les intégrales dont nous nous
o c c u p o n s e x i s t e n t o u n. ' e x i s t e n t p a s.

Etudions d'abord, à ce point de vue, les lignes singulières de troi-
sième sorte, c'est-à-dire les l ignes le long desquel les deux racines de
l'équation caractéristique v iennent se confondre en cessant d^ôtre ana-
lytiques ainsi que leurs inverses.

Soit L une telle ligne et a- un arc a n a l y t i q u e régulier traversant L,
ne traversant aucune autre s ingula r i t é fixe et ne possédant aucune
tangente caractéristique. Il résulte immédiater ï ient du théorème de
Cauchyque si l'on se donne des fonct ions i n i t i a l e s ana ly t iques tou t le
long de a-, l ' intégrale correspondante sera a n a l y t i q u e en tous les
points d'un certain domaine entourant cet arc et, par suite, traversera
L. Pour qu'il n'en soit pas a insi , il sera. absolument nécessaire que,
parmi les fonctions init iales, il s'en trou-ve au moins une qui, cesse
d'être analytique au poin t où or traverse L. Il est donc manifeste
qu'une intégrale qui est ana ly t ique au voisinage de L et dont les fonc-
tions initiales ne satisfont pas à des condit ions spéciales pourra se
prolonger analy t iquement au delà de L et, par suite :

Les lignes singulières fixes de troisième sorte d'une écf'uation linéaire
sont toujours trwersables et ne sont que des singularités accidentelles des
intégrales analytiques.

Ce résultat montre que, relativement à la question posée au début,
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les lignes singulières des coefficients sont les seules véritablement
intéressantes.

Il est facile de voir, par un exemple simple, que de telles lignes
peuvent être non traversables.

Soit une équation l inéa i re dans laquelle x = o est ligne singulière
essentielle d 'un seul coeff icient , celui de -~^ry; on pourra la mettre
sous la-forme

A ^l!±-Ff^
ôxPàyi ^ ) '

Soit ç(,-r,j) une intégrale ana ly t ique traversant ^==0 ; deux cas
peuvent se présenter.

^p-\-q ^
Si ,^^^^^ n'est pas iden t iquement nul, on aura

A: F(9)
(JÎWÏQ

j^jrj^

Au voisinage de x == o, les deux. termes de la fraction sont ana ly-
tiques; si la fraction ne l'est pas, c'est que le dénominateur s 'annule
pour x == o et, par suite, A est de la forme ̂ l^^, ^ é tant a n a l y t i q u e

VÊ* *

le long de x === o et ne s'y annulant pas, X étant un entier positif. La
ligne x == o est donc une ligne polaire pour A*

f)P~\-q CQ
Sj[ J^ ^ 0^ 0^ ^ aussi F(cp) == o, de sorte que :

^^>-(-iy „

Si les deux équations ,—••.— === o et F(^) ==== o sont incompatibles et si
<j

x === o n? est pas ligne polaire de A, cette ligne singulière n est pas tracer-
sable.

Nous remarquerons, en outre, que ^ = = 0 n'étant pas ligne polaire
de A, le prol:)lème de la recherche des intégrales traversant x = o se
r é d u i t au même problème pour les deux équations simultanées

à^z
^pjy^.

:o, F (^ )==o ,

dont tous les coefficients sont analytiques le long de cette ligne. Il
Ànn. (le i'Éc, Normale. ̂  Série. Tome "XHI. —SEPTEMBRE 1896. 45
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peut arriver que x === o soit singulière de seconde sorte pour F, ce qui,
équivaut pour elle à être ligne polaire des coefficients de la seconde
équation.

On peut faire une semblable réduction dans le cas général de la
recherche des intégrales analytiques vérifiant plusieurs équations
simultanées et traversant une ligne singulière de première sorte de ces
équations.

Prenons une seule équation j = = o ne possédant toujours pas de
ligne singulière de seconde sorte et ayant la ligne singulière de pre-
mière sorte L.

Si L est ligne polaire des coefficients, le problème n'existe pas.
Si L est ligne singulière d 'un seul coefficient, nous venons de voir

qu'au point de vue de la recherche de nos intégrales l 'équation ^== o
pouvait se remplacer par deux, équat ions s imul tanées ayant leurs coef-
ficients analytiques tout le long de L.

Supposons en dernier lieu que L soit ligne singulière pour plu-
sieurs coefficients, mais non polaire au, moins pour l 'un d'eux.

Soient A^ A ^ , . . . , A,^ les coefficients considérés et Z, , Z & , . . , Z,,/, les
dérivées correspondantes de s. L'équation ^(.s) == o pourra s'écrire

AiZi+ AA4"... + A.A = F(5);

ce qui met im^niédia terrien t en évidence, comme répondant à la ques-
tion, les intégrales communes aux équations

Zi == o, Za •= o, . . . , Z/,j, = o, „ F ( s ) == o,

la dernière pouvant posséder L comme ligne polaire de ses coeffi-
cients.

Supposons qu ' i l existe des intégrales répondant à la question e(;
autres que celles que nous venons de trouver. En écrivant qu 'une
telle intégrale vérifie l 'équation S == o, on obtient une relation l inéai re
et à coefficients analyt iques le long de L entre les A.

Admettons alors qu'il existe, entre les A, y relations linéaires dis-
tinctes, à coefficients analytiques le long deL. On a forcément <7<^w;
en effet, s'il n'en était pas 'a insi , de ces'w relations on pourrai t t irer
A ^ A g , . . . ,A^et l'on trouverait comme expressions de, ces coefficients
des fractions dont les1 deux termes seraient analytiques le long de L,
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de sorte que cette ligne serait polaire pour tous, ce qui est contraire
à notre hypothèse.

Ayant q ==m—p, les q relations permettront d 'exprimer y coeffi-
cients, A^, . . . ,A^, par exemple, en fonction linéaire des p autres
A i , A ^ , , . . ,A^ et l 'on obtiendra a ins i

_ [J.\ A i + p4 As -4- ... 4- [J^ A;, 4- ).i
A/,+i ———————--———-^———.-.-——-..——-.-..,

A -= MI.̂ îllAl±•-.:.,l±î ?A^

les p., les X et A étant analyt iques tout le long de L. [/équation ^ == o
pourra alors s'écrire

A,(Z^ fJ.;Z^+.. .+^Z^) +.. .+A,,(Z^h ̂ Z^M+. . .+^Z,J
== A F — AI Z^4.,i -•- . . . — ̂ yX/n.

Une intégrale ana ly t ique le long de L doit forcément annuler les
coefficients do A.,, Aa , . * . , A p , sans quoi elle fourn i ra i t entre A,
A a , . . . , A^ une re la t ion l inéa i re à coefficients analyt iques le long de L,
relat ion qui serait forcément dis t incte des q précédentes.

On est donc ramené à chercher des intégrales communes aux équa-
t ions

%i + p[ z^i +... 4- j4 Zw == o,

Ïp -h p^ïp^ -h < . . -4-^Z^ •== 0,

A F — 7ii Ïp^ \ - - . . .— Ày Z/^ = o,

dont tous les coefficients sont analytiques le long de L; certaines
d'entre elles peuvent posséder L comme singular i té de seconde sorte :
on la transformera comme toujours en singularité polaire des coeffi-
cients,

Nous remarquerons en outre que les intégrales communes aux
équations

Zi =: o, Za .= o, . . . , Z,fi == o, F := o

sont certainement communes aux -équations considérées en dernier
lieu et que, par suite, nous pouvons ne garder que ce dernier système,
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Supposons qu'on cherche les intégrales communes à des équations
^ ==o, ^ = o, .. ,,^ = o ayant L comme ligne singulière non polaire
de certains coefficients, et qu i traversent cette ligne L.

Par le procédé précédent, on remplacera chacune des équations qui
possèdent L comme ligne non polaire par un système d'équations et
finalement on arrivera à remplacer le système ^, ^,. . .» ̂  par un autre
< D i , (&2, . . . , ^s qui lui sera équivalent au point de vue de la recherche
des intégrales traversant L, mais qui ne possédera plus L que comme
ligne polaire des coefficients . Donc :

La recherche des intégrales qui sont communes à des éyualions linéaires
et qui traversent une ligne singulière de leurs coefficients peut toujours se
ramener au problème analogue relatif à d'autres équations où la ligne
singulière considérée figure au plus comme ligne polaire de certains coef-
ficients.

Les équa t ions <I>^ ^y ..., <D^ peuven t ôlrc incompa t ib l e s ; dans ce
cas on' peut a f f i rmer que la ligne L c'est pas traversable par les in-
tégrales communes à ^ rfy , ..., ̂ .

Si les équations <I> donnent naissance à un système complètement
intégrable, de première espèce, ne possédant pas L comme ligne sin-
gulière fixe, les intégrales cherchées, lesquelles sont ana ly t iques dans
des domaines .fixes, dépendront du, même nombre de constantes arbi-
traires que l 'intégrale générale, nombre qu'on sait dé terminer ; ces
constantes seront tout au p lus assujetties à certaines inégali tés pour
que les domaines dans lesquels elles sont ana ly t iques soient précisé-
ment ceux qui sont traversés par L.

Si, les équations <& donnent naissance à un système ' d e seconde
espèce1 dont toutes les caractéristiques sont réelles dans une région R
traversée par L e t ' q u i , dans celte1 région^ ne possède pas L comme
ligne singulière fixe, on pourra affirmer que le degré de généralité des
intégrales cherchées sera le même que celui de l ' intégrale générale
du système; les constantes et fonctions in i t ia les , dont on sait déter-
miner l e 'nombre / se ron t tout au, plus assujetties à des condi t ions ne
'pouvant pas se traduire sous forme d'égalités, de façon1 que les do-
maines dans lesquels les intégrales1 correspondantes sont analytiques
soient traversés par L» ,
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On voit a ins i que, dans des cas assez étendus, on pourra déterminer
le degré de généralité des intégrales cherchées.

IV.

Par un calcul très simple, M. Appell a montré (1) que, si une inté-
grale de l 'équat ion

àïz ^ _à^ _àz_
àx1 ày
^—.̂ . ——— .___ ——— Q

possède une l igne polaire , cette ligne est forcément une caractéris-
t ique de l 'équation.

Dans le cas ac tue l , cette propriété est une conséquence évidente des
théorèmes fondamentaux démontrés dans notre précédent Mémoire»
pu isque l 'équation considérée a ses caractéristiques réelles dans tout
le plan et n'a pas de singularités fixes; et même, elle est encore vraie
sans supposer que la s ingular i té soit polaire.

Mais, comme l'a i n d i q u é M. Appell lui-même, le calcul peut s'ap-
p l i q u e r a une équa t ion l inéaire quelconque sans fa i re d'hypothèses sur
la réalité des caractéristiques, et le résultat est encore vrai dans des
régions où les in tégra les peuvent présenter des lignes singulières
quelconques,

Voici comment on peut présenter ce calcul.
Supposons que par un changement analyt ique de variables on ait

ramené la s ingular i té à être x === o.
Soit F une équat ion ne possédant pas x = o comme singularité fixe

et ^^•^n une intégrale oa a est analytique le long de x == o et ne s'y
<x1'

annule pas.
f)n iv

Dans F = o, mettons en évidence le terme en —p on aura

A^L^L==/f^Y
âx^ x " 1 u \xm}

( l } APPIÎLL Sur l*ê(iu€itlon —^ — -^ === ô et Ici théorie clé Ici cJialeur ( Journal de111 ' ' ' ! * (U*2 ày
Mathémctilqucs, 189%).
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Développons les deux membres suivant les puissances de <y; on voit
immédiatement que le premier contiendra un terme en —^ dont le
coefficient, à un facteur numér ique près, sera A(o, y)* a(o, y); quant
au second, il ne contiendra que des puissances de x supérieures à
— Cm -h /z); l'égalité ne sera donc possible que si

A(o,y).oî(o,j)=:o,

par hypothèse, le second facteur n'est pas nul.
On doit donc avoir

A(o,y)==o,

x = o annu lan t A. et n'annulant pas tous les coefficients des termes
d'ordre n est forcément une caractéristique de l 'équation F = o-

On peut remarquer que la démonstration précédente repose sur ce
fait que la dérivation par rapport à y ne modif ie pas la nature de la
singulari té , mais que la dérivation par rapport à x élevé, en quelque
sorte, la nature de cette singularité et que, par su i te , s'il y a, dans
l 'équation un seul terme ou l'on dérive le maximum de fois par rapport
à y , son coefficient doit s'annuler pour .y==o, de façon à réduire, si
cela est possible, la singularité de ce terme pour qu ' i l puisse ensui te
se réduire avec d'autres.

Nous pourrons donc aff i rmer, sans aucun nouveau calcul, que la.
propriété précédemment démontrée pour les singularités polaires est

t •1
encore vraie pour des singulari tés telles que a.r^, aJLT, a^, etc.

Ces exemples mont ren t qu'i l existe des singularités d 'une na ture
telle, qu'elles ne peuvent se présenter, en dehors des lignes s ingul ières
fixes, que le long des caractéristiques. Le procédé précédent permet
d'en trouver un certain nombre, mais il, ne peut évidemment s'appli-
quer qu'à des singularités dont la forme analyt ique est connue. Pour
en découvrir d'autres, nous allons avoir recours aux propriétés démon-
trées dans les deux premiers ChapitreSy et nous arriverons à une pro-
priété générale comprenant comme cas très particulier toutes celles
qui nous auraient été fournies par notre méthode primitive*

Si une fonction analytique fÇx.y) possède une ligne singulière
essentielle L, nous représenterons1 cette s ingulari té/par la1 nota-
tion (y; L).
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Si, en outre,/vérifie une équation linéaire F == o, nous dirons que
cette équation possède la singularité (/, L),

II est nécessaire de remarquer qu'il y a des singularités qui ne
doivent pas être regardées comme distinctes, par exemple, les singu-
lar i tés telles que

(a/+(3,L),

où a et p sont analytiques le long de L, et toutes les singulari tés obte-
nues en faisant des changements de variables, analytiques tout le long
de L. Nous dirons que de telles singularités sont semblables et, pour
être précis, nous poserons la définition suivante :

Deux singularités (/, L), (/\ £/) sont semblables s'il existe un chan-
gement de variables

x'=. a{x, y), ^= ̂ (a/, y 1 ) ,
y=p(.r,y), y^fS^,/)

transformant L en L/, a, p étant analytiques le long de L et a/, f^ le long
(le L\ et tel, qu après ce changement, f puisse se mettre sous la forme

0(^,y)/(.r,y) -+- o)(.r,y),

0 et a) étant analytiques le long de L et 0 ne s'y annulant pas.

Réciproquement,/* pourra se mettre sous la même forme relative-
ment à/'. En effet, le changement inverse transformera 0 et co en deux
fonctions 0' et 03' de x ' , y, qui seront analyt iques le long de L. De
Pident i té

f'^6'f+^
on tirera

r - I /•/ 6)/
J - y J - ^

0' étant ana ly t ique et ne s'annulant pas le long de L/; i l en est de même
de - et ( — est également analytique le long de I/.

En outre, deux singularités (//, [/), (/% l/), toutes deux sem-
blables à (/, L), sont semblables entre elles.

En effet, (/', U) et (/, L) étant semblables, il y aura on change-
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ment analytique de variables qui donnera
/=0(.y,y)/4-f.)(.r,y),

(/, L) et (///, L") étant semblables; il y aura de même un changement
de variables donnan t

et; par suite,
/ = Q11 ( x\ y " ) f" 4- w" ( x\ y " )

//=00y+0G/^.).

Faisons le second changement de variables dans 0 et co, nous arr ive-
rons finalement à

fl^Q{xî!,yrf}f"^^(x\y{f^

9 et û ayant les propriétés exigées le long de If.
Nous pouvons, par conséquent, rassembler toutes les s ingulari tés

imaginables en groupes tels, que toutes les singularités d'un même
groupe soient semblables, mais que deux singulari tés a p p a r t e n a n t i\
des groupes différents ne soient j amais semblables.

Deux singularités (f, L), (//, V) devront donc être considérées
comme non dist inctes ou distinctes, suivant qu'elles a p p a r t i e n n e n t au
même groupe ou à des groupes différents .

Pour définir un groupe de singularités, il suffira de se donner l 'une
déciles, choisie aussi s implement que possible. Par exemple, on
pourra choisir,/ de façon que L soit la l igne *r== o; soit 0(.'z",y) la
fonction ainsi dé t e rminée ; nous dirons que nos s ingular i tés sont du
groupe G(<ry).

Ainsi une singularité polaire sera une singularité d'un groupe tel
que 77^ y m étant 'un entier quelconque.

Une première propriété, presque évidente, va nous montrer la né-
cessité qu'il y a de considérer ces groupes de singularités.

Nous dirons (\^une singularité {/y L) est carûctèristùfue si toute éffiia-
lion linéaire vérifiée par f et n ayant pas L comme ligne nngidière fixe
"possède'L comme caraetérùtu/ue.

Soit(/YI/) une singularité semblable à (/ L) et supposons que/7

vérifie une équation PÇz) == o Payant pas V comme ligne singu-
lière fixe. 1 1 ;
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Reprenons le changement de variables déjà considéré, il donnera

f^e/^-^
et transformera l 'équation ' F ' Ç z ) === o en une équation F, (^) •== o qu i
ne possédera cer ta inement pas L comme ligne singulière fixe et don t .
les caractéristiques seront les transformées de celles de F'(s) == o.
f vérifiera l 'équation

Fi (6^ -h G.)) •=. o.

Cette dernière é q u a t i o n ne peut avoir coirime lignes singulières fixes
que celles de F i ( s ) = = o , les lignes s ingul ières de 0 et les lignes le
long desquel les 0 s 'annule. 0 étant analytique et ne s ' annu lan t pas le
long de L, on peut aff i rmer que cette équat ion n'a pas -L comme l igne
s ingul iè re f i x e ; é tant vérifiée par/ , elle admet forcément L pour
carac té r i s t ique . Ses caractérist iques étant les mêmes que celles do
V i ( z ) === o, L est donc caractér is t ique de cette dernière et, par suite,
I/ est caractér is t ique de "F ( z ) == o. On ohlient a i n s i le r é s u l t a t
su ivan t :

Si, danfî un groupe, il y a une singularité caraclérùlir/ue, toutes les
fïingulcirités du groupe sont. caractéristiques,

Toutes les s ingular i tés d 'un groupe étant à la fois caractéristiques
ou non caractéristiques, nous pourrons, suivant le cas, dire qu,e le
groupe est caractérist ique ou non caractéristique.

Arrivons main tenan t au théorème fondamenta l que nous avions en
vue.

Soit F(s)=:o une équa t i on l inéaire ayant , dans une région B,
toutes ses caractérist iques réelles, et possédant une s ingular i té (/, L)
située dans cette région, L n'étant pas une ligne singulière fixe. On
sait que L sera forcément caractéristique de F.

Supposons que/vérifie une au t re équation F i (^ ) ne possédant éga-
lement pas L comme ligne s ingul iè re fixe. Il résulte immédia tement
de la dernière propriété, démontrée dans le second Chapitre, que L
sera caractéristique commune à F et F^ . La singularité (/, L) est donc
caractéristique. De sorte qu'on a :

Si (/, L) est une singularité d'une équation linéaire distincte de ses
Ànn.de l'Éc. Normale, 3V• Série. Tonic XÏII .— SEPTEMBRE 1896. 1 4^
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singularités fixes et située dans une région où elle a toutes ses caracté-
ristiques réelles, le groupe (/, L) est caractéristique.

Ce théorème nous permet de former une infini té de groupes.
Examinons les plus simples parmi ceux que fourn i t cette méthode.
Considérons une fonction X de x seulement, possédant une ligne

singulière x == o. Cette fonction est solution de l 'équation
àz— == o,ày

qui a ses caractéristiques réelles dans tout le plan et ne possède pas
de lignes singulières fixes. Donc

Tout groupe X est caractéristique.
On voit que les singularités ainsi obtenues comprennent , comme

cas très particulier, les singularités
i ^ -1

, ^ L(.r), e^, ...,

étudiées au début de ce Chapitre.
Plus généralement, considérons une fonction de la (orme

ôiX.i+e2X.â+...4-e,;X^

les X ayant la singularité c o m m u n e < T = = o et les © étant analytiques
le long de cette ligne. Une telle fonction vérifie l'équation

Qi

o/.

f)s
ày
àO,
à.Y

àQn
ày

(ys
ày1

<)'10,
• • ' ày'1

<)»()„
ày'1

qui est delà forme
, , ! , à'^ à'1-^A A ' •*> * UM »^ ^ .4» Ai j^:^ 4-"1 < ., 4- A^î j, 4- A^:= 0.

Si nous supposons que ©^(o, j )» ..,, ®//(o,j) ne sont pas tous nuls
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ou ne sont liés par aucune relation linéaire et homogène à coeffi-
cients constants, Ao ne sera pas nul pour a?==o, de sorte que nous
aurons ainsi une équation ne possédant pas x == o comme singularité
fixe et dont les caractéristiques seront réelles dans tout le plan. Donc :

S'il n'y ci aucune relation linéaire et homogène, à coefficients con-
stants, entre ©1(0,y), ..., ©/,(o,y), le groupe

©iXi-i~©A-i-...+eA
est caractéristique.

En partant d 'équations à caractéristiques réelles contenant à la fois
des dérivées par rapport à x et y, on arrivera à des groupes plus com-
pliqués. Par exemple, en partant de l'équation

. (PS de as9 —- — — — == o,
ax ()y ay ôx

on verra que, si © est analyt ique et ne s'annule pas le long de x= o,
le croupe ,,b A /%^.dx
est caractéristique.

On pourrait mult ipl ier ainsi , les exemples.
L'étude approfondie des, équations linéaires conduit à d is t inguer ,

pour chaque équation, trois régions :
ï,° B, où toutes les caractéristiques sont réelles;
2° IV, où il y a, à la fois, des caractéristiques réelles et des carac-

téristiques imaginaires;
3° IV, où toutes les caractéristiques sont imaginaires.
La région ir se d i s t i ngue de RR' par deux propriétés remarquables.
La première, connue depuis longtemps, est la suivante :
Prenons un point M(a?o,yo) et un arc analytique régulier cr passant

parce point et cherchons à déterminer une intégrale analytique en M
en nous donnant ses n fonctions init iales, analytiques le long de cr.

Si M. est dans IF, quels que soient l'arc a et les fonctions initiales,
on pourra calculer toutes les dérivées en M de l'intégrale et, par suite,
former une série ordonnée suivant les puissances de x — x ^ y —y^
qui sera absolument convergente au voisinage de M et la représen-
tera.
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Il, n'en est plus de même si M est dans RR.^les arcs cr qu i , en M,
seront tangents à une des caractéristiques réelles, ne permettront
plus de faire ce calcul : les fonct ions i n i t i a l e s seront assuje t t ies à cer-
taines c o n d i t i o n s et ne dé t e rmine ron t p lus alors toutes les dérivées
en M de l ' in tégrale cherchée.

La seconde propriété caractér isant 1F est celle qui, a été donnée par
M. Picard, dans le Mémoire cité, et. que nous avons déjà u t i l i sée :

Dans IV7 F équation na que des intégrales cmaly tiques; dans RR/ il
peut exister des intégrales non cinaiy tiques.

En suivant les méthodes d'approximations successives de M. Picard,
je suis arrivé à séparer les régions B, et WW en montrant que,
dans R, ley intégrales wuilyi/ique.s ne peuvent açoir, comme lignes singu-
lières mobilea., que des' ca/w'téristiques ; tandis qu(.^ dans H/If, elles peu-
vent avoir des lignes singulières (ïbsolument quelconques.

Si l'on ni1 considère que les intégrales analyt iques, les seules que
l'on puisse étudier d'une façon ellective, il ne reste plus, pour sépa-
rer IF', que la propriété résullant du tiléorèrne de Caochy et relative à
la détermination des intégrales, propriété qui ne donne qu'une idée
très vague du changement de nature des intégrales analytiques quand
on passe de RIY dans W\

Au. début du Chapitre III, nous avons vu que les lifiTies singulières
fixes de seconde sorte, qui fornient les (rootieres des régions KIVB/',
ne sont qu'accidentellernent des lignes singulières essentielles des
intégrales analytiques. En général, ces intégrales s'étendent donc
analytiquement dans plusieurs régions, de sorte qu'au passage de ces
frontières elles doivent perdre certaines propriétés et en acquérir
d'autres.

C'est ce que montrent, d'une façon claire, les propriétés que nous
venons d'établir en dernier lieu, lesquelles vont nous permettre de
séparer nettement nos trois régions en nous servant uniquement des
intégrales analytiques. En effet :

Dans 1:1, les intégrales analytiques ne peuvent emur, comme singula-
rites mobiles, que des singularités caractéristiques.

Dans W\ les singularités mobiles sont toujours non caractéristiques et
ont lieu le long de lignes absolument arbitraires.
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Dans FT, elles pewent être non caractéristiques le long de lignes arU'
Iraires, mais peweni aussi être caraclèristicfues.

Dans la région R\ les si.ngulari.ies caractéristiques ne peuvent,
d'après leur définition, exister que le long des caractéristiques, mais
les singularités non caractéristiques, pouvant se présenter le long des
lignes arbitraires, pourront également exister le long de ces caracté-
ristiques.

De même que les équations linéaires, les systèmes linéaires com-
plètement iutégrables de seconde espèce possèdent des caractéris-
tiques et, par suite, conduisent à considérer les trois régions R, B7, R".

Nous avons déjà, dans le Chapitre II, généralisé, pour de tels sys-
tèmes, h propriété de M', Picard relative à R" et la propriété des lignes
singulières dans R,. Il est facile de voir que la propriété relative à la
nalure des singularités se généralise également.

Supposons que, dans la région R, le système admette la singularité
(/, L), L n'élant pas une des lignes singulières fixes que nous avons
définies. Nous pouvons former, comme conséquence des équations du
système, des équations linéaires ayant, dansR, toutes leurs caracté-
ristiques ré(dles et ne possédant pas L comme ligne singulière fixe.
Ces équations étant vérifiées par/, il résulte du théorème correspon-
dant établi pour les équations linéaires que la singularité (/,L) est
forcément caractéristique.

Nous pouvons donc, dans le cas des systèmes de seconde espèce,
séparer les régions R, R/, R" de même façon que dans le cas des équa-
tions linéaires.


