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ETUDE

SUR LES

EQUATIONS FONCTIONNELLES,

Psrn M. A. GREVY,

ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

e O P e e

CIAPITRE I

. Dans un précédent Mémoire (') j'ai étudié les solutions des
équations fonctionnelles dans le voisinage d’un point limite & conver-
gence régulitre; je me propose d’étendre cette étude au cas de la con-
vergence périodique.

Appelons B, I'équation z—g,(5) = o relative & la substitution
|z, ¢(z)| répétée £ fois; si @, est racine de cette équation et n’est
racine d’aucune équation d’indice inférieur, on dit que «, appartient
a lindice £; les quantités 2, @, ..., 24—y, ol on pose x; = ¢ (.-, ),
appartiennent toutes & l'indice £ ct elles sont permutées circulaire-
ment par la substitution z, ¢(z); leur ensemble constitue un groupe
circulaire de £ racines.

Posant
a;==¢' () (a=aya, ... cr1),

si la condition mod. a < 1 est vérifiée, le groupe est un groupe circu-
laire limite; tout point @, du groupe est un point limite & convergence
régulitre pour la substitution z, 9,(z); si I'on entoure chaque point

(Y) Grivy, Aanales de U Eeole Normale supéricure, 1897.
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d’un cercle C;, la substitution 5, ¢(z) a pour effet de conduire d’un
cercle au suivant et, dans chaque cercle, on a une suite de points qui
convergent vers le centre.

L’infini et un podle peuvent d’ailleurs faire partic du groupe; s,
¢tant infini, 5,_, est un pole en vertu de la relation z; = ¢ (5.-,).

Ces résultats sont dus & M. Koenigs, qui en a déduit la solution de
I’équation fonctionnelle

S(&1) =cf(3),

dans le cas ol @ est différent de zéro (*).

2. Supposons actucllement @ = o, et désignons par «,—1, ...,
oy — 1, les ordres de multiplicité respectifs des racines x,, x,, ...,
24y de @' (5).

z ¢tant un point du cercle C; relatif & z;, on a

By &y = (5 — 2;)% Y (3),

By Ly 7= (5= Lppq )1y (5y),

4, (z;) ne s’annulant pas pour z = «;, sans quoi on aurait ¥, (x;,,)==0
et z,,, serait racine d’ordre a;., de ¢'(z).
Des relations précédentes on déduit

Sy — Zyag== (5 — &) %%y (3),

et finalement
Sp— 2= (5 — a7) %%l (5),

0(z) ne s’annulant pas pour z = ;.

On voit donc que la substitution |z, ¢x(5)| effectuée sur un point
intérieur & un cercle du groupe considéré est telle que z, — x soit
divisible par

(5 — &) %P,

Dans le cas particulier ot @ est différent de zéro, z, — x est simple-
ment divisible par 5 — .

(1) Koenies, Annales de U'Ecole Normale supéricure, 1884 ot 1885.
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3. Soit @ = e, 0, ... 06,3 cherchons s’il existe une fonction y dé-
finie dans les domames Ly &4y ..., T, et satisfaisant & ’équation

Yi= Ay,
A étant une constante.

Si une telle fonction existe et satisfait & cette équation pour les
points de tous les domaines z,, ..., 2;_,, les substitutions 5,0(8)5 .3
z,94(%), laissant les points z, z,, ..., z, dans ces mémes domaines,
on devra avoir

Yo=2¥1,

Yy== 7»,)’2 ,

‘}//b;: )./"J’.

Cette équation cst alors relative & un point limite & convergence
régulitre pour la substitution 5, ¢x(2); elle admet une qolutlon Q)
ayant le point limite comme point logarithmique, & la condition que
W bgale a.

Nous définissons ainsi, dans chaque domaine, une fonction de la
forme

log(s —2) + f(s),
J (=) étant une fonction holomorphe au point .

Soient

Co(z) =log (s — &) +S(3)
Ci(3)=log(s —z,) + /(5 ),

Cr—1(5) =1og(s — 2p—y) + f 1 (5).

A chaque valeur de la fonction Cy(z), définie dans le domaine du
point x,, correspond une valeur AC,(z), que nous pouvons f{aire cor-
respondre au point z, du domaine z, ; nous définissons ainsi une fone-
tion dans le domaine @, ; soity, (s,); si sur les points s ¢t 5, on fait
la substitution z,94(3), la premitre fonction prendra la valeur

(1) Adnnales de I'Ecole Normale, p. 290, 1894.
Ann.de U'Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XIII. — JuiLer 1896. 38
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A¥C,y () et la fonction correspondante du domaine 2, sera A.A*C,(z)
ou My, (5,); la fonction y,, ainsi définie, satisfait done a 1'équation

Y1(Zr1) =My (5)).

Cette fonction, qui existe, puisque nous avons un moyen d’en con-
naitre la valeur en chaque point du domaine x,, est donc de la forme

[log(s,— &) 4+ /" (51)]1L[e:(51)],

,

Q étant une fonction périodique de période égale & I'unité, et ¢, (5,)

€

la fonction qui vérifie 'équation d’Abel relative & la substitution
s, 0x(2,)-

Il suffit alors de connaitre Q; poury parvenir, considérons le rap-

port
[103(31—“1'1)""’,/'(31)_]52[01(21”_
log(s — ) -+ f(3)

Si Pon fait tendre z vers x,, 5, tendra vers x, ctles modules de
log (s —a,) et log (s, —,) augmenteront indéfiniment, f'(z,) et
/(=) ayant des valeurs finies; le rapport aura alors pour limite

oy e (51)],

en tenant compte de la relation

sy— &= (5 — 2)% I (%).

~Siz, décrit un chemin n’entourant pas x, ¢t passant par ce point,
C,(=,) aura en «, un module infini; il en sera de méme de ¢, (z,);
infini étant un point essentiel de la fonction périodique, la valeur de
Q ne sera pas indépendante de la succession des valears de ¢,(z,); si
done, & des chemins différents parcourus par z, correspondent des
chemins différents pour ¢,(=z,), le rapport considéré n’aura pas une
valeur finie et déterminée an point x,; d’autre part, si ¢,(z,) parcou-
rait toujours le méme chemin, quand on déforme d’une fagon continue
le chemin parcouru par =, cette fonction se réduirait & une con-
stante.
On en conclut que Q doit se réduire a une constante ct que les
valeurs des fonctions G, (z,) et Cy(z) ont un rapport constant égal &
,; on verrait de méme que le rapport de deux fonctions consécutives



ETUDE SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES. 209

Cirr(5,) et C;(5) est constant et égal & ;5 ceci nous conduit & la pro-
position suivante :

i
St lon prend pour N une détermination de o, il existe une fonction
satisfatsant a I’ équation

elle coincide avec

Co(3) dans le domaine x,,

A

—C (s » » 2

o 1( ) 19

....... . . .
k-1

S —, » Zpes.

[~ TR [y} -1 '

Il est évident que, si 'on multiplie toutes ces fonctions par une
méme constante, on a encore une solution de I’équation.
On peut remarquer qu’il y a, en réalité, £ équations fonctionnelles,
1
qui correspondent aux £ déterminations «*.

4. Sil'on pose
3 log ((3)
c(s) Tlogh

on a une solution de I'équation d’Abel

c(s)==c(s)+1.
I’équation
S (5)=2j(s)

aura alors pour solution générale

C(z)Q[c(5)]
et 'équation d’Abel
e(s)+ Q[e(5)].
Nous retrouvons ainsi les résultats obtenus par M. Keenigs dans le
as ot aucune des quantités o (), ..., ¢'(2x-,) n’est nulle.
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CHAPITRE II.

5. Considérons d’une facon générale I’équation fonctionnelle
Po(3)f(3) +pi(3) [ (51) - pa(5) f(52) =0,

relative & la substitution [z, 9 ()], qui admet le groupe circulaire
limite z,, @, ..., @4, ; supposons que l’on ait défini dans le domaine
de chaque point «,, z,, ..., 24—, une fonction holomorphe telle que
I'équation fonctionnelle soit vérifice; les substitutions =, ¢(z), ...,
%, P41y, conduisant a des points de ces domaines, la fonction f(z)
sera définic en chacun de ces points et 'on aura entre ses valeurs les
relations (')

Po S(3) +po J(5) A pa [(5) =0,

PoaS (3)+praf (52) oot Pap S (Z0a) =0,

po,(lc-l)nf(s(/c-—l)u) R ])IL,(/\'-I)Ilf(sﬁ'll) =0,

dans lesquelles on pose p; ;= p:(5;)-

SiI’on suppose que les déterminants principaux relatifs aux quan-
tités /(3;), ¢ n’étant ni nul, ni multiple de %, ne sont pas tous nuls,
on voit que le déterminant caractéristique de ces (£ —1)n -1 équa-
tinns linéaires par rapport aux (£ — 1)n inconnues f(z;) (i=% mult. £)
doit étre nul, ces équations ayant des solutions par hypothtse.

Ce déterminant élant linéaire et homogene par rapport a

f(Z), ./(5&‘)9 ey f(zllk)7

on voit que la fonction f(z) satisfait & une équation fonctionnelle
Q’ordre n, relativement & la substitution =, ¢,(z), et pour tous les
points du domaine considéré, la substitution étant & convergence
régulitre.

(V) f(2), f(51), f(3)y-ve, f(2r-1) ne désignent pas la méme fonction des variables
%, 3y, B3, -+, 2j—1; & chaque domaine peut correspondre une fonetion.
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6. L'équation caractéristique de cette équation pour la substitution
réguliere =, o,(5) s'obtient en remplacant, dans I’équation fonction-
nelle, /(z,) par ¢” ou, en posant ¢ = r¥, par ri7.

Py P2 -ee Pr— Plrs oo Polm N /) —}—[)k]'/f -+ ..

Pog Pt eoe Pre=tg Pra - Pakeag e Pheta ¥ Papoga P

Q)1 0 oot il i e e e e i
. e
[¢] (0] e e . cee  sesese sas  sessenva -+ Pnik=1)nl "

Ce déterminant est le produit de deux déterminants d’ordre £ et
(n—1) (% —1); pour le montrer, multiplions les colonnes respecti-
vement par r, r*, ..., rf=t P Pt s et remplacons les
k—1 premitres colonnes par les sommes obtenues en ajoutant les
colonnes contenant des puissances de r dont les exposants sont con-
grus suivant le module £; en tenant compte de la derniere colonne,
nous aurons ainsi £ colonnes polynomes.

La ligne de rang Ak <+ contient en facteur 7%%-', ct si 'on re-
marque que I'on a au point limite @, pyix.;=p, > On voit que les
termes des colonnes polynomes, qui appartiennent & des lignes de
angs congrus suivant le module %, sont identiques au facteur 7% pres.

SiT'on développe ce déterminant suivant les mineurs formés par
les £ colonnes polynomes, on voit que tous ces mineurs sont ou
identiquement nuls, ou les produits par une puissance de » du pre-

. N
mier ¢ :

Do+ prrt--... PilF Pl 1R L Di—a T 4
5= Dle—g g 714 L Dot +Pral™ ... Pie-pp 241
Pyl 1 =t Pleaet Jo=17 bl e Po,k—1F Plejg—g I

L’équation caractéristique est alors de la forme

,.-”LAO" —=o0.

Si nous supposons, comme nous l’avons fait dans le cas de la con-
vergence réguliere ('), que p,(z) ne s’annule pas aux points limites

(V) Annales de I’Ecole Normale, p. 255 ; 1894.
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du groupe circulaire, on voit que le terme constant de ¢ = o n’est
pas nul; si 'on fait la méme hypothese sur p,(z), cette équation pos-
stde un terme de degré nk, son coefficient étant == p,, p,.1s «+ s Puis-
L’équation caractéristique a donc les mémes racines, avee le méme
ordre de multiplicité, que I’équation 8= o0; on peut en conclure que
le facteur A est indépendant de » ou contient 7 en facteur; on voit,
d’autre part, par un caleul direct, que ¢ est un polynome en r*.
On peut aisément calculer A, en remarquant que c’est une somme

de produits de termes tels que
Rlh=11 5,
R TN L I W

A’ étant un déterminant d’ordre (n — 1) (£ — 1) formé au moyen des
colonnes monomes; or, le déterminant complet déduit de (A) est

égal &

hik—1
rot A,
ik =1
’ . e v . TR . .
On en conclut que A se réduit au coefficient de r * g, ¢’est-h-dire
du mineur formé a I'aide des £ premitres lignes et des £ colonnes

polynomes.

Nous avons supposé £Zn; si £ est supéricur & », nous pouvons re-
prendre ce qui vient d’étre fait, en remarquant que les colonnes poly-
nomes sont remplacées par des colonnes monomes; on a

Po P vee Pal® O 0
a
O==1 0 poal oo oo Pagt 0 oL FEO

Nous avons formé une équation fonctionnelle d’ordre 2 pour la sub-
stitution z, g4 (5).

Pof(3)+ Py f(56) oo +Puf(5n) =o0.
Son équation caractéristique est, au point limite z,
Po(a)+P(2)rF 4. .-+~ P,(2)r*=Ad == 0.

Si nous supposons, comme nous 'avons déja fait, P,(z) et P,(x)
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non nuls, A ne I'est pas et nous sommes ramenés i I'étude faite dans
le cas de la convergence réguliere.

Si, sur les équations linéaires considérées (5) au début, on fait les
substitutions =, ¢(z), ..., z,9x-, (%), on voit que /(z,) doit satisfaire,
relativement & la substitution =, ¢;(z) dans le domaine ;, & I'équa-
tion

Poi(s)/f(z:)+...+Pui(5) [ (Sinr) = 0.

C’est donc toujours la méme équation appliquée successivement aux
différents domaines; on voit immédiatement que 1’équation caracté-
ristique se réduit & la méme équation

d=o0,

dont les coefficients sont indépendants du point limite considéré.

7. Supposons que I'équation ¢ = o admette en r* la racine 1 et
n’admette pas de racine [, (2)]™, m étant un entier positif, dans’hy-
pothese ot 9 (), 9(2,), ..., ¢' (x4, ) 0.

Il existe alors dans le domaine du point « du groupe circulaire une
fonction holomorphe, non nulle en ce point, qui vérifie I’ équation

Py(5) f(5) -+ P (2) f(54) .. .= Pu(5) [(5ur) = 0.

Cette fonction est d’ailleurs définie & un facteur constant pres;
nous pouvons alors définir les fonctions holomorphes A,u,(z),
oty (5,)s ov s Mooyt (5, ) dans les domaines respectifs ,, 2, ...,
24, ; ces fonctions étant les scules fonctions holomorphes satisfaisant
a I'équation fonctionnelle précédente relative 4 la substitution z, g4(=).

Soit alors z un point du domaine @, ; & ce point correspondent des
valeurs hou(z), Ngu(z;), ... finies et bien déterminées; portons ces
valeurs dans les équations linéaires entre (), /'(5,).-. [(5ka); le déter-
minant principal P,(z) n’étant pas nul par hypothése (6) au point «,,
on peut prendre le domaine de ce point de facon que P, (=) soit diffé-
rent de zéro; on tire alors un systeme unique de valeurs pour /(z,),
/(24:41), ...; ces fonctions sont holomorphes, de méme que les termes
connus des équations qui les fournissent; il en sera de méme de la
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fonction /(=44 ) définie par
Lo, ik~1)n+1 f(z(/.‘—-l)n+1) e P te=1n+1 /( Sine1) == O.

Ainsi, & = on fait correspondre une fonction /(z,); je dis que cette
fonction est une fonction holomorphe de z,; supposons-la uniforme et
ayant &, un pdle; la valeur de cette fonction qui correspond au point
x, aurait un module infini, ce qui n’a pas licu, P,(2) n’élant pas
nul; supposons @, point essentiel de f(s,); & diflérents chemins con-
duisant de =, en @,, correspondront alors différentes valeurs de f(z,)
au point @, ; on peut toujours choisir ces chemins de facon qu’ils ne
correspondent pas & un méme chemin s; en sorte que la valeur de
J(z,) dépendrait du chemin za,, ce qui n’a pas lieu, si 'on résout
les ¢quations linéaires en f(z,), ..., /(5p—iyres )-

Enfin, si /(s,) ¢était non uniforme en 2,, elle ne pourrait étre uni-
forme en x, que si s était une fonction de z, ayant pour points de
ramification ,, &, ...; or, ceci n’a pas licu, car on a, par hypothese,

o' (20) ' (1) . 9" (2)ey) # 0.

Ainsi, les valeurs que nous trouvons définissent une fonction holo-
morphe au point x, ct satisfont & 'équation d’ordre 2£; la fonction
ainsi définie est

hwy(5).

Le méme raisonnement montre que, si 'on suppose

o' (24). o @ (L) = 0,

la fonction que T'on doit prendre dans le domaine x, est A, u,(z,); il
ne peut y avoir doute que dans le cas ot f(z,) ne serait pas uniforme;
mais, alors, le point #, serait un point de ramification logarithmicque,
comme on 'a vu dans le cas de la convergence réguliere; = étant unc
fonction de =, qui admet Ie point 2, comme point critique algébrique,
on en conclut qu'apres un nombre fini de tours, on revient 4 la méme
valeur z, tandis que /' (z,) ne reprend pas la méme valeur, ce qui est

-

contraire 4 ce que nous avons trouvé en résolvant les équations

linéaires en f(z,) /(%4 ) ..



ETUDE SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES. 305

8. Nous concluons de tout ceci que la fonction solution de ’équation
Jonctionnelle donnée coincide avec

ot (s) dans le domaine =z,
2u(s) » » 2y,
...... . . .
Ai—qttgaq(53) » » Lo

Il reste & déterminer les constantes A; nous supposerons que

w(zy) = (xy)=... = Upy (X)) == 13

alors, le systeme d’équations fonctionnelles devient

[polzy) .. Q%+ [pi(2y) +... 0% +... =0,
[Pr—1(21) = par—a(2y) o Nl [py(24) +. . 10 +... =0,
[p1(rag) =+ Pl (Zr—y) .. )R =+ =o.

Le déterminant des coclficients étant le déterminant 2, dans lequel
on a remplacé r par 1, est nul, puisque I’équation ¢ = o admet la ra-
cine 1.

Onvoit d’ailleurs que P,(x,) ¢tant différent de zéro, 'un au moins
des déterminants d’ordre £ — 1 formés avee les coefficients de A n’est
pas nul; nous pouvons donc tirer un systeme unique pour

Ady P
Y VR

Ce que nous venons de dire suffit pour montrer comment on peut
trouver la solution qui répond & la racine 1 de I’équation 3 = o.

9. Soit maintenant une racine quelconque de ¢ = o; cette racine
peut étre mise sous la forme [9/(xy) ¢'(2,)...¢ (24— )| ou (og 4.0 04 )™
suivant que les quantités ¢’ (z;) sont différentes de zéro ou non.

Nous poserons, suivant les cas,

S(2)=E(2)[B()",
SR =F()[C()]",

Ann. de I’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome X111, JurLLer 18g6. 39
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B et C étant solutions de I'équation

L’équation fonctionnelle en I est alors

o

Pl = p B p, By 2 =0,

1 1
A étant la constante [o/(2,)...o'(z,, )| ou la constante (e, 2.0, ).
L’équation caractéristique correspondante differe de I'ancicnne par
le changement de 7% en r¥A%; ses racines r sont done égales aux pro-
duits des racines de ¢ = o par A™; celte équation nouvelle a done
une racine r* égale & unité; nous aurons alors défini une solution
holomorphe I en chaque pointx, ..., 2,,, si les coelticients P, P,
de I'équation d'ordre nk relative a la substitution z,72,(3) ne s’annu-
lent pas en ces points; cela résulte des relations, que Uon vérifie aisé-
ment,

1k =1tk 10 4-1] [ AV R YR B

" - T e—.

N e R :
Py=Dyh ? LA L !
Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante :

. v . N .y . . .
A une racine de Udquations = o, qui n'est pas racine mulliple et qui
ne fait pas partic d'un groupe de racines, correspond, suivant les cas,

une solution
F(z)[B(z)m ou F(a)[G(s))m,

¥ coincidant dans chaque domaine avee une fonction holomorphe, non
nulle aw point limite du domaine,
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CHAPITRE IIL

10. Nous allons résoudre rapidement quelques ¢quations dont nous

aurons besoin dans la théorie générale; considérons I'équation
J(51) = [(5) =U(3).

U(z) coincidant avec une fonction #,(z) holomorphe dans le domaine
a,; avee une fonetion w«, (z) holomorphe, dans le domaine z, ; ete.

Posons /(=) = logy, en supposant = dans le domaine x,, on a suc-
gessivement

y t?:tylc""u(-"),

Vi yae ),

Vot == Ve e Fm)

}, :’:y/.-‘»"”"{:" - u‘(:‘)...u,\_,(:,__')-

Les fonctions wy, w, ..., uz_, ¢tant holomorphes dans les domaines
Ly, Xy oy Tpey, b o(z) lant holomorphe, on voit que le coefficient
de y; est une fonction holomorphe: sil'on a

wo(ag) -+ wy(ay) oo Uy (Bremy) == 04
il existe (8) une fonction coincidant dans chaque domaine avec une
fonction holomorphe non nulle au point limite et telle que I'on ait

)’ P .yl c—~U(:L
Sil'on a
ty(y) 4ty (&) 4o oot gy (X 1) 70,
la fonction cherchée est de la forme
[B(z)]"Y ou [C(=)]"Y,

Y coincidant dans chaque domaine avee une fonction holomorphe non
nulle au point limite.
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On voit donc que I'équation
S(5) —f(5)=U(3)

admet une solution coincidant avec des fonctions holomorphes dans les
domaines x,,Z,, ..., X, lorsque

U(zy) +U(xy) ...+ U(ap—y) = o0;

et avec des fonctions ayant respectivernent pour points logarithmiques
Lys®yye .-y Tpeys dans le cas contraire.

11. On vérifie immédiatement que les équations
yi—y=0Ys),  yi—y=ei(s5)

sont vérifices par des polynomes de degré » en 6(5) ou en ¢(s) (').

12. L’application de la formule analogue & celle de 'intégration
par parties montre, comme dans le cas de la convergence réguliere,
que les ¢quations

yi—y=U(z)b""1(s),

U étant une fonction définie comme il a ¢té dit plus haut (10), ont
pour solutions des polynomes de degré nen b(z) ouc(z), les coelfi-
cients de ces polynomes coincidant dans chaque domaine avec une
fonction holomorphe définie dans ce domaine; le cocfficient de 6" (z)
¢"(z) est une constante, qui ne peut étre nulle que si 'on a

wo(xg) =ty (y) = oo Wy (X fpmyq ) == O,

13. Dans I’étude relative aux groupes de racines, nous serons con-
duits, dans I'hypothese ¢'(2,) ¢'(2%,) ... 9 (24~ ) # 0, & des équations
de la forme

U(z)

(5)

Yi—=Y =

2

<

U(z) étant la fonction définie plus haut (10) et V(=) coincidant avee

(%) dnnales de ’Ecole Normale, 1895.
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(s —a;)" dans le domaine @, m étant un entier positif, qui est le
méme pour tous les points xy,2,, ..., x5_,.
Posons
y=1{-+s,
s étant une fonction qui coincide avee

[*0,7 Mem—1,i

LB(=))™ Bi(=)

g iv - - Yoy 4—y Gtant des constantes arbitraires.
Sinous supposons s dans le domaine «;, nous devons avoir

M1,i

T B

dans le domaine z,,

Uy (s) o

Ly 1.7 Loy Ly 1 7
fy— b= + I P —1,i [%0,i+1 [Lm—1,i+1

(s —ax)™  [Bi(s)]" Bi(5)  [Bem(]" T Brmale)™’
ce qui peut s’éerire, en tenant compte de la relation (')

Braa (&) == (p’(.r‘-)f),'(:),

U;(3) _ ! |:__[-"o,i—l—1 —u .-’_ 1!
R L 1o § L ol e ey

_[J-/n— 1,041
@' ()

by — =

~—m=-1,i |*

On peat alors profiter de U'indétermination des constantes p. pour faive
disparaitre les termes en
1

D

Nous formons ainsi m ¢quations linéaires entre p s, -« - P ies 3
g i+ Pmy 3 81 10N fait la méme opération pour chaque domaine, on
trouve ainsi Am équations a Am inconnues; on reconnait d’ailleurs
immédiatement, ¢n groupant les équations relatives & une méme puis-
sance des binomes, que les dénominateurs des expressions qui four-
nissent les p sont de la forme

I — [(P,(.To). . .(p'(x/‘,_l)]m—j ;é o.

On trouve donc un systeme unique de valeurs pourles constantes ..
La fonction ¢ est alors (10) de la forme

mb(z) +f(z),

(1) KoeNies, Annales de I’Ecole Normale, 1884.
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m ¢tant une constante qui n’est nulle que si la somme
wy(x) +uy () ooy (24-0)

estnulle, w;(z),...,u,_,(z) étant les fonctions holomorphes avec les-
quelles coincide le second membre de I'équation
4 —t="U"'(z).
L’équation proposcée a donc une solution de la forme

mb(zs) -+ %E_ :

3]
~—

~—

14. On en conclut, comme dans le cas de la convergence réguliere,
que la solution de I'équation

U(s)bn (2)
.}/1—“,}/:‘: ”—\f(s)'"—"

est de la forme

Qu+0Q.0(5) ... +=Q,b"(3)

V(z) b (),

Qv+, Q, coincidant dans chaque domaine avec des fonctions holo-
morphes, p étant une constante, et V(z) la fonction définie au para-
graphe précédent.

CHAPITRE IV.

15. Nous avons vu comment des solutions de £ équations fonction-
nelles, relatives & la substitution z,2,(z), on pouvait déduire une solu-
tion de I'équation relative & la substitution z,2(z), quand I’équation
caractéristique ¢ = o a unc racine simple, ne faisant pas partie d'un
groupe.

Supposons actuellement que 2 = o admette la racine 1, i ordre m
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de multiplicité; soit Y’ la fonction définie dans chaque domaine et
telle que I'on ait

PoY (3)+=p Y A(5)+.. .4 p Y (5,)=o0.
Sil’on pose y = Y'¢, la fonction ¢ devra satisfaire & I’¢quation
Po(3)Y' (3) (b — )+ o i Pr (3)Y' (5,—) (bp—y— &0) = 0.

Prenons pour fonction inconnue ¢, — ¢ = u, ’équation fonctionnelle
qui définit w sera

o0=py(5)Y (5)uw+ [ po(3)Y(5) -+ pi(3)Y (51) ]y +. ..
A+ [P Y (3)+. oo P (3) Y (S0 )]ty

les cocfficients de cette équation d’ordre 2 — 1 sont définis dans les
domaines ay, @,, ..., 24_,.

16. L’équation ¢’ = o s’obtiendra en remplacant dans 2 =o,
pipar poY'—-p Y, 4. ..+ p, Y. el p, par o.

Si I'on remarque que 'on peut écrire

1 0O 0 0 e—

—_— | S T 0 0

[y O —7r 1 o0 ... 0 0
) 0O 0 . ... —r 1

on voit aisément, ¢n tenant compte des égalités

Y’ (‘1/) = Y/(.Tj+.ﬁ-) =...=Y ((]’»‘j,,_‘,‘/ﬁ),
que l'on a

En effet, le terme (7,/)-du produit ¢'(x — 7*) sera la somme des
produits des termes de la 7€ ligne de &' par ceux de la /™ ligne
de 1 — r*; ces derniers sont nuls, sauf les termes de rangsy — 1 et J
qui sont 1 et — r; les termes de mémes rangs de la ¢ ligne de
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/

o sont
Ajoi=(po,im1 Yici+ prica Yio oo+ Pj—i—1,f—1Y}—2) ri=i=t
A (Poyimt Yooy = oo Pl jmimtimt Y e jmg ) PRI
et
Aj=poim1 Yiert oo pjiima Y ) 191
+ (o=t Yici oo Provjmiyiot Yiaejm ) PEH ==L

Le terme (¢, ) est alors

. pu— ’ e !/ e fml
Aj-— 7 Aj—-i =P iy i1 Y/'.., et [9/".,,.‘/'_,"[_1‘7 fetj—1 T G
r ofl gl ot .
e Yj—l (1)/‘_1"[_1 7/t +[)/“,‘_j__,"[._1 rhe+d P .),

c’est le produit Y;_, du terme (7, /) de &, en supposant que ce terme
ne renferme pas p, ;. ; il en est de méme encore dans le cas contraire;
soit ak +j — i =n; le dernicr terme de A, est

(Po,i -1 Yicato oot Pryyizt Yoria) 10,
et celui de A;
(Po,i-1 Yici+ oo presyios Yiehorio yro-k,
On a alors

Aj—rAjy = [=r"(poi—y Yie, == o o Paityicr Yims) ]
ou, en vertu de la relation

' ' ’ ’ —
Po,i—1 Y., = P11 Y-+ -+ Pr-1,i—1 Yiioa = Pu,i-1 Y, pim1 == Oy
» — /L ’ 3
Aj -7 Aj—-l =...+nr Yll.i—]Y/tf-i—vl ’

c¢’est encore au facteur pres Y, ;= Yy, ;- = Y,;_, le dernier terme
- o
de (Z,7) dans ¢.
Si lon suppose j <7 -+ 1, il suffit de supposer nuls les coefficients p
dont le premier indice serait négatif dans les termes que nous avons
inscrits; les mémes résultats subsistent.

17. Nous voyons que la transformation y = Y'¢, ,,,a—-tzﬂ u. Cou..
duit & une u{uatlon fonctionnelle, dont 1'équation’ c.aractvﬂsu&h(,\
admet les racines de I'équation ¢ = o, sauf une mcly‘la égale a unité >y
de plus, dans la formation de 1’¢ quauon dordre (n L1)k, on suppose ”;
non nuls les déterminants principaux relatifs aux u, cela x;x,sultc de,

p k-//
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ce que les déterminants relatifs aux y sont différents de zéro; le sys-
teme de valeurs y, y, ...y, ¥r, ... ¢tant unique, il en scra de méme
des valeurs u, lorsque I'on connaitra u,u;... par I'équation d’ordre
(n—1)k.

L’équation

poYou 4 (poY +p, Y; A= Paa Y-;z—t) Upey =0

a une solution qui coincide avec une fonction holomorphe, non nulle,
dans chaque domaine, puisque &'= o admet encore la racine 1; on en
conclut que la fonction ¢ définie par 'équation

b~z u

est de la forme
m'b(z) -+ F(z).

I18. Sans qu’il soit besoin d’insister, on voit que I'on peut répéter
ce quia ¢té dit relativement & la convergence réguliere, dans le cas
des racines multiples ou des racines faisant partie d’un groupe.

La transformation donne en effet, dans les deux cas, des équations
fonctionnelles de méme nature et conduit & des équations auxiliaires
du premier ordre dont Ia théorie est la méme, que la convergence soit
réguliere ou non; le seul point important & établir était la suppres-
sion d’une racine 1 dans I'équation caractéristique; nous pouvons
alors énoncer le théoreme suivant, qui résume cotte théorice :

o

L'équation fonctionnelle e B

P S () + i) ) b paf (B =0 ST

§ . £

relatve & la substitution 3,9 (s), qui admet un groupe circulaiteslimite

TyX, e Xpys @ 1 solutions ; chacune delles coincide dans les d()mfﬁines n
Lyy gy ooy Ty avec une solution des équations w7 by %/
\\:&..,./
Po(a)f(3) +DPi(s)f(5) .. Pu(3) ) (5u) =0,
Po(%)fﬂ(ﬁ) A Pi(50) fi(Bpaet) A+ oo - P (80) f1(Bptnr) 0,
........................................................... ,
Po(541) frm1(Spmt) Aot P (8hmt) flmi (Snpahmr) = 0,

les fonctions dont Uensemble forme une solution devant correspondre a
Ann. de UFe. Normale. 3° Série, Tome XIII. — Aour 18¢6. 4o
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une méme racine de l'équation caractéristique commune a ces k équa-
tions.

[9. Tous les résultats trouvés pour la solution générale et dans
I’étude des relations entre différentes solutions dans le cas de la con-
vergence réguliere subsistent pour la convergence périodique.

CHAPITRE V.

APPLICATIONS GEOMETRIQUES.

20. Les applications que je me propose de développer sont de deux
sortes : les premicres sont relatives & la détermination d’une courbe
définie par une équation fonctionnelle entre les abscisses et les ordon-
nées des points de cette courbe; c’est le probleme analogue a celui
que Pon résout dans 'étude d’une courbe définie par une équation dif-
férentielle.

Je recherche, en second lieu, les propriétés qui résultent, pour cer-
taines courbes données, dela considération dela correspondance entre
points, cette correspondance se ramenant aisément & une relation
fonctionnelle entre les paramétres qui définissent les points.

Propuime 1. — Trouver une courbe plane telle que les ordonnées des

points, dont les abscisses sont en progression géométrique, soient égale-
ment en [)I‘Oé’rCS'Sl()n ge()mc[rt(/u(z.

Soient & et x, les abscisses de deux points consécutifs de la série;
y ¢t ¥, leurs ordonnées.

Sil'on pose y = f(z), on a
(1) S (&) =K [(x),

2=z ka.



ETUDE SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES. 315
L’équation fonctionnelle (1) a pour solution
f(z)=Cxz,
si I'on suppose A" = £.
On sait que, sil'on pose &' = 4%, I’équation (1) admet la solution
f(z) = Cxz>.

Logx
2=, et la solu-

La fonction B(z) est icix, la fonction b(z) est Toa
D L

tion de I’équation fonctionnelle est

Logax
o
x -(.2 <L0g /\) E]

Q étant une fonction périodique de période égale a 'unité.
Bornons-nous & considérer les solutions

y=[ () =Cz%

Aux valeurs entieres positives de « correspondent des courbes para-
boliques, sauf i la valeur 1, qui donne une droite; a la valeur o = — 1
correspond une hyperbole rapportée a ses asymptotes.

Prosrive 1. — Trouver les courbes planes telles que x, x,, ..., x, étant
des nombres en progression gcometrique de raison k, les ordonnées des
points d'abscisses x, x,, ..., @, soent lices par une relation donnéee
lincaire et homogene, indépendante de x.

Soit y == f(x) I'équation d’une telle courbe; la fonction /(x) doit
satisfaire & I'équation

F(@) = ko f (k) 4 koo f (K22 4. . A f (kP2
Cette équation a pour solutions des fonctions de la forme
Ot [ Loga\” (Logx
Z‘ﬁ (Log /n') 2 Logk)’

k* étant racine de I'équation

[yt — kgt*— .. . — L, th=o0.

Nous voyons d’abord qu’il ne peut y avoir de courbes algébriques



316 A. GREVY.

jouissant de la propriété énoncée que sil’équation en ¢ admet des ra-
cines, puissances entieres ou fractionnaires de la raison £; si &%, ...,
i sont ces racines, I’équation générale de ces courbes est

y=Ciz% -+ Cyxt+ ...+ Cpat,

C,, C,, ..., C, étant des constantes arbitraires.
Considérons en particulier I'équation fonctionnelle
Bf(e)= (k+ k) —[(kz)— f(kax)

qui admet pour solution
y=La - C’xﬁ,

équation d’une parabole.
En mettant I’équation fonctionnelle sous la forme
K[k f (@) — f(kx)] = kf(kz) — f(ktx),
on a le théoreme suivant :

St, dans une parabole rapportée a un diamétre, I’abscisse x d'un point
est moyenne proportionnelle entre les abscisses «', x” de deux autres
- points, on a, entre les ordonnées de ces points, la relation

ky'—¥"
k‘y’ ‘}/I
Propuime 111, — Déterminer les courbes telles qu'a des points, dont

les abscisses sont en progression géométrique de raison k, correspondent
des sous-tangentes en progression géometrique de raison k'.

Si x et kx sont les abscisses de deux points consécutifs, on doit
avoir, en désignant par /(z)'ordonnée relative a I'abscisse z,

Jkzx) k,f("”) .
S (kx) ~ " f(z)

Les seules courbes algébriques répondant a la question seront telles
que Pon ait

C et « étant des constantes.
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On voit d’ailleurs, en intégrant, que /(x) n’est une fonction algé-
brique que si « est égale & I'unité ou £ = &’ et C un nombre rationnel:
’équation générale des courbes cherchées est

{Z
y = Car.
On trouve, comme cas particuliers, la droite et la parabole.

Propuime 1V. — Méme question, en remplacant la sous-tangente
par la sous-normale.

En désignant encore par /(x) I'ordonnée d'un point de la courbe,
on trouve que cette fonction doit vérifier 'équation fonctionnelle

Jka) [ (ka)=K f(x) [ (x).
Le produit //” est donc de la forme
Cax?,

en se bornant aux courbes algébriques, ce qui suppose « rationnel et
différent de — 1.
En intégrant I'équation

ff' =Ca?,
on trouve
JP= 2 Cat+t 4 (/.
o1 )

L’équation générale des courbes algébriques cherchées est donc

2

.},z —_ pry Caxo+t 4 C'.

1 Sil'on suppose C'=o0, « =1, on trouve des droites passant par
'origine; les raisons £ et £ sont alors égales;

2° ('=o0, o ==3, la courbe se réduit & I'ensemble de deux para-
holes rapportées i I’axe et & la tangente au sommet; ’axe étant I'axe
des y et les sous-normales relatives & la tangente au sommet, on a

alors &' = &*;
3° '=o0, =0, la courbe est une parabole dont 'axe est 'axe

des x; on a alors £ = 1; la sous-normale est constante;



318 A. GREVY.

4° o =1, C o, la courbe est une ellipse ou une hyperbole rap-
portée a ses axes; on voit que, pour ces courbes, les sous-normales
déterminées sur un axe sont en progression geometrique, siles distances
au centre des projections sur cet axe des pieds des normales sont en pro-
gression géométrique ; les raisons de ces deux progressions sont égales ;

50 Le cas de C'= o, « = 2 donne la parabole semi- cublque.

Prosuime V. — Trouver les courbes planes telles que, & n + 1 poinis
dont les abscisses sont en progression géomeétrique de raison k, correspon-
dent des sous-tangentes ou des sous-normales entre lesquelles existe tou-
Jours une méme relation linéaire et homogene, a coefficients constants.

Soient z, kx, ..., k" les abscisses de ces points et S, S,, ..., S,
les sous-tangentes entre lesquelles on a la relation

S - 1 Sl"—i-' o= pPo S/r == 0.

S, étant une fonction de Vabscisse @, est déterminée ici par une
équation fonctionnelle d’ordre n & coeflicients constants.
La fonction B(z) étant ici @, la solution générale de I'équation

sera
5= Y a0 Logz?  (Logai™
Log k& Log £
en supposant que £* soit racine de 'équation
pPpil. 4= p, o,

Si l'on s’occupe uniquement des solutions algébriques, on peut
négliger les termes en :‘ ;;x’ qui proviennent des racines multiples
de I'équation en ¢ et les multiplicateurs Q; on ne devra également
prendre que les racines £* pour lesquelles o est rationnel. On voit
donc déja que, si I'équation en ¢ n’admet aucune racine qui soit puis-
sance rationnelle de la raison £, il n’existe aucune courbe algébrique
jouissant de la propriété énoncée.

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi et soient &%, ..., &% des racines
pour lesquelles e,, ..., «; sont rationnels, I'équation générale des
courbes algébriques cherchées sera

(w)__ 2‘0
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Il reste a intégrer I'équation différentielle

S (z) 1

Tlz) — SCa%

Groupons les termes x* suivant le signe de «

I - 1
,‘.](Jx“ - l:;'. _mi ?i: +m',~‘
2 Cixz "+ 2‘ Ciz =j
i=1 J=1

Pour intégrer Ie second membre, posons

Ny np 0. nt
— ]
x==1 '

dz = ny...n..00 ... np ¢ gy
L’expression & intégrer devient

Ry one ny . g gty

(ve=ng...on. 0o ony).
m m'j

- r ] 5
— ot - Y !
E C;/, i g : C}t "y

1 1

Si nous supposons les exposants rangés par ordre de grandeur crois-
sante, nous ferons disparaitre les puissances négatives en multipliant
les deux termes pare¢ ™.

, , n, , .

Le numérateur sera de degré v —1-~v — ct le dénominateur de

1

. my m,
degré v =+ —+ v—.
s 1

Pour que /() soit algébrique, il faut que I'intégrale de cette fonc-
tion rationnelle ne conticnne que des logarithmes, ce qui exige
d’abord que le degré du numérateur soit inférieur & celui du dénomi-
nateur

’

V=1V
§

Cette inégalité entre nombres entiers montre que s, est supérieur
ou égal a n;.

Cette condition étant supposée remplie, il faudra de plus que les
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constantes C soient telles que 1'équation obtenue en annulant le dé-
nominateur n’ait pas de racines multiples.
L’intégrale sera alors de la forme

Log (¢t — a)(t—ay) ... (L — c,)in

et I’équation de la courbe sera

( 1 144 ( 1 O
y ==\ - a,) R A a,,,) .

Dans le probleme relatif aux sous-normales, on est conduit I'équa-
tion
S(x) [1(e) = L0,
dont I'intégrale ne contiendra que des fonctions algébriques, si «
n’est jamais égal & — 1.

21. Je me bornerai aux exemples qui précedent pour la détermi-
nation des courbes définies par des propriétés fonctionnelles; toute-
fois, je ferai une remarque importante, qui résulte de la propriété
des équations fonctionnelles & coefficients constants d’admettre pour
solutions des fonctions linéaires et homogenes des puissances de
B(z) ou, plus généralement, d’une solution particulitre convenable-
ment choisic.

Supposons que 'on ait établi que, des points d’une courbe se suc-
cédant suivant une voie déterminée, une grandeur liée a ces points se
reproduit multipliée par une méme constante, quand on passe d’un
point au suivant; on déduira immédiatement une infinité de courbes
jouissant de cette propriété que, entre les grandeurs relatives 4 2 points
consécutifs liés par la loi donnée, existe une méme relation linéaire
et homogene.

Nous avons fait des applications de cette remarque dans les pro-
hlemes II et V.

Cette remarque s’applique d’ailleurs également aux équations fonc-
tionnelles qui se rameénent aux ¢équations a coefficients constants.

22. Je me propose maintenant de donner quelques explications
relatives & la correspondance que 'on peut établir entre les points
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d’une courbe donnée; dans 1'étude de cette correspondance, ily a lieu
de rechercher s’il existe des points unis, c¢’est-a-dire, des points qui
se correspondent & cux-mémes, ou des points unis périodiquement,
¢’est-a-dire des points qui forment un cycle fermé; il peut arriver que
la correspondance soit telle que tous les points de la courbe soient
distribués en cycles fermés : tel est le cas des polygones de Poncelet.

Si Ia correspondance donne une série illimitée de points, il y a lieu
de rechercher si ces points tendent vers un point unz ou s’ils tendent
périodiquement vers des points unis formant un cycle fermé; enfin, il
peut arriver que ces points ne tendent vers aucune limite.

En second lieu, on peut étudier la grandeur qui se reproduit multi-
pliée par une constante, quand on passe d’un point au suivant; c’est
en quclque sorte un invariant de la correspondance. L'interprétation
d’équations fonctionnelles relatives & la substitution qui définit la cor-
respondance fournit desrelations entre certaines grandeurs qui dépen-
dent des points de la suite.

I. — CGorrespondance entre les points d'une ellipse situés sur une tan-
gente au cercle tangent aux sommets du petit axe.

e

L’cllipse étant supposée rapportée a ses axes, désignons par a cos o,
bsing; acosqy’, bsing’ les coordonnées de deux points correspon-
dants : la droite qui joint ces points étant tangente au cercle, on a

C‘ﬁl

—9 ¢+o

a’cos?

o’ .,
= b2¢os? ﬁ—j——ﬁ -+ a? sin?

!

ou, en posant tang ¥ = z, tang & =z
, €N Pos g2 , tang = =z,
a(1+ 55) = 0*(1— 33, )+ a*(5 + 5,)%
Cette équation définit 5, en fonction de z; on trouve deux valeurs

as 4 as — ¢ B p
::——t—-j:-——-, 5 = b ’ = a?— D2
CS - a N a—Cs

a3
1

On peut remarquer que ces deux substitutions sont inverses; 1'une
conduit du premier point au second; 'autre, du second au premier.
Ann. de I’ fe. Normale. 3°Série. Tome X111, — Aour 1896. 4
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Les valeurs limites doivent vérifier I'équation

¢32—c¢ =0, s=k1.

< ds' —c
SiT'on forme -, on trouve, en remplagant = par 1, ~— dont le

module est inférieur & I'unité; 1 est donc une valeur limite pour la
premitre substitution; — 1 est limite pour la seconde substitution.

Nous pouvons évidemment nous borner & considérer ici le premier
quadrant : 5 étant alors positif et inférieur & I'unité, on a

les valeurs z,...,z, sont toutes inférieures & I'unité et ont pour
limite 1'unité; les points correspondants de I'ellipse se rapprochent
indéfiniment du sommet B du petit axe; les sommets du petit axe sont

les seuls points unis; ils correspondent chacun & une substitution.
s . , o0 T3
La fonction B(z) estici ——; on a
I3

I— 3, e =3

(43, a-+C 145

On peut donc interpréter de la fagon suivante cette propriété de la

fonction

T—3
1=3

SiPon introduit I'angle ¢, on voit que

1o

- lang 2

— 2 —ang (T = 2.
= w_uLan{j<4 ))
-~ lang -

T
2

e

T
[ 2 3

On a donc, entre les angles ¢ et ¢ de deux points correspondants,

la relation
m ! «—C 71
Si M et M sont ces deux points et M, M’ les points du cercle homo-
!
graphique dont ils sont les projections, les angles % - 5—5 et Z/E - 5% sont
égaux aux angles M,A'B,, M A’B, et les droites A'M,, A’M, ren-
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contrent AB, en des points P, P/ tels que 'on ait

e (T _2) =Bl ST 9\ B
[ﬂ“o<4 2> - A’Bl tﬂnb<4—_2' —J\IBI’

d’olt 'on conclut

b A—C o
B,P, = =——B,P..

Cette propriété donne un moyen simple de construire le point M,
connaissant le point M.

On voit également, en projetant le cercle sur le plan de Vellipse, que
les projections P, P" des points P, P vérifient la relation

Bpr=2=°

BP.
¢

Si, par le centre, on mene une parallele & AB', on voit que /les

droites, qui joignent le sommet A’ aux points correspondants de U'ellipse
situés dans le premier quadrant, déterminent, sur celui des diametres con-
Juguds égaux non situé dans ce quadrant, deux divisions semblables.

II. — Correspondance entre les points d'une hyperbole situés sur une
tangente a l'hyperbole conjuguée.

Soient
xy = k?, ay =— k?

les équations de ces hyperboles rapportées aux asymptotes.
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La tangente en un point «, § de la premiere a pour équation
ooy —alk=o.

L’équation aux coefficients angulaires des droites qui joignent le
centre aux points de ’hyperbole conjuguée situés sur cette droite est

ot - 2(2h - af )+ Lr=o.

Silon élimine « et B entre les relations

ofp = A%
o k2 - af3
tl+,’:“?‘ ““‘—"—'2—-—1‘)
o
72
ll‘l pnnlil e )

9

on trouve
360, = (L~ (,)?

ou
QL6 ) (L — )] == (L -+ ¢,)%,
b=t -~ 9\/0 et ly == 5-1.1&'__9__\_/_1,
5rays s

Le coefficient de ¢ ¢tant inféricur & 'unité, les valeurs ¢ diminuent
constamment et ont pour limite zéro, si I'on considere la premiere
substitution; la seconde cest la substitution inverse; les valeurs de ¢
augmentent indéfiniment; les points unis sont les points  infini et
ils sont limites avec convergence réguliere.

Remarquons que les abscisses et les ordonnées des points corres-
pondants sont en progression géométrique.

La fonction B(¢) estici ¢; la fonction b(¢) sera alors, & un facteur
constant pres, Log¢; on a, pour la premitre substitution,

Log ¢y = Logt¢ + Log —~-———?-'-\~/-§,

et
Logy, = Logy + Log (— 3 4+ 2/2).

Sil'on remarque que y et y, sont de signes contraires, on en con-
clut que les points sont sur des branches différentes (ce qui est d’ail-
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leurs évident) et que les segments hyperboliques sont en progression
arithmélique.

Dans les deux cas que nous venons de traiter, les coniques étaient
bitangentes; on peut, par transformation homographique, déduire
des résultats analogues relatifs 4 deux coniques bitangentes quel-
conques; je citerai le cas des points d’une parabole situés sur une
tangente & une parabole égale et de méme axe; les ordonnées sont en
progression arithmétique.

III. — Correspondance entre les points de rencontre d'une hyperbole
équilatére et d'une normale a cette courbe.

Si a, 8 sont les coordonnées du pied de la normale & 'hyperbole
xy — k*=o,
les coordonnées du second point d’interscction sont

I ke
Y Ay y::— B_"‘-

Pk

Les valeurs limites de la substitution

sont, en laissant de coté le pole z = o, les racines imaginaires de
'équation 2" + £* = o; n'ayant ici & s’occuper que des valeurs réelles
de =, nous ne trouvons que s = o, qui est un pole et est une valeur
limite pour la convergence de période 2; U'infini étant 'autre valeur
du cycle, la substitution est alors

3)
)
.

Ju

Sy ==~

>
@

On voit que les points correspondants pris de deux en deux ont
pour limites respectives les points d’abscisses o et oo; c’est-a-dire
que, sile point « dont on part est tel que 'on ait [a|<C£, les points
oy, 04y ... S¢ rapprochent du point & Dinfini sur I'axe des y; les
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points &, ¢;, ... ont pour limite e point & I'infini sur l'uxe des «; le
contraire a licu si |a| > 4.

a pour valeur limite zéro et la dérivée de

5"
”
©29 73§
/8

La transformation
la fonction de transformation est nulle pour cette valeur; la fonction
invariante C(z) aura un point logarithmique pour z = o ().

Si I'on pose

1

C(s)=Logs -+ Log Q:TQ—

H

on a
1

C(z)=Log(— k*)—3 Logz + Log ﬁz/:‘l}-b::—- 3C(3).
Appliquons ce résultat au cas qui nous oceupe; les valeurs de 2
et o étant de signes contraires, les points correspondants sont sur des
branches différentes.
Sil'on désigne par o’ et & les valeurs absolues de « et &, on a, en
considérant les parties réelles de C(z) et C(z,),

Log </t> =— 3 Log (7) )

égalité qui exprime que laire du segment hyperbolique, compris les
ordonnées du point x et du sommet de la branche correspondante, est le
triple de Uaire du segment compris entre le sommet de I autre branche et
Lordonnée du point x.

Les aires des segments hyperboliques limites, d’une part & un sommet,
d’autre part aux points de la suite situes sur la branche correspondante,
sont en progression géométrique.

Il est & peine nécessaire de faire remarquer que les résultats qui
précedent subsistent si I'on considere une hyperbole quelconque en

remplacant la normale par la droite de coefficient angulaire g«

(1) dnndles de I’Ecole Normale, 1894.
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IV. — Correspondance entre un point d'une cubique et son tangentiel.

Clebsch a établi que le tangentiel d’un point d’une cubique ayant
un point de rebroussement a pour limite le point de rebroussement,
et que le point de contact a pour limite le point d’'inflexion; je me
propose d’étendre cette proposition au cas d’une cubique & point
double quelconque.

Soit I’équalion d’une cubique

ard - baty + cxyt=- dy*+ a'x* 4+ b’y + ¢/ y* =o.

L’équation aux coefficients angulaires des droites qui joignent I'ori-
gine aux points d’intersection de la cubique et d’une droite

UL ~+ oy =1
est
Gld=c'o)Y e+ v+cu)+t(b+dv+bu)+a-+du=o.

Si cette droite est tangente 4 la courbe et si 'on désigne par ¢ le
parametre du point de contact et par ¢, celui da tangentiel, on a

(L2 (d 4" 9)4c+ b v+ c'u=o,
(26t -+ ) (d+c'0)—(b+dad'v =+ bu)=o,
H(d+cdv)+a+a u=no.

Eliminant « et ¢ entre ces équations, on trouve la relation suivante
cntre £, et ¢
¢ b+ (L 20) ¢+ d(t +2¢t)
b oa —c (26t 12) b—d(26t+ ) |=o,
a e o+ de,
ou
! bd—cee e+ d(l A+ 2¢8)
b add—be b—d(2tt+41*) |=o,

a —ac' a-dl?

A2+ aBt —C
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avec
A=d b d—a'cc + ac’,
B=ab ¢ 4+ a?d — a'bc',
C=aac 4-a' bl — a'?c — ab'",
D=d'c'd+bcc' —bc>— b2d.

Nous distinguerons maintenant trois cas suivant la nature du point
]

double :

1° Point de rebroussement. — En prenant la tangente en ce point

: p g I

pour axe des x, on doit faire dans I’équation ¢’ = o, & = o et 'on peut
supposer ¢’ = 1.

La relation entre z et ¢, devient

— (1L
g =

bl +2a

Les valeurs limites sont ici o et — éj)”—’, qui correspondent, la pre-
miere au point double et la seconde, on le vérifie aisément, au point
d’inflexion.

Sil’on prend pour axe des y la droite qui joint le point de rebrous-
sement au point d’inflexion, on a b = o et la relation devient
= , .
2

La valeur absolue de ¢, étant toujours inférieure i celle de ¢, le tan-
gentiel se rapproche du point de rebroussement et a ce point pour limite ;
si lon considere la transformation inverse, qui permet de passer d’un
point de la courbe au point de contact de la tangente issue de ce
point, on voit que ce point de contact se rapproche indefiniment du point
d’inflexion.

Le point de rebroussement et le point d’inflexion sont des points
unis limites.

La fonction B(2) est ici ¢, ¢’est-a-dire que les rapports des distances
des points de la suite a la tangente de rebroussement et a la droite qui
Jjoint ce point au point d’inflexion forment une progression geomelrique
de raison }.

2° Point double a tangentes réelles distinctes. — Nous pouvons pren-
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dre les tangentes au point double pour axes, ce qui revient & suppo-
ser @’ = ¢’ = o; supposons de plus &' =1.
La fonction de transformation est alors

| -

by=—

[

ISURN

t
Les seules valeurs limites, en supposant la convergence réguliere,
sont données par la relation

3 a
(P — = 0,
d

Py 0 - ’ 20 1 .
La dérivée de la fonction ¢tant — -5 on voit qu’elle est, pour ces

valeurs, égale & — 2; ces valeurs de ¢ ne sont donc pas des valeurs
limites pour la convergence réguliere.
La suite des points, pris de deux en deux, est définie par la relation

by == — = Ik,

«

Nous trouvons comme valeurs limites de ¢

L
l=c Lot AN
[ 2= O el = 7

La scule valeur acceptable est £ = o qui forme un cycle avec ¢ = =,
relativement & la premitre substitution.
On voit d'ailleurs que si ¢ est, en valeur absolue, inférieur & la va-

1
: a\* .o
leur absolue de (-{--/> , les valeurs absolues de ¢, ¢,, ¢;, ..., t,, dimi-
nuent indéfiniment et ont pour limite zéro; si la valeur de ¢ est supé-
A‘.

. \ a\?*
rieurc a celle de ({7) » les valeurs absoluesde ¢, ¢,, ..., ¢,,augmentent
indéfiniment.

Remarquons que, si la valeur absolue de ¢ est inféricure 4 celle de

1

a\*?* . ) e , .
) » la valeur absolue de ¢ lui est supérieure, et réciproquement, de

telle sorte que, quel que soit le point pris sur la courbe, les tangen-
ticls successifs ont pour limite le point double, les tangentes en ces
Ann. de (' Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XIII. — Aovr 18¢6. 42
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points tendant, suivant la suite considérée, vers I'une ou I'autre des
tangentes au point double.
A
. . . a\?® . y.
Les points qui correspondent & = ( — ~) sont les points d’in-
flexion; nous n’avons ici & nous occuper que du point réel, qui corres-

pond & la racine cubique arithmétique de — -

La droite qui joint le point double au point pris sur la courbe étant
dans un des angles formés par la droite qui unit le point double au
point d’inflexion et sa conjuguée par rapport aux tangentes au point
double, les tangentiels, pris de deux en deux, auront pour limite le
point double avec la tangente en ce point situé¢ dans angle considéré.

Les points d’inflexion sont des points limites & convergence régu-
litre pour la transformation

== ——-g -;-:

qui permet de passer d’un point au point de contact de la tangente
issue de ce point; si on ne considere que les tangentes réelles, on
devra prendre ¢ de méme signe que — ;—;; la valeur ¢, sera done déter-
minée de signe; on voit que cette condition revient & prendre les
points ¢, ¢,, ... dans 'angle des tangentes au point double qui con-
tient le point d’inflexion réel; pour tout point pris dans les autres
angles, les tangentes sont imaginaires.

Ceci posé, il est facile de voir que les valeurs de ¢ convergent régu-

litrement vers — \/C—[
. . a
On a, quel que soit le signe d¢ 7> en remarquant que ¢ ¢t ¢, ont un

. . N . a
signe contraire i celui de -

s/ s /o
e <l

; 3 , . .

Remarquons que, — \ﬁdt étant compris entre ¢ et ¢,, les points cor-
respondants de la courbe sont de part et d’autre du point d’inflexion
et tendent vers ce point en parcourant deux régions différentes de la
courbe.

.
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La fonction B () est ici
Logt¢+ Log ? —g;

etl'on a
B (-% %> —— 2B(2).

On peut interpréter ce résultat de la facon suivante: en posant
xy = £*, I'aire du segment de ’hyperbole, qui passe par le point con-
sidéré et qui a pour asymptotes les tangentes au point double, a pour
expression

s(1) = k*sin0 Log % = f- k2sin0 Loge,
en supposant £ positif et le segment limité & Pordonnée du sommet
et & 'ordonnée du point considéré, O étant Pangle des tangentes au
point double.

¢, ¢tant positif en méme temps que ¢, on aura pour l'aire corres-
pondante s,

T 9 .
s17=— ~ k{sin0Loge,.

On en conclut

....?1 _-}_I()(r 3 .._{_f.-—“f) i +IO"‘ ’ '—'{f
TEeing +Vo d 7 \AEsind e a)’

k*sinf) étant Paire du parallélogramme limité aux tangentes au point
double et aux paralléles menées par le point (x, y); d’ailleurs, on
peut répéter les mémes remarques pour le point d’inflexion relative-
ment @ Log{/ — —;-;

On voit donc que la somme des rapports de Uaire du segment hyper-
bolique et I'aire du parallélogramme qui correspondent a un point et des
aires qui correspondent au point d’inflexion fait partie d’une progression
géometrique de raison Q, quand on passe d’un point a son tangentiel.

Log¢
Log(—2)

La méme interprétation pour la fonction b(¢) = — dans

(1) & esl une aire positive ou négative, suivant que 2 est supéricure ou inférieure a 4.
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le cas delacubique d point de rebroussement donnait un résultat ana-
logue, en ayant soin de ne considérer que les parties réelles; dans le
cas que nous venons d’étudier, on peut également supposer ¢ et £, né-
gatifs; les relations entre les parties réelles des logarithmes condui-
sent aux mémes résultats.

3° Point double tsolé. — Prenons les axes de facon que Ion ait
a =c, b = o, larelation qui lic ¢ et ¢, sera

&__ll‘l-kzt—l _a—c
| = " =
(2—o0ll —1 d—0
et, si l'on pose
’——-L_.TL. 1} wll——i
A VT

la relation précédente devient
gt
S A
Si les tangenticls successils tendent régulierement ou périodique-
ment vers des points limites, les quantités ¢ et, par suite, les quantités
¢ tendront vers des valeurs limites qui seront le pole zéro et Uinfini
ou des racines d’une équation telle que

e e O e e L Lt P

relative & la convergence de période n.
Suivant que n est pair ou impair, on déterminera ¢ par U'une ou

I'autre des équations
21

[—i\ "
/2",_.1______‘ S
=)

() ] |
, LA .{:._L ' .
\ (4

La fonction de transformation est alors

211

’ l"— AN "
l, = <l__*-_-i-> (e,

21141

[—i\
’ o——— D __2"4
a=(izd) T o
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La dérivée est, suivant les cas,

211

on (.i_._*____l> i t?"—l’
— 1

an|

— o "f:_‘) R
L+ ’

dont la valeur absolue est toujours 2"; ces valeurs de ¢ ne peuvent

done étre des valeurs limites pour la convergence de période n; tou-

tefois, aux valeurs de ¢, racines des équations (1), correspondent des

valeurs réelles de ¢; on a, en effet,

U'=cos¢ + ising
et
.1—}—t’__£1—1—(:()scp+isinrp sin o
1— "7 —cosg —-£8ing T 1 —Cos9

A ces valeurs correspondent done des points qui sont sommets de
polygones & la fois inscrils et circonscrits & la courbe; le nombre des
cOtés sera ¢gal & 2, si nest premicr; dans le cas contraire, il y aura
un nombre moindre de edtés.

Laissant de coté ces points particuliers, nous voyons que, dans le
cas général, il ne peut y avoir comme points limites que les points
qui correspondent & ¢'=o, ¢ ==, c’est-d-dire aux tangentes au
point double; comme nous ne considérons que les points réels et les
tangentes réclles, ces limites sont & rejeter; on peut donc conclure
que, dans une cubique acnodale, les tangentiels successifs ne tendent
vers aucun point limite.

Pour étudierla correspondance inverse, il est préférable de prendre
pour axes deux droites joignant le point double a deux points d’in-
flexion (*); ces points sont, dans le cas général, donnés par

[ = Al+-2Bt—C
“DeE—2Ac—B’
Dr—3A02—3Bt+C =o.

(1) Dans une cubique acnodale, les trois points d’inflexion sont réels.
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Dans le systeme d’axes adopté ici, on doit avoir D=C=octla

relation entre z et ¢, est
22/t

h==2rx"

— / étant le coefticient angulaire qui correspond au troisieme point
d’inflexion; les points de contact des tangentes issues du point ¢,
sont définis par I'équation

E20(l+ k) -+ ki =o.
Aux points d’inflexion correspondent les points cux-mémes et les
. . k
trois points — 24, — = ¢t £.
; 9
. k .
Supposons ¢, compris entre — ~ et £("), valeurs qui comprennent

zéro, et qui correspondent aux points de contact des tangentes issues
des deux autres points d'inflexion (— £ ct =).

Si, dans le premier membre de I'équation, on substitue — é, o, k,
on trouve — §£—2, kty, 3k(k +¢,); on en conclut qu'une des racines
est dans Uintervalle — é, o, si ¢, est dans l'intervalle o, £, et dans
Iintervalle o, £, si ¢, est dans Uintervalle — -/;; 0.

Je vais, de plus, montrer que la valeur absolue de cetle racine est
inférieure i celle de ¢,; supposons ¢, dans intervalle — {:, o : il fau-
dra établiv que — ¢, > ¢, c’est-a-dire que — ¢, n’est pas entre les ra-
cines de 'équation, ce qui a lieu, le résultat de substitution de — ¢,
étant — 2, (£ -+ ¢,), quantité positive si ¢, est dans I'intervalle — -;5, 0;
la méme démonstration subsiste si ¢, est dans intervalle o, £; ces
résultats conduisent d la proposition suivante :

Un point d’inflexion d’une cubique acnodale est compris dans un des
angles formés par les droites qui joignent le point double auzx points de
conitact, autres que les points d’inflexion, des langentes issues de ces

(*) On peut toujours choisir la direction des axes de facon que £ soit positif.
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points; d’un point de la courbe compris dans cet angle, on peut mener
deux tangentes reelles, I'une d’elles ayant son point de contact dans
Uangle considere.

Les points de contact successifs sont alternativement de part et d’aulre
du point d’inflexion et ont pour limite ce point.

La méme propriété est vérifiée si, au lieu de prendre le point d’in-
flexion 2 = o, nous prenons I'un quelconque des points d’inflexion.

Il reste & examiner les points de contact non situés dans la région
dans laquelle se trouve le point considéré; les points d’inflexion et les
points de contact des tangentes issues de ces points divisent le plan
en six systemes d’angles opposés par le sommet; les limites étant

—, —ak, —Fk -5 % k, ~oco.

Supposons ¢, dans U'intervalle o, £; une racine ¢ est dans intervalle
k , .y , .
— > 0, nous 'avons étudiée plus haut; I'autre est dans Uintervalle
— 2k, —» ou plus exactement — 24, — £(2 -+ y3); ¢, étant dans
Iintervalle — o, — 2k, la racine que nous considérons actuellement
war / P g - . ~ .
scra dans Uintervalle — =, £(1 — /3), compris lui-méme dans Vinter-
k . , k . qae
valle — 7)5, — k; enfin, de l'intervalle — %, — -, on passe a Uinter-
.k ; NPT . \
valle + £, = (—1+ \/3), c’est-h-dire dans Uintervalle o, 4, d’ot I'on
était parti.
Ceci pos¢, considérons deux valeurs ¢,, ¢, dans un intervalle et les
valeurs ¢, ¢’ correspondantes; on a

, B4kt 2okt (=) [2td+ k() 2k
L — (= - — — ; = — 7 a 5
20—+ k 2t 4 k (24 k) (2t -+ k)

ceci nous montre d’abord que les différences ¢ — ¢, ¢, — ¢, sont de
signes contraires; on peut écrire

3 /‘.2

by — &y )
2(2t+ k) (20 + k)

___]
t— 1t T 2

~}=
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1° ¢, et £ étant dans I'intervalle o, £, ¢ et ¢ sont dans l'intervalle
— ok, —k(2-+/3) et 'on a

b+ 23 t',—-—t1<3-'
7--4y3 T =1 T3

2° ¢, et £, ¢tant dans Uintervalle — o, — 24, £ et ¢ sont dans lin-
k = ,
tervalle — =, k(1 —/3), etlon a

h—oV3 U —t ]
VY A

. , . , k ye
3¢ ¢, et ¢) étant dans Pintervalle — £, — -, £ et ¢ sont dans I'inter-
k By
valle =(y3—1), £ et l'on a

[ —
- b 1 _-
5 - 1
3 L—t =

On en conclut que la différence des valeurs de ¢, quand on est re-
venu dans le premier intervalle, est inférieure au produit de la diffé-
rence primitive par '

7HGV3 7 —4y33 3
h-2V3 G—ay32 8

Soit ¢ une valear prise dans le premicr intervalle; ¢, ¢_,, ... les
valeurs .qui correspondent aux points de contact successifs tels que
no,ﬁ”,enons""el«u les obtenir; les points du premier intervalle seront ¢,
bagiley, - -5 Capries ce qui précede, on a

IS J'/‘?ﬂ ;W o x 3
by N a2 . by Ly 3.
1‘7\ :n ’ “"}y/@ﬁ—— t-—-G <0 et l [_3 - { < g’
L f
Ny v, ., .. . . .
on dencluf d¢'ces inégalités que les 2 & indice impair vont en augmen-
tant ¢tsont

sricurs aux ¢ A indice pair, si Uon suppose ¢ > 1_,.
Nous aurons ainsi deux suites de nombres compris entre o et £; ces
deux suites ont une limite commune, d’apres la relation

begp— b—y(n—1) < :i ""_l.
b—t_y 8
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On voit donc que les points de contact ont une limite vers laquelle
ils convergent périodiquement, la période étant égale a 3; il y aura

ainsi deux centres limites dans les intervalles — o, — 2k et —4, — =;

2J
les trois points limites seront alors les sommets d’un triangle & la fois
inscrit et circonscrit & la courbe; il y a un second triangle relatif aux

. k ]
intervalles — =20, k, +~o>, — ok, — k.

Pour trouver les valeurs de ¢ qui correspondent & ces six points
limites, il suffit de former I’équation E; = o; on a ainsi

A= 3RP— 31— 11 PP — 3k 4 35+ k=0

et Pon vérifie que cette équation a ses racines réelles comprises dans
les intervalles
k

—, —oalk, —/, -5 0 k, -+ .

Pour trouver la quantité qui joue le role de B(z), reprenons la
transformation
[ Pt — 1
L p—

On vérifie aisément que si ¢ =« est un point d’inflexion, la fonc-
tion

I(Wt—['a—i

IR P

se reproduit multipliée par — 2 quand on passe d’un point a son tan-
gentiel; ¢’est le logarithme dirapport anharmonique du faisceaw formé
par les tangentes auw point double et les droites qui joignent le point
double & un point d’inflexion et au point considere.

Le point d’inflexion dont il est question ici est le point limite re-
latif & Ia région dans laquelle se trouve le point considéré sur la
courbe; si 'on prend la suite des points & convergence périodique de
périodes 3, les fonctions B(z) seront

t— 1 oy — & t— i ay—1i

Log Log - ; e,
Ol oty RS R b

I R

oy, oy, ¢y formant un cycle limite.
dnn. de U’ Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XIII. Sepremsre 18g6. 43



338 A. GREVY. — RETUDE SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES.

Considérons en particulier le cas ot les tangentes au point double
sont les droites isotropes; les axes étant alors rectangulaires, le loga-
rithme précédent est, au facteur 27 pres, angle des droites qui joi-
gnent le point double aux points ¢ et «; on a alors la propriété sui-
vante :

Les points de contact successifs que ont pour limite un point d’inflexion
sont tels que les angles formés par les droites qui joignent le point double
a ces points avec la droite relative au point limite forment une progres-
sion géometrique de raison ;.

Un théoreme analogue a lieu pour les points & convergence pério-
dique.



