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ETUDE
SUR LES

ÉQUATIONS F O N C T I O N N E L L E S ,
PAR M. A. GRÉVY,

CHAPITRE L

1. Dans un précédent Mémoire (') j 'ai étudié les solutions des
équations fonctionnelles dans le voisinage d'un point l imite à conver-
gence régulière; je me propose d'étendre cette étude au cas de la con-
vergence périodique.

Appelons EA l'équation s — ( p / ( ( s ) = = o relative à la substitution
|s, 'p(s)| répétée k fois; si x^ est racine de cette équation et n'est
racine d'aucune équation d'indice inférieur, on di t que Xy appartient
à l'indice / £ ; les quantités a?o. ^o • • • > xh-^•> où l'on posca^= (p(a;/-,),
appartiennent toutes à l'indice k et elles sont permutées circulaire-
ment par la substitution z, 9(2); leur ensemble constitue un groupe
circulaire de k racines.

Posant
«(^^(.ît;;) (ûr==û!oâîi... a/r-i),

si la condition mod. a< i: est vérifiée, le groupe est un groupe circu-
laire l imite ; tout pointa du groupe est un point limite à convergence
régulière pour la substitution s, y/,(z); si l'on entoure chaque point

(*) (îitiîvr, Annales de l'École N'annula supérieure, iSgî.
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d'un cercle C/, la substitution z, cp(-s) a pour effet de conduire d'un
cercle au suivant et, dans chaque cercle, on a une suite de points qui
convergent vers le centre.

L'infini et un pôle peuvent d'ailleurs faire partie du groupe; z ,
étant infini, -s^ est un pôle en vertu de la relation z^ = <p(5^).

Ces résultats sont dus à M. Kœnigs, qui en a dédui t la solution de
l'équation fonctionnelle

f(z,)=cf(z\

dans le cas où a est différent de zéro ( ^ ).

2. Supposons actuellement a ===: o, et désignons par a p — j , . . . ,
a^i — ï, les ordres de mult ipl ic i té respectifs des racines o?o, ,-r,, . . . ,
x^, de q/ (s).

z étant un point du cercle C, relatif à .̂ , on a,

^i—<r,+i== (s ~.z>,)a^(^),

•^—— .^4..2== ( ^ 1 — — ^/+l)a(" l•'-4l(^l)»

^ (s^ ne s'annulant pas pour s = x^ sans quoi on aura i t ̂  ('y/»n) = o
et .r^, serait racine d'ordre a^^ de ç'C^).

Des relations précédentes on déduit

3s — .̂ +2 == ( Z — .̂  )%i .̂4.1 ^( 5 ) ,

et finalement
^,— ̂ = (5 — ^)W-^&(,G),

O(-s) ne s'annulant pas pour z == ̂ .
On voit donc que ! la substitution )^ ,ç / , (^) | effectuée sur un point

intérieur à un cercle du groupe considéré est telle,.que z ^ — x soit
divisible par

.(5—.•x:Y^at ' t- ly•k-~"l,

Dans le cas particulier où a1 est différent de zéro1, z'h— ^ est 'simple-
ment divisible par s—x. '

( l ) K(MNifâS, Annales de V École-Normale supérieure, 1884 et x885.
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IL Soit a == a^ a^ ... a^-i ; cherchons s'il existe une fonction y clé-
unie dans les domaines x^ ^,...,^-1 et satisfaisant à l'équation

r i=Àyi ,
X étant âne constante.

Si une telle fonction existe et satisfait à cette équation pour les
points de tous les domaines^, ...,^-nles subst i tu t ions s,/?(-s); ...;
z ^ ^ ( z ) , laissant les po in t s z, z^ . . . , .̂ dans ces mêmes domaines,
on devra avoir

y^ly,,

y^Vâ,

y/c^^y'k^i,

y/,"=)/j.

Celte équation est alors relative à un point limite à convergence
régulière pour la substitution ^^(z); elle admet une solution Q}
ayant le point l i m i t e comme point logari thmique, à la condition que
y égale a.

Nous définissons a ins i , dans chaque domaine, une fonction de la
forme

log(,s—.r)-t-/(5),

f(z ) étant une fonction holomorphe au point x.
Soient

Co(^)^:lôg(5-.ro)+/(^),
C^)==Iôg^-^0+/ /(^ 1 1

C/,.,(^)=lôg(^-^»0-+./^lK^.

A chaque valeur de la fonction Co(^), définie dans le domaine dm
point .^0, correspond une valeur ^Co(^), que nous pouvons faire cor-
respondre au point ̂  du domaine x^ ; nous définissons ainsi une fonc-
tion dans le domaine ̂  ; soitj^ (^); si sur les points s et ̂  on fait
la substitution ^ ,ç / , (^) , la première fonction prendra la valeur

( l) A finales de l'École Normale^ p. '290, 1894.
Ànn.de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome Xïlï. — JCILLET 1896. 38
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/^Co^) et la fonction correspondante da domaine x^ sera À.'À^Co^)
ou ^ V i Ç ^ j ) ; la fonction y,, ainsi définie, sat isfai t donc à l'équation

,ri(^-n)==^yi(^j).
Cette fonction, qui existe, puisque nous avons un moyen d'en con-

naî t re la valeur en chaque point du domaine ̂ , est donc de la forme

[log^-^O^/7^)]^^)],

û étant une fonction périodique de pér iode égale à l ' un i t é , et c\ ̂ )
la fonction qui vérifie l 'équation d'Ahcl relat ive à la subst i tu t ion
^u ?A(^)-

II suffit alors de connaître Û; pour y parvenir , considérons le rap~
port

^iîîZL^^ZS^^iog^^-^o)^/^)"""
Si l'on fait tendre z vers .^o, ^ tendra vers x^ e l les modules de

l o g ( 5 — < r ' o ) et Iog(^ •"- .r,) augmenteront i n d é f i n i m e n t , / ' ( < S i ) et
/(s) ayant des valeurs finies ; le rapport aura alors pour l i m i t e

aoÛ[c,(^):|,

en tenant compte de la relat ion
z^x^{z-xy^{zY

Si ̂  décri t un chemin n 'entourant pas x^ et passant par ce point ,
C , ( s ^ ) aura en oc^ un module i n f i n i ; i l en sera de même de c^z^);
l ' i n f i n i é tan t un poin t essentiel de la fonc t ion périodique, la valeur de
û ne sera pas indépendante de la succession des valeurs de c^ (^) ; si
donc, à des chemins différents parcourus par 5, correspondent des
chemins différents pour c,(^), le rapport considéré n^aura pas une
valeur finie et déterminée au point x^ ; d 'autre part, si ^(^) parcou-
rait toujours le même chemin, quand on déforme d'une façon cont inue
le chemin 'parcouru par s.^ cette fonction se réduirait à1 u n e - c o n -
stante. • , !

On en1 conclut que Û doit se réduire à une constante et que les
valeurs des fonctions C((^) et Co(-s) ont un rapport constant égal, à
oco; on verraitde même que le rapport1 de deux fonctions consécutives
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C / + ^ ( ^ i ) et C/(^) est constant et égal à a / ; ceci nous conduit à la pro-
position suivante : i

Si l'on prend pour \ une déterminalion de a\ il existe une fonction
satisfaisant à l'équation

G (^i) == }.C(^) ;
elle coïncide avec

Co(^) dans le domain.c A'o,

— C i ( ^ ) » »> .ri,a»}

5 /.:-1
^ ^ » » ,y .̂

ao. .. a/^.,â

11 est évident que, si l'on mul t ip l ie toutes ces fonctions par une
môme constante, on a encore une solution de Inéqua t ion .

On peut remarquer qu' i l y a, en réalité, k équations fonct ionnel les ,
q u i correspondent aux k dé t e rmina t ions a/'.

4', Si l'on pose
^.^W^^6(.)^ ^ ,

on a une so lu t ion de l 'équation (FAhel
c ( ^ ) = c ( ^ ) + , i .

1/équation
1 /(.^)=V(5)

aura alors pour solut ion générale

GÇz)£i[c(z)]
et l 'équation d'Âbel

c(^)+û[c(^)].

Nous retrouvons ainsi les^ résultats obtenus par M. Kœnigs dans le
cas où aucune des quant i tés y^o)» * -? ?'(^-i ) n^t nulle.
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CHAPITRE II.

5 . Considérons d'une façon générale l'équation fonctionnelle

^o(5)/(s)+^(^)/(^)+...+/^,(^)/(^)=:o,

relative à la subst i tu t ion [^, cp(,s)], qui admet le groupe circulaire
limite oc^ x^ ..., x^^ ; supposons que l'on ait défini dans le domaine
de chaque point x^ x^ ..., x^ une fonction holomorphe telle que
l'équation fonctionnelle soit vérifiée; les substitutions -s, ç(^), ...,
^, y^D/î conduisant à des points de ces domaines, la fonction f(z)
sera définie en chacun de ces points et l'on aura entre ses valeurs les
relations ( ^ )

A) /O) ^Pi /(^)+--.+/^ /(^) ==o,
^o,i/(^i)4-pi,i/(^) 4-. . .+7^,i/(^+i) =o,

,Po,(A-i)/z/(5(/^i)rt) 4-. . .+J^^(^.-i }n,f (S/,^) == 0,

dans lesquelles on pose /^/= p i ( ^ / ) ^
Si l'on suppose que les déterminants principaux relatifs aux quan-

tités/^), ^n 'étant ni n u l y ni mul t ip le de k, ne sont pas tous nuls ,
on voit que le déterminant caractéristique de ces (7c — x)^ + i équa-
t inns linéaires par rapport aux (k — î)n inconnues /(^/) (^ mult . /:)
doit être nul, ces équations ayant des solutions par hypothèse.

Ce déterminant étant l inéaire et homogène par rapport à

/(^/(^), ...,/(^).

on voit que la fonction f(s) satisfait à une équation fonct ionnel le
d'ordre n, relativement à la substitution s, ^(-s), et pour tous les
points du domaine considéré, la subs t i tu t ion étant à convergence
régulière. ! / !

0) f(z)y /(^i)? /(^a)» *» » ? /(^/c-i) ne désignent pas la même fonction des variables
^ -Sh ^2î * • -? Zk-i î à chaque domaine peut correspondre une fonetiorh
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6. L'équation caractéristique^ cette équation pour la substi tut ion
régulière s, ^(.s) s'obtient en remplaçant, dans l 'équation fonction-
nelle, /(s^) par ^ ou, en posant t = r^ par r^.

Pl Pî ... pk-\ Pk+\ ' ' ' Pîk-ï - " P^ -+- Pk^ •Jrf • -

Po,i Pl,ï • • • PA'-^I P^l •- ^-2,1 • " Pk-i^-^-P^-i^^-^"-

0 0 ... ..... ... ... ...... ... . .... •.+7-^,ÎA•-•1)^'/1''/^

Ce déterminant est le produi t de deux déterminants d'ordre k et
Çn ̂  ^Ç/c — i); pour le montrer, mul t ip l ions les colonnes respecti-
vement par r, r2, .... r^ ; ^+1, ..., r2^ ; ...; et remplaçons les
A — ï premières colonnes par les sommes obtenues en ajoutant les
colonnes contenant des puissances de r dont les exposants sont con-
grus suivant le module /c ; en tenant compte de la dernière colonne,
nous aurons ainsi k colonnes polynômes.

La ligne de rang Â/C-+-/ cont ient en (acteur r^""1, et si l'on re-
marque que l'on a ail poin t l imi t e x, /Yu^/^^o,/' on vol t (^ue ^es

termes des colonnes polynômes, qui appartiennent à des lignes de
rangs congrus suivant le module k, sont identiques au facteur r^' près.

Si l'on développe ce déterminant suivant les mineurs formés par
les k colonnes polynômes, on voit que tous ces mineurs sont ou
ident iquement nuls, ou les produi ts par une puissance de r du pre-
mier à :

P^P/,r^... p^^p^r^^r... pi^r^ +...

pk^r^^r. . . ^ô.l ̂ 7^,1^' -+ - • - • Pk^ï^ Jrt • •

P^i r + /^-u-1r^1 . . . . . . . • • . . — • • — P^i+P^i ̂ •

L'équation caractéristique est alors de la forme

r-^Aî^o.

Si nous supposons, .comme nous l'avons fa i t dans le cas de la con-
vergence régulière (1), queFoO) ne s'annule pas aux points limites

(») Annules de l'École Normale^ p. a55; 1894-
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du groupe circulaire, on voit que le terme constant de à = o n'est
pas nu l ; si l'on fait la même hypothèse surp^(s) , cette équat ion pos-
sède un terme de degré nk, son coefficient étant ±p;^ p n , ^ , ..., pn^-r

L'équation caractéristique a donc les mêmes racines, avec le même
ordre de multiplici té, que l 'équation â = = o ; on peut en conclure que
le facteur A est indépendant de r ou cont ien t r^ en facteur; on voit,
d'autre part, par un calcul direct, que à est un polynôme en r7'.

On peut aisément calculer A, en remarquant que c'est une somme
de produi ts de termes tels que

/^Â-.-lt y.

r^^^ô.AJ^r 2 .rî.A/,,

A' é tant un déterminant d'ordre (n — i) (/c — i) formé au. moyen des
colonnes monômes; or, le déterminant complet d é d u i t de (A) est
égal à

'̂ """ ' 1 1

On en conclut que A se réduit au coefficient db r 3 5, c'est-à-dire
du mineur formé à l'aide des k premières lignes et des 'k colonnes
polynômes.

Nous avons supposé &^n; si 'k est supérieur à n, nous pouvons re-
prendre ce qui vient d'être fait, en remarquant que les colonnes poly-
nômes sont remplacées par des colonnes monômes; on a

PQ pir ... p^r^ o o
o pQ^r .,. .... p n ^ r 1 1 o

Nous avons formé une équation fonctionnelle d'ordre / 'Apour la sub-
stitution s, ( fh ( s ' ) .

IV(^) + tV(^) ̂ - . + IV(^) ̂  o.

Son équation caractéristique, est, au point l imite x,

. Po(^)-4- IP^(^)^+. . . •+ IP/,(^) / l t /^==Aa;=o.

Si nous,supposons, comme nous l'avons déjà fait , PoC^) ût Pn(^)
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non nuls, A ne l'est pas et nous sommes ramenés à l'étude faite dans
le cas de la convergence régulière.

Si, sur les équations linéaires considérées (3) au début, on fait les
subs t i tu t ions ^,o(s), ..., ^,^-i(^), on voit que/0,) doit satisfaire,
relativement à la substitution ^, ç/,(^) dans le domaine X,, à l'équa-
t ion

ÏVK^)/^) +• • •+P^K^)/(^-^) = °-

C'est donc toujours la même équation appliquée successivement aux
différents domaines; on voit immédiatement que l 'équation caracté-
ristique se r édu i t à la même équation

S == o,

dont les coefficients sont indépendants du p o i n t l imi t e considéré.

7. Supposons que l 'équation S = = = o admette en /' la racine i et
îl 'admette pas de racine \%(^W^m é tant uio entier positif, dans l'hy-
pothèse ou y(^o), 9(^1 ). .. -. ^(.T/c-i ) 7^ o.

Il existe alors dans le d o m a i n e du, point oc du groupe circulaire une
fonction holomorpîïe, non nulle en ce point, qui vérifie F équation

P,(s)f^) 4- I\(^)/(^) -1-. . ̂ P/^)/(^) =o-

Cette fonct ion est d 'a i l leurs définie à un facteur constant près;
nous pouvons alors définir les fonctions holomorphes \u^(z),
À,,^(^), . . . , 'XA•- .^^ - . ^ (^^ )< i l a^s l e s domaines respectifs^, x^ ....
x^ ; ces fonctions étant les seules -fonctions holomorphes satisfaisant
à l 'équation fonctionnelle précédente relative à la substitution ^,9/,(^).

Soit alors z un po in t du domaine ^oî à ^e P01011 correspondent des
valeurs \u(z),\uÇ^\ ... finies et bien déterminées; portons ces
valeurs dans les équations l inéaires entre/(5), /(^).-/(^); lu déter-
minant principal P , ( z ) n 'étant pas nul par hypothèse (6) au poiîit^,
on peut prendre le domaine de ce point de façon que Pô (^) soit diffé-
rent de zéro; on tire alors un système un ique de valeurs pour /(s.),
/•(s^), ...; ces fonctions sont holomorphes, de même que les termes
connus des équations qui les fournissent ; il en sera de même de la
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fonction/'(^./^i) déf in ie par

/^O^V.-Dn-f-l /(^(Â—Drt+i) -4- ...-{- P/i,(^-i]fî+ï /{^kn^-i ) = °.

Ainsi, à js on fait correspondre une fonctionnai) ; je dis que cette
fonction est une fonction holomorphe de ^, ; supposons-la uniforme et
ayant x^ un pôle; la valeur de cette fonction qui correspond au point
XQ aurait un module in f in i , ce qui n'a pas l i eu , Po(^1) n 'é tant pas
nul ; supposons x^ point essentiel de/^s,); à différents chemins con-
duisant de ̂  en x^ correspondront alors différentes valeurs de/(^)
au point ̂  ; on peut toujours choisir ces chemins de façon qu'ils ne
correspondent pas à un môme chemin 5; en sorte que la valeur de
/(^) dépendrai t du chemin zœ^, ce qui n'a pas lieu, si l'on résout
les équat ions l inéaires en/(^), .. .,/(^(^.oA+i)-

Enfin, si/(^,) était non un i fo rme en x^ elle ne pourrait être uni-
forme en x^ que si z é ta i t u n e fonction de ^ ayant pour points do
ramif icat ion oc^ ^,... ; or, ceci n'a pas l ieu, car on a, par hypothèse,

^(^o)?^^)..^^^-!)^0"

Ainsi, les valeurs que nous trouvons définissent une fonct ion holo-
morphe au point ^ et satisfont à l 'équation d'ordre/^; la fonct ion
ainsi définie est

^^(^i)»

Le même raisonnement montre que, si l'on suppose

^(^.VC^-^o,

la fonction que l'on doit prendre dans le domaine x^ est A^(^); il
ne peut y avoir doute que dans le cas où/(^) ne serait pas uniforme;
mais, alors, le point o^ serait un point de ramification logarithmique,
comme on l'a vu dans le cas de là convergence régulière ; s étant une
fonction de ̂  qui admet le point oc^ comme/point critique algébrique,
on en conclut qu'après 'un nombre fini, de tours, on revient à la même
valeur ^ tandis que /(^) ne reprend'pas la rnêine valeur, ce qui est
contraire à c e 1 que, nous avons trouvé en résolvant les1 équations
linéairôs^n^^,)^^^).... ,' 1 . 1 1 1 ' ,
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8. Nous concluons de tout ceci gué la fonction solution clé l'équation
fonctionnelle donnée coïncide avec

} .o / / (c) dans le domaine x^^
J^uÇz) » » ^,

^•-.l^.-l(^) » )) X{^,\

II reste à déterminer les constantes "X; nous supposerons que
u ( x^ ) == ^i (.z'i ) = = . . . z= .̂..i ( ,x-/,^ ) = i, ;

alors, le système d'équations fonctionnelles devient

[>o(^o) ^-•]^o4"[>l(.ztu) -4-. . .]Ài-l-... =0,

[/^,, ( ̂ i ) + /^2/,,-t ( <r, ) + ... ] Ào + [p, ( .z-i ) -h. .. ] ).i +... = o,

[lh ( •^—i ) + 7 ,̂.4-i ( .^Â-I ) + .. . ] Ao +. . . = o.

Le dé te rminant des coefficients étant le déterminant à, dans lequel
on a remplacé rpar T , est nu l , puisque l 'équation S = o admet la ra-
cine l'-

un voit d 'ai l leurs que Po(^o) é^ût d i f fé ren t de xéro, l 'un au moins
des déterminants d'ordre k — i formés avec les coefficients de X n 'est '
pas nul ; nous pouvons donc tirer un système unique pour

^i ^ 'î^.zl
AO À() ÂO

Ce que nous venons de dire suffît pour montrer comment on peut
trouver la solution qui répond à la racine i de l'équation S = o.

9- Soit main tenant une racine quelconque de S = = o ; cette racine
peut être mise sous la forme \^(^o) ç^i).. ̂ /(^-.i)]^ ou (a^ a ^ . . .a^i)^'
suivant que les quantités ç^^-) sont différentes de zéro ou non.

Nous poserons^ suivant les cas,

/(^)==F(^[B(^)]^
/(^==F(^[C(^)]^

Ânn. d^ l'Éc. 'Nûrin.tde» 3* Série, Tome XUL JUILLET 1896» 39
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B et C étant s o l u t i o n s de l 'équation

B[9(^]=[o^^), . .^( .r ,^)fB(^),
i

C [ ^ ( z ) ] = [ a ^ ^ ^ . ( y . / ^ ^ C ( z ) .

L'équation fonc t ionne l l e en F est alors

p,V ^ p ^ V ^ " 1 ^ . . . ]+•^//^J///// = o^

\ étant la constante [y'C^»).-^^^-!)"!^()u ^ constante (a^ap^.a^i)^
1/équati.on carac tér i s t ique correspondante dif ïere de l ' anc ienne par

le changement de r1 en rQi^; ses racines r sont donc égales aux pro-
duits des racines de $ = o par Tr^; cette équa t ion nouve l le a donc
•une r ac ine / • / f égale à Puni té ; nous aurons alors d é f i n i une so lu t ion
holomorphe F en chaque point o e ^ x ^ . , . , y^^ si les coelïicients P^P^
de l 'équation d'ordre nk relative à la s u b s t i t u t i o n z^^Çz) ne s'annu-
len t pas en ces po in t s ; cela résul te des r e l a t i ons , que l 'on vér i f ie aisé-
ment ,

(/•' "•• l)//(i/f"-- î ) / / "M] i/f 1"• î '^/|(/. — i}n • l - 1 [
{•y ,̂ p »//^•--•—-"•l»g— _ y m^..^^^^.^
i ^ — 1, o A 1 ,/ — S n A ,

Nous pouvons alors énoncer la proposi t ion suivante ;

.4 une racine de Véqiialum o == o^ qui nen pas racine multiple et qui
ne/ail pas partie (F un groupe de racines, corresponde suivant les ca^
une solution

1^)1:B(^P ou 1^)1:0^)]^

F coïncidant dam choqua domaine wec une fonction hohrnorplu^ non
nulle au point limite du domaine.
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CHAPITRE IIL

10. Nous allons résoudre rapidement quelques équat ions dont nous
aurons besoin dans la théorie générale; considérons l 'équation

./(^i )-/(--) =U(^).

U(-s) coïnc idant avec une fonction u^(s) ho lomorphedans ie domaine
;r^; avec une f o n c t i o n u^ (^) holomorphe, dans le domaine x^ ; etc.

Posons/(^) == logy, en supposant s dans le domaine oc^ on a suc-
cessivement

y :=:y^^),
.ri^./â^'"""'^1^

J/•-l•=-JÂ^II~"^l(3A-^
y =r ')//.^ l~ / /(/ :'^~•M•^ : !^•••M•A-l^/^^5.

Les fonct ions u^ u^ ..., Uh^ é t an t l iolomorphes dans les domaines
A",? x^ . . , , x^^ et ç(^) étant holomorphe, on voit que le coefficient
de y^ est une fonc t ion holomorphe: si l'on a

//,(,,(^,.,) -h Uî (.^'i) + . . • + U/^i (^V^i ) ̂  Û*

i l . existe (8) une fonction coïncidant dans chaque xlomaine avec une
fonction holomorphe non nu l l e au point limite et telle que l'on ait

y=y,e-^-

Si, l'on a
^0 ( .̂ 0 ) + ̂  1 ( •:r! ) •+- - • * -h ^"-1 ( xk^ ) ̂  0?

la fonct ion cherchée est de la forme
[B^pY ou [C(^)]^y,

Y coïncidant dans •chaque domaine avec une fonction holomorphe non
nulle au point limite.
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On voit donc que l 'équation
/ ( ^ ) - / (^ )==U(^)

admet une solution coïncidant avec des/onctions holomorphes dans les
domaines ̂ , x^ ..., ̂ _,, lorsque

U ( ̂  ) + U ( x, ) +... + V ( .r̂ i) = o,

^ w^c des fondions ayant respectivement pour points logarithmiques
x^^x^ , . . . , x^^, dans le cas contraire.

11. On vérifie immédiatement que les équations

ji - y == b^ ( ̂  ), ji ~ y = ̂ ~1 (^ )
sont vérifiées par des polynômes de degré n en h(s) ou en. ^(^) (1).

12. I/application de la fo rmule ana logue à celle de 1/intégration
par part ies montre, comme dans le cas de la convergence régulière,
que les équations

y.-y^VÇz)^^^),
yi-y^lJ^-11^),

U étant une fonc t ion définie comme i l a été dit plus h a u t (10), ont-
pour solutions des polynômes de degré n en b(s) ou c ( s ) , les coeffi-
cients de ces polynômes co ïnc idant dans chaque domaine avec une
fonction holomorphe déf in ie dans ce domaine ; le coefficient de b"{z)
( ^ ( z ) est une constante, qui ne peut être nu l l e que si l'on a

UQ ( ̂ o ) "4- ^ i ( « '̂i ) "+". - 4- II/,-, i ( X/^ i ) r= o.

13. Dans Fétude re la t ive aux groupes de racines, nous serons con-
duits, dans l'hypothèse ^(^o) ?X^O-Y(^f) 7^ °. à àes équations
de la forme

tJ( ,s)yz-y^V^^

U(^) é t a n t la fonction définie plus haut (10) e tV(5 ) coïncidant avec

( 1 ) annales de l'École Normedôy ïB95*
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(^ —x^ dans le domaine ^-, w étant un entier positif, qui est le
même pour tous les points sc\,x^,..., .r^_,.

Posons
y = t -h A',

.y étant une fonct ion qui coïncide avec

[pf^F + [a^1^ -h • • •+ ̂ fif dans le (lomaine ̂
[^o,/- • • pw-^Â-i étant des constantes arbitraires.

Si nous supposons s dans le domaine .r/-, nous (levons avoir

/ _ / ̂  _E^J_ i J^-l_ i , ̂ irl̂  — —Ĵ iitL .̂ _ _ ^w-i^i
- 1 ' (=;~^)^ [pK^J^ ^-^-p^)' [p,^(^)]- • • • p/^^o/^

ce qui peut s^écrire, en tenant compte de la relation ( < )

^i^{^)^^{Xi)^i{z),

1 «,/1~ ^ v i l ( 3 ) - « _ 1 „ r ^L4-1--^ 1^ ^—_r^--1'^1 ri i^ ,_^^^^ [(;gï)]-L[ç^ •^^J - P,(^)[ cp^y-"^-^^*
On peut alors profiter de l ' indéterminat ion des constantes p. pour faire
disparaî t re les termes en

ï
S ""*•"- Xi

Nous formons ainsi m équations linéaires entre ^0,^1 • • •K-w~i , /+f ;
[x^... [J.m^^i; si 1/on fa i t la même opération pour chaque domaine, on
trouve ainsi "km équations à km inconnues; on reconnaît d'ailleurs
immédia tement , en groupant les équations relatives à une même puis-
sance des binômes, que les dénominateurs des expressions qui four-
nissent les (x sont de la forme

i^[^(.^)...^(,^._,)]^y^o.

On trouve donc un système unique de valeurs pour les constantes p..
,La fonction t est alors (10) de la forme

mb(z)^rf(3),

( î ) KOENÏGS, Annales de l'École Normale^ i884.
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m é t an t âne constante qui, n'est nulle que si la somme

u\, ( ̂  ) + u i ( .ri )+. . . -+- ̂ J,-i ( x/^ )

est nulle , ^o(-s) , . - , ̂ Li(^) étant les fonctions holomorphes avec les-
quelles coïncide le second mem,bre de l 'équat ion

^-^IVCs).

L'équation proposée a donc une so lu t ion de la forme

^(.)44^.

14. On en conclut , comme dans le cas de la convergence régul ière ,
que la so lu t ion de l 'équation

. ^ U(.)^)yz-y--^—
est de la forme

Q(,+ Qi ̂ ^) ̂  • • • -4" Q^l(^ . ,h^ ( -}_„ _^^^^^^^ — + r . t - ;,

Q o » * - »Q/î coïncidant dans chaque domaine avec des fonctions holo-
morphes, p étant une constante, e tV(5) la fonc t ion déf inie au para-
graphe précédent.

CHAPITRE IV.

15. Nous avons vu comment des solut ions de k équations fonct ion-
nelles, relatives à la substitution z^^z), on pouvait déduire une solu-
tion de l'équation relative à la subst i tut ion js,ç(s), q.uaîid l ' équa t ion
caractéristique â== o À une racine simple, ne faisant pas partie d 'un
groupe. ! ^ . ! ! 1 1 !

Supposons actuellement que ô == o admette la racine i , à l'ordre m
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de mult ipl ic i té ; soit Y' la fonction définie dans chaque domaine et
telle que l'on ait

p^'^^p.T^,)^...-^?^1^ : o.

Si Fon pose y == Y7^, la fonction t devra satisfaire à l 'équation

p^)Y'{z) (t - ̂ ) +. . .4- p^(^V'(z^) (/^i- ̂ ) = o.

Prenons pour fonction inconnue ̂  — e = u, l 'équation fonct ionnel le
qui défini t u sera

o=7^(^) 'Y / (^)^^ | : / -^(^)Y / (^)+^ l ( . - )Y^^) : ]^^+. . .
+ [A,Y7 (^)-h-. . . -h/^i (-3) Y^ .;/,„! )] u^^ ;

les coefficients de cette équat ion d'ordre n — i sont définis dans les
domaines x^, oû\, . . . » a^_,.

K-î. I/équation ô' == o s'obtiendra en remplaçant dans S = o,

pi par /^^ + /^ Y, +.. . ••+- pi^'i et p/, par o.

Si l'on remarque que l'on peut écrire

1 0
— r x

0 — /"

0 0

0 . . . ,

0 . ...

I ! 0 ...

0 . ...

0

0

0

— /•

.— /•

0

0

Ï

on voit aisément en tenant compte des égalités

Y' (.r,) = T(^.,) ==...= Y/ (^-u),
que l'on a

rî ::= 5^( i - r^Y^^îY^^, ) . . . .Y^^-Q.

En effe t , le terme ( i , j ) • d u produit â ^ î — r ^ ) sera la somme des
•produits des termes de la Ï101^ ligne de S' par ceux de la/*""10 ligne
de i — /^; ces derniers sont nuls, sauf les termes de rangs/ —•• i et j
qui sont i et — r; les termes de mêmes rangs de la ^eme ligne de
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Ay-i=:(/?o,^iY,Li^7^,^iY;--h.. .+/^/^,^iY^2)^-^1

-+- (^o^-ir^i^-.. .+p/,-....^,^i,,_iy/^^2)^^^^ .

Ay = GO(U-I Y;~l -4" . . . -1- />./-/-,/-l Yy ..i ) /^-/

+(/^,.»iY^i+.. .+/^,^,^•--lY^/-»l)^<-^'^ ...

Le ternie (^7) est alors

Ay- ^^Ay^i^/^^^.^iY^i^-^/?/^^^^ .

= Y;^i (/^/,^i r^ •+- p/,,,.,̂ ^ ,̂ /•^+v-/ 4-. . . ) ;

c'est le produit Y^i du terme (i,j) de à, en supposant que ce terme
ne renferme pas/?^, ; i l en est de même encore dans le cas contraire;
soit a/c-i-y— i==n; le dernier terme de A/^, est

et celui de A/
(/^^lY^i -h... 4-/̂ i,̂ Y;H.,,..2) /t^1,

(/?o^iY;.^+. - .4^„-^.^.„..lY^„^.w.»ll)'ll•/'"Â'.
On a alors ,

Ay « /-Ay^ =...+ [- r" (/)o^.^ Y^, -4^ .. +^/,»^^,,..i Y;,,^)]

ou, en vertu de la relation

P^i Y^i +,^1.^1 Y^ +... +pn^^ Y^^ +^,/-i Y;,̂ ,, = ô,
Ay ~ rA^,=...+ r^Y^^/Y;,,.,,^ ;

c'est encore au facteur près Y^,^== Y^.^== Yy^, le dernier terme
de (^y) dans à.

Si Fon supposer < ï+ -1 , il suffit de supposer nu ls les coefficients/^
dont le premier indice serait négatif dans les termes que nous avons
inscrits; les mêmes résultats subsistent.

17. Nous voyons que la transformation y == Y'/,. ^•—Ï-^.^l'c^
duit à une équation fonctionnelle, .dont ! l'équatioî1f/ÇÂràctélBsll|ù(?\
admet les racines de l'équation S ̂  o, sauf une raci^ ^gale ^'unitéf^
de plus, dans la formation de l'équation d'ordre {n "î  |)A, oa.suppose1111
non nuls les déterminants principaux'relat ifs aux ^; Wa sêàtilte ^/

l'fl, ^ : 1 . ' ' " • • /s. '̂  '

-."'" - ••^./



ÉTUDE SUR LES ÉQUATIONS FONCTIONNELLES. 3,ï3

ce que les déterminants relatifs aux y sont différents de zéro; le sys-
tème de valeurs y^ • • ".y/r-i .7 -̂1-1 • • . étant unique, il en sera de même
des valeurs M, lorsque l'on connaîtra u^u^.. par l ' équat ion d'ordre
( n - i ) 7 c .

L'équation

/^ Y / . u +... -4- (p,T 4- pi Y'i 4- . . . +^-.1 Y;,._, ) ,̂,-i = o

a une solution qui coïncide avec une fonct ion holomorphe, non nulle,
dans chaque domaine, puisque â'= o admet encore la racine i ; on en
conclut que la fonction t définie par l'équation

t, -— / :r: il

est de la forme
m ' b { z ) 4- F (s) .

18. Sans qu'il soit besoin d ' insister , on voit que l'on peut répéter
ce qui a été d i t re la t ivement à la convergence régulière, dans le cas
des racines mul t ip l e s ou des racines faisant partie d 'un groupe.

La t ransformat ion donne en effet, dans les deux cas, des équations
fonct ionnel les de morne nature et condu i t à des équa t ions auxiliaires
du premier ordre dont la théorie est la même, que la convergence soit
régulière ou non ; le seul po in t impor tant à étal)l ir était la suppres-
sion d'une racine i: dans l 'équation caractéristique; nous pouvons
alors énoncer le théorème suivant, qui résume cette théorie :

L'équcilion fonctionnelle . '1^ î*

p,(z)f(s) +pi(^/(50+...+A/(^^0 /.^i /i^

relative à la substitutiûri s,y(^), (/ai admet un groupe circulaià^Uimite
.z*o.z1). ...•r/^,p (insolations; chacune (relies coïncide dans les dô-ïfïftines
x^ x^ ..., x^..^ wec une solution des équations

P,(^)/(5) + P,,(s)/(5,) +.. .+1\(5)/(^)
ÏV^)/i(^) -(- Pi^V^-i ) +... -h P.(^).A(^^t)

Po(^-.l ),A-1 ( ̂ A-l ) + • • " -h p^ (^A-l )A-1 ̂ niM^i ) ̂  <S

les fonctions dont l'ensemble forme une solution demnt correspondre à
AMI. de l'Eu. Normale. 3" Série, Tome XIÏL — AOUT 1896. 4°
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une même racine de U équation caractéristique commune à ces /c équa-
tions.

19. Tous les résultats trouvés pour la solution générale et dans
l 'étude des relations entre différentes solutions dans le cas de la con-
vergence régulière subsistent pour la convergence périodique.

CHAPITRE V,
AÏTLICATIONS GÉOMÉTRIQUES.

20. Les applications que je me propose de développer sont de deux
sortes : les premières sont relatives à la détermination d 'une courbe
déf in ie par une équation fonct ionnel le entre les abscisses et, les ordon-
nées des points de cette courbe; c'est le problème ana logue à celui
que l'on résout dans l 'étude d'une courbe déf in ie par une équat ion dif-
férentielle.

Je recherche, en second lieu, les propriétés qui résultent , pour cer-
taines courbes données, delà considération delà correspondance entre
points, cette correspondance se ramenant aisément à une relat ion
fonc t ionne l l e entre les paramètres qu i définissent les points.

PROBLÊMÎS I. — Trouver une courbe plane telle que les ordonnées des
points, dont les abscisses sont en progression géométrique, soient égale-
ment en progression géométrique,

Soient ^ et x^ les.abscisses de deux points consécutifs de la série;
ye t j^ leurs ordonnées.

Si l'on posej =/(.^), on a
(Q \ : , /(^)=</(^

' ! , . '. , ! ,̂ := kx,1
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L'équation fonctionnelle ( i ) a pour solution
/(^)-=C..r,

si. l 'on suppose k ' == k.
On sait que, si l'on pose Â;'=== À", l 'équat ion (i) admet la solution

/(^-^C/^.

I A o'' y
La fonction B(.r) est ici x, la fonction 6(.2?) est r—-1^ et la solu-

tion de l 'équation fonctionnelle est

^(l^\
\Lûg/c/

û étant une fonction périodique de période égale à l 'uni té .
Bornons-nous à considérer les solut ions

y=:/(^^C^

Aux valeurs entières positives de a correspondent des courbes para-
boliques, sauf à la valeur ï , qui donne une droi te; à la valeur a =~ ~ s
correspond une hyperbole rapportée à ses asymptotes.

PROBLÈME .II. — Trouver les courbes planes telles que x, x^ ..., x^ éteint
des nombres en progression géométrùfue de raison k, les ordonnées des
points d'Ctbscisses x, x^ ..., x^ soient liées par une relcuion donnée
linéaire et homogène^ indépendante de x.

Soit y ==/(.z?) l 'équation d 'une telle courbe; la (onction /(.r) do i t
satisfaire à l/équ.ation

/ ( x ) "= h, f ( kx ) 4- /V ( A'2 ̂  ) •4- . . . 4- k,J ( k 1 1 x ).

Cette équation a pour solutions des fonctions de la forme

V^^^^V^fIlî^V
2^ [Los'A'j "^.LogA-/

^ étant racine de l'équation
i — /ci t — /c^2 — . . . — A-/. ̂ = o.

Nous voyons d'abord qu'il ne peut y avoir de courbes algébriques
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jouissant de la propriété énoncée que si l 'équation en t admet des ra-
cines, puissances entières on fractionnaires de la raison /c; si /'a', . . . ,
k^p sont ces racines, l 'équation générale de ces courbes est

r == Ci X^ -h Ça X^ 4- . . . -h Cp ̂  ,

Ci , C^, ..., Cp étant des constantes arbitraires.
Considérons en particulier l 'équation fonct ionnel le

^/(,:r) = (A- + À-2) -/(Â^) -/(Â-2^)

qui admet pour solution
r^C^+C/^,

équation d 'une parabole.
.En me t t an t l 'équat ion fonctionnelle sous la forme

^W(^) -/(^)] ~ A-/ (^^) -/(^.r),
on a le théorèîïie suivant :

5î, rfan^* une parabole rapportée à un diamètre, F abscisse x d'un poini
est moyenne proportionnelle entre les abscisses x\ af de deux cluires
points^ on a, entre les ordonnées de ces points, la relation

f,y^^Y"
" ... L̂. -••-••1" li'i......... ..........^». —— ^ ^

k y ^ y '

PROlîiÈME IH. ~ Déterminer les courbes telles quà des points, dont
les abscisses sont en progression géométrique de raison k^ correspondent,
des sous-tangentes en progression géométrique de raison k 1 .

Si, x et kx sont les abscisses (le deux points consécutifs, on do i t
avoiî% en désignant par f(x) l'ordonnée relative à l'abscisse x^

.A^) „„.,.. ufW
7T^) ' ' ' ' 1 1 ' / / (^)"

Les seules courbes algébriques répondant à la questionneront telles
que l'on ait

^(£) -C^-"
fW

C et a étant des constantes.
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On voit d'ailleurs, en intégrant, que /Or) n'est une fonction algé-
brique que si a est égale à l 'unité ou k = J e ' et C un nombre rat ionnel:
l 'équation générale des courbes cherchées est

m
y=Cx^ .

On trouve, comme cas particuliers, la droite et la parabole.
PROBLÈME 1,V. — Même question, en remplaçant la sous-tangente

par la sous-normale.

En désignant encore par f(x) l'ordonnée d 'un point de la courbe,
on trouve que cette fonction doit vérifier l 'équation fonctionnelle

/ { k x y ' ^ k x ^ k ' f W f ' W .

Le produi t ff est donc de la forme
C.̂ ,

en se bornant aux courbes algébriques, ce qui suppose a rat ionnel et
différent de — x .

.En intégrant l 'équation
ff'-Cx^,

on trouve
n^ .^J_c^a.M,^(7,

v a -h i

L'équation générale des courbes algébriques cherchées est donc

^^.JL^c^^-h-C^•/ a 4- i

î ° Si l'on suppose G^o, a == ï , on trouve des droites passant par
rorigine; les raisons k et k' sont alors égales;

2° (7==o, a ==3, la courbe se réduit à l 'ensemble de deux para-
boles rapportées à l'axe é t a l a tangente au sommet; l'axe étant l'axe
des y et les sous-normales relatives à la tangente au sommet, on a
alors i'==P; ! ' •

3° C^o, a == o, la courbe est une parabole dont l'axe est l'axe
des x; on a alors k' -=ï.; la sous-normale est constante;
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4° a === ï ^ C ̂  o, la courbe est une ellipse ou une hyperbole rap-
portée à ses axes; on voit que, pour ces courbes, les sous-normales
déterminées sur un axe sont en progression géométrique, si les dislances
au centre des projections sur cet axe des pieds des normales sont en pro-
gression géométrique ; les raisons de ces deux progressions sont égales;

5° Le cas de C'== o, a =^ 2 donne la parabole semi-cubique.
PROBLÈME V. — Trouver les courbes planes telles c/ue, à n 4- ï points

dont les abscisses sont en progression géométrique de raison k, correspon-
dent des sous-tangentes ou des sous-normales entre lesquelles existe tou-
/ours une même relation linéaire et homogène, à coejficienis constants.

Soient ,'r, kx, .. ., l^x les abscisses de ces points et S, S,, . . . , S^
les sous-tangentes entre lesquelles on a la relation

S -h Ri S 1-4-. . . 4-/.>//. S/, "= 0-

S, étant une fonction de l'abscisse x, est déterminée ici par une
équat ion fonc t ionne l le d'ordre n à coefticieïits constants.

La fonc t ion B(^) étant ici x^ la solution générale de l 'équation
sera

S - V yaq^0^ (u)^x\)'l0 —«- 7 tX' wù l "»."•———^T " l ^ " " " " " . " J î^ VLog/ry VLog/c/

en supposant que P soit racine de l 'équation
p^p^^^.^p^^-^.0,

Si l'on s'occupe u n i q u e m e n t des solutions algébriques, on peut
négliger les termes en -~)^<,;, qui proviennent des racines mult iples
de l 'équation en / et les mult ipl icateurs û; on ne devra également
prendre que les racines ï^ pour lesquelles a est rationnel. On voi t
donc déjà que, si l 'équation en t n'admet aucune racine qui soit puis-
sance rationnelle de la raison k, il n'existe aucune courbe algébrique
jouissant de la propriété, énoncée.

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi et soient /^s • . •. ^aï des racines
pour lesquelles a ^ , . . » , a^- sont rationnels, l'équation générale des
courbes algébriques clierchées sera

W
f'W 2c-X*.
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Il reste à intégrer l 'équation différentielle

^^)-__
7 )̂" """" ^"c^'

Groupons les termes ̂  suivant le signe de a
î __ _________î ___

j^Q^a — T ^ — — — — ^ 7 = ~ y ^ . '

2;^" ̂ 2^ ^
i^l / == l

Pour intégrer le second membre, posons

x ^ t ^ ' - 1 1 ' " ^ " ^ ,
<^ •= n,. . .n,.n[. . .< ̂ ••'^•••^1 ̂ .

L'expression à intégrer devient
/ - . / .in,,. .n,-.n< .../('.— î ,.//

flJ.•.:..:/̂ ':-•-ïj--•--:rt•Lf_.,___——"-̂  (v = /»,. . . n,. n\.../(;).
'' W, >> Wt'i

^c,<-^+^c;<^
1 î

Si nous supposons les exposants rangés par ordre de grandeur crois-
sante, nous ferons disparaître les puissances négatives en m u l t i p l i a n t

v^
les deux termes pa r^ n l .

Le numérateur sera de degré v - ï +v ̂  et le dénominateur de
, , m' m,degré v — + v — •

Pour que fÇx) soit algébrique, il faut que rintégrale de cette fonc-
t ion rationnelle ne contienne que des logarithmes^ ce qui .^ exige
d^bord que le degré du numérateur soit inférieur à celui, du dénomi-
nateur . .

m.^ ̂  î < y ——
<

Cette inégalité entre nombres entiers montre que w; est supérieur
ou égal à n\.

Cette condition étant supposée remplie, il faudra de plus que les
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constantes C soient telles que l 'équation obtenue en annulant le dé-
nominateur n 'ai t pas de racines multiples.

L'intégrale sera alors de la forme
Log ( / — a, )^ ( t — a, )^...(/- a,n)^1

et l'équation de la courbe sera
/ 1 \^ / 1 Y'n

y ̂ \^ — a^ . . . \.x^ — a,nl .

Dans le problème relatif aux sous-normales, on est conduit à l'équa-
t ion

/(.zQ/^-rj^ÏC^,

don t l'intégrale ne contiendra que des fonctions algébriques, si a
n'est jamais égal, à — T .

21. Je me bornerai aux exemples qu i précèdent pour la détermi-
nation des courbes définies par des propriétés fonc t ionne l les ; toute-
fois, je ferai, une remarque importante, qui résul te de la propriété
des équations fonctionnelles à coefficients constants d'admettre pour
solutions des fonctions l inéaires et homogènes des puissances de
B(;r)ou, plus généralement, d'une solution par t icul ière convenable-
ment choisie.

Supposons que l'on ait établi, que, des points d 'une courbe se suc-
cédant s u i v a n t une voie déterminée, une grandeur liée à ces points se
reproduit mul t ip l i ée par une même constante, quand on passe d'un
point au suivant ; on déduira immédia tement une inf ini té de courbes
jouissant de cette propriété que, en tre les grandeurs relatives à n points
consécutifs liés par la loi donnée, existe une même relation l inéai re
et homogène-

Nous avons fait des applications de cette remarque dans les pro-
blèmes II e tV .

Cette remarque s'applique d'ailleurs également aux équations fonc-
tionnelles qui se ramènent aux équations à coefficients constants.

22. Je me/propose maintenant de donner quelques explications
relatives à la.coxrespôndance que, l'on peut établir entre les points
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d 'une courbe donnée; dans l 'étude de cette correspondance, il y a lieu
de rechercher s'il existe des points unis, c'est-à-dire, des points qui
se correspondent à eux-mêmes, ou des points unis périodiquement,
c'est-à-dire des points qui forment un cycle fermé; il peut arriver que
la correspondance soit telle que tous les points de la courbe soient
dis t r ibués en cycles fermés : tel est le cas des polygones de Poncelet.

Si la correspondance donne une série i l l imitée de points, il y a lieu
de rechercher si ces points tendent vers un point uni ou s'ils tendent
pér iod iquement vers des points unis formant un cycle fermé; enfin, il
peu t arriver que ces points ne tendent vers aucune l imite.

En second lieu, on peut étudier la grandeur qui se reproduit multi-
pliée par une constante, quand, on passe d'un point au suivant; c'est
en quelque sorte un invar ian t de la correspondance. L'interprétation
d 'équat ions fonctionnelles relatives à la substitution qui définit la cor-
respondance fournit des relations entre certaines grandeurs qui dépen-
dent des points de la suite.

I. — Correspondance entre les points d'une ellipse situés sur une tan-
gente au cercle tangent aux sommets du petit axe.

•y-
L'ellipse étant supposée rapportée à ses axes, désignons para cas ç,

A s i - n o ; acoso', è s iny 7 les coordonnées de deux points correspon-
dants : la droite qui jo in t ces points étant tangente au cercle, on a

CÛ / __ fQ ÇQ { —L. fn CQ / -4- ÇQ
^ eus2 T——f == y cos2 r-^ + a'2 sic,2 3——?,

à a ^

ou, en posant tangî === s, tang — === ̂ ,

a2 (i + sz,y = ̂ (i- ̂  )2^ c^{z + z,}\

Cette équation définit ^, en fonction de z ; on trouve deux valeurs
_ as ̂  c ^ _ ciz — c _ _ ^

Sw . —- ———————— y À» i —— ——————— y (-' —— (,(. t/ •
* cz 4- a ' cï — c'z

On peut remarquer que ces deux substitutions sont inverses; l'une
conduit du premier point au second; l'autre, du second au premier.

Ann. de l ' È c . Normale, 38 Série. TomeXUL — AOUT ï896. 4t
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Les valeurs l imites doivent vérifier l 'équation

Si l'on forme —L» on trouve, en remplaçante par i , ^-^ dont le
module est inférieur à l 'unité; ï est donc une valeur limite pour la
première subst i tu t ion; — i est l i m i t e pour la seconde substitution.

Nous pouvons évidemment nous borner à considérer ici le premier
quadrant : z étant alors positif et inférieur à l 'unité, on a

a z 4- ci^-z-^î^....———
es "4- u

les valeurs ^ , . . . , z'^ sont toutes infér ieures à l 'uni té et ont pour
l imi te l 'unité; les points correspondants de l'ellipse se rapprochent
indéfiniment du sommet B du peti t axe; les sommets du petit axe sont
les seuls points unis; ils correspondent chacun à une subs t i tu t ion .

La fonction î i ( z ) est ici -—r; on a\ / j ̂  ^ 5

ï — ^ 1 a — c ï •
ï + ^i a + c .1 +• s

On peut donc interpréter de la façon suivante cette propriété dû la
fonction —1-

ï+ Z

Si l'on in t rodui t l 'angle ç, on voit que
0

t — tan s - , .
ij- ĵ _ ^ ra a __ ^ ^ / T T _^\

1. -h -3 "̂" "" ' Ï ""'"" 1 " < l b \, 4 " 2 7ï + lang- - \ » /

On a donc, entre les angles ç et ^ de deux points correspondants,
la relation

/7T Ç^'N O — C /TT ©\iang 7 — ••" = —— tang y — ï p
"V^ 2; a+c b \4 , ï )

Si M et M/ sont ces deux, points et M.,, M\ les points du cercle horno"
graphique dont ils sont les projections, les angles ^ — y et î — î- sont

, k,̂  3 H îa

égaux,aux angles M i A ' B i , M^VB, et les droites A^'Mi, A'^îi ren-
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contrent AB, en des points P ,P^ tels que l'on ait

^ 9/TT 9\ BiPi
^(4-? -A/Bf

B^tang^-^ .VB,

d'où l'on conclut

323

B.P' a — c
ii. i a -h c

B^.

Cette propriété donne un moyen simple de construire le point M',
connaissant le point M.

On voi t également, en projetant le cercle sur le plan de l'ellipse, que
les projections P, P' des points P,, 'P\ vérifient la relation

Bp/= aZLC. Bp.
a 4- c

Si, par le centre, on mène une parallèle a AB', on voi t que le^

droites, qui joignent le sommet K' aux points correspondants de l'ellipse
situés dans le premier quadrant, déterminent, sur celui des diamètres con-
jugués égaux non situé dans ce quadrant, deux divisions semblables.

II, — Correspondance entre les points d'nne hyperbole situés snr une
tangente à l'hyperbole conjuguée.

Soient
.y;y==/r2, , xy=—P

leséquations de ces hyperboles rapportées aux asymptotes.
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La tangente en un point a, (3 de la première a pour équat ion
(3 x -1- ay — 2 /•2 •= o.

L'équation aux coefficients angulaires des droites qui joignent le
centre aux points de l 'hyperbole conjuguée situés sur cette droite est

a2 ̂  -h 2 ( 2 A-2 + ̂ j3 ) t -+- (S2 = o. •

Si l'on élimine ôc et (3 entre les relations

ap = A-2,
, , a^+a(3^ •4- ^1 =:: — 2 ———^—L ?

n,

on trouve

ou
36Ui=(<î+ ̂ ^

g[(^+^)^(^^)^^(^^^)^

. 3 — a \/';>. 3 4- 2 l/'J^ = ^ ^_v ^ ^^ ^ ̂  ^ v .
3 4-" 2 y 3 <11-) — 2 \/2

Le coefïlcient de / é t a n t in fé r i eu r à l 'uni té , les valeurs / d i m i n u e n t
constamment et ont pour l imi te %éro, si Fon considère la première
substitution; la seconde est la substi tut ion inverse; les valeurs de t
augmentent indéf in iment ; les points unis sont les points à l ' in f in i et
ils sont limites avec convergence régulière.

Remarquons que les abscisses et les ordonnées des points corres-
pondants sont en progression géométrique.

La fonction B(^) est ici t; la fonction b(l) sera alors, à un facteur
constant près,Log^; on a, pour la première substitution,

et

y .y y 3 ——— 2 V/'2Log ti = Log^ -h Lo g ———'•-=.
d "h 2 y à

Logyi == Log^+ Log (— 3 4- 2 ̂ S).

Si l'on remarque que jet ji sont de signes contraires, on en con-
clut que les points sont sur des branches différentes (ce qui est d'ail-
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leurs évident) et que les segments hyperboliques sont en progression
arithmétique.

Dans les deux cas que nous venons de traiter, les coniques étaient
bitangentes; on peut, par transformation homographique, déduire
des résultats analogues relatifs à deux coniques bitangentes quel-
conques; je citerai le cas des points d'une parabole situés sur une
tangente à une parabole égale et de même axe; les ordonnées sont en
progression ari thmétique.

III. — Correspondance entre les points de rencontre d'une hyperbole
éqnilatère et d'une normale à cette courbe.

Si a, [3 sont les coordonnées du pied de la normale à l'hyperbole

xy — A'2 =. o,

les coordonnées du second point d' intersection sont

_ /à _ ^
^""o35 y——^

Les valeurs limites de la substitution

A'4
"3

sont, en laissant de côté le pôle z === o, les racines imaginaires de
l'équation -s4 + P == o ; n'ayant ici à s'occuper que des valeurs réelles
de s, nous ne trouvons que z •===• o, qui est un pôle et est une valeur
limite pour la convergence de période 2; l ' infîni étant l'autre valeur
du cycle, la substitution est alors

^9

/F8"

On voit que les points correspondants pris de deux en deux ont
pour limites respectives les points d'abscisses o etoo; c'est-à-dire
que, si le point a dont on part est tel que l'on ait | a ) <^k, les points
a^a^ , ... se Htpprochent du point à l'infini sur l'axe des y; les
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points a,,, a;.p ... ont pour l i m i t e le po in t à l ' inf in i sur l'axe des ,r; le
contraire a l ien si J a ^>/c.

cr9

La transformation z^, — a pour valeur l imi te zéro et la dérivée do
la fonction de transformation est nul le pour cette valeur; la fonction
invariante C(^) aura un point logarithmique pour z == o ( ^ ).

Si l'on pose i/ _ ^ y
C ( s ) =: Log z + .Log -—— ?

on a i
C( =,) ==Log(-/«•'•)-3 LORS-)-LOR ^—^r:-- 3C(.-).

/ii.

Appliquons ce résultat au cas q u i nous occupe; les valeurs de x
et a étant de signes contraires, les po in ts correspondants sont sur des
I:) ra n elle s d i tïe ren te s *

Si l'on désigne par c/J et ^ les valeurs absolues de a et x, on a, en
considérant les parties réelles de C(^) et C(.s,,),

r f^\ 9 î /a^Log ,: =-3 Log ( / h
\ A / \ A /

égalité qui exprime que l'aire du segment hyperbolique, compris lef;
ordonnées du point x et du sommet de la branche correspondante, est le
triple de l'aire du segment compris entre le sommet de F autre branche et
l'ordonnée du point x.

Les aires des segments hyperboliques limités y d^ une part à un sommel^
d'autre pari aux points de la suite situés sur la branche correspondante^
sont en progression géométrique,

II est à peine nécessaire de faire remarquer que les résultats qui
précèdent subsistent si l'on considère une hyperbole quelconque en
remplaçant la normale par la droite de coefficient angulaire p-

( 1 ) Annales de l'Ecole Normale, 1894*
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IV. — Correspondance entre un point d'une cubique et son tangentiel.

Clebsch a établi, que le tangentiel d'un point d'une cubique ayant
un point de rebroussement a pour limite le point de rebroussement,
et que le point de contact a pour limite le point d'inflexion; je nie
propose d'étendre cette proposition au cas d'une cubique à point
double quelconque.

Soit l'équation d'une cubique

(M'3 •4- bx^y 4" cxy^-^r dy^ -h a'' x^ 4- br ^'y 4- c''y2 = o.

L'équation aux coefficients angulaires des droites qu i joignent l'ori-
gine aux points d'intersection de la cubique et d 'une droite

ux -4- vy = î
est

^ ( cl 4- c ' f ) 4- ^ ( c 4- // (? 4- c1 u ) 4- t ( b -h a ' v 4- V u ) 4- a 4~ ci' u •

Si. cette droite est tangente à la courbe et si, l'on désigne par t le
paramètre du point de contact et par ^ celui, du tangentiel, on a

( <i -h 2 t) (d 4- c' ^) 4~ c 4- V v 4- cf u == o,
(2^^-h ^) {d^c'ç>) — {b-^a'^-^r Vu} =. o,

ti l2 ( ci 4- c' t5 ) 4- a 4- ci' u = o.

Éliminant u et v entre ces équations, on trouve la relation suivante
entre ^ et t

C' y 4- C7 ( ̂  "h- 2 L ) C 4- d( li 4- 2 l )

y a' — c 1 ( a / î <! 4- ^ ) ^ — cl( 2 /-i ^ 4- r2)
c' t, ̂  a 4- Ai ̂

OU
^ y cl—ce1 c4 -^ ( ^4 "aQ
^ a'd—bcF b — d ^ t t ^ •+-^)
a1 , — ac^ a -t- dt^

t, ̂ A^^ïîîl-C
^-••^j^^ -
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avec
^•^a'b'd—a'cc' -+- ac'\
B .— a// c ' + a^ ̂  — a1 bc',
C =: r^/c' + a'bb1— a'^c — ^//2,
I) = ̂ c'rf + ̂ cc7 — bc^ — //2 J.

Nous distinguerons maintenant trois cas su ivan t la nature du po in t
double :

1° Point de rebroussement. — En prenant la tangente en ce point
pour axe des x, on doit faire dans l 'équation a' == o, // = o et l 'on peut
supposer c' = i.

La relation entre t et ^ devient

— ai
'1 '""'""' J}t + '20

Les valeurs limites sont ici o et — ̂  qui correspondent, la pre-
mière au point double et la seconde, on le vérifie aisément, au point
d'inflexion.

Si l'on prend pour axe des y la droite qui joi-nt le point de rebrous-
sement au point d ' inf lexion, on a b === o et la relation devient

La valeur absolue de ^ étant toujours infér ieure à celle de t, le tan-
genttel ne rapproche du point de rehroussement et a ce point pour limite ;
si l'on considère la transformation inverse, qui permet de passer d 'un
point de la courbe au point de contact de la tangente issue de ce
point , on voit que ce point de contact se rapproche indéfiniment du point
d'inflexion»

Le point de rebroussement et le point d'inflexion sont des points
unis limites.

La fonction B(^) est ici ^ c'est-à-dire que les rapports des distances
des points de la suite à la tangente de rebroussement et à la droite qui
joint ce point au point ^inflexion forment une progression géométrùfue
de raison ^.

2° Point double à tangentes réelles distinctes. — Nous pouvons pren-
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dre les tangentes au point double pour axes, ce qui revient à suppo-
ser a' == c' •===. o ; supposons de plus b' = ï .

La fonction de transformation est alors

a î.
d J21'

Les seules valeurs l imi tes , en supposant la convergence régulière,
sont données par la re la t ion

^ 4- €- = 0.
d

9.0 îLa dérivée de la fonc t ion é t a n t — .5 on voit qu'elle est, pour ces
valeurs , égale à — ^ > ; ces valeurs de t ne sont donc pas des valeurs
limites pour la convergence régulière.

La suite des points , pris de deux en deux, est définie par la relation

d ,^ = — - ̂ .
Ct

Nous trouvons comme valeurs limites de t

t. =: o et t • ^Y
.d

La seule valeur acceptable est t == o qui forme un cycle avec t = o^
r e l a t i v e m e n t à la première substi tut ion.

On voi t d ' a i l l eurs que si t est, en valeur absolue, inférieur à la va-
\

leur absolue de ( - ) ,. les valeurs absolues de t, ̂  l^ • " • » t2n dimi-\a /
n u e n t i n d é f i n i m e n t et ont pour l imi te zéro; si la valeur de t est supé-

i
Heure à celle de ( - ) ? les valeurs absolues de t, ̂ , . . . , t^ augmententw
in. défi n i me r i t*

Remarquons que, si, la valeur absolue de t est inférieure à celle de
î

( - ) ' j> la valeur absolue de l l u i est supérieure, et réciproquement, de
\a /
telle sorte que, quel que soit le point pris sur la courbe, les tangen-
tiels successifs ont , pour limite le point double, les tangentes en ces

^hin. clé l 'Éc . Normale, 3e Série. Tome XÎIÏ. *- AOUT 1896. , 4^



33o A. GRÉVY.

points tendant, suivant la suite considérée, vers l'une ou l'autre des
tangentes au point double.

Les points qui correspondent à t = = [ — - , ) sont les points d'in-
flexion; nous n'avons ici à nous occuper que du point réel, qui corres-
pond à la racine cubique ari thmétique de — —

La droi te qui Joint le point double au point pris sur la courbe étant
dans un des angles formés par la droite qui. uni t le point double au
point d'inflexion et sa conjuguée par rapport aux tangentes au point
double, les tangentiels, pris de deux en deux^ auront pour l imite le
point double avec la tangente en ce point si tué dans l 'angle considéré.

Les points d'inflexion, sont des points l imites à convergence régu-
lière pour la transformation

qui permet de passer d'un point au point de contact de la tangente
issue de ce point; si l'on ne considère que les tangentes réelles, on
devra prendre t de même signe que — ^; la valeur ^ sera donc déter-
minée de signe; on voit que cette cond i t i on revient à prendre les
points^ t^ ... dans l'angle des tangentes au point double qui con-
tient le point d ' inflexion réel; pour tout point pris dans les autres
angles, les tangentes sont imaginaires.

Ceci posé, il est facile de voir que les valeurs de t convergent régu-
lièrement vers —! {/a/

On a, quel que soit le signe de ^3 en remarquant que t et ^ ont un

signe contraire à celui de^?

a fa a/a
^\/d < ̂ ^3-

Remarquons que, — i / ^ étant compris entre t et ^, les points cor-
respondants de la courbe sont de part et d'autre du point d'inflexion
et tendent vers ce point en parcourant deux régions différentes de là
courbe1.1 1 , .
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La fonction B (/) est ici
L o g ^ + L o g i / — ^

et l'on a "H?)—6")-
On peut interpréter ce résultat de la façon su ivan te : en posant

xy== F, l 'aire du segment de l 'hyperbole, qui, passe par le poin t con-
sidéré et qui a pour asymptotes les tangentes au po in t double, a pour
expression

a (1 ) = /c2 sin 0 Log ^ = -- ^ A'2 sin 9 .'Log^
fi 2l

en supposant t positif et le segment limité à l 'ordonnée du sommet
et à l 'ordonnée du point considéré, 0 étant l 'angle des tangentes au
po in t double .

^ étant pos i t i f en même temps que t, on aura pour l'aire corres-
pondan t e Si

^=-^sm^Log^.

On en conclut
, î»/ a ( a,s* y 3/ ci\Lo,y-5=^^^4-Log^/-^,9..Si „„ V a [ a,s* y -V a^^+Log^-^=2^^

P s i n O étant l 'aire du parallélogramme limité aux tangentes au point
double et aux parallèles menées par le point ( x , y ) ; d'ailleurs, on
peut répéter les mêmes remarques pour le point d'inflexion, relative-

ment à Logy-^
On voit donc que kl somme des rapports de l'aire du segment hyper-

bolique et F aire élu parallélogramme qui correspondent à un point et des
aires qui correspondent au point d^ inflexion fait partie d'une progression
géométrique de raison Q, quand on passe d'un point à son tangentiel.

La même interprétation pour la fonct ion &(^)==——^°^—j clans

P) s est une aire positivo ou négative, suivant que x est supérieure ou inférieure à k.
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le cas de la cubique à point clé rebroussement donnai t un résultat ana-
logue, en ayant soin de ne considérer que les parties réelles; dans le
cas que nous venons d'étudier, on peut également supposer l et ^ né-
gatifs; les relations entre les parties réelles des logarithmes condui -
sent aux mêmes résultats .

3° Point double isolé. — Prenons les axes de façon que l'on a i t
a' = c\ b' = o, la relation qui lie / et ^ sera

— -̂iLiLzL^ a— c
^-" t^^u-i' ™ ïr=T7/

et, si l'on pose

la relation précédente devient

/ /^ t 'w i / ^ ^—it ^ ̂ -.̂  ^ _ ̂ -^

/ / — / ic^ = ̂ ^ ^<

Si les tangentiels successifs tendent régulièrement ou. pér iodique-
ment vers des points l imi tes , les quan t i t és t et, par sui te , les quant i tés
t' tendront vers des valeurs limites qui, seront le pôle zéro et l ' i n f i n i
ou des racines d'une équation telle que

I =r; ^l—2•4••12s4--..•••h(—a;»••••••l ^(."St/'—l ^ ,

7 -+-T
relative à la convergence de période n.

Suivant que n est pair ou impai r , on déterminera t ' par l 'une ou
l 'autre des équat ions

(0

S"--!

//2't—l —— ( v l \ "-\r~ri) '
2"4-1,

i^-f1^-1} 3 .
~~\l^i)

La fonction de transformation est alors

t'-f1-^™^'''^~\l-i) l '
8"-H

f-d-Z^ ï t-^
"-V+<7 ' '
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Là dérivée est, suivant les cas,

'•(^r---
2"-M

/ / /\ ~;r~-a^) —
dont la valeur absolue est toujours t l ' l ' , ces valeurs de l' ne peuvent
donc être des valeurs l imi tes pour la convergence'de période n\ tou-
tefois, aux valeurs de t\ racines des équations (i), correspondent des
valeurs réelles de t; on a, en effet,

et
t' == ces 9 •+• <s' in 9

. ï ••+- l , ' . i. ~\- ces 9 4- ^ s i n ç s i n 9
/ ' ï — ^ ] — coscp --- /s in 9 ï — ces 9

A ces valeurs correspondent donc des points qui sont sommets de
polygones à la fois inscrits et circonscrits à la courbe; le nombre des
côtés sera égal \\n, si, n est premier; dans le cas contraire, il y aura
un nombre moindre de côtés.

Laissant de côté ces points particuliers, nous voyons que, dans le
cas général, il ne peut y avoir comme points l imites que les points
qui correspondent à ^r^^/^cc, c'est-à-dire aux tangentes au
poin t double; comme nous ne considérons que les points réels et lès-
tangentes réelles, ces l imi tes sont à rejeter; on peut donc conclure
que, dans une cubique acnodale^ les tangentiels successifs ne tendent
vers aucun point limite.

Pour étudier la correspondance inverse, il est préférable de prendre
pour axes deux droites joignant le po in t double à deux points d'in-
flexion (1); ces points sont, dans le cas général, donnés par

_ A ^ » h â B < î ' — C
^ '—jJ^aA^—B 1

]) ̂  _ 3 A, ̂  — 3 B t -+- C = o.

( 1 ) Dans une cubique acnodale, les trois points d'inficxîon sont réels.
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Dans le système d'axes adopté ici, on doit avoir D == C == o et la
relation entre t et ^ est

_ ^4-SS^£ 1 """ """ "̂ ŷ :̂ :"" ?

— ^ étant le coefficient angulaire qui, correspond au troisième poin t
d^ in f l ex ion ; les poin ts de contact des tangentes issues du point ^
sont définis par l 'équation

^ -4- 2 t ( ty "+" k) •+- ^h ̂  ̂

Aux points d ' inflexion correspondent les points eux-mêmes et les
trois po in t s .—- 2/', — ;• et À.

Supposons ^ compris entre — - et A'(1), valeurs qui comprennent
zéro, et qui. correspondent aux points de contact des tangentes issues
des deux autres points d'inflexion (— k et oo).

Si, dans le premier membre de Féquat ion , on subs t i tue — -? o, k,
Q /••2

on trouve —" —? kt^ 3 / c ( / c "+-^); on en conclut qu 'une des racines

est dans l'intervalle — 7? o, si ^ est dans l'intervalle o, &, et dans
msl

l ' intervalle o, k, si ^ est dans l'intervalle — ^ o.
Je vais, de plus, montrer que la valeur absolue de cette racine est

inférieure à celle de ^ ; supposons ^ dans l ' in terval le — ^ o : il f au -
*a

dra é tabl i r que — ^ > t, c'est-à-dire que — ^ n'est pas entre les ra-
cines de l'équation, ce qui a l i eu , le résultat de substi tution do — / <
étant — ^ (/c 4- ^ ), quantité positive si ^ est dans l'intervalle — -? o ;
la même démonstration subsiste si ^ est dans l 'intervalle o, k; ces
résultats conduisent à la proposition suivante :

Un point d'inflexion d'une cubùfue acnodale est compris dans un des
cingles formés par les droites qui joignent le point double aux points de
contact autres que les points d^inflexion y des tangentes issues de ces

( l ) On peut'toujours-choisir la direction des axes de façon que /(" soit positif.
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points; d'un point de la courbe compris dans cet angle, on peut mener
deux tangentes réelles y l'une d'elles ayant son point de contact dans
F angle considéré.

Les points de contact successifs sont alternativement de part et cV autre
du point à'inflexion et ont pour limite ce point.

La même propriété est vérifiée si, au lieu de prendre le point d'in-
flexion t == o, nous prenons l 'un quelconque des points d'inflexion.

Il reste à examiner les points de contact non situés dans la région
dans laquelle se trouve le point considéré; les points d ' int lexion elles
points de contact des tangentes issues de ces points divisent le plan
en six systèmes d'angles opposés par le sommet; les l imites étant

, , /c ,,.,«-00, —^ / . — i : — -, o, A', +00,
2

Supposons ^ dans l'intervalle o, /c; une racine t est dans l 'intervalle
— ±? o, nous l'avons étudiée plus haut; l'autre est dans l ' intervalle

2 ~,

— 2^, — Q O ou plus exactement — 2/:, — A (2-4-^3); ^ étant dans
l ' intervalle —co, — ^ k , la racine que nous considérons actuel lement
sera dans l ' intervalle — -'•? k{i — \/3), compris lui-même dans l ' inter-

5î

valle — ^3 — / c ; enfin, de l'intervalle 1— k, — ^ on passe à l'inter-

valle +/c, ^ (— i 4- \/3), c'est-à-dire dans l'intervalle o, k, d 'ouTonA
était parti.

Ceci posé, considérons deux valeurs t^ t\ dans un intervalle et les
valeurs £, t' correspondantes; on a

' _ ^±Ll̂ ' — '̂ 1±JL^ — (iriî [l̂ ±̂  -tv """" lï ̂  ""^T^rT — •\ t'^ /c ^ {2£ -+" /c) (a ̂ -h k) '

ceci nous montre d'abord que les différences t ~-<\ ^ — i\ sont de
signes contraires; on peut écrire

fL=A~ l ̂ .^——JAL——,
t — t ' "" 2 1 2(2^|~/C) (2^4- /C)
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i° ^,1 et t\ é tan t dans l ' in te rva l le o, /:, t et l ' sont dans l ' intervalle
-"- 2/c, — À'(2 •+- y^) ^ l'011 a

4j^j/3.^^ ̂ ; • • .
^ 4^/3 ^ — t' ^ 3

2° ^ et ^ étantdans l ' intervalle —,co, — ^ / c , / e t ^ sont dans Fin-
^(ï_^/3), c t r o n a 1 ' "t erval le — -,? A( î — \/3), et l'oû a

^ , , 4. — a v/:! t\ — /•i
-;-= < r<^

k

7 ~ 4 \/3 ^ - ^

1/in ter val le — /^

vallc ;-(^/3—i), ^, et l'on a

3° ^ et l\ é tant dans 1/in tervalle — k, ? l e t ^ sont dans l ' inter-

t, — ^
3 < ^C

On en conclut que la différence des valeurs de l, quand on est re-
venu dans le premier intervalle, est inférieure au .produit de la dif ïe"
rence primitive par

^^v^ Tr""4^3 3 — 3

4"+2'73 4 — a ^3 2 '"w '8"

Soit l une valeur prise dans le premier in te rva l le ; ^, L.,^, ... les
valeur^ ...qui.. correspondent aux points de contact successifs tels que
nQ.ï^é.tôaôB^'Ae'lçs ob ten i r ; les points du prermer in te rva l le seront l,
^^^(i, ... ; diaprés ce qui précède, on a,
^'''^l^1" . ! ! 1^\ !
^ • 1 < ^ 1 ^ . . 1 C' "'* ? .•i „ / .. / -3-

^8'< o el

./y ' '

t de'^^'in égalité s que les t à indice impair vont en augmen-
tant ef^SrfT^ aux t à indice pair, si l'on suppose t > t^ .

• Nous aurons a ins i deux suites de nombres.compris entre ô.et1^; ces
deux suites ont une limite commune, d'après la relation

t^ '3V-1
-;î(W""l) <

t— ̂
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On voit donc,que les points de contact ont une limiie vers laquelle
ils convergent périodiquement, la période étant égale à 3; il y aura
ainsi deux centres limites dans les intervalles —co, ~-2/c et —k, — -;

3

les trois points l imites seront alors les sommets d'un triangle à la fois
inscrit et circonscrit à la courbe; il y a un second triangle relatif aux
intervalles -— ̂  o, A-, -4- co, — 2^, — /:.'.

Pour trouver les valeurs 'de t qui correspondent à ces six points
l imites, il suffit de former l 'équation 63 = o; on a ainsi

/o ̂  3 ̂  — 3 Â-^ "---11 /^3 — 3 ̂  t2 + 3 ̂  t + k^ •=. o ;

et l'on vérifie que cette équation a ses racines réelles comprises dans
les interval les

—, co^ — 9, /^ — /^ — -, o^ A', 4- oc'.

Pour trouver la q u a n t i t é qui joue le rôle de B(s), reprenons la
transformation

l/2 "i- a / — /
^ :- ̂ _•^l/̂ •:::1: "

On vérifie aisément que si. ./ == a est un point d ' inf lexion, la fonc-
t ion

^ — i ce — /
|̂ 0 <y ————. : ————;

'- t •+• /. a + i

se reproduit multipliée par — 2 quand on passe d'un point à son tan-
^entiel; c'est le logarithme du rapport cinharmonique du faisceau formé
par les tangentes au point double et les droites qui joignent le point
double à un point d9 inflexion et au point considère.

Le point d'inflexion dont il est question ici est le point limite re-
lat if à la région dans laquelle se trouve le point considéré sur la
courbe; si. l'on prend la suite des points à convergence périodique de
périodes 3, les fonctions B(s) seront

/• — i y . — i t — i as •— l y t — i . a;» — iLog ̂ ^ : ̂ ^ Los ̂  : ̂ ^ Lo^ ̂  . ̂ -^

a^ , a^, a^ formant un cycle l imite.
Ann, CÎG l'Éc. Normale, 3e Séné* Tome XIIL SEPTEMBRE 1896. 43
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Considérons en particulier le cas où les tangentes au point double
sont les droites isotropes; les axes étant alors rectangulaires, le loga-
rithme précédent est, au facteur 2.1 près, l'angle des droites qui joi-
gnent le point double aux points <î et a; on a alors la propriété sui-
vante :

Les points de contact successifs qui ont pour limite un point cF inflexion
sont tels que les angles formés par les droites qui joignent le point double
à ces points avec la droite relative au point limite forment une progrès-
sion géométrique de raison1.

Un théorème analogue a lieu pour les points à convergence pério-
d ique .


