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LE PROBLEME DE PFAFF,

Par M. J. ZANTSCHEWSKY,

PROFESSEUR A L'UNIVERSITE D’ODESSA.

Notions et formules préliminaires.

1. Soit A un déterminant quelconque d’ordre n et A}, un
mineur pris avec son signe. Formons une expression

Piees P APt Py
am,(/l am, o+ = amvr/.,Am‘,t/,..,vm.,z/v = (amq); Atnlu/y'; * ’
ol les quantités a,,, sont définies par les relations

Amg == == Qgqms
oy = Qyq==0.

Si P'on fait avec les indices m, ¢, ...m, ¢, tous les arrangements pos-
sibles, on aura 2v! termes, parmi lesquels il y aura :

1° N,,=1.3...(2v —1) termes & seconds facteurs (mineurs)
¢gaux, la somme des premiers étant une fonction de Pfaff d’ordre v,
définie par I’équation symbolique

(myqy ... myqy) =y, g (Mady ... Myqy) + CUrnyms (G233 oo e My Gy qy)
b Gy, (M3 Gy e o e My GyqrMg) . . .5

2° Des termes qu’on obtient en permutant dans les précédents
quelques paires m;q; en g;m;. Le mineur changeant son signe en méme
temps que I'une quelconque des quantités a,,,, on obtient ainsi 2’ — 1
sommes, qui sont égales & la premiére ;

3° Des termes qui se distinguent des précédents parce que quel-
ques-unes des paires m,q,, ..., m,q, ont changé leur place. Chacune
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des =¥ sommes précédentes donne encore v! sommes, qui leur sont
égales.
En tout, nous avons 2v! termes, dont la somme est égale a

Dgees Pay
2V wl(myg...myqy) Af,,,,,,;
Une semblable expression correspond & chaque combinaison
m,q,...m,q, qu'on peut faire avec les indices 1, 2, ..., n. La somme
de toutes ces expressions sera représentée par

| oy AP P
Z(“m([)iA(nn,);' .
Par exemple, si A est un déterminant du cinquieme ordre, on aura

5 D (@)} Mgl = (1236) ALl " -+ (1235) AT ™ .4+ (2345) A .

2. Dans un Mémoire, inséré au XVII® Volume du Recuell mathéma-
tigue de Moscou, j'ai indiqué une méthode de transformation d’un
produit de deux mineurs. Sans m’arréter aux démonstrations, j'indi-
querai succinctement quelques résultats auxquels je suis parvenu.
Prenons, comme premier cas, le produit de deux mineurs, dont les
indices supéricurs sont ¢gaux; par exemple

ALt iiny - Bpipipie
Une transformation par index m, est donnée par 1'égalité

Al i Bipins == Aty - AL, = AR Mg, <= Apias AL
et, dela méme maniere, on peut transformer par index m,, my, p,, ...

Prenons maintenant le cas ol les indices supérieurs du premier
mineur sont en nombre moindre que les indices du second, mais

compris parmi ceux-ci; par exemple

Alultz AR,
mny s Sppapapss

Une transformation par index m, ou m, se fait comme dans le cas
précédent, mais quand on veut transformer par I'un quelconque des
indices p, il faut introduire des indices fictifs x;, @, correspondant aux
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indices supérieurs n,, n, et opérer comme avec des indices réels; une
transformation par I'index p, nous donne, par exemple,

N Nartgny nyrangny Nyo.ong Ny..oong ny.oong AMyeeatty
Am,m,.l';,.m . Ap,pﬂp;,p,, - A/;.:mﬂ‘r-:| v, A];.m./:‘,m -+ Am,]r.;,r:(r,_ . AI’X’”iI’Z!]’&

Nya.ng Ny..ng ny...ng Mooy
-+ A"lx"'-.'l’a-l'& * A/’M’n[’a/'& -+ A'"l’“:-":\/’: N Apl-r'.'./r../u'

Pour revenir & notre cas, il faut permuter ovdre des indices infé-
vicurs de telle maniere que les indices @,, x, soient placés sous les
indices n,, n,, et puis il faut les elfacer. Nous aurons ainsi

nyng MyooiNg o AN Nyoo. g nyny Nywenyg N Rty nnang
A/ngn, . A - Alu_»m,‘ . Ap,m Paps T Allllilg =gy T Anum.;p._. . A/z,pa,p,_

Prees s
An,n._vn, Al
LVZEY PRy Y VI

Mais on peut transformer aussi notre produit par l'index fictif z,
(oua,), dans quel cas il n'est pas nécessaire d’introduire tous les
autres indices fictifs; Popération reste la méme, comme dans le ecas
précédent. On introduit aussi des indices fictifs dans le cas ol les in-
dices supéricurs de deux mineurs sont différents, ou quand I'un des
deux facteurs est le déterminant lui-méme. Ainsi les produits

NNy nnang nny
A/n”n._,/n"-A/:,,u,z” A-A/»,/h)

se transforment, en introduisant des indices fictifs, comme il sait :

N nnalgng nyngy nyny
A//:,J/lgrrl;,.x'4 . A/’]I’;\.k';,li" A."]J'g . A/:,p,'

Apres une des transformations exposées, on se débarrasse des in-

dices fictifs, comme dans le cas traité plus haut.

3. Proposons-nous de transformer, & I'aide des indications précé-
dentes, le produit ‘

Rl \ Procs Pavta Y oy APiess Puuts
A= 2 ( am’/); A(/n(/;',’ rs " : (“mq ) ; A(mr/) Vv *
On a

~ o Prees Pavin y Press Pavis
_ 0 v A A
A= mq ; (am'( ’)1 (ma)? rs (me'q'y? tey -
A (a ) A )3 714

En introduisant, sous le signe de la sommation, dans le premier
facteur du produit des deux mineurs, 'index fictif z,,,,, correspon-
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dant 2 I'index supérieur p,y.,, transformous ce produit par I'index z,,.,
PreesPavges 4 Preee Paviez PrecePavas g Press Paygen
A= Z (amq)\i (am'f/')\; (A[nz(/)rl'sz A(m'(/’);‘uv - A(mz/);‘rsu A(m’(/');‘ I
Preee Pavga 4 Press Paveen W
-+ A(m.//;:rsu A(m'q’)’;lu -+ Z Bi)a
i

ol I'on a posé

’ Piees Pavees pA Ptee Paveien . Pree Pavees ProcePay =
Bi= Ao, Dot g owepitegtwe = By msgh Bontgics myomn} e -

Mais comme tous les indices m'¢’ parcourent les mémes valeurs, on
peut, pour chaque valeur de ¢, changer m;¢; en m,q, et vice versa;
donc

\? \ \ | \
D )i @ Vi Bi= X (g Vi (@i B,

et 'on aura, en écrivant m,., ¢,,, a la place de m]¢,,

Wy
z 2 (alnf[)‘{ (am’//' )‘( B: =V B,

i

en posant

(' of" V4 gy L0

AI’:-uI'w-M Alh--- Puavsia >

Ve
RIS ser = g =1 1y g Hiesr

-~ Pievs Pavys PieesPay
— 2 V1 y—1
B = (g (“m’r/’) 1 (A(nu/);' rSMy, A

Mais on retrouve 'expression B, quand on transforme par 'index s
le produit

S g1 APV Paven Y g AP1e Pavia
4= 2 (@mq)i A(,,,,/,g»n,. . (@mq)1 ™A :

(g~ tews "

En effet,

=¥ _1 Piees Pavas 4 Piees Pavgs ~
b= Z (@mg )1 (@mg )y (Al:nf/)'ﬁ‘u A -+ 2‘ l)1> ’

(' 4= tusr

ou

(eu)

P1ese Pavees Preve Payga Prece Pavges Preee Paveia
) == E AT !
I i (mag) 3" sqilma)itir A(m’q’y‘,‘."’ tiewm; + A(m{/)‘.“’ m s (maqitlr A(m'r/')‘{" tupy; ?
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@’ot I'on voit que, en permutant les indices m,q; et m,.¢,,,, on aura
22 amq amq)z 'D;=(v+1)B.

On peut donc écrire

() 2 (@nq)i {:'l"/' ”,’1":3 Z (@) '"flhp:;“ - Z (emq)i (mrn’fzuc,lﬂ Z (g )y A()nlu]l C):T
- Z @ug )y {::rr/) pln;l‘t: Z (@mq )y A(’,’,‘,,mlz:,l“ - 2 (@mg )1 A[I,,,ll,], ]:);:1 Z (@mg) A{::I'I/';.:P;[':“
JSETZ (g )i AL D a0
B 2 (@)1 A(’:;u/)’p““ Z (@mg){™ Af:,'.'q'{ﬁ'ffﬁw ’

4. Soit by, 4 I'élément de notre déterminant A placé & I'inter-
section de la sime ligne et de 1a (pyy.y )™ colonne. Multlphons I'éga-
lite (1) par by yyus, donnons a s les valeurs 1, 2,.... 7 et sommons
toutes les égalités obtenues de cette maniere. Puisque

2 D (g VAL by = D ()| AL
et
Piese Pavta ) —
2 E Amy) A(mq,v as bs,0v43=0,
L YA
on aura I’égalité
4 Y APtere Pava: v Pavta Pieee Paviz

Z (@mq)i (mr/)‘lzflﬂz (@mq) A(;;u/) :1’1 T+ 2 (@mg) A(mzp ur 2 (@mg)l A(mq) Yto

Proes Paysa v Pavs

- Z (amr/ A(”"I'V o 2 (qu) Amr/) ut

Yetel Pavia y—1 APteesPayta
v+1 2 (amq) A(rrtq)‘”"l Z (a’”q Amq;""‘ trou

De méme, soit b, ,,,, 1'élément de A placé a I'intersection de la ri¢me
ligne et de la (pyys )@ colonne. En multipliant I'égalité précédente
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1.
., n,

2

< 272
par b,.a,.» et sommant pour toutes les valeurs derégalesar, 2,

nous obtiendrons
Pav I’z"-l"v +1 APve Pavia
o Z (am({ (e, ': Z ((l,,,q unr/l I

2
Al f’uvM Pi-
> (am![ l"lf]' 1 Z (amfl) A(m//; m

AP s oy VAP Pevsn
~+ 2 (anlq)1A(,,,,,,~: o 2 (@mq)T A[,,,,/,-; ut

v N VA1 APsee Pavi Vel APLe Pavi
— v + 1 Z (alnq)1 A(mq)‘f‘“ (amq) A""(]lv—‘ e

On conclut de cette identité ce théoreme, que si f'on a

\! Pro-. J—
((1) 2‘ ((("l’l) A(':lr/; ,:vn o

pour trois valeurs t, u, v de p, Uune quelconque des deux égalités
Y
y r P —

( 3 (ang AL =o,

(0) ¢
Proce eyt e

( 2{ (“m//) A(mr/]“ Ay T 05

aura liew nécessairement, Uindex p,,. o étant tout & faut arbiraire

D’un autre eoté : si l'égalité (a) a lieu pour deux valeurs quelconqgucs
t, wde p el si, enméme temps, on al’une quelcongue des deuzx (»galtm (),

Pune quelconque des égalités aura liew ;
v ' .
/ TN
N\

- .

z (a”“/ﬂ (mt/l’ ﬁ:l 1=, / ’
, |
o Pt e ) o H

2 ((tmq (”"/’u o =0, ‘\i o K ‘@‘

\ I

Uindex ¢ élant tout & fait arbitraire.
Proposons-nous encore de transformer la différence

Z (@) AL z (@ny)’

Yebd Al s Pavgr 18
Almr/ﬂ'“ipn

b= Z (a””l)’ Af::"/)J’“-‘—‘ z (Ct,,,,,) :i;:ql!{:z;"?'”
n effectuant la transformation du premier produit par indes p,
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nous aurons

N Preve Pavpr g Piees Payr I8 m p wies g Pieve Pavin IS
— VA1 S\ . .
D= Z (d"”])l ((I,,, v )1 2‘ <A“""/'*f m; A(/nr/;[*l paqilmairtt (31 Am 0 qi A(mql"“m,l; slmepigtl o,

i
Dans la sommation par rapport & £ on peut permuter les indices m;,
qi etmy, s Guiy

w1 . N Pieve Payir Prece Doy IS ]’ i1 Precs Doy 78
—_ 2 1 ;
D (v +1) (@mg)t* (”m’r/')f <Amr'l/'y';m,+, T Acm 1 Gy S ong) G1Pam --|)
D’un autre ¢oté, soit

\ Piee Pavia? Y PrecePavga$
2 V41 2
I)l = (”/ut/) A;,,“/m s (“uu]) Aun,n‘ pip:

. ,/ 1 Puvpt S Py ?
2 ((’ml/ AU'W"" ((’/nq) Almqu pip:

En transformant le premier produit par Uindex. fictif ,, correspon-
dant & 'index supéricur 7 (*), nous aurons

N P ’7““” Puvia Puees Payad 'S Precelavia
) — ) (et V1 . )
I 1 (fm q )1 (”/II'I)] A!IN ’/I (1l Awu/)' T fl/l(/:/ 1 A(m G PN ,A(m//l""l:/d/n//;l'l-ll.:

(&3

Pour obtenir Uexpression D il ne reste qu’a permuter les indices
miq; et niy,, gy, et de changer le signe de la somme résultante. On
aura done I'identité

) z (fl””j)l A(””/’xpf:}“ Z (fZ,,,,/)V IAi:ﬂ.r/';'l:ul‘lg;l "
X AL S Al A

= 3 (w8l X )t Af::,,,,!;:“‘"" f

D T Y G R \&

Remarquons que les identités (1), (2) et (3) que nous avons obte-

(1) Suivant les indications du n® 2, il faut introduire dans le second facteur U'index
ficlif y, correspondant & l'index supéricur s.
Ann. de ' Ee. Normale. 3* 8évie. Tome XIIL Juinier 1896, 35
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nues sont vraies aussi pour z =1 et n = o, mais dans ces cas il faut

p()sel’
(Ang)] =1,

(@my)~' =0,
respectivement.

6. Dans ce qui va suivre on rencontre le déterminant de la forme

x, % ...
o ()(El ().’I:l
@] A= ooor s ool
X - ()./.1 . _1)'/”
ERA I T 0
Considérons les équations
(5) A;. =0, Af,! = o,

Multiplions ces équations par AY AR pespectivement el retran-
) 'I.!v 4 o
chons le second produit du premicr

sk a8 sk 8 §hooAS
Ap,;m Alll - Ap,m A,n, == A;ygp‘Am =0 (1 )s
d’ott Pon voit que, si pour 'un quelconque des indices £
(6) A 2o
PP
on aura pour chaque indice m
(7) Ay, =o.

On peut regarder les équations (5) comme équations différentielles
par rapport & vne des fonctions f, par exemple f;_,. Pour que ces
deux équations constituent un systeme complet il faut qu’on ait

et

[ 0 $ e 0 s
24 [Apm iz (A/’i) - AI’I”‘ m (A]’:)] =0,
=l

(1) On obtient cette idenlité en transformant le premier produit par 'index py.
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ou, c¢n ayant égard aux équations données (5),

n--1 l
¢ sk 4S8 sk s
Z dx (AI’-.‘”’ A]h - A,'J,m A/;_:) =0
=1 "
ou
i n+1 l n--1
N $ [« sk gA
Z ([.Z,” (A/i ])IA]II) —_— ZAm ‘d"xm (A]m]n /7 D1 z ({ (A,,,) = 0.
m =1 m=1 me=1

Mais quand Dinégalité (6) est satisfaite, I’équation (7) sera une
conséquence des équations (5) et ’on aura simplement

n-+1

m=1
ce que on peut encore écrire comme il suit

N1 ne-1

2‘ 2# dx, \'7A””/) - 2 3:(] A,;,l,, =o0,

==l ome=zl m,q

ou en posant
()X,” ()\(l
dz, dx,,,

Ay ==

nous aurons
. s1
(8) 2 amr/Aqu 0.

Cette ¢quation exprime la condition pour que les équations (5)
constituent un systeme complet; elle contient la fonction fi—,. Mais
il est aisé de voir que, quand I'inégalité (6) est satisfaite et, par consé-
quent, I’équation (7) a licu pour chaque indice 7, la condition (8) se
transforme en une autre ne contenant pas la fonction f;—,, en ex-
cluant le cas quand elle se réduit & une suite des équations

51
Ay =0 (my, g=1,2, ..., +1).

En effet, en posant dans la formule (3) v=o0, p, =s, r=14F,s=1,
nous aurons

$ M skt ~
A{Jg Z aml/ i Ap, 2 amr] Amr/pn - Ap,p, Zamr[ mr/ p,p, Z (I,,,,/ m(;
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De cette identité on voit que si, pour une paire queleonque des indices

P1s Pas

Ap.\ <0

I’équation (8) équivaut a I'équation
W sk
(9) 2‘ ”/nqAnu/ =0,

(qui ne contient pas la fonction f;_,.
On a donc le théoreme suivant :

Soit A un déterminant de la forme (4). St pour ['un quelconque des
indices s on a deux dquations

~ o 5 &
(5) A, =0, A, =o,

et st, en méme temps, pour ['un quelconque des indices £,

sh

A/:,/Jgff,.”v

on aura ausst, quel que sou 'index m,
Ay, = o.

In supposant que les indices s et k sont différents de Uunite el que
Pf ‘ » {
hour une patre quelconque des indices o,, 0, on @ 'incealile
f P Pis P2 5

AP’

on aura, comme condition que les équations (5) forment un systéme
complet par rapport a la fonction [,

W sk
(10) Z g By = 0
7. Considérons maintenant deux équations de la forme
Piee Pk - Preepuk
(11) Z (Umg)y A(,,,(/“(“ == 0, 2‘ (g )t Ay {j —

En regardant ces équations comme équations différentielles par
rapport & une des fonctions, par exemple, /,_,, dans quel cas les
indices p, .. .pyy, & doivent étre différents de 4, nous aurons la condi-
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tion, pour que ces deux équations forment un systeme complet,

o ‘ ~ o APt pavkl ]’.V,‘A
2‘ ( z (am({){Almq)': [ I.Z (alll![) A(mr/ p: l
. .

]’.u/l () o AP Pak
- 2 (“m([) A(ml/)‘ (g 1:2 (am!]>ll A(m(/u"; e 2 =0,

ou, en ayant égard aux équations données,

[N
S |
3

. - Pkl y A Pie Pk
(lf),) 24 (/1 {(amll) Almr/llp,p (amq)’ Awu/, [
¢ il Kl
o A Dtees Pavk Press Puyhk .
- 2 (amq){ A(mr/p'{ [ z (a/nr]) Allll(/l 1 ] == 0.

On peut (ransformer Pexpression sous le signe de diflérentiation
par laformule (3), ol il faut poserpyy,, =k, poyo=1{1=1p,, = g.,
¢ = g. En posant donc, pour abréger,

P paybr
-1 —
E (@)} A(,,,,/),“ = Uy
~ Proes poylr
2 v —
(“/"(I)l A(/m/“ PP T O 1y
Piees Pask
‘I—~1 —
2 | ((’IH(I Atm// LT 70

10af

. Prece Payk N
z (tmq)] Aingirp = 0ps
nous aurons

" ~ ") .
(13 2‘ ;/;; - aryp - l.;,or, == 0.

4

Mais on a en général
En effet,

\ Prees puk
(14) 2‘ ﬁ“" (@mq )} A‘,,,,/,‘ P

¢
2 : 2 /’1 - pav ki
v
(”//l//) () 1 {mz/|1 er

O

pavht P pak O (@mg)y
_}.z ((Llllfl) Z z () Aml/) Pr +2 2 Allm/)‘p J
p

da ¢
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0 A,yl Pkl
dz, — vier = 03
P

mais

Ayt

d’un autre ¢oté, a cause de 'identité

Dy . Oyp " datgm
dxg dw,, dx,

Apt"'I’w]‘ () ”m(/)] .
(:m/) [d == 0.
dub(,

Il ne reste done, dans la seconde partie de Uidentité (14), que le

on aura aussi

. . ;e , s X - N
premier terme, qui est précisément égal & — = oy, On aura de méme
2 d 1 8
dixg Te="75PFv
P

donc I’équation (13) se transforme en celle-ci

v v dy 0B,
15 (2 Cly = 2 Z P v 5, ~2L =
(15) V1 1Bi+ Pren V-1 /e O + % dxg O
P

Mais U'identité (3), appliquée & notre cas, nous donne (en'y posant
Povar = k)

csfop— ¢, ps=z0,
done
51“1: “151:

et équation (15) devient

v Doy " 0P
(16) “'B‘—22<v+1/9()$p+097)ﬁé =
4

D’un autre c0té, comme nous I’avons vu plus haut, il résulte de nos
équations (11)

s G O0g==0
Va1 [Yp""plp ’

d’ou 'on voit que, si toutes les fonctions qui entrent dans les mincurs
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AP satisfont aux conditions

oy == 0,

@/i 0,
on aura aussi

69: O
ct 'équation (16) devient identique. Nous avons donc le théoreme sui-
vant : .

Sotent
. Presepak Puess Paok .
(11) Z (my)? Ail/ll/l;’(); =0, Z (@mq)y A(mr/;;’p3 =0

deux équations différenticlles par rapport a la fonction f,_, ; si toutes les
autres fonctions contenues dans ces équations satisfont aux conditions

- P1eee pavkl
Y1 —
: (g 4 Bipgrie =0,
|l y AP Pkl
2 (@mq)i A(/m/);‘p,p.j =z 0

ces dewx équations (11) forment un systéme complet et I’on aura comme
leur conséquence algebrique pour chaque indice ¢

o A Ptees Pusk .
2 (@mq)i Bimgyp = 0-

Le probléme de Pfaff.

8. Considérons 2n fonetions X,, ..., X,, de 22 variables «,, ...,
2,,. A ces fonctions nous imposerons la seule condition qu’elles ne
soient pas nulles toutes & la fois. Au reste, elles sont tout  fait arbi-
traires; il peut y avoir parmi elles des fonctions nulles ou des fonc-
tions d’un nombre moindre de variables indépendantes. Soient en-
core fy, /s, ... fonctions des mémes variables indépendantes, en
nombre indéterminé, assujetties aux conditions qui seront données
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plus bas. Formons une matrice

X, 9 9y

oz, O,

x. Oh IS
o 0z, 0L 3
o (k1) . . J ’ teme
et désignons par Ap,...gr un déterminant formé avee les p,'"¢, ...,
exitme lignes et avec £ premicres colonnes de cette matrice. Pour abréger
I'écriture et pour plus de clarté, nous écrirons

(h-t-1—2Yy)

2 @Yy Apr -t

()]
au licu d’éerire

~ Kdaly by vusy hoteom2iy it 1oy
2 (mg){ APr- - pi 5

(ma)}
et puis nous éerirons
- (ht-t=2yi oy (3,000
Z ((‘mr/)‘f APi e O »
u/u/);‘(;p,pw
. y,
au lieu d’éerire
j ; (her1=2vi o, 3,y
z(alllfl){ AP1P’: »
{

s, ...

en indiquant ainsi non les numéros r, s, ... des lignes du déterminant
(k1)
Api-- g qui doivent étre chassées, mais les indices correspondant i
ces lignes liés aux variables X et x.
Iixaminons les expressions

(2)
Z (am!/)'ll—l APi .. 'Pﬂnml-

Oy

[l peut arriver que toutes ces espressions, formées avee les divers
indices ;... payy, pris parmi les nombres 1, 2, ..., 22, seront nulles.
On examine alors les expressions

- D)
z (Amg)t2 Ap1-+ - Pan—ss

(et
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pour chaque groupe de 22 — 3 indices; elles peuvent étre encore
nulles. En continuant ainsi, on arrivera nécessairement h une fonction
de la forme

(2)
2 (alzlt'])l;—1 Apl v Pak—1s

(m(/ll;——x
(qui, pour un groupe quelconque p,...pg.;—, des indices sera différente
de zéro ('). Rien n’empéche de supposer que la somme différente de
zéro soit :
! i “ >
D (@ng)it AL 2, 2k — 120,

(k1
De cette inégalité il suit qu’on peut toujours arranger les indices
1,2, ..., 2k —1 de telle maniere que 'on ait

(2)
(17) E(a,,,,,)ﬁ‘*”Ar,z,...,(2/.'—2r+1)‘,{0

(magk-r
pour régal v 1, 2, ..., £ Dans le cas r = £, cette inégalité se réduit a
X,Zo.
9. Examinons le cas de deux équations

() ()
A123=o, Ara23=o.
2 3

. ()2 e, , . .
Puisque A = X, est différent de zéro, on aurait aussi
82
(4) .
Ar23=o.
1
Mais, en supposant que la fonction [, dépend de x,, nous aurons
1
Ar23Zo,
32
et suivant le théoreme du n° 6,

)2
E Amqg A1 23 =0,
miy;

7

égalité qui, d’apres (17), ne peut avoir lieu. En supposant donc que

(1) Nous n’excluons pas le cas de & = 1; I'expression dont il s’agit dans le texte se ré-
duit alors & une quelconque des fonctions X, ..., Xa,, qui ne sont pas toutes nulles.
Ann.de ' Ec. Normale. 3¢ Série. Tome X1II. — JurLLur 1896, 36
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la fonction £, dépend de x,, on aura nécessairement
(3)
Ar232o
X1

pour I'un quelconque des indices y, égal a 2 ou & 3.
De méme I’égalité

ne peut avoir lieu pour trois valeurs de y égales & y,, 4, 5. En effet,
comme on a

(3)

1...52o,

Y1y 4, B

on aurait aussi, suivant le théoreme du n° 4,
(2) -
> (@m)i A1 F=o,
g}

1) ,

inégalité (17). Dong, soit

(3)
zamr[ AI...BEO

meyys

ce qui est contraire a 1

pour y, égal & I'un quelconque des indices y,, 4, 5. On démontrera de
la méme maniere I'inégalité
8)

2 (@mqg)t A1 ..7

(mqys

0

AV

pour y, égal & 'un quelconque des indices y,, 5, 7. En continuant
ainsi, on parviendra & 'inégalité

3 R
22 Z(a,,,q)’rﬁAI...(2/(——1)30,
(=2 Y
ou y-, est un quelconque des nombres yx_,, 2& — 2, 2k — 1. Puisque
Y- est différent de I'unité, on peut dire que, parmi les nombres 2,
3, ..., 2k—1, on trouvera toujours 24 — 3, par exemple, 0,, Py, - .-,
P2r-s, tels qu'on a

(3)
Z (amq)lz_z AI, P2y P3y « - -5 P2i—2 = Oy

(mq)}—*

et, en arrangeant ces indices d’une maniere convenable, on aura les
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inégalités
™)
(18) Z(GIIW)I;—-PAI’ P2’ MR P2Ic—220,
(mg)k—r

pour r égala 2, 3, ..., £

10. Introduisons maintenant la fonction f, dans nos considérations

et choisissons-la de maniere que le déterminant fonctionnel satisfasse
a la condition

Z—_t.(_)'.[’__(_)fl>

<
0z, 0z,

Il est facile de démontrer dans cette supposition qu’on doit avoir

(%)

A}>P27 PB’ Pb_:-o
%1
pour l'une quelconque des valeurs =z, égales & p, ou ap,. En effet,
dans le cas contraire, on aurait aussi

(%)

AL p2s P35 pu =0

pour chaque indice =, puisqu’on a (18)

(3) -
Arsp2Zo;

et Papplication du théoreme du n° 6 nous donnerait
(3)
2 Ding Ala P2y P3s Ps = 0,
Iﬂ(/

ce qui est contraire aux inégalités (18). De méme, il est aisé de dé-

montrer que, parmi les indices z,, gy, s, on peut trouver un indice z,
tel que

(%)
>
2 Amqg Aty pay o5 ps 20

mq se

On parvient ainsi de proche en proche 4 'inégalité

(4) .
Z (amq)lf_n Aly P2y « v« Paf—2 Z 0.

(mg)=3 5g-s

Puisque z,_, est différent de p,, parmi les indices p,, ..., Py ON
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peut trouver 2k — 4, par exemple oy, ..., 505y, tels que
(%)

Z ((’m(/)lf”3 AL P2y 0y ooy Tasey Zo.

(g k=3
in continuant ainsi on parvient au théortme suivant :
Si les fonctions X, ..., X, satisfont a U'inégalité
(2)
N : .
(19) N ()i AL 2k —i 20,
(ml/yﬁ -1
on peut toujours arranger les indices de manicre a avoir
c (mr2--2) i
(20) 2‘ (Apg)s ™t AV, o2k —1—m 2o (m=1,2, ..., k—1),

(m2p k=1

en supposant toutefols que tous les déterminants fonctionnels

(21) E_t(—())é};;()-){—{l() (m=1, ..., k—1)

sont différents de zéro; en particulier, on aura, pour m ==k — 1,

(h-4<1) )
(22) A, o hzo.

11. Ajoutons aux conditions du théortme précédent, que nous sup-
posons remplies, encore une, savoir

(23) 2 + O I
T Jay ;™"
On pourra alors satisfaire aux ¢quations
a ()/ hl ()/./‘
X == l‘l ()'I',Iu R e l‘/c (-)—';-&— (m =1, ..., /r)
b em

par des valeurs des I, ..., I'; toutes finies et différentes de zéro. Pour
que ce systeme de valeurs de F,, ..., F, satisfasse aussi aux équa-
tions du méme type, mais pour m = £+ 1, ..., 2n, on doit avoir
(h-+2)
(24) Aty kyr=o,
pour régald k+1, ..., 2n, et 'on aura dans ce cas
2n k

(23) 2 Xpda, = 2 F, dfrz-

m=1 ne=1
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On a déja remarqué que les conditions imposées aux fonctions
X,, ..., X,,, dans I’énoncé du théoreme du n° 10, seront toujours
remplies pour une quelconque des valeurs de 4, & moins que toutes
ces fonctions ne soient nulles a la fois. Il ne reste donc que de trou-
ver les fonctions /., ..., f,, satisfaisant aux équations (24) et aux iné-
galités (21) et (23).

12. On peut regarder les équations (24) comme un systéme
d’équations différentielles linéaires qui définit la fonction /4. En éeri-
vant deux quelconques de ces équations sous la forme

(fe-t2)
A, .. krs=o (x=r,s),
e
nous aurons la condition suivante pour qu’elles forment un systeme
complet (10)

(h-+1)

2
2 Ang Al, ey /\, r,s = o.
neey

On aura une telle équation pour chaque paire d’indices 7, s, pris
parmi les nombres £ ~+1, ..., 22, ct, comme ces équations ne con-
ticnnent pas la fonction /;, on peut les regarder comme équations défi-
nissant la fonction f; . Nous aurons ainsi

-~ (A1)
Z Amg NG - k8, t=0 (x=1r,8,1);

me x

’

de ces équations, en ayant égard au théoreme du n® 4 et aux inéga-
lités (20), on tire
' . (k)
% 9
24 (Amg)s AVs oy by 1y 55t =0,
(maq)3
équations qui ne contiennent pas la fonction fi_,. Trois de ces équa-
lions
N (k)
2-1 (@mg)? A1y - (k1) 55,0 =0 (2 ==r,s,1)

(mag)§ v

nous donnent de nouveau

(k=1)

-ﬂ K - » g s
z (tmq)} At ooy (k-+=1), 7,8, L =0.

ung)y
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On parvient ainsi & une suite des systemes d’équations de la forme

(A-2—V)
(26) N (@ng)t AL, - (kv —2), 7,5, t =0,
(maiy
ol 7, 5, ¢ sont pris entre les nombres (£ +v — 1), ..., 2n et l'index v
estégal Ao, 1,2, ..., k—1.

13. Reprenons le groupe général représenté par les équations (26),
définissant la fonction fj_,. Parmi ces équations, combien y a-t-il d’in-
dépendantes? Proposons-nous de tirer toutes les équations de ce
groupe de celles-ci

—~ (k2—V)
(27) N (@ng)t ALy -y (k) =0,
(mq)y
olt testégalak+v—+1,...,2n, comprises dans ce groupe. Suppo-
sons qu'on a choisi les fonctions /,, ..., fsy—,, de maniere 2 avoir
pour chaque index

— (Rpelm)
(28) Z(amq)‘;""Al, ey (k=v), s, 0 =0,
(mgry+s v
~ (h4-1=) .
(29) Z(amq)‘{ Al, "-7(/{_*"'“):01
(maq)}

comme cela a lieu identiquement pour v=+£4 —1, et démontrons
qu’on peut toujours choisir une intégrale du systeme (28) telle que
ces mémes relations seront remplies pour un indice moindre d’une
unité.

Eneffet, enappliquantl’identité (1)audéterminantAr, ..., (A=+v), 7,8,
en 'y posant

Py =k 41—, Pwv+a=Fk-+2—v, )

s=k+v, l=k~+v+1, =k -+v-+ 2, p=k +v-+3, re=ua
et en laissant « arbitraire, nous aurons précisément
- (K= 2y)
z (@mg)y AT (k+~v—1), 1,5 t=0.
(ma)} x

Les équations (28), comme on le voit au théoreme du n°® 9, forment
un systeme complet par rapport & la fonction f_,, et il est évident
que, parmi ses 2n — k& — v intégrales indépendantes, on trouvera tou-
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jours celles qui vérifient I'inégalité

2+%...‘)f’f-v >
T oJx <%

1 0% jpy

et cette condition est suffisante pour qu’on ait

(A+2—v)
E (Amg )i Ateeo(k+v —1) 2 0.
()=
14. De ce qui précede on voit que le nombre £ des fonctions /,, ...,
Jxest défini par cette circonstance que, parmi les expressions

(2)
(30) D (@ Api- - prvers

(ml/)‘{-i
la premitre, différente de zéro, correspond & v = £. Dans ce cas, on
peut trouver les fonctions fy, ..., fi, Fy, ..., Fy, finies et différentes
de zéro, satisfaisant & la relation
(31) Xidei~+. ..+ Xyday,=F, dfi+...+Fpdf,.

Il est aisé de voir que ce nombre £ est minimum, ¢’est-a-dire, qu’il
ne peut y avoir un nombre moindre de fonctions satisfaisant a la rela-
tion (31), si pour v = £ on trouve I'expression de la forme (30) diffé-
rente de zéro.

En effet, soit

4 — G 5
(32) D (@i AL - (2k—1) Zo,
(g k=1
et, en méme temps,
(33) X, doe,+Xyday 4. ..+~ Xopday,=F, dfy+...+Frsdfi—s

De cette derniere relation, on tire 272 équations

. v 0 Of e
(34) X/'z=]’1(—)(‘,i/,.'1“ +e = B ()/L g (m=1,2,...,2n),
m mn

De I'inégalité (32) nous concluons que I'une quelconque des fone-
tions X, ..., Xys, est dilférente de zéro et, puisque 'ordre des in-
dices est arbitraire, on peut supposer que X, est une telle fonction.
La premiere des équations (34) nous montre alors que 'une quel-
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conque des fonctions f,, ..., fi_s dépend de 2, ; soit /, une telle fonc-
tion. Mais, dans ce cas, comme on I'a vu dans le n° 9, I’'un quelconque
des déterminants du second ordre de la forme

o I

Yz, ox,
olt  est compris parmi les nombres 2, 3, ..., 24 — 1, sera diflérent de
zéro; supposons que cette inégalité a lieu pour r=p. Des équa-
tions (34), on tire

L 2 (2 9 O O

(—)7_(: R Ja, oy o o,

d’olt 'on voit que 'un quelconque des déterminants fonctionnels du
second ordre, par exemple,

W Of _Ofs O

dry g dxp da,
ne doit pas étre nul. Mais, dans ce cas, 'un quelconque des détermi-
nants du troisicme ordre de la forme

Z wx, Y I

= Ay
dwy Oy,

est différent de zéro. En continuant ainsi, on parviendra & un déter-
minant du (£ — s -+ 1) ordre, de la forme

2 + X, v Ofs . Ok,

().‘IJP i,y dy
qui sera différent de zéro. On voit done que le systeme (34) est impos-
sible, et la relation (33) ne peut avoir lieu tant que s est différent de
76ro.

L5. Voici donc la marche & suivre pour résoudre le probleme de
Pfall. On commence par calculer les fonctions de Pfaff composées avee
des quantités
0X,, 0%,

-t (myq=21,2,...,2n),

@y == i
mq ().,lqu ()‘Z‘IJL

d’ordre 1, 2, 3, ..., jusqu’d ce qu'on parvienne a4 un tel ordre, /-1
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»

par exemple, pour lequel toutes les fonctions de ce genre seront
nulles. De Iidentité

Y,
(2)
E Z (amg) Apa- - - P20%0ip,, = C.(pispay - -- P21) Koo

magii—ip;
=1 (P

"ol C est un facteur constant et m peut étre égal A 1, 2, ..., 2/, on
voit que, si 'une quelconque des fonctions de Pfaff d’ordre / est diffé-
rente de zéro, une des expressions

(2)
z (amfl)ll—l AP" Y

(ma)=pi

le sera aussi. On aura donc / fonctions /,, ..., f; si expression
(2
Z (amq)li Api--paiia

(mq)t
est différente de zéro pour 'une quelconque des combinaisons de
2/+ 1 indices pris entre les nombres 1, 2, ..., 27 et / — 1 fonctions
dans le cas contraire. Apres avoir trouvé ainsi le nombre £ de fonc-
tion /, on choisit une expression telle que

~ (2) X
2.. (Amg)i= AT-. .2k —1Z0,

(meepyl—t
qui soit différente de zéro, et I’on cherche une intégrale f, commune
du systeme jacobien d’équations

. (4 .
2 (pg)it Are 2k —1,t=0 (t=2o2k,2k~+1,...,2n),

(g k=t

intégrale qui satisfasse & I'inégalité

- P (3) N
2‘(am,1)"‘2 Ar...2k—1Zo,

(mr/ﬂ;—!x

your 'un quelconque des indices @ égaux a 1, 2, ..., 2k —1. Soit
I 1

o ® N
z‘ (@mg)i2Ar...2k —2Z0;

(k=2

la fonction /, sera alors I'intégrale commune des équations

(4)
2((6,,,q)/j'“2Al...2/&'—2,t=0 (l=2k—1,...,2n)

(k2

Ann. de U Fie. Normale. 3¢ Série. Tome XL — JuiLLer 18g6. 37
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satisfaisant & I'une quelconque des inégalités

o~ , (%)
Z‘(a,ﬂ(‘,)’;—-’AI...z/:—zzo (y=1,2,...,2k—2).

(m//)';-«’! y

En continuant ainsi, on déterminera de proche en proche toutes les
fonctions f,, ..., f4 dont la derniére sera une intégrale du systeme

jacobien
(h4-2)
At kyt=o0 (t=k+1,...,2n0),

satisfaisant & I'inégalité
(k4-2)1 R
Ar...kZo.

16. Examinons le cas général d’unc expression

X,da, Xy dag .. .= Xypg dZyp—1q,

ou X,, ..., Xap_y sont des fonctions de 27 — ( variables @, ..., z,,_,

et supposons qu’on a

N ol
Z (@) VAL 2an—1Zo.

(mag=1

Le systeme d’équations différenticlles qui définit Ta fonction /| se

réduit alors & une seule équation
§ (1)
%l
z(a,,,,,)’l"lAr S 2N — 1,20 == 0,
(rregg )=t
Mais, puisque X,, = 0, on a
(2)
2 (tmg) P AL c2n =0,
(gt

pourx =r1,2,...,22 —1, ¢t notre équation s’éerit

J) @
——[’-Z (Amg)t™ AT, .20 —1=0;3

gy, (-t

/i estdone une fonction arbitraire des variables x,, ., .

faisant & 'inégalité

- o N
Z(a,,,,,)f;—-l Al...2n—120

(moyy—sx

pour I'une quelconque des valeurs de « égales i 1, 2, ..

vy Xypoy SabIS-

., 2n —1.
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La fonction f, est définie comme intégrale commune d’un systeme
de deux équations telles que

2 (Amq)i2 A‘;’_ ..(2n—2),(2n—1)=o,

(mqj!;*‘-‘

— ()
Z(a,,,,,)';—ﬂAl...(zn—z),zn —=o.

(me)p—2
Mais comme la seconde de ces ¢quations peut s’écrire

Afs

0Zsp

3)
E (@mg)i 2 A1...2n —2 =0,

(mg)n—2
il ne reste qu’a chercher une intégrale de la premiere indépendante
de x,, et satisfaisant & 'inégalité

o) R
Z(a,,l,,)';—“ Ar...2n—2Zo,
(mr/)q—'ﬂ.r
pour I'une quelconque des valeurs de @ égales & 1, 2, ..., 2n — 2. En
continuant ainsi, nous verrons que toutes les fonctions f,, /3, ..., [,
doivent étre indépendantes de @,, et que, par conséquent, dans la
formation des systemes des équations définissant ces fonctions, la
variable «,, doit étre chassée.

17. Exemples ('). — 1. Proposons-nous de transformer I’expres-
sion
Q== a,dx,+ zyde,+ x, dr,+ x5 dx, + 2, dz;.

Puisque I’expression
L3 (@)t ATe 5 ==X, (1236)— X4 (5235) + X, (1245) — Xa (1345) +X, (2345)

lm(/ﬁ

est dilférente de zéro, le nombre £ de fonctions est égal a 3. La fonc-
tion /, étant arbitraire (n° 16), prenons-la égale & «,, et cette valeur
satisfait & la condition
— ® S
Zamq AI“'[l(O'

Ill(]

(Y) Theorie der Differentialgleichungen, von D Forsyth. Deutsche Ausgabe von
H. Maser.
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La fonction f, sera déterminée comme intégrale d’une équation

différentielle
(%)
Eam,,Al L. =0,
"lq

ou, plus simplement,

, ()/2 ()fz ()f2 N
—;(xl_"vck)""[‘[}‘sx:l'f" _—axl (*);;(a‘u'*‘xu)——o-

A cette équation correspond une intégrale
| | 8
So=o(x1),

ol o est une fonction arbitraire, mais cette intégrale ne nous convient
pas, puisque tous les déterminants de la forme

z +X,, A Ofs

da, O, »

seront nuls (n°16) ou, comme on peut dire aussi (n° 10), puisque
tous les déterminants fonctionnels du second ordre seront nuls. Pre-
nons donc une autre intégrale, par exemple
: I e
So=xyzy — 2y 2, — 5 x7,
qui satisfait & la condition

oy ()/z > 0.
2 I—XI()EQ ()1'; ’

La fonction /; sera 'intégrale commune du systeme jacobien

¥ ax, Y2 s

0xy 0xy Oy~
pour £ = 4, 5. Nous aurons ainsi deux équations

) Jd dJ
E)-‘/—t— (2~ ) — 9—/— (g 2s~+ 232y + 23 2,) + ()—5““1”4 =
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L’intégrale
o]

ay,
A {0g )

.fli:er1 )

satisfaisant & la condition

2 - 1 0/‘1 ()f ()fi >
0z, 0z, 0% <

sera la troisieme fonction cherchée.

II. Soit

Q= (zy2y+ 2y 24) dz, + (2} + zy25)dzy
+ zyxday + xywyda, + (2,25 + 22 doy+ (2, 25+ 2, 2,) dag.
La fonction de Pfaff (r 234 56) = o; puis, Pexpression
(2)

(35) z (@mg)t AL

(mr]}’ a

est nulle pourx =5, 6; et puisque

(2)
oY N
z Ay AI 2 32 9,

my

cette méme expression (35) sera nulle (4) pour chaque index z. Nous
aurons donc deux fonctions /, et f,, dont la premiére sera une inté-
grale du systeme jacobien

3
2 Amg AI 2 3P =0,

Ill(/

pour p =4, 5, 6, ou plus simplement

0 0
xs“"fi*—xa ‘“—'ﬁ:O,
daz, Jdxz,

0 df Jdf
3'1$21a7*/~1~+ ztz, ()_/.’__(zxix. —rgxnxe—xixﬁ)()—‘%—l— (g 2y -+ .wz.x!,xﬁ)m::o,
fl ()fi 2 2 ()fl ./
2x 2 (24 —y Xy g — Ly L2 ) =— 21X, Z Xy Xy, Ly
7} S +$1xa$b()xz (2 2y} 1 X5 g 2 ,)()xs‘i'( 124, Zg = Xy Xy, )d
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Nous avons une intégrale dépendant de x,

qui nous donne I'inégalité
)
2 Xl f1 3\.
0z,
la fonction f, sera I'intégrale du systeme jacobien

E+ x, Y 9 _
— 0z, dzy,

pour k=3, 4,5,6, ou plus simplement

d/fs 0 , J/,
41[, )/ e nL[uUllJ[, )‘é el (Z.Iff oo a’,'lalv'“ -} -('2-'1' ) r 9 )/Z 0,
&,
( /'1 ()/.2 . ()f.)
%z, Xy Ly Xy o e (QE = L - gy )Ty T T 0
4 ) l_ [ A ()“:Q ( 1 | rydy | 2 u) 2 ()-‘I'r‘ ]
dJ J \ /.
2y (&g g+ z,) /2 Ly (&) s+ @) ))/’ (223 A~ 2y g+ &y 25) iy ()JI—— == 0,
'l Al
fs dfy ()/
Ly (B Xy == By ) ===~ Xy (X &y~ 212y === — (B 2% = Xy A Xy iy Xy =10,
(2124 1 2)()-711 2 (2125 1 z)()xu (2@} - &y g 4= wqiy) &y 0z, 0

L'intégrale de ce systeme

o Xy Xy Xy, Ly Ly 2y
fo= 2% 4 &y Xy Xy g et TLTETE

2y Xy
satisfait & la condition

z ()/'1 ()fz >0
().L, ()JJ <

elle peut done étre prise pour la seconde fonction f,.

Odessa, mars 18¢5.



