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GENERALISATION

DE LA

THEORIE DES FRACTIONS CONTINUES,

Par M. Hervany MINKOWSKI,

PROFESSEUR A L'UNIVERSITE DE KOENIGSBERG.

Traduit par M. Léonce LAUGEL.

L’étude des théoremes donnés par M. Hermite dans les Tomes XL,
XLI, XLVII du Journal de Crelle m’a conduit & quelques généralisa-
tions de la Théorie des fractions continues, que j'exposerai hritvement
comme il suit.

Je m’occuperai en premier lieu de Papproximation avee laquelle on
peut évaluer une grandeur réelle unique a aide de fractions ration-
nelles.

Soit Q une quantité quelconque Z1 qui peut aussi étre égale i o
il ne faut pas qu’elle soit un nombre entier. Pour une grandeur
réelle @, qui n'est ni un nombre entier ni la moiti¢ d’un nombre
entier, on peut déterminer une suite de nombres entiers

Pus Gn (m==0,1,2,...)

de la maniere suivante :
En premier lieu, soienl p,=1, ¢,==0; soit f, le nombre entier le
plus rapproché de a, et p, =/, ¢, =1. Désignons ensuite, pour r -
~ . D ey == Ul gy .
et tant que p,— ag,Z o, par ¢, le signe de 145171._.;//“1.4, quotient dont
' n" n
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la valeur absolue sera désignée par e, -r7,, ¢, ¢lanl un nombre
entier et r, satisfaisant a la condition o =r,<1; posons ensutle

G n—-1

Sp=Cp — &y T

rn> 0,

et posons, lorsque r,==o0, [, c,, mais lorsque

Cn

Ju= tou bien

{‘/1 ’" 'v
suivant que 'on a
(84 1) ey - [ s
A A 1) T ou bien b Sa!
(A) P P hien (v it

et enfin
Pt = "'.f// P~ EnPn 1y
ey = ‘/‘n =&y fn- 1+

Ceci posé, on aura

Pno e EL
a T

’ Fpmg ~ En- 1
J M

fu 1

(R, 2, 000 )
Je dis alors que la saite des nombres p,, g, jouit des propriétés sui-
vantes :

t® Lorsque @ est rationnel, cette série prend fin i un indice v pour
lequel on a

h
-
oy
2° L’on a
Oy =Tl

3° Les nombres p,, ¢, sout (oujours premiers entre eux et 'on a
Prtfnat = n Py == 0pt €40 v By

4° SiTon pose £, = = ¢t pour nZ ¥

lor bis by < elT, Ty, ... sont des suites de nombres toujours décrois-
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sants et qui convergent vers zéro, lorsque a est irrationnel. De plus,
on aura

Si a est rationnel, on posera encore

lyyqg == On

50 Si I'on désigne par ¢ une grandeur quelconque positive qui ne
fait pas partie de la suite ¢,, ¢, Ly, ..., €L 81 2,> 1> t,py, €L si on
désigne encore par @, y un systeme de nombres entiers différents de
0,0, dep,, q,ctde — p,, — g,, on a toujours

| —ay|®+t| y 2> pa—ayqn[*-+ L] qn [

G Lorsque a est irrationnel et racine d’une équation du second
degré a coefficients rationnels, il existe un indice Z et un nombre p.
tels que, & partir de » =/, on aura toujours

fl ::fn-k[l.’ Epa1 == Enpgaepun

De ces propositions les cas suivants sont les plus remarquables :
1 : Q=0ow. — Pour nZ1, on aura toujours

fn:em Eppt = —1,

. 1) ’ . ’ .
et les quotients %1—’; ?; .-+ sont les réduites du développement ordi-
1 2

naire de a en fraction continue, seulement la premiere de ces réduites
ne s’y trouve pas lorsque I’exces de @ sur le plus grand nombre entier
contenu dans a est >> 1.

21 Q=2. — Les inégalités (A) prendront ici la forme
! - | 28,1
- ou bien 20,
' - , )

ctalors, en vertu de la propriété 5°, on rencontre un développement
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en fraction continue qui s'est présenté & M. Hermite, i la page 195,
Tome XLI, du Journal de Crelle.

3:Q=1. — Les inégalités (A) deviennent

\’

=
1 1 ;
— ot bien %
ryo S, .

On a alors
T, ,"';,\/'.zt,,.

Iei le signe égal ne peat se presenter que lorsque @ est de o forme
2PQxr Q P, Q étant des nombres entiers sans diviseny com-
S0 (Q>o0), P, Q étant des nombres entiers sans diviseur com
mun, et alors I'égalité T, = y2¢, n’a lieu que pour un seul indice 2 tel

1
que ¢, = 202 et gy < Q < e
On reconnait donc que l'on aura towjours
‘/ ,1, .
2
Si & désigne encore une grandeur réelle queleongue, il existera au
moins un systeme de nombres entiers X, Y, défini par
N )
Xe—ipm M X g,
s 1,

X e 1
Yooy Sl Y 4,
|

pour lequel le second systeme

2 iy g X e [!,,Y,
o - ' Yoy %o, Y
satisfait a I'inégalité
el b l e l,,l,)‘[ << ‘v/;"’ ¢

Lorsque aucune des équations @ —ay =0, @ — b=0, & —ay— b==o
n’est résoluble en nombres entiers 2, y, il existe done une infinité de
nombres entiers différents 2, y, pour lesquels an a
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M. Hermite a énoncé ce théortme & la page 15 du tome LXXXVIII
du Journal de Crelle, en donnant pour la limite la valeur numérique

moins précise /3, au lieu de 1.
II.

Je vais maintenant considérer expression suivante

[}

jQ

P
s
“1
T

ol £, v, Csont trois formes linéaires & trois variables @, v, =, & coceffi-
cients tous réels et a déterminant A dilférent de zéro, p, o, © dési-
gnant des pﬂrametu,s positifs. Comme on peul tout aussi bien envi-
sager le qyslcm(, — &, —mn, —{, supposons A>o. Relativement &
cette expression @, on peut faire Papplication des mémes principes
qui m’ont conduit aux propositions que j’ai énoncées au § I.

Interprétons @, y, = comme les coordonnées cartésicnnes (par
exemple rectangulaires) des points de Pespace. La condition 271,
tant que Q a une valeur Z1, définit chaque fois un corps concexe;
par exemple, pour Q =1, un octaédre; pour Q==2, un cllpsoide;
pour Q =, un parallélépipéde, dont la surface d’encadrement est
formée par les six plans

£ o= P n==xg, [t vl

Ce parallélépipede, je le nommerai pour abréger un (p, o, 7), et les
trois couples de plans qui en forment I’encadrement seront dits ses
—, n—, {— faces.
Dans lc § I précédent le développement ordinaire en fraction con-
tinue se présentait précisément pour Q = .
Je vais donc, dans ce qui suit, m'en tenir h ce cas.

1. Le qysu,m(, de tous les points z, ¥, z, dont les coordonnées sont
des nombres entiers, je le nommerai un réseau, et chacun de ses points
sera dit un point du réseau. Une substitution

& = —, Yo — 5oIme— 3
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transforme le réscau en lui-méme, ct produit le méme effet sur chague
(p» o, 7). Je dirai qu'un (p, 5, 7) est libre, lorsque dans son intérieur
il n’admet aucun point du réseau, outre Uorigine. Un (p, 5, ©) libre,
qui perd cette propriété dans tous les cas olt Pun de ses parametres
éprouve une augmentation si petite qu’elle soit, sera dit un paralléle-
pipede extréme pour &, m, . I faut, par conséquent, qu'un parallé-
Iépipede extréme admette au moins un point du réseau sur chacune
des faces et non situé sur les arétes.

En vertu d’un théoréme que jai énoneé, pour la premiere fois, dans
le Bulletin des Sciences mathématiques, janvier 1893 (Lettre o M. Her-
mite), dans un (p, o, 7) libre, on a toujours

pot A,

¢’est-a-dive qu'un (p, o, 7), pour lequel goz == A, doit toujours conte-
nir, outre 'origine, d’autres points du réseau on bien compris i 'in-
téricur ou bien situés sur les limites [ormees par encadrement de
ce parallélépipede. Ces circonstances nous permettent de trouver un
(p» g, 7) extréme.

2. Je désignerai, dans ce qui suit, une substitution lin¢aive par la
notation qui consiste, sans écrire les variables, a indiquer simplement
le systeme quadratique de ses coefficients; les lignes horizontales cop-
respondent ainsi 4 chaque équation, et Pon entendra de méme, par
cette notation, un systeme de formes linéaires, aussi bien qu'une sub-
stitution linéaire.

Pour éviter quelques complications dont la discussion exigerait plus
de place, mais ne présenterait aucune difficulté, je supposerai doré-
navant qu'aucune des trois formes £, v, { ne s annule pour des valeurs
enticres de x, y, z autres que o, o, o.

Nous pouvons alors énoncer les propositions suivantes :

Lorsque (a, g, 1) est un parallélépipéde cxtréme pour &, v, ¢, on aura
loujours :

(1) agl << A;

(a, g,1) contient exactement un point du réseau sur chaque face ¢t ces
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points du réseau ont des coordonnées égales et de signes contraires pour
les faces a I opposite les unes des autres.
On peut alors, et cela d’une seule maniére, trouver trois points du réseau

ryos, by, s, st
sur trois faces rion opposées
t=ea, n=¢'g, t=¢"l,
tels que
gele' =1

et tels que, lorsque le systéme €%, €' v, €”C est transformé par Ueffet de

rortot a« b Ee¢
P=|s s en O=| £/ g =£h]|
A fualy B Y S

les grandeurs a, b, ¢, f, g, h, j, k, | sotent toutes positives, leurs signes
élant représentes par un des six systémes suivants :

I I I v, V. VI
B T, ) [ Sy pip——
e s i e o B e e e e S e
— =t | = =+ = = k| = =

Le déterminant de P sera, dans les cas 1-V, égal a 1, et dans le cas VI
restant égal a zéro, et l'on aura

(2) a>b, a>c; g>h, g>f; >/, I>1;

et de plus, dans les cas indiques ci-dessous par leurs numéros d’ordre, on
aura les condilions suivantes :

I. 1. 1.
b+c>a, h+f>g, JA >,
f>h ou y>k k>j ou b>c¢ c>b ou h>f
Iv. V. VI
b>coulb>fouy>k|c>bouf>honk>j|bt+ec=a h+f=g j+k=L
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Parmi les deux ou trois conditions qui sont séparées ci-dessus par
le mot ow, une au moins a licu chaque fois.

Je dirai que (a, g, £), dans les cas 1=V, est de premicre espees dans
le cas VI, de dewxieme cspice. La substitution P qui, de son eoté,
détermine completement (a, g, £), sera dite une substitution appar-
tenant A &, 1, C.

Lorsqu'une substitution V& cocfficients cnliers, a deternanant v, st
de telle nature qu'elle transforme €5, 1, %, les signes &, &, & étant
convenablement chotsis, en un systéme © qui remplit une des conditions
des cas 1-V précédents, cette substitution V est towjours une substitution
appartenant & &, 71, C.

3. Formons pour un (@, g, 1) extréme les systemes P et @, Si Ponoa
b > ¢, on trouve en (b, g, {) le point du véseau »/, ', £ sur le contour

d'une £ — et d'une 7 — face et le point 27, &, " i Vintéricur 4"une

C— face. Il fautalors que (/}, o {), en vertn du théoreme exprimé par

Péquation (1), contienne un certain (b, g,,[) extréme avee nn para-
metre g, > g, et ce dernier parallélépipede sera, entre tous les (ay, g, /)
extrémes possibles ot g~ gy 1y Let ol lon a a,-= a, celui ayvant le plus
grand paramctre a,. Lorsque b<Ze, cetle propri¢té se transporte i
un certain (¢, g, 4, ), ({,>1) extréme. Ce parallélepiptde déterming,
dans 'un de ces cas (b, g, ), dans Vautre (e, g, 4y), je le nomme e
¢ —wvoisin de (a, g, (). 1t pour ce £ — voisin, on pent encore former
le £ — voisin et ainsi de suite ad inf. On obtient évidemment de eette
facon des parallélépiptdes extrémes, tous différents entre enx.

D’une maniere tout analogue, on peut définir un 7 — voisin et un
C—voisin de (a, g,{); ot (a, g, ) lui-méme sera, selon que b > ¢ ou
que b <Ze, le ny — voisin ou bien le £ — voisin de son & — voisin.

On peut maintenant démontrer le théoréme fondamental suivant :

SeLon prend pour point de départ un parallélépipéde cxtréme pour %,
7, €, la formation successive de tous les voisins fournit alors la totalite
des parallélepipédes extrémes qui existent pour s, 1, C.

Soient, en effet, deux parallélépipedes extrémes quelconqgues donnés
(a, g.1) et (ay, go,7,)5 comme aucun d’eux ne peut étre contenu dans
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I’autre, il existe en chacun d’eux au moins un paramétre plus grand
que dans 'autre; supposons donc, par exemple, a>a,, g<< gy, {Z4,-
Les deux parallélépipedes ont alors en commun Il = («,, g, /). On for-
mera ensuite le systeme P pour (a, g,/); le point 7, &, ¢, dont les
coordonnées y forment la seconde colonne, ne peut étre situé a I'inté-
ricur de (@, go,4,), €t on a par suite b2 «,. Maintenant, lorsque
b>c ou lorsque b<c et en méme temps (<[, le £ — voisin de
(@, g,0) qui est alors de la forme (&, g,,4), (g.>g) ou de la forme
(¢, g,0), ({,>1) a en commun avec (a,, g,,{,) un parallélépipede 1L,
qui contient 11 et se révéle comme plus grand que ce dernier. Mais si b < ¢
et si, en méme temps, on a [ =/, le £ — voisin de (@, g,{), qui alors
est de forme (e, g, (), ({,>1), a, il est vrai, sculement II en commun
avec (a,, g, ,), mais comme U'on aalors ¢ > a,, g < g, {, > {,, il aura
certainement, en suivant la méthode du cas précédent, en commun avee
le n — voisin de (a,, gy, £,), un pavallélépipede I, gui contient I et qui
se révéle comme plus grand que ce dernier. Les deux parallélépipedes qui
nous amenent en chacun des cas considérés au parallélépipede désigné
par II, peuvent maintenant étre identiques; s’il en élait autrement, on
opérerait sur eux comme sur les deux dont nous sommes partis, et ainsi
de suite. Or, en vertu de la proposition exprimée par la formule (1),
chaque parallélépipede extréme qui contient IE doit étre situé intéricu-
rement & (;A—[, 7%, Z?;), pour les trois parametres de I, 1I,, ..., on a
par suite seulement & prendre en considération un nombre fini de
valeurs, et une succession finie d’opérations telles qu’on vient de les
décrire devra fournir une liaison compléete entre (@, g,70) et (a,, g, {,)
par 'entremise de voisins.

Ainsi tous les (a, g, 1) extrémes pour %, v, { forment une cuawe bien
détermince; & chaque terme s accrochent pour ainsi dire ses trois voi-
sins, el celle circonstance revéle une filiation bien précise entre tous les
termes.

Les voisins d’'un (a, g, 1) de deuzxiéme espéce sont toujours tous les
trots de premicre espéce, d’ott 'on conclut qu’il y aura certainement
des extrémes de premicre espece.

Pour former toute la chaine des extrémes appartenant i &, 1, {, on

Ann. de I’ Le. Normale. 3°Série. Tome X1I1. — Fivrier 1806, 7
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prendra donc pour point de départ un terme de premitre espece, ef

Pon n’a plus besoin alors que d’un algorithme, a 'aide duquel on pas-

sera d'un extréme de premitre espice (@, g, () hun voisin quelconque,

et, dans le cas ou ce dernier serait de deuxieme espece, d'un autre

algorithme qui nous conduira directement aux voisins de ce voisin.
On formera les systemes P et @ pour («, g, [), et soit alors

A K )
B G K
¢ 0 L

le systéme adjoint de @, que 'on désignera symboliquement par &b .
Il suffira de considérer le & — voisin de (a, g, {), et cela, de plus, sous
Phypothese b > ¢, car tous les cas possibles dérivent de ce cas i aide
des permutations appropriées de &, v, ¢, en observant que dang @, non
seulement les lignes horizontales, mais encore les lignes verticales sont
individuellement adjointes aux formes &, 1, €.

ALGORITHME RELATIF AU ¢~ VOISIN.

(Foir Vexplication qui suit & la fin do la page suivante.)
Cas Il ¢t cas V.

Le signe supéricur est relatif au cas II, le signe inféricur au cas V.

. = H
[—F] =M, [14,I[J =N, = bM — eN == u, o KM IN ey

m. n. .

(1) u<<e, v >k M- N 1 b

(2) u<b—c¢, p <0 M N1 i
(3,4) w<b, mais ni (1), ni(2) M N

3y v¢>o0 o 1

(4) v<o ot

(5) u>b, Y>>0 M N =1 “+ 1

(6) uzb, p <0 M 1 N —
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; o =23 o =d, =0, -+1I,
| =6 = om
i o —on 1 o=-1, I; 6=-—1, IV
Cas I
(1) ) >k:
o —I1 —+, A+, 3
I I 0
) 0 I v
(2) j<Fk:
o 1 & -+, T T
I —_—1 O
0O —1 —I I
Cas I11.
(1)y a+c<2b:
o I O ] =y Ty
I 1 o)
0 1 i II.
Cas 1V.
(1) a<lab, [<h, j+kZ!:
o —I o -+, A + 5
1 I o}
0 0 1 1I

Cas 1l (2) et cas 1V (2).

Les conditions (1) des deux derniers cas ne sont pas alors remplies.
Ici et dans le Tableau suivant, les signes supérieurs sont relatifs au
cas III, les signes inférieurs au cas IV.

s} 6 0 P i
| i

o D=1 T VI.

Voici comment on obtient, lorsque & > ¢, le £ — voisin de (a, g, {),
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r

a I'aide de Palgorithme du Tableau précédent. Dans ce Tablean, il est
d’abord indiqué chaque fois lequel des cas 1-V du n® 2 se vapporte au
systeme @. Les crochets [ | désignent le symbole connu : plus grand
entier contenu dans.... La substitution, qui est inserite ensuite dans
le Tableau, est chaque fois celle par laquelle P doit étre multiplice
(composée), & droile pour obtenir la substitution appartenant au
£ — voisin. Les trois unités, inscrites & droite de la substitution, sont
les quotients des unités ¢, €, €, relatives au £ voisin el i («, g, /).

Le chiffre, en caracteres romains, au-dessous de ces derniires, nous
indique celle des six combinaisons du n® 2 qui se présentera pour le
£ — voisin.

Le £ — voisin sera donc de deuxieme espice, sculement dans les
deux derniers cas du Tableau I (2) et IV (2); maintenant [a regle,
pour passer directement aux voising du & — voisin, est indiquée par
le Tableau qui suit. Les substitutions inscrites, les unités qui sont i
leur droite et les chiffres romains au-dessous de ces dernivres ont
méme signification pour le parallélepipede que on cherche a déter
miner ici, que les désignations analogues de la page 51 pour le %
voisin. Quant & m, n, 8, le Tableau du premicr cas doit aussi étre
employé dans les cas suivants.

ALGORITHME RELATIF AU & — VOISIN DU £ -- VOISIN.

-

(1yb—c>c:

- l = M, I .:,I':. (i ‘” l N

. .u I(’ »
(0= c)M ~ ¢N = u, o b (e M e UN
b ¢ onu, ¢, o foon g,

m, n, o,
(1) wu<u, g M- N -1 bt
(2)  w=<u, O U M N 41 —
(3) . w=u, ¢ 0 M N 1 b 1
(4) w<u, g <0 M N f 1
(5)  w>u, 0 <0 M 41 N1 -
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o =4 ) +=1, —0, =93
— — dm o
+=1 =d(m—n) =6 o0=-+1, V; 0 =—1y, II.
(2) b —c<c:
+=K 4 =K
[M J-*-—E:IZM, I ]t:N;
a—cM-—(b—c)N=u, = f4- M — (g + A)N = ¢;
c=u’, O—c=1u, fo = ¢'.
o =9 +r, —0J, Z=d;
— 0 —on
=1 =8 |md(m—n) 0=-+1, 1V; 0m==—1, Il

Le 7 — voisiy pu & — voisiN kst (@, g, ) LUI-MEME.

ALGORITHME RELATIF AU ¢ — VOISIN DU £ — VOISIN.

() k<l—Fk:

[:::[E] =M, [ﬂiill;ﬂ_ = N
J— =M — kN = u, — &4 (O~ )M — ON = p;
l— k= u", k=u', O — ¢ = ¢,
o =0 o =0, —0, k=13
6 —0(m—n) —1
o) +=dm ol 0 ==—-1, IV; §=-1, [.
(2) bk>1—Fk:
= 15} 18] o=, e, e
(2)y J>Fk: 0 1 1
il e sl B 1.
(2)y J<<k:
s | (8] O y ——y b3
Dansle cas III, (2) | —~1 —1 1
1 10 V.
¥ o 0 “+ y H
Dans le cas IV, (2) 0 =1 1
o 1 0 V.
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4. Soitun corps 0 de nombres réels algébriques du troisitme degré,
dont les corps conjugués ', 0” sont également réels et dont, par suite,
le discriminant D est positgf. Soient a, f§, y rois nombres entiers du
corps 0, de telle nature que, pour les valeurs de 2, y, z qui sont
des nombres entiers, la forme & - ax + By -+ vz représente tous les
nombres entiers du corps 05 et soient n==%, L £ les formes con-
juguées de 5 dans les corps 07, 0. B

Le déterminant de &, 7, € est alors D et la valeur de cette racine
peut étre prise avec le signe positif, car ——a, -, — v peuvent rem-
placer o, B, y. Le produit &n == Nm¥ est une forme i coefficients tous
nombres rationnels entiers ¢t son discriminant est D. Si 'on opere sur
cetle forme une substitution P de la chaine appartenant 4 §, 7, 7, on
obtient une forme ¢ encore a coefficients nombres rationnels entiers,
de discriminant D ou bien zéro, selon que le déterminant de P oest
lui-méme égal & 1 ou & zéro. On obtient alors, en vertu des inéga-
lites (1) et (2) du n°® 2, certaines limites supéricures pour les valeurs
absolues de tous les coefficients de o, limites qui ne dépendent que
de D. Par conséquent, on déduit de Nmé a laide de toutes les substitu-
tions P en nombre infini, un nombre seulement fini de formes distinetes 7.

Par une wnité du corps 0, nous entendrons un nombre entier du
corps 0 dont la norme est 1.

Soient alors P ¢t Q deux substitutions différentes de la chaine rela-
tive a £, 7, {, qui transforment &, v, € en une seule et méme forme 7.
L'opération P transformera £, v, €, par exemple en E, H, Z; alors Q
devra transformer &, «, {en ces mémes formes 2, H, Z, saul adjone-
tion de facteurs; et, en ayant égard aux inégalités (2), n® 2, on recon-
nait encore qu'il ne peut non plus se présenter de changement dans
Uordre successif des formes, en sorte que effet de la substitution Q
sera de transformer &, v, { en leur ordre en o=, o'H, »"Z. On voit
alors que v, o', ©” sont des nombres conjugués des corps 0, 07, 0" et
que l'on a ww'o’=1. Le facteur w représentera donc une unité
pourvu que ce dit nombre soit un nombre algébrique entier.

Or, ce scra toujours le cas lorsque P et Q ont un déterminant égal
a 1. En cffet, Popération QP~* transforme le systeme £, 7, { en w, ',
o’ et, par suite, B désignant la substitution identique et o un para-
metre indéterminé, &, v, { sont transformés par U'opération QP — wl
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(nous faisons ici usage d’une notation symbolique connue) en
(0 —w)E, (o'—w)n, (0"—w){; par conséquent, le déterminant
de QP~' — wE est égal & (0 — w) (' — w) (w"— w) et cette derniere
relation nous fait voir que w est un nombre entier.

Pour obtenir deux substitutions distinctes P et Q & déterminant 1,
qui transforment Nm& en une seule et méme forme ¢, on pourra, par
exemple, se servir d’une suite de parallélépipedes extrémes suf-
fisamment prolongée, chaque parallélépipede de la suite étant le
¢ — voisin du précédent. Ceci, il est clair, met en évidence une unité
pour laquelle les nombres w, o, ®” sont, en valeur absolue, le pre-
mier <1, le second et le troisieme > 1. On peut, d’'une maniere ana-
logue, trouver une unité pour laquelle, en valeur absolue, le second
de ces nombres soit <1, le troisitme et le premier > 1, ou le troi-
sieme <1, le premier et le second >1. Il est clair qu’entre trois
pareilles unités, deux sont toujours indépendantes, ¢’cst-a-dire qu’elles
ne peuvent étre représentées comme puissances d’une seule et méme
unité.

Par I'opération d’une substitution O i coefficients entiers et & déter-
minantt, le réseau est toujours transformé en lui-méme et un parallé-
lépipede extréme correspondant a une substitution P se transforme
en un extréme correspondant a la substitution O~'P, extréme qui, du
reste, ne doit pas appartenir & la méme chaine.

D’autre part, » désignant un nombre entier quelconque du corps 0,
il y aura toujours une certaine substitution O & coefficients entiers
qui transforme £ en w&; la méme substitution remplace » par o7
et { par 0”C et, par suite, le déterminant de O est égal A wo'w”,
¢’est-a-dire égal & 1, pourvu que w représente une unité. On reconnait
maintenant que :

(A, @, v) étant un parallélépipéde extréme pour &, .'q, C: P dési-
grant la substitution qui lui appartient, » une unité quelconque du
corps 0, et O la substitution a coefficients entiers qui transforme & en 0%,
<I%ﬂ; l—(’:——',—l: l—g—,,~1> sera toujours ausst un parallélépipéde extréme pour
5, n, §; la substitution qui lut appartient sera O~'P et cette derniére
transformera Nm& en la méme forme ¢ que la substitution P.
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Deux parallélépipides extrémes, ayant entre eux une relation telle
que nous venons de Uexposer, peuvent étre dits dyuivalents.

Ces principes nous conduisent au procédé suivant pour obtenir
toutes les unités du corps 0. On prendra pour point de départ un paral-
lélépipede extréme pour &, 1, §, on établira sa forme corvespondante 7,
on formera un voisin, puis, pour celui-ci, on établira la forme 2 qui
lui correspond et I'on continuera cette recherche des voising et des
formes qui leur correspondent aussi longtemps que cela peut se faire,
en évitant toujours de tomber sur deux parallélépipedes extrémes de
premitre espece, possédant une méme forme ¢, et ayant déji dans la
série deux voisins de méme désignation. Ce procédé prendrea fin néees-
sairement ¢t fournit un nombre limité de parall¢lépipides extrémes
auxquels on peut alors donner le nom d'une série fondumentale pour
la chaine correspondant 4 €, 7, €.

Main(enant, pour chaque couple parmi les pavallelépipedes obtenns
(A, @, v), auxquels correspond la méme forme g, on formera le quotient
de leurs parametres A. Si ce quotient est un nombre enticr, il repre-
sente, alfecté d'un signe convenablement choisi, une unité du corps.
On obtient ainsi un nombre fini d’unités, a 'aide desquelles on expri-
mera, par les opérations de la multiplication et de la division, toutes
les unités contenues dans le corps 0.

[l doit certainement, d’apres ce qui précede, se trouver parmi celles-
ci deux unités indépendantes, et 'on peut toujours facilement obtenir
deux parcilles unités, dont toutes les autres dérvivent par multiplica-
tion et division.

Lalgorithme que nous avons exposé, appliqué a la recherche des
unités d’un corps cubique a discriminant positif, est tout i fait ana-
logue & la résolution de I'équation de Pell, & I'aide de la formation
d’une période de formes quadratiques binaires indéfinies réduites
d’apres la méthode de Gauss.

Quant & I'étude des corps cubiques & discriminant négatif, je n’y
entrerai pas en cette occasion.

Le corps cubique 0 le plus simple (') est déterminé par 2 cos AT,

(") M. L. Charve, parmi d'autrcs exemples, a traité celui-ci dang son Mémoire De ln
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2T oy 4

6 . .
S=2c0s—, ¥ =208 3= 20c08— sont trois nombres algé-

>
. 7., .7, g
briques conjugués entiers, ils ont approximativement pour valeur

= [/}

—1,25, S/ == — 0,45, S == - 1,80

[y

et sont les racines de I’équation
F+Tr—2T—1=o0.

Le discriminant de cette équation est égal a 49, partantcarré parfait;
0 est donc un corps abelien. On a

d’or résultent les relations

Q

[ [ > B
=gt 2, 3 — =T,

LS

ainsi que celles que ’on en tire par permutation cyclique de 7, ¥, 57,
Nous pouvons maintenant poser

o« B, y=m—1, —3F —3F%

alors les coefficients de &, 0, { sont

—1  —1,2D —1,bh]
—1 0,45  —0,20
—1 1,80 —3,25

Ensuite — &, — 7, { sont transformées par 'effet de

o 1 1
P=1|1 o) 0
0 0 —1
en
1,25 1 —0,5) Z I 1 32 |
O = —0,45 1 0,80 | == =’ i 11— 2
1,80 —1 2,95 — T - — T

réduction des formes ternaires quadratiques positives et de son application aur irration-
nelles du troisiéme degré (Annales de I’ Ecole Normale supérieure, 2* séric, Supplément
au Tome IX).

Ann. de UEe. Normale. 3* Série. Tome XI1l. — Févaigr 18¢6. 8
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Ce systeme @ satisfait aux conditions IV du n® 2, et par suite

(Zy 1, — 1=~ Ty oo (W)
est un parallélépiptde extréme relatif i 0, L, ot Poest Ta substitution
qui lui corresponds alors Popération P transforme 2l en
Q@ mm— e Y Sty e o pE S o st byt e yEt e Gt

Le fait que cette forme o reste invariable pour les permutations
eyeliques de 2, y, = met en évidence que O est un corps abélien. On
reconnait que c'est la une propricié caractéristique relative @ toutes les
chatnes formées d'une maniere analogue dans les corps abeélicns.

Pour déterminer le & —, le n— et le T~ voisin de (@), il faut
appliquer chaque fois Ta méme regle [ici la regle dueas IV, (2)], en
sorte que ces voisins seront (ous de deuxicme espeee. On tive ainsi
de @

/e -
1 0,0 0,00

L L 1 1,80 0,80 1,
- ] 1,90 Gyl
20 0,00 = 0,70
” - -

. 0,15 0,80 0,00 |,
1,80 9,00 1,05
2,90 v | 1,9

L 0,05 I o0 |
e (1y 8O ] 1,80

et g est translormeée par ces trois substitutions chaque fois en L méme
forme

oo 8y 4 ] L e % 2 4
o e P e S BB Y e Y5 Sl e eyt 0 st n? gy,

(qui a pour discriminant zéro.

Les parambtres de 5 dans les parallélépipedes extrémes correspon-
dants (W), (W), (W) sont 1, Z, 1473, et comme les quotients de
ces grandeurs sont des nombres enticrs, ces parallélépipides sont
équivalents.
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Maintenant, inversement, (®) estle n —, { —, & — voisin de (¥),
(W), (W), et par suite tous les voisins de ces trois dernicrs sont des
parallélépipedes équivalents & (@). Ainsiavee (@), (W), (U7), (W),
nous avons déja trouvé une série fondamentale pour la chaine appar-
tenant 2 £, m, {, et nous sommes parvenus a ce résultat; les unités

=

— I ~n, —1—73 -
- = — e TR

T3 ’

[a

355" =1, fournissent par leurs puissances et par les produits de ces
puissances toutes les unités du corps 0.
A ces unités du corps 0 correspondent les transformations

1

oW

, qui sont encore liées par la relation

1§ 1 -1 0 0 1 —1 —I 0
1 0 o |, 0o —1 —I |, —1 0 1
—1 0 —1 I —1 0 0 1 O

de la forme 2 en elle-méme.

Avee de legeres modifications, les propositions des n® 2, 3 peuvent
s'étendre & de pareilles formes lincaires, qui peuvent représenter
ationnellement zéro. Pour trois formes du type particulier

xA-ay --bs, y--cs, s,
(1, 1, 1) est évidemment toujours un parallélépipede extréme, ce qui
nous fournit un point de départ parfaitement déterminé pour la chaine
qui correspond aux formes. Des théoremes qui ont été établis, on con-
clut aisément, o, 3, v; £, 7, Cayant les désignations dont on vient de
faire usage pour le corps cubique 0, que foute substitution P de la
chaine appartenant & %, 7, {, pour un parall¢lépipede (A, p, v) de la-
quelle les quoticents (;'7 [—j surpassent certaines grandeuars, doit aussi se

présenter dans la chaine appartenant aux formes

I . Gl ol
X~ .Ij y - /_ :' -V e ?/___j__/ 3,
o o g s — o'

Le théoreme qui, dans la théorie de deux formes linéaires, corres-
pond i celui-ci est précisément le théoreme de Lagrange, que, pour
un nombre irrationnel quadratique réel, le développement ordinaire
en fraction continue est périodique.
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Tai intention de veveniv sur 'étude de trois formes du type

T R A TN

a et b désignant deux grandeurs véelles queleongques, et de donner en
eetle oceasion une anlre généralisation beaucoup plus remarquable de
ce célebre théoreme de Lagrange.

Kanigshereg, le o5 oelobre 181,



