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&ENERALISATION
DE LA

DES
PAR M. HERMANN MINKOWSÏ0,

i» B 0 F E 8 S :E li II A ï/ U N Ï V E ï\ S 1 T É I) E K OÏ3 N t G S U E H G.

Traduit par M. Léonce LAUGEL.

L'étude des théorèmes donnés par ' M. Hermile dans les Tomes X,L,
X.Lf, XLVIl du Journal de Grelle m'a condu i t à quelques ^'énéralisti-
t ions de la Théorie des '(raclions con t inues , que f exposerai l)r ievement:
con'iine i l . suiL

!.

Je-m^ccuperai en premier l ieu de l 'approximation avec laquel le on
peut évaluer une grandeur réelle unique à l 'a ide de f ract ions r a t ion -
nelles.

Soitû une quant i té quelconque ^ï qui peut aussi être égale à +-x-;
il ne f a u t pas qu'elle soit un nombre entier . Pour une grandeur
réelle a, q u i n'est ni un nombre entier ni la m o i t i é d 'un nombre
entier , on peut déterminer une sui te de nombres entiers

p^ ( j n (n=o, T, ̂  . . .)

de la manière suivante :
En premier l i eu , soionl. p^ == ï , q^ ==0; soitYo le nombre -entier le

plus rapproché de a, et/^ ==/^ y^ == ï. Désignons ensui tCy pour nï .s
et tant que /^— ay^o, par s^ les i^ne de .̂ .̂̂ -̂ ^ quotient dontpu ^•^ ft,

/tnn, de i' É€. /Vormaif, 3e Série. TorrKi XHI. — FjÉviUHn îHffi.' 0
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la va leur absolue sera désignée par <^4-^, c,, é tant , un nombre
entier et r,, sa t i s fa i san t a la cond i t ion o^^^O; posons e n s u i t e
^ = = ^ — £ ^ 2 — 1 et posons, lorsque r ^ = = o , f,,^c,^ mais lorsque
^>o,

fn '""^ ^ ou h ion

^ --i- f ,

suivant que l 'on a

(s^+^-ï , 7: | 4^,,̂.,,̂ ^ <„ ^,^ ,̂̂ ^
^^4-, (»„ .„ . „ ï ^ ^ ,„, ,(A) ^^ . ^

et en fin
Pn.-M'^fnpn— $///^.. ̂

y/,4.1 ==/,/ ^— &,/ </,/.-,„(..

Ceci posé, on aura
^-/•.„.,.,.„.Ê^,,
^ ' • 1 - / 0 ^,^.

/» ^/^ -
J H ' - ï ll"l"-il""" :••^1" !•1"1

J fî

Je dis alors que la suite des nombres/^ ^ jouit, des pro(>fi<-.(/.s sui.
vantes :

i ° Lorsque a est rationnel, cotto scrie prend fin ;• n» indice ^ nour
lequel on a '

/'•/::^.
2° I/on a ' ' ' '

0 < yi < ^2 <.....

3° Les nombres^, ̂  sont toujours premiers entre cm et l'on a

Pn y/t+l -- q,t pn^ :=.: fî/, =: î, ...£„.

/'l" Si l'on pose /„ ;--. w et pour nî i

\P,^- aq,^ )»4- /,,y',î,.., :..:::= |/,,- «y, 1«.(.. /,.^='l^

/o. ̂ . < 2 , . . . etT,, T,. ... sont des suites de nombres toujours décrois-
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sants et qui convergent vers zéro, lorsque a est irrationnel. Dép lus ,
on aura

lV+l>)[T < - v ""/-' ,/7~J a = 7=——;—— , \ ^ 11 V ' " •r-r/ ^r "'l^'-1-^
Si a est ra t ionnel , on posera encore

^4.1 = o.

5° Si l'on désigne par t une grandeur que lconque posi t ive qui. w
fa i t pas partie clé la suite t^ t^ t^ . . . , et si ^>^>^,-M, et si F cm
désigne encore par x, y un système de nonabres entiers d i ( Ïeren(s de
o, o, de/^, q,, et de — p^ — y/^ on a toujours

| ̂  _ ajl12^ ^ [ y ̂ > \ pn- ̂  l^-t" ^ 1 </. !"<

6° Lorsque a est i r ra t ionnel et racine d 'une équat ion du second
degré à coefficients rationnels, il existe un indice / et un nombre a
tels que , à par t i r de n == /, on aura toujours

fn :::::: fn~^\l. 9 £ n +1 '=: £ n + î, -)" [J, •»

De ces propositions les cas suivants sont les plus remarquables :
1 : d === co. — Pour n ^ ï , on aura toujours

Jn := G/iy $//,4<-1 ::=::: —— l y

et les quotients 7^? ;?2? • • * sont les réduites du développement ordi-
nai re de a en fraction cont inue, seulement la première de ces réduites
ne s'y trouve pas lorsque l'excès de a sur le plus grand nombre en t i e r
contenu dans a est ^>j;.

2 : û === 2. — Les inégalités (A) prendront ic i la forme

r . . f a .y,/ "h fou bien • .•--..•-.--—-.-- ,r,, ^ a,, 4" ^

et alors, en vertu de la propriété 5°, on renconire un déve loppement
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en fraction continiMi q u i s'est présenté ii M, IIermile, a la p^ge 19^
Tome XLI, du Journal de Crelle.

3:û=i , — Les inégal i tés (A) dev iennenf .

' ' > }-r ••+• -:- un j ) icï t > '̂• // •'•'fl . |
On a alors

'v,,-^ï,i.
Ici le signe égal ne peut se in'éscnlor que hippie » est (ic (;i f'ornif

a'Qî -' (Q>")> I*, Q ('tant tics nombres (•nti(*rs st»ns diviseur <-«fu-
mun, et alors l'égalité T/.= ̂  n';> lieu ([lui pour «ti seul ««.lie.- /, (,<.l
que^=^<it^,<Q<^.

On reconnaît donc que l'on aura toujours

!'» „
'y»

--' . . .
" a y',

Si A désigne encore une grandeur réelle qiielfiolXluc, il existec.i .-111
inouïs un système de nombres entiers X, Y, défini par

X-.,< ^ < X , , ,

Y-.<-^<V,,,

pour lequel le second système

^-•^//-....iX "h/^'Y,

satisfait à l 'mégalité
\^-^y-h\^Uy\^^

^ Lorsque aucune des équations x^ay^^ ̂  f^ ̂ ^^^../,^
n es resolableen nombres entiers ̂  y, il exiate donc um i^oit.d
nombres entiers différents^ y, pour imqn^ On a ' '" '

j^o, l.y .^ar —h\ <".,..,..„...L,,1.
1 1 1 1 1 1 1 1 " , ^Ijl
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M. Hermite a énoncé ce théorème à la page i5 du tome LXXXVIII
du Journal de Crelle, en donnan t pour la limite la valeur n u m é r i q u e
moins précise \1-^-, au lieu de {.

II.

Je vais maintenant considérer l 'expression suivante

1^ I?'.,. ̂
p (7 r

où ^ T], *( sont trois formes l inéaires à trois variables x, y, 5, a coeffi-
cients tous réels et à dé te rminant A dii ïerent de zéro, p, a-, T dési-
gnant des paramètres pos i t i f s . Comme on peut tou t aussi b ien envi -
sager le système — £;, — T], —C, supposons A>o. "Relativement à
cette expression y, on peut faire l 'application des mêmes p r inc ipes
qui m'ont condu i t aux proposi t ions que j ' a i énoncées au § I11.

Interprétons x , y , z comme les coordonnées cartésiennes ( p a r
exemple rectangulaires) des poin ts de l'espace. La cond i t ion ^ < ! ,
tant que 0 a une valeur ^ i , déf in i t chaque f o i s un corps conçexe;
par exemple, pour û = ï , un ociaêdre; pour û = = 2 , un ellipsoïde;
pour 0==co, un parallélépipède, dont la surface d'encadreniont est
formée par les six plans

£=±:p, ^=±0", Ç=:±T.

Ce parallélépipède, je le nommerai pour abréger un (p, cr, ^), et les
trois couples de plans qui en forment l 'encadrement seront dits ses
$ — » y; — , ^ — faces.

Dans le § 1 précédent le développement ordinaire en fraction con-
tinue se présentait précisément pour û == OD.

Je vais donc, dans ce qui suit, m'en teni r à ce cas.

1. Le système de tous les points x , y , z, dont les coordonnées sont
des nombres entiers, je le nommerai un réseau, et chacun de ses points
sera dit un point du, réseau. Une subst i tut ion

••r==-^% j =:-.-..... y\ s =:-.. ̂
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transforme le réseau en lu i -même, et p rodu i t le mémo edet sur chaque
(p, a-, r). Je dirai q u ^ u n (p, (T, ^) est libre, lorsque dans son intérieur
il n'admet aucun point du réseau, ou t re l 'or ig ine , lin (p, cr, T) l ibre ,
qui perd cette propriété dans tous les cas ou l ' u n de ses paramètres
éprouve une augmentat ion si, petite qu'elle soit, sera d i l . un pa ra l l é l é -
pipède extrême pour !;, TJ, C II faut , par conséquen t , q u ' u n para l lé -
lépipède extrême admette au moins un po in t du réseau sur chacune
des faces et non situé sur les arêtes.

En vertu d'un théorème que j 'ai énoncé, pour la première f o i s » dans
le Bulletin des Sciences mathémalù/ues, j a n v i e r |H()3 (Lettre a M. lier"
mite), dans un (p, a, r) libre, on a toujours

PCTT^A,

c'est-à-dire qu 'un (p, a, r), pour lequel pcn .̂  A» doi t toujours conte-
n i r , outre l 'origine, d 'autres poinis du réseau ou bien compris il F in"
tér ieur ou bien situés sur les l imi tes formées par F en cadre n ien t de
ce parallélépipède. Ces circonstances nous permeUcnt de t rouver un
(p, cr, r) extrême-

2. Je désignerai, dans ce qui sui t , -une s u b s t i t u t i o n l i néa i r e par îa
notation qui consiste^ sans écrire les variable^ à i n d i q u e r s implement
le système quadrat ique de ses coefficients; les ligues b o r i x o n t a I e H cor-
respondent ainsi à chaque équa t ion , et l 'on entendra de même, par
cette notation, un système de (ormes l inéaires , aussi b ien qu /une sub-
s t i tu t ion l inéa i re .

Pour éviter quelques compl ica t ions don t , la discussion exigerai t p lun
de place, mais ne présenterait aucune d i f f i cu l t é , je supposerai doré-
navant ([^aucune des trois/ormes ^ T), Ç ne /annule pour des mteurs
entières de ̂ y, z autres que a, o, o,

Nous pouvons alors énoncer les proposition® suivantes î
Lorsque (a, g, l) e$t un parallélépipède fixtrême'pûur î;, yj, î^ on dura

toujours ! ' * ! ! ! . . ,

( r) ! ! , a^<A;

(a, g, l ) contient exactement un point du réseau sur chaque face el c^



GÉNÉÏULÏSmôN DE LA THÉORIE DES FRACTIONS CÔNTîNtTES. 47

points du réseau ont des coordonnées égales et de signes contraires pour
les faces à V opposite les unes des autres.

On peut alors, et cela à9 une seule manière, trouver trois points du réseau

/•, S, t; /", S ' , 6'; /
,./ j ff. ,.n jf fii

, 0 , 6 , / , A , i

sur trou faces non opposées

^=Ê(^ ri-=.Z'g, Çrr:^/,
tels que

et tels que, lorsque le système &^, £'Y), e'̂ C est transformé par l'effet de

r /" r "
P= s s ' s"

1 r 1"
en

a ± b ± c
<D= ±f

les grandeurs a, b, c,f, g, A, /, k, l soient toutes positives y leurs signes
étant représentés par un des six systèmes suiwnts :

i.

4" 4- 4-
i—, ...̂  —-

— — +

ir.

+ ^ ^
4- + 4-
— — -(-.

ÎII.

+ "1"- —
, ,.i

"h- +• +

IV.

4~ 4- —
— 4- 4-
4- — 4-

V.

+ — +
1 ««L- M-M.T "T^ "̂̂

— -}- 4-

VI.

^i ^^ ^

— + —
L."~~ '" f^

Le déterminant clé P sera, dans les cas 1 -V, égal à s , et dans le cas VI
restant égal à zéro, et l'on aura

(2 ) a>b, a>c; S>h^ ê'>fï ! .̂A ^^î

c^ de plus, dans les cas indiques ci-dessous par leurs numéros d'ordre, on
aura les conditions suivantes :

HL

b 4- c > a,
/>A ou y > / « -

ï,v.

A4-/>^
/' >y ou ^ > c

j ^ k > l ,
€ > ^ OU //, >/

VI.

6 > c ou A > / ou y" > k c > ^ o u / > A ou,, k >y <?/ 4- c == a, /i ~(- / = ̂ , y '-h /• := /.
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Parmi les deux on trois cond i t ions q u i sont séparées ci-dessus par
le mot ou, u n e au moins a l i e u chaque fois»

Je dirai, que (a, '̂, /), dans les cas I "V , est de première espèce; dans
le cas VI , de deuxième espèce. La s u h s f . i l u t i o n P q u i , de son côté ,
détermine complètement (a, ^,/) , sera d i t e une subs t i tu t ion appur-
tenant à S;, Y], ^

Lorsc/uune sulïStUution P à coefficients entiers, à déler/nifianf î » ̂ /
de lelle nature quelle transforme G.^ sfr^ C^, les ^l^/n^ s, s\ s:" étant
convenablement choisis, en un système ̂  (fui remplit une des conditions
des cas I"V précédents, cette substitution P e^t l ou/ours une suhHtilïalon
appartenant à ̂ , TJ, *(-

3.1 Formons pour nn (a, g , l " ) oxlrême les gystmries P et <I^ Si l\m a
^>c, on trouve en (b^\l) le po in t d u réseau r ' , $\ t sur le contour
d 'une ^ - et d 'une r\ - (ace et le poin t /'//, ^ /' ii t^^^w/r d 'une
^-- face. î l f a u t ^ i l o r s q u e (A, ^, l\, en vertu du t t i é o r e r n c t * x j » r î n î é par
l 'équat ion (,i:), cont ienne un certain (j^ff^l) extrême av(»c 1111 para-
mètre gi>g\ et ce dernier parallélétHpedc^m, entre tous ICK (r/^^ ,4)
extrêmes possibles oùg,>g, 1^1 et où l'on a u,<a, celui etyo/il le / f / u $
grand paramètre a,. Lorsque 6<c, cetie propriété Ne t rar iHporte k
un certain (^J,), ( / ,>/) extrême. Ce (m'allétépipède déterminé,
dans l 'un de ces cas (A,^,J), dans l ' au t re ( e , g , / , ) , je le îîonniie le
$--w^ de(a,^ , / ) . Et, podr ce Ç — vo i s in , on peut encore fo rme i r
le $ - vois in et a ins i de su i t e adinf. On obtient évidenimei i t do cM!,^
façon des parallélépipèdes extrêmes, tous di(ïcrent.s mitro eux.

D 'une manière tout analogue, on peut déf in i r un T) - voisin rt im
î: - voisin^ de (a, ̂  /}; et (a, ̂  /) lu i .même géra, seloiï que b > e 011,
que &<c, le y;, - voisin,ou bien je ^ - voisia de son S —vohir î .

On. peut maintenant démontrer le théorème ̂ fondamental s u i v a n t 2
Sr l'on prend pour point de départ -un parallélépipède extrême pour ̂

Y], ^ la ' formation s'ueeeswe de tous les voisins fournit alors lu "lo/al^
'des parallélépipèdes extrêmes qui existent pour S,* T), C :

' Soient ,en efïet^deux parallélépipèdes extrêmes quelconques donnés
(a, g , l) et (a,, g^^);- comme aucun d'eux ne peut être contenu dan»
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l'autre, il existe en chacun d'eux au moins un paramètre plus grand
que dans l 'autre; supposons donc, par exemple, a>>^o» S^go^ ^4-
Les deux parallélépipèdes ont alors en commun H=== (a<i, g , 0. On for-
mera ensui te le système P pour (a,^',Z); le point r\ ./, t\ dont les
coordonnées y forment la seconde colonne, ne peut être situé à l ' in té-
rieur de ( ^ o » ^ " o ? 4 ) » ^ l'00 a P^ sui te b^a^. Ma in tenan t , lorsque
b ^> c ou lorsque b<^c et en même temps /<^4)» 1e ^ — v o i s i n de
Çci,g,l) qui est alors de la forme (&,^ , / ) , (^\>^) ou de la fornu*
(c, g, ̂ ,), (l^ > /) a en commun avec (ao, ̂  4) !^ parallélépipède; lit
(fui contient II ^ ,96! recèle comme, plus grand ( / n e ce dernier. Mais si b <^c
et si, en même temps, on a /== /o, le ^ •— voisin de (a,^',0» qu i alors
est de forme (<?, ̂ , ^ ), (/i ^> /), a, il est vrai , s eu lemen t H en c o m m u n
avec (a.(,, g ^ y ^), mais comme Fon a alors c ^> a^^ g <^ ^"o, l^ ^> 4» i l aura
certainement , en suivant la méthode du cas précédent, en commun avec
le Y] — voisin de (a^, ^o» ^o)» un paral lélépipède 11̂  qui contient II e£ f/ui
se révèle comme plus grand que ce dernier. Les deux parallélépipèdes q u i
nous amènent en chacun des cas considérés au para l lé lép ipède désigné
par II< peuvent m a i n t e n a n t être iden t iques ; s'il en étai l au t r emen t , on
opérerait sur eux comme sur les deux dont nous sommes partis, et a ins i
de suite. Or, en vertu de la proposition expr imée-pa r la fo rmule ( i) ,
chaque parallélépipède extrême qui, contient II doit être s i tué in té r ieu-
rement à ( --.9 j—? —); pour les trois paramètres de II, Ï l ^ , .... on a

\^i WQ <^0 ̂ /

par suite seulement à prendre en considération un nombre f ini de
valeurs, et une succession finie d'opérations telles qu'on vient de les
décrire devra fournir une liaison complète entre (a, •g, /) et (a,,, g^ 4)
par l 'entremise de voisins.

Ainsi tous les Ça, ff, 1) extrêmes pour ^, Y], ^forment une CHAÎNE bien
déterminée; à chaque terme s'accrochent pour ainsi dire ses trou voi-
sins, et cette circonstance révèle une filiation bien précise entre tous les
termes.

Les voisins d'un (a, g, l ) de deuxième espèce sont tou.fours tous les
trois de première espèce, d'où l'on conclut qu'il y aura certainement
des extrêmes de première espèce.

Pour former toute la chaîne des extrêmes appartenant à Ç, Y], Ç, on
Ânn. de L ' K a . 'Normale, 3*1 Série. Tome X Ï ÏL "— FlivniEii 1896^ . J



5o n. M Î N K O W S K L
prendra donc pour point de départ un terme de première espèce, et
l'on n'a plus besoin alors que d'un algorithme, à l 'aide duquel on po-
sera d'un extrême de première espèce (<^^ 0 à un voisin q u e l c o n q u e »
et., dans le cas où ce dernier serfut de deuxième espèce, d 'un au ( r e
algorithme qui nous conduira directement aux voisins de ce v o i s i n »

On formera les systèmes P et <& pour (a, g, l ) , et soit în lors

B G K
(; 11 I.

le système adjoint de <1, que Fon désignera symbol iquement par â^P t .
Il suffira de considérer le Ç — voisin de (a> g^ l)^ et cohh de plus, sous
l'hypothèse 6> 6% car tous les cas1 possibles dérivent de ce cwh Fdde
despcrnrutations appropriées de S, r^ ^ en observant que ânm ̂  nrm
seulement les lignes horizontales, mais encore les lignen verticales Kon t
individuellement adjointes aux formes ̂  T), C

ÂLGORITïïME RELATIF AU {•].1111- VOÏSÏN.
( ^ûir l^explication qui nuit à îa fîn do la page Hilivanta.)

Cas / / ' ai cas V»

Le signe supérieur est relatif au cas If y le signe in fé r i eu r au CÎIH V

m-M \±w}br^9 \m N, a — hM - oN ::::•: u, ±J ̂  k'M ii- 1 ^N 1 1 1 : 1 1 ' 1 ' i1"

( i ) u<c,
( 2 ) u < b — c,
( 3 , 4 . ) ?«^

(5) , u>b,
(6) ', u>^

^>A
^ < o

mais ni ( ï ) , ni ( a )
, (3 1 ) 1 1 ^>o
(4) l l ^ < o

^ > 0

^ < ô

m »

M - t
M
M

M
1 1 ! M 411" ï.

n.

N •+-1
N — i
N

N4-1
N

o»

-l1- î

L
 1 - t

,,„...,.. ï

..4,,., (

+• »

,„«„.„.„„ (
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: < â , =nô, +i ,0 Z3p Ô 0

± ô rp (5//i o
o —! Sn î r3=4-i, I; o=—i , IV.

C^ L

5l

(/) />&:

( 2 ) / < ^ :

0 — I 0

I I 0

0 0 1

0 1 0

ï — 1 0

0 — 1 — ï

+,

V.

i îS .

Cas H/.
( î ) a 4- c << 2 b :

l 0

î o
o —' r î

~, 4-,

II»

Cas ÎV.

(ï) a<2&, /<À, / +A< / :

o — ï

î 1

0 0

4-. •+• :

II.

Cas I I I ( 2 ) ^ c<2,ç IV ( 2 ) .

Les conditions ( i ) dey deux derniers^cas ne sont pas alors remplies.
Ici et dans le Tableau suivant , les signes supérieurs sont relatifs au
cas III', les signes inférieurs au cas IV.

0 0 0

•-- î ï 0

o qz j ±: î

-h "

VI.

Voici comment on obtient, lorsque b >- c, le ^ — voisin de (a, g, l),
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à l'aide'de l'algorithme du Tableau procéder] t. Dans ce Tableau , i l est
d'abord indiqué chaque fois lequel des cas 1-V du n° 2 se rapporte an
système $. Les crochets (" ] désignent le symbole connu : plu^ grand
entier contenu dans *.. . La subs l i tu î . ion , q u i est i n s c r i t e * en su i t e dans
le Tableau, est chaque fois celle par laquel le P do i t êire m u l t i p l i e r
(composée), à d ro i t e pour obteni r la s u b s t i t u t i o n appa r t enan t au
^ — v o i s i n . Les trois unités , inscrites à droi te de la s u b s t i t u t i o n , con f -
ies quotients des unités ^ ^ C\ relatives au S — voisin et h ( a , g, f ) .

Le chiffre, en caractères romains, au-dessous de ces dernières, nous
ind ique celle des six combinaisons du n0 2 qui se présenfera pour le
$ — vois in .

Le I; — voisin sera donc de deuxième c^pecey acu len ien t dans les
deux derniers cas du Tableau IIÎ (2) et IV (2); mamterxari t hi régie,
pour passer directement aux vo is ina diî $ •— vo is in , est i n d i q u é e par
le Tableau qui suit . Les s u b s t i t u t i o n s inscrites, iw uni tés q u i Hon t h
leur droite et les chifÏres romaine ay-dossous de ee^ ilerrîier(1^ ont,
même Bignification pour le parallélépipède que ('011 elierclie h déter1-'
'miner ici, que les désignations analogues1 de la page 5i pour le I; -1111111

voisin. Quant à m, n, §, le Tableau du premier cas doit aussi e f r e
employé dans les cas suivants.

ALGORITHME RELATIF A U S — VOISIN DU $ — VOISIN.

( î ) b— c^>fi :

• ± G " .̂-p- -;: M, ±iï^ H
N:

a ~ ( b - c ) m — cN ::= //, - j •^ ( l - li ) M1 - / ̂  ,::::,.„ r ;

h — c;::11;1.: //\ <7i1:;:: ^ / , / — À1-: ^/,

<u\ i'>i<
<11^ /, e^ t» >• o
> ^^ ^ > 0

< ^°, ^ ^ < 0

> //", . ! (» < (:•)

m.

M---I
M:
M
M
M •+11

/%.,

N -î- î
:N 4- ï
'N -l" î
N
N4-1

a.

••1- ï
»^»,

1

1

! .„}„. 1

4-1 î
,„.,..„. j
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0 ZÇZ Ô 0

— i — §m o
± î ± S ( m — n ) q= §

- o, q= ô;

<3=+], V.; r , III.

(2) 6 — c<^c :

[^•^M, [ =N;:K."

a — c M1 — ( 6 — c ) N =: u, ±f 4- /< M' — ( ff -+• h ) N =:: ^ ;
c == a°, Z/ — c ==: z^^, A == (<

• o, q= o;o. o , qp o
o — <5 — Sn

q= ï dz Ô rp ô ( m — /i ) c3=+ï, IV; r 3 = ~ s , H.

LE T] — VOISIN DU ^ — VOISIN EST ( d y g, l) LUI-MÊME.

ALGOBITHME BELATIF AU Ç — VOISIN DU ç — VOISIN.

( ï ) ^ < / — 7^ :

[^j-. [ N :
j ^ ( ^ _ ^.) M _ /(.N ̂  ^^ _ ^ ,̂ ^ ^ _ ^ ^ ̂ . ^^ ^ ̂  ^,_ ^^ ^

l— k= u\ k -==. u1, b — c == P^
o qr ô o
,ô — ô ( / y i — ^ ) — ï
o ±: ëm ± ï

rp: 8, - ô, ;

à ==4-l, ÏV; ^ :

; î ;

- î , I.

•4^ :±;

11.

(2) k^l—îc :
±: .1 <:) 0

0 î 1

^ ï rp î o

(^) i y > A t :

(s0si y<Â-.
— i 0 0

Dans le cas III, ( 2 )
î î 0

ï 0 0

"Dans le cas IV,, 1/2) | o —. r î

V.

v<
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4. Soit un corps 0 de nombres réels algébriques du troisième de^ré.,
dont les corps conjugués 0', (^ sont également réels et dont, par s u i t e ,
le discriminant I) est positif. Soient a, p, y trois nombres entiers du
corps 0, de telle nature que, pour les valeurs de œ, y , z q u i sont
des nombres1 entiers, la forme î; ̂  ^oc 4- ̂ y +^s représente Ions les
nombres entiers du corps 0; et soient T), ^= Ç^ *( •'1:::1 ̂  les formes con-
juguées de E dans les corps 0\ O^.

Le déterminant de ^, 'Y], *( est alors \/D et la valeur de cette racine
peut être prise avec le signe positif, car — a» — [̂  1-1- y peuvent rem-
placer a, pi, y. Le produit ^C ̂  'Nml; est une (orme à coefficients ifwo
nombres rationnels entiers et son discriminant est D» Si Fo'n opère sur
celle forme une substitution P de la chaine appar tenant a ,̂ ïj, ^ on
obtient une forme y encore à coefficients nombres ratkmîicb entiers,
de d i sc r iminan t D ou bien %ér0y selon que le déterminant de P est
lui-même égal .à i ou à zéro. On obt ien t alor»s en ve r tu des inéga-
li tés ( i ) c t (^ ) du n° 2, certaines l i m i t e s supérieures pour les valeurs
absolues de tous les coefficients de ç, l imites qui ne dépendent que
de D. Par conséquente on déduit de NmÇ à l'aide de toutes les subsiilï^
tions P en nombre "infinie un nombre seulement/Uni de/ormes distincton ç.

Par une unité du corps 0, nous entendrons un nombre entier du
corps 0 dont la norme est x .

Soient alors P et Q deux substitutions diderentes de la cha îme rela-
tive à Ç, Y], ^, qui transforment Ç, ?), ^ en une seule el même fmwî ^
L'opération P transformera Ç, r\, ^, par exemple* en S» il, Z^ alors Q
devra transformer ^ Y), Ç en ces mômes formes Ë^ H, Z, Bauf adjoins
tion de facteurs ; 'et, en ayant égard aux inégalités (2), n^ 2» on recon-
naît encore quil ne peut non plus se présenter de ehange/nent d(uis
l'ordre successif des formes, en sorte que Fefïet de la subftt i tuticm 0
sera de transformer ^ T], t en leur ordre en û)S, ^H» c^Z. On volt
alors que û), CD^ o)^ sont des ncmibres 'conjugués des corps 0, 0^ O" et
que l'on a coô/œ^ï. Le facteur <o représentera donc une iitiité
pourvu que ce dit nombre soit un nombre algébrique entier.

Or, ce sera toujours le cas lorsque P et Q ont un déterminant égal
a i. En effet, l'opération QP"-4 transforme le système ^ T), Ç en ûj|, ̂ r^
(o^ et, par suite, E désignant la substitution identique et w un para-
mètre indéterminé, ç, Y], ^ sont transformés par l 'opération QP^ — wE
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(nous faisons ici usage d'une notation symbolique connue) en
(co—w)^ , (a/—w)ï], ((o"—^yC; par conséquent, le déterminant
de QP~1 — w'E est égal à (co — w) (a/— w) (co"— f^) et cette dernière
relation nous fait voir que co est un nombre entier.

Pour obtenir deux substitutions distinctes P et Q à déterminant i ,
qui transforment NmÇ en une seule et même forme y, on pourra, par
exemple, se servir d'une suite de parallélépipèdes extrêmes suf-
fisamment prolongée, chaque parallélépipède de la suite étant le
^ — voisin du précédent. Ceci, il est clair, met en évidence une unité
pour laquelle les nombres co, o/, co" sont, en valeur absolue, le pre-
mier <^ i, le second et le troisième > i. On peut, d'une manière ana-
logue, trouver une unité pour laquelle, en valeur absolue, le second
de ces nombres soit < i, le troisième et le premier > r , ou le troi-
sième <^i, le premier et le second ^> r . Il est clair qu'entre trois
pareilles unités, deux sont toujours indépendantes, c'est-à-dire qu'elles
ne peuvent être représentées comme puissances d 'une seule et même
unité.

Par l'opération d'une substitution 0 à coefficients entiers et à déter-
minant'i, le réseau est toujours transformé en lui-même et un parallé-
lépipède extrême correspondant à une substitution P se transforme
en un extrême correspondant à la substitution O'^P, extrême qui, du
reste, ne doit pas appartenir à la même chaîne.

D'autre part, co désignant un nombre entier quelconque du corps 9,
il y aura toujours une certaine substitution 0 à coefficients entiers
qui transforme ^ en co^; la même substitution remplace Y) par a/y;
et Ç par co^C et, par suite, le déterminant de 0 est égal à coo/co\
c'est-à-dire égal à i, pourvu que co représente une unité. On reconnaît
main tenant que :

(À, p., v) étant un parallélépipède extrême pour ^ y], *(; P dési-
gnant la substitution qui lui appartient^ co une unité quelconque du
corps 9, et 0 la substitution à coefficients entiers qui transforme Ç en cd;,

( — f _ , — ^ ^Q^ toujours aussi un parallélépipède extrême pour
\ j &.) j j û) ) j &} ( / *• * i >• l

^, Y], *(; la substitution qui lui appartient sera O^P et cette dernière
transformera Nm $ en la même forme ç que la substitution P.
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Deux parallélépipèdes extrêmes, ayant ent re eux une r e l a t i on te l le
que nous venons (le rexposer, peu vont être d i t s éf/îwalenty,

Ces principes nous conduisent an procédé s u i v a n t pour ob ten i r
toutes les un i t é s du corps 0, On prend ra pour p o i n t de dépari un para l -
lélépipède extrême pour ^ Y], C» on é tab l i ra sa fome correspondante o,
on formera un voisin, pu is , pour celui-ci , on é tab l i ra la forme o q u i
lui correspond et l'on cont inuera cette recherche des voisins et des
formes qui leur correspondent aussi longtemps q u e cela peut se f a i r e »
en évitant toujours de tomber sur deux para l lé lép ipède» extrêmes de11»
première espèce, possédant une même forme y, et, a y a n t déjà dans la
série deux voisins de même désignation* Ce procédé prendra f i n néces-
sairement et fourni t un nombre l imité de para l l é lép ipèdes extrêmes
auxquels on peut alors donner lo nom d^n ine série frndanwntaïf pour
la chaîne correspondant à Ç, yj, *(.

M a i n t e n a n t , pour chaque couple parmi les para l lé lépi iwde^ obtenus
(À, [j-, v), auxquels correspond la, même (orme '?, on forrïiera le q u o t i e n t .
de leurs paramètres À. Si ce quo t i en t est uni nombre ent ie r , i l repré-
sente, affecté d'un signe convenablement cbohi, une imité du corps.
On obtient ainsi un nombre f in i d'unités, à l'aide desquelles on expri-
mera, par les opérations de lu mul t ip l ica t ion et de la d iv in io r î» ( o u t e H
les uni tés contenues dans le corps (L

II doi t certainement, d'après ce qui précède, se trouver pa rmi celle--
ci, deux unités indépendantes, et l 'on peut toujours f a c i l e m e n t obtenir
deux pareilles uni tés , don t loul^' le^ autres dér ivent par m u l t i p l i c a -
t ion et division»

L'algorithme que nous avons exposé, a p p l i q u é à la recherche de<4
uni tés d 'un corps cubique à d i s c r iminan t positif, est tout à (a i t ana-
logue à la résolution de l 'équation de Pel), à l 'a ide de la for in a (.ion
d'une période do formes quadratiques binairea1 indéilîiies rédu i teH
d'après la méthode 'de Gangs,/ ^ . 1 1

Quant à l'étude des corps cubiques à.discrirr î i ï lar i t négatif, je n'y
entrerai pas^en cette occasion. 1 !

Le corps cubique 0 le plus simple ( l f ) est dé te rminé par 2cos^;

(1) M. L. Charve, parmi (Pantres exemples, a teilé cduMi dan» wn Mémoire ÏM In
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S- ==2cos-^ S-' = 2 ces -^5 y^acos-^ sont trois nombres alû'é-
i . y . , . 7 7 °briques conjugues entiers, ils ont approximat ivement pour valeur

S-=i,25, ^==-0,45, ^=-.-i,8o

et sont les racines de l'équation

y 4- ^- — 2 r̂ — { ̂  o^

Le discriminant de cette équation est égal à 49, partant carré par fa i t ;
0 est donc un corps abélien. On a

/c-/ o,'\ / c,// c». "t / c-// 'i»./ \ ~— ,-.(, .̂  — ^ ) {^ — ^ ) ( ̂  — .-? ) == -- 7,

d'où résultent les relations

ry = y -» 2, ^r^ ~ y — & — i.

ainsi que celles que l'on en tire par permutat ion cyclique de
Nous pouvons maintenant poser

a, p, y= :—r , -- 3-, — 5-^

alors les coefficients de Ç, y], 'C sont

- r —1,23 —î,5o
-i o,45 —o,ao
.1 i,8o —3,25

& 9' ^//1*j, «j , <-j

Ensuite 71, Ç sont transformées par l 'effet de

en

P=-

l y ^ r ) 1 —0,55
•—o,45 i 0,80

î,8o — i 3,^5

o i r
I 0 0

0 0 — î

=

& r î...- :ï^
y r î - ̂ 'i

-^ -, --,+.'^
(j):

réduction des formes ternaires quadratiques pomùw et de non explication aux Irration-
nelles du troisième degré {Anncdea de r École Normale supérieure, a° série Supplément
au Tome IX).

Ânn. de l ' É c . Normale. 36 Série. Tome X I Î Ï . — FFVBIEÎI 1896. 8
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Ce système ^ sat is fa i t aux conditions IV du n°2, cf. par su i te

(3, i, - î+^ );„.-:•::• (< l> j

est un para l lé lépipède extrême re l a t i f a ï, T|, ^ et P est. la s u h s t i l u t i o n
q u i lu i correspond; alors 1 opération P t ra j i s fonue ^r^ en

4- 2,,-r/)'' -h '^y" ^ -I- a .s'.r •l-h .^)'1 '" ••-i • .V1?1 '1 •"•r' ^./""' ^ " i 1 1 - 1 ,rr;;.

Le fait que cette forme o resie i t ïvari îs l) je |)0îîr les jxn'iîiiit.atioîis
cycliques de ^9 j, s met en évidence qi îe D est. uu cor|)S ai)élien. O/i
reconncut ûw c'esi là une propriété ficirwt.érist^ftic reldlwc à /r^^/r.v (es
chaînes formées crune manière analogue (faru li^ ^nrp^ al^éUi'f^s.

Pour déterminer le Ç — , le Y] — el l(ï Ç — voisin tic (^l»}, i! laiif
appliquer chaque (ois la mémo re^le [ ic i la rh^)(*dii cas IV» C^ ) ^ eu
sorte que ces voisins seront tous de deuxième espèce» On lire ainsi
de $

W

({j1^

^F ,̂:;:

î

......(

""--•• 1

î^

"o,^^
„.,..,, ( ^K f 1 )

a, '•ï ;">

—n^^
........ o,»S<.>

•"o,4r»
ï,Ho

- ï ,a5

•--o,^^
0,^0

• 1 1 • 1 1 1 1 1 • 1 1 1 ^ , / 1 ^ )

.„,.,... 1

1

1 1 1 1 - 1 1 1

11 -n^i^

- ^^Ko

'.'ï, ̂  5

-o,7o
"-<'),3,>

4,0:)
[ i l i,'^)

1 1 -<^4;>
ï ,So

et, o est / t ransformée par ces trois s u b s t i t u t i o n s chaque lois en la menu*
'forme

']; = ./•:t ..f- y? .-i- ,5^.-.-.- ^^y —j^ 3.:^* — a^<;

(1 il i a p o u î* d i se r i m i n a n t % é ro.
Les paramètres de ^ dans les paral lé lépipèdes extrêmes correspon-

dants ( V ) , (V), (W) sont x , &, î 4" à", et comme les quo t ien t s de
ces grandeurs sont des nombres entiers, ces 'parallélépipèdes son(,
équivalents, . ! , \ ! !
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Maintenant , inversement , ((&) est le Y] — , Ç —, Ç — vois in de (W),
C1?), (y}, et par suite tous les voisins de ces trois derniers sont des
paral lélépipèdes équ iva len t s à ($). Ainsi, avec (<&), (T), (T'), (V),
nous avons déjà trouvé une série fondamen ta l e pour la chaîne appar-
tenant à ^, y], *C< et nous sommes parvenus à ce r é s u l t a t ; les un i tés

.J^"""-^. === y, qui , sont encore liées par la relat ion^
ï. + :7

S-S/y^: ï , fourn issen t par leurs puissances et par les produi ts de ces
puissances toutes les unités du corps 0.

A ces uni tés du corps 0 cor respondent les t r ans fo rma t ions

o i
î 0

- ï 0

- ï a

o ï

• de la (orme ç en e l le -même.
Avec de légères m o d i f i c a t i o n s , les proposi t ions des n^ 2, 3 peuven t 1

s 'étendre a. de pa re i l l e s formes l i n é a i r e s , qu i peuvent représenter
r a t i o n n e l l e m e n t zéro. Pour trois formes d u type pa r t i cu l i e r

..̂  ,..,,..j,,,. a y -l" b^^ y -h es, ^,

( ï , r , ï) est é v i d e m m e n t , toujours un pa r a l l é l ép ipède extrême, ce q u i
nous f o u r n i t un p o i n t de dépar t p a r f a i t e m e n t d é t e r m i n é pour la chaîne
qu i correspond a u x formes. Des tiséorèmes q u i ont été établis , on con-
clut a isément , a, [Si, "y; ^, Y], î^ ayan t les dés igna t ions d o n t on v ien t de
f a i r e usage pour le corps cub ique 0 , que tou te s u b s t i t u t i o n P de la
cha îne a p p a r t e n a n t a S, Y], Ç, pour un para l lé lépipède (À, ;x, v) de la-
quelle les q u o t i e n t s t^ }- surpassent certaines grandeurs , do i t aussi se

" p r é s e n t ( s r dans la c h a î n e appa r t enan t aux (ormes

p yL y .4- L ^,
a. ' a

y + 5L.
J • ^1~

• a ' y

Le théorème q u i , dans la théorie de deux, fo rmes l i n é a i r e s , corres-
pond à c e l u i - c i est p réc i sément le théorème de Lagrange, que , pour
un nombre i r r a t i o n n e l , q u a d r a t i q u e réel , le développement ordinaire
en fract ion c o n t i n u e est pér iod ique .
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J'ai l ' int-enîion (le ('(^(inirsiir réiude de trois foniios du (vpc

a et b désisnant deux gnmdenrs réolics qsicIcorHiucs, ol de donner m
cette oceasion une îuid'e ^étwrîilisaiion heaucoui) ))l( is mnîmiuabh' de
ce célèbre théoreine de* La^in^e.

Kimi^IxT^, 1^ i') (K ; t ,<> I i i ' < * iH( ) i ,


