
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

P. GAUTIER
Mouvement d’un projectile dans l’air

Annales scientifiques de l’É.N.S. 1re série, tome 5 (1868), p. 7-65
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1868_1_5__7_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1868, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1868_1_5__7_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


• A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

M O U V E M E N T DTN PROJECTILE DANS I/A1B,
PAR M. PAUL GAUTIER,

PROFESSEUR AU LYCEE DALGER.

1- L'étude du mouvement d'un projectile dans un milieu résistant date
de l'origine du Calcul infinitésimal. Newton et Wallis ont donné les
premiers travaux sur ce sujet en ] 687.

Les recherches de Newton se trouvent dans le second livre àesPrincipes,
et celles deWallis dans les Transactions philosophiques. Deux ans plus tard,
Leibnitz publia un Mémoire sur le même sujet dans les Acta erudùorum,

Jean Bernoulli fut provoqué parKeill àdéterminerle mouvement d'un
projectile dans un milieu homogène, lorsque la résistance est propor-
tionnelle au carré de la vitesse. Il résolut le problème plus général où la
résistance est proportionnelle à une puissance quelconque de la vitesse.
Ses recherches furent publiées, ainsi que celles de son neveu Nicolas
Bernoulli, dans les Acta eruditorum, 1719, p.raiô. Plus tard, Legendre
ramena aux quadratures la détermination du mouvement d'un projec-
tile quand la résistance est égale à une constante, plus un terme pro-
portionnel au carré de la vitesse [Mémoiresde F Académie de Berlin, 1782).

On peut encore consulter sur le problème balistique : Euler [Mé-
moires de l'Académie de Berlin, 1753), Borda Çibid^ 1769), Templehoff
(tbid., 1788-17 89), Moreau [Journalde UÉcole Polytechnique, XIe cahier).
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Ces indications ont été puisées dans les Problèmes de Mécanique
rationnelle de M. l'abbé Jullien.

Dans tous ces travaux, le projectile est toujours considéré comme un
point matériel, et la résistance du milieu comme une force dirigée sui-
vant la tangente à la trajectoire, et en sens contraire du mouvement.

Poisson a publié {Journal de l'École Polytechnique^ iSSB-TSSg) un
Mémoire tres-développé sur le mouvement d'un projectile dans un
milieu résistant, en tenant compte de la forme du projectile et en
admettant que la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse.
Mais il s'est borné au cas où le projectile diffère très-peu d'une sphère.

Je me propose de reprendre cette question pour un projectile quel-
conque de révolution, et en adoptant d'autres lois que celles que Poisson
a admises.

Le tir des canons rayés donne de l'intérêt à cette étude. On a reconnu,
en effet, que les projectiles animés d'une vitesse de rotation autour de
leur axe de figure éprouvaient une déviation latérale, qu'en termes
d'artillerie on nomme dérivation. Cette dérivation est assez considérable
pour qu'il ait fallu en tenir compte dans le tir. Il est évident que si la
résistance de l'air pouvait être représentée par une force appliquée
au centre de gravité et tangente à la trajectoire de ce point, cet effet
ne se produirait pas.

2. Quand un corps se déplace, les éléments de sa surface n'agissent
pas de la même manière sur l'air qui les touche. La surface doit être
considérée comme partagée en deux régions, l'une qui sort de l'espace
actuellement occupé par le corps et l'autre qui pénètre dans cet
espace. La ligne de séparation de ces deux régions est l'intersection
de la surface du corps dans la position qu'il occupe actuellement avec
cette même surface pour la position infiniment voisine que le corps
prend après. Les éléments de surface appartenant à la première région
compriment l'air; ils supportent donc la pression ordinaire de l'air et
en outre une résistance normale dirigée de dehors en dedans, et dontia
grandeur dépend de la compression éprouvée par l'air. Les éléments delà
deuxième région se trouvent en contact avec un airdilaté; ils suppor-
tent alors une pression moindre que la pression atmosphérique ordi-
naire* On peut dire qu'ils supportent une pression égale à la pression
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ordinaire, à la condition de leur appliquer une force normale de sens
contraire, c'est-à-dire dirigée de dedans en dehors, et dont la grandeur
dépend de la dilatation de l'air. Enfin, dans chaque région, les résis-
tances élémentaires ne sont pas égales, parce que, les vitesses de ces
éléments n'étant pas égales, la compression ou la dilatation de l'air
n'est pas la même. Cette compression ou cette dilatation ne dépendant
que de la vitesse normale de l'élément, j 'admettrai que la résistance
élémentaire de l'air est proportionnelle à une certaine puissance de la
vitesse normale de l'élément sur lequel il agit. J'admettrai en outre
qu'à égalité de vitesse normale, les résistances élémentaires appliquées
aux éléments des deux régions sont les mêmes. Cela revient à dire que
lorsque l'air éprouve un même changement de volume en plus ou en
moins, la pression qu'il exerce sur l'élément qu'il touche est changée
de la même quantité.

Les pressions ordinaires appliquées aux éléments de la surface se
composent en une seule force qui est la poussée de l'air.

C'est une force verticale dirigée de bas en haut, égale au poids de
l'air déplacé et dont le point d'application est le centre de gravité du
corps considéré comme homogène. Les résistances élémentaires peuvent
être remplacées par deux forces seulement dont l'une passe par le centre
de gravité réel au corps*

II est aisé maintenant de comprendre qu'un projectile de révolution,
animé d'une vitesse initiale dirigée suivant son axe de figure et d'une
rotation initiale autour du même axe, peut éprouver une dérivation.

Au commencement du mouvement, le plan vertical qui contient l'axe
est un plan de symétrie, et les forces élémentaires peuvent être rem-
placées par deux forces contenues dans ce plan, ayant pour points
d'application, la première le centre de gravité, et la seconde un certain
point de l'axe. Le projectile se trouve dès lors dans les mêmes condi-
tions qu'une toupie qui se meut sur un plan horizontal poli. On sait que
l'axe de la toupie tourne autour de la verticale menée par le centre de
gravité. Il en sera de même de l'axe du projectile; il sortira donc du
plan vertical qui le contenait d'abord.

Dès lors, le plan vertical qui d'abord contenait l'axe n'étant plus un
plan de symétrie pour la surface du solide, il n'y a plus de raison pour
que les deux forces qui peuvent remplacer les résistances élémentaires

^innciîcs scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome V. 2
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soient contenues dans ce plan. Transportées parallèlement à elles-
mêmes au centre de gravité, elles se composeront en une seule force qui
conjointement avec le poids détermine le mouvement de ce point. On
pourra décomposer cette force en deux autres, l'une située dans le
plan vertical initial, et l'autre perpendiculaire a ce plan. Cette dernière
déterminera la dérivation du projectile.

Ces considérations suffisent pour faire comprendre la possibilité
d'une dérivation, mais non pour en déterminer la grandeur et le sens.
Il faut, pour cela, se donner une loi de résistance. Dans une première
Partie, je supposerai la résistance élémentaire proportionnelle à la
vitesse normale, et dans une deuxième Partie je la supposerai propor-
tionnelle au cube de la vitesse normale.

PREMIÈRE PARTIE.
RÉSISTANCE PROPORTIONNELLE A LA VITESSE,

1. Je suppose un projectile de révolution dont le centre de gravité
est animé d'une vitesse initiale Vo dirigée suivant son axe de figure, et
qui possède en outre une vitesse initiale de rotation G) autour du même
axe. J'appellerai a l'angle initial que cet axe fait avec l'horizon.

Ce'projectile est supposé homogène; mais il peut être creux. Dans
ce cas, je supposerai la cavité de révolution autour du même axe que
le projectile. Il résulte de là que le centre de gravité réel du corps est
situé sur l'axe de révolution, de même que le centre de poussée; mais
ces deux points peuvent ne pas coïncider. Il en résulte aussi que les
deux rayons principaux de giration perpendiculaires à l'axe, menés
par le centre de gravité, sont égaux entre eux.

Je rapporterai les positions successives du centre de gravité à trois
axes fixes 0,r, Oj, Oz, menés par sa position initiale. Je prendrai
pour axes des x et des z l'horizontale et la verticale contenues, dans le
plan vertical qui contient l'axe au commencement du mouvement, les z
positifs de bas en haut^ les x positifs dans le sens du mouvement.



MOUVEMENT D'UN PROJECTILE BANS L'AIR. 1 î

Pour axe desj, je prendrai l'horizontale perpendiculaire au plan zûx,
et comptée positivement vers la droite d^n observateur placé sur l'axe
des z et tourné vers l'axe des x.

Je rapporterai les points de la surface aux trois axes permanents
d'inertie Q x ' , Gy\ Gz\ menés par le centre de gravité G.

L'axe de révolution est le premier d'entre eux; les deux autres peu-
vent être choisis arbitrairement dans le plan perpendiculaire à l'axe
de figure. Je prendrai pour Gy^ la droite qui coïncide avec Oy au com-
mencement du mouvement; alors Gz1' sera la droite perpendiculaire au
plan ^ G y ' , et qui coïncide avec Oz quand les axes Gx' et Gy coïn"
cideût avec Ox et Oj".

Cela posé, soient, à l'époque t, x^ y, z les coordonnées du centre
de gravité; p , q, r les vitesses de rotation du solide autour des axes
permanents d'inertie, ces vitesses pouvant être positives ou négatives
conformément aux conventions en usage dans les Traités de Mécanique
rationnelle. Soient a, a\ a\ b, V, b\ c, G\ c" les cosinus des angles
que les axes mobiles font alors avec les axes fixes; F^,"F^ F^ les
sommes des composantes des forces extérieures parallèles aux axes
fixes; M^, My, Ms les sommes des moments des mêmes forces par rap-
port aux axes d'inertie; soient enfin M la masse du solide, l et // les
deux rayons de giration. Les équations qui définissent le mouvement
seront :

rf2^' ^^r r. ^ d 2 z inM^-^l^ M^=F^ M^-F.;

*"'â="..
MZ'2 d- == M(r2- l^pr -h M^

M Z / 2 ^ = - M ( / / — Z 2 ) ^ - ^ M . ;

(la . cla' ., , cla" ,,,^^br^cq, ^-=:^~c^ ^^^r-c-q;

db db' , , cib"^ ^ o p - a r , ^^c-p-a!^ ^^^-^;

de , de' , - de"
Tiî == ̂  - bPf W =a(l - b^ -W ^ ̂  - b P-

Cela fait quinze équations et quinze inconnues.
2.
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Les valeurs initiales de ces inconnues sont, d'après ce qui précède,

,y=o, y==o, z = o, p == &), <jf =: o, r==o;

^ r/r <^s^=.ocosa, ^==0, ^=.osm^

â==cosa, a^ == o, a^^sina;

è=o , . è^i, è^o;

c ==—sina, e'== o, ^rrrcosa.

2. Il faut déterminer les quantités F^, F^, F^, M^, My, Ma. Soient ^/,
y ' , z ' les coordonnées d'un point m de la surface; ds l'étendue de l'élé-
ment infiniment petit de surface auquel ce point appartient; X, Y, Z
les cosinus des angles que la normale à cet élément dirigée de dedans
en dehors fait avec les axes permanents d'inertie; u, u', u" les vitesses
du centre de gravité estimées sur des droites fixes, coïncidant, à
l'époque ravec les axes d'inertie.

Les vitesses du point TU, estimées suivant ces droites, seront

u + qz' — r y ' , u' "4- r x ' — pz' y u" -h pyf — qx\

Si l'on appelle V la vitesse normale du point m, on aura

V == {u + qz' — rf ) X 4- (i//-r- r^ — pz' ) Y -+- ( u" -4- pf — qx'} Z.

La résistance élémentaire appliquée à l'élément dont le point m f a i t
partie sera, d'après la loi adoptée, KN ds en valeur absolue. Je peux
remplacer k par sM, M étant la masse du solide et s un coefficient con-
stant. La valeur absolue de la résistance élémentaire est donc sMVrf-y.

Je suppose d'abord que le point m appartienne à la première région
de la surface, c'est-à-dire que, par suite du déplacement du solide, ce
point sorte de l'espace occupé par le corps à l'époque t. Alors la direc-
tion de la vitesse du point m fait un angle aigu avec la direction de la
normale extérieure. Or le cosinus de cet angle a le même signe queV,
et, puisque cet angle est aigu, V est positif. La résistance élémentaire
est dirigée suivant la normale intérieure; ses composantes sur les axes
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d'inertie seront donc

— £MVX<A?, — eMVYrf^, — sMVZ^

Je suppose en second lieu que le point jn appartienne à la seconde
région;, c'est-à-dire que ce point pénètre dans l'espace actuellement
occupé par le corps ; alors la direction de la vitesse du point m fait un
angle obtus avec la direction de la normale extérieure. Il en résulte
que V est négatif; la valeur de la résistance élémentaire est alors
— &MVds en valeur absolue; mais cette résistance est alors dirigée sui-
vant la normale extérieure; ses composantes sur les trois axes seront
comme précédemment

—eMVXrf^ —eMVYû^ — sMVZ^.

Les moments de ces composantes, par rapport aux mêmes droites, sont
dès lors

- sMV(Zy- Vz^ds, - £MV(X^- Z^)ch, - £MV(Y<-~ Xy )(ù.

Les sommes des composantes sur les axes d'inertie sont donc

- eM2VX^, - sM2VY^, - cMIVZds,

et les sommes des moments

-sMiVtZy^—Y^)^, -gM^VîX^-Z^)^ - ÊM2V(Y^~X^')A-,

les sommes se rapportant à toute la siïrface du projectile.
Les sommes des composantes des forces résistantes sur les trois axes

fixes passant par l'origine sont

-zM(a 2VXA-+-6 2VYA-r-<? 2VZ^),
- £M(<^ 2VX^+ V 2VY^ 4- c' 2VZ^),
-- £M(a^VXA-+-6 / /2VY^ -4-C^VZÀ).

Outre les forces résistantes, il y a encore à considérer le poids du
corps et la poussée de l'air. Soient P le poids du corps et rs celui de
l'air déplacé, — P +• ^ sera la somme des composantes sur l'axe des Z ;
on peut écrire — P ( i — ^ - j ou bien — W g ' , g représentant dès iors
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l'accélération due au poids du corps dans l'air. Les composantes de
ces forces sur'les axes des x et des y sont nulles. Le poids du corps
étant une force passant par le centre de gravité, ses moments par
rapport aux axes d'inertie sont nuls, mais il n'en est pas de même de la
poussée. Soit r f la distance du centre de poussée au centre de gravité,
d pouvant être positif ou négatif. Les composantes de la poussée sûr
les trois axes d'inertie sont

^//, ^b\ vsc^

et les coordonnées de son point d'application

d, o, o.

Les moments par rapport aux axes d'inertie sont donc

0, —CTÛ?^, -+• ̂ CW\

ou bien, en posant vsd= Mp-,

o, — M ^ c ^ 4-M^.

3. Détermination des intégrales doubles. — La valeur de V peut s'écrire,
en développant,

V== ̂ X + ̂ Y 4- i^Z + q(Xz'— Zx1} 4- r(Y^-"- X^).

/? n'y figure pas, parce que, la surface étant de révolution, on a en
chaque point Z y ' —• Y-s' == o.

Pour avoir les intégrales cherchées, il faut multiplier cette expres-
sion successivement par

Xds, Vds, Zds, (X^--Z^)^, (Y^^- X^') ds, •

et intégrer sur toute la surface.
Je remarquerai qu'une intégrale dont l'élément est de degré impair

par rapport à Y etj' ou bien par rapport à Z et 2' est nulle. En effet,
la surface étant de révolution autour de l'axe des x ' , les éléments sont
deux à deux symétriques par rapport aux plans z'o^ et yox\ Les
valeurs de 'V et y' ou bien de Z et Z[ qui correspondent à des éléments
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symétriques sont égales et de signes contraires; dès lors Hntégrale
étant la somme d'éléments deux à deux égaux et de signes contraires
est nulle. On obtient, en tenant compte de celte remarque,

IVXds^uSJ^ds,
2'VYds== u^^ds -+- r2Y(Y^'-- Xj1')^,
2VZ^==^ / /2Z Î^4-g2Z(X^--Z^ /)^;

^{^^Zx^ds^ii^î^z' ^Zx^ds^qï^z'-ïx^y^ds,
2V(Y^—Xy')^==^^2Y(Y^'—Xr /)^-+- r2(Y^-- Xy-^'ds.

Je remarquerai maintenant que deux intégrales dont les éléments ne
diffèrent que par le changement de Y etyen Z et z^ et réciproquement,
sont égales. Cela résulte de ce que, la surface étant de révolution, rien
ne distingue les axes des y et des z.

Je pose

ÏX^ds -=== A, IT^ds =B, 2Y(Y^'~ X^ )ds = C, ^(X^- ïx'Vds ==--1).

A, B, G, D sont des coefficients constants dont la valeur dépend de la
forme du projectile, et qu'on pourra calculer quand on se donnera la
section méridienne. Il vient alors

2VXrf5=:Â^, ÎVYds ==: B^'4- 0, 2VZ^=: ̂ u'1 — Cq,
^(Xz^Z^^ds^—Cu^-^- Dq, ^(Y^— Xj-')^ =:Cu' -r- î)r.

Les quantités u, u ' , u" qui entrent dans ces équations ont pour
valeurs

dx ,dr ,,dzu ==^—-4 -a—4- f f l-7;îdt dt dt
, y dx , ,dr , ,,dz

ur= &-T-+ b'-Ç- 4- b1—-,dt dt dt
,, dx xlr ,,dzi i " -==. c — -+- c'—- -4- c 1 — '

dt dt dt

Les équations du mouvement sont maintenant connues.
Les moments des forces par rapport à Fçixe d'inertie Gx1 étant nuls,

il en résulte quep reste constant; il garde donc sa valeur initiale ^. II
n'y a donc plus que quatorze équations et autant d'inconnues.
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Ces équations sont

f^-f -_- _ g [a Au 4- & (Bu' + Cr] -+- c (B;^ — Cy)j,

^'=.--e[<-^'AM-^-^(BM /-^--Cr)-^-c'(Bu' /-Cî)],

^•1 =: _- g-_ e [a" A« -^-6'/.{B«' 4- Cr] -r- ^'(Bu'7 — Cç )];

/" dq == (^— ̂ )ar- y.c"— £<— C^ + Dç),

^ d'-' == — ( l'1 — Z2 ) &) q + f/.y' — e ( Cu' + D /•);

dn , da' , , , da" ,„ „
^=br-cq^ -^^b-r^-c^ ^=6^-^

db db1 , , db"^=^c-ar, ^^^c^-a^ -^ = .)C. - a r,

de . de' ,, , de" ,„ -,
j-^— ^b + aq, -^ == — &)6' + a'ç, "^ == — c,)^ + ̂ .

4. Pour connaître les circonstances d.u mouvement, il faut intégrer
les quatorze équations simultanées qui précèdent. On connaîtra alors à
chaque instant la position du centre de gravité et la direction de l'axe
de figure. Cela ne peut se faire exactement, mais on peut avoir des
valeurs approchées des inconnues, dans le cas où les termes qui con"
t iennents etp. en facteurs sont très-petitsparra»por^ à g. En effet, les in-
connues sont alors développables en séries rapidement convergentes par
rapport aux puissances croissantes de s et ^. Si l'on peut calculer les
premiers termes de ces séries, on aura des valeurs suffisamment appro-
chées des inconnues.

Ainsi, je suppose £ et y. très-petits, et je me propose de déterminer le
mouvement de rotation du solide autour de son centre de gravité en
négligeant les puissances de s et p. supérieures à la première, et cela me
permettra d'avoir oc, y , z en ne négligeant que les puissances de s et p.
supérieures à la seconde. On obtient une première approximation en
remplaçant s et pi par zéro dans les équations du mouvement. Les valeurs
obtenues pour les inconnues par l'intégration des équations ainsi for-
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mées sont les termes indépendants de s et p dans les séries précé-
demment indiquées. Elles correspondent au mouvement dans le vide.

Les équations différentielles deviennent

d^x _ f/y _ d^z _
"^F-0' "JF-^ ~dF~~ ̂ ^

/^=(^-^r, ^==-(^-^)^,

lesquelles donnent, en tenant compte des valeurs initiales,

.y==c^cosa, ,r==o, z ==. Vot s i n a — - g^2, q=o, r ~=. o.2

Les équations aux cosinus sont alors

ûfa cZa' rfa^
37=°' -3F=0' -<7r=°'
rf6 db' , db"
^==,>c, -^-"c. ~dt=wc •
///* //^' ^.//UO y Le-L. i „ U(/ . ,,

^—————^ ^"-"^ -/îf""^6-

Intégrant et tenant compte des valeurs initiales, on obtient

a=cosix, af•=o, ^''^sina,
h==—sinasin&j^, bf=coscùf, 6^== cosasin&j^,

<? == — sinacosûo^, c ' == — sine»)/, c^ == cosacosc»)^,

valeurs qui prouvent que Faxe du projectile se déplace parallèlement
à lui-même. On aurait pu regarder ce résultat comme acquis, et en
conclure géométriquement les valeurs qui précédent.

5. Je pose
x == v^t cosa -+- x^ z = ( /o/sina — - gt7 -+- ^i,

2

a == cosa 4- a^ a" === sina -{- €i\,
b = — sina sînco/ -+- b^ b' == coswf •4- è^ à'7 = cosasinco^ + Z'^,
c == — smacosco^ + Ci, ^ === — siiiû)< •4- c'i, c" === cosa cos&3^ -1- ̂ .

^innaîes scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome V. 3
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Les variables ̂ , y, z^q,r\ a^, a ' , d\ ; ̂ , ̂ , b\ ; ̂ , c\, c^, s'an-
nulant en même temps que s et pi, contiennent ces nombres en fac-
teurs.

Les équations aux cosinus deviennent, par cette substitution,

^=sma(<jcos&)^-rs ino)/ ) , ^ = gsm^+ rcosc^ ^==-cosa(îcosr.)i?-rsin^/),

.̂ ,̂ , ^/; ,. .-i.,,^^,^cos^ 7F=63^ -^=.)6—/sina,

^ ̂  _ ,̂  4. ̂  cosa, ^ = - c.)6\, ^- = - ̂  + ? sin a.

J'ai négligé dans ces équations les carrés des nouvelles variables, ce
qui revient à négliger les carrés de s et ^.

Les deux équations -j^ == ^c\, -^L = - o)^ montrent qu'à l'ap-
proximation convenue on a

^,=0, 6<=0.

A la même approximation on a, d'après les équations en ^ et Op
1 î ff

ces a ̂  -r sin a —l- = o, d'où l'on conclut

c^ =— d\. tanga.

6. Je considère maintenant les deux équations

dbi de, ,
-— =z M (?i — r cos a, -,-=:— œ y, -h ^ cos a.

Je pose

^i == M sin & 14- M^ cos o) t, Ci == M cos M / -— M7 sin ^ ?,

M et I^r étant deux nouvelles variables; on en déduit aisément,

bt sin û) t 4- <?i cos &) t •=-- M, &i cos œ ^ — 6', sin M / == M',
puis

1 JM rfM/ JM ' . c'Wsin M ? "— 4" cos M ? —r- == — r cos a, cos wt —r- •— sin w / -— •== ç cos a.
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Cela donne

-j- -==. co sa (^cos rx>^ --- rs in&,)^)=— ——5 d'où M^—a' ; ,

- , - ==— cos a (ç sin œ^ -h rcoswt)== —-cos a •-,-5 d'où AT == — ^ cos a.

Ainsi on peut remplacer les deux équations différentielles en &< et G,
par les deux relations suivantes :

bi sin GO ^ -+- Ci cos co ^ = — a^,
^i cos û)^ — c, sin co ^ == — a7. cos a.

En opérant de même, on trouve que les deux équations différentielles
en b\ et c\ peuvent être remplacées par les relations

b'\ sin c») t -+- c\ cos &) ^ = — â^ tang a,
^i cos ç^t — ĉ i sin ûû ^ === — ^' sin a.

On voit d'après cela que tous les cosinus dépendent seulement de a'
et d[, et cela était évident à priori, parce que, 00 étant constant, le
mouvement de l'axe de figure détermine celui des deux autres axes
d'inertie.

7. Pour avoir a' Qid[, il faut, d'après les relations précédentes, con-
naître les deux expressions qsiûwt 4- rcosoo^, ycos^--rsinoo^ au
premier ordre près.

Les équations aux rotations sont

F2^ -=(l'^—l^ur—p.cf/-+-£(Cur/—î)q),

lf2c^=--{lfî--lî)^q+yLbr/--e[Cur^^)r).

Négliger les puissances de s et (x supérieures à la première, cela re-
vient à faire s et p. nuls dans b'\ c", Cuf -4- Dr, Cu" — Dq.

Il faut, par conséquent, supprimer les termes Dy, Dr; remplacer b"
et c" par cosasino^ et cosacosa>j?, puis calculer u' et u^ en y négli-

3.
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géant les termes du premier ordre. On a

, . dx ,, dv .,. dzv! == é -j- -+- 67 ^L- + b" -, ,û^ a^ <u

„ AK- , rfr „ dzu = = c - d t + c 1 ^ + c y
dx dr dz^^^cosa, ^=0, ^=.osm^~^,

A ==:— sîna sincû?, c== — sînacoso^, 6 / /==cosasincx)^ c^r^ cosa cosco^.

Donc
u1 == — g'̂  cos a . sin ûù t, u" = — ̂  cos a . cos û) t.

Les équations aux rotations deviennent alors

^ == —F— œr— •^(^ + eCg-^cosa cosco^

^ Z ^ — Z s ,
-^=——772—û)y+^(^4-£C^)cosasmw^

Je pose comme précédemment

( ffi _ Z2 \ / ^ /2 _ /2 \
ç=Msm —.7^—con^-M'cos—^—^^l î1 ! \ l 1

/[f2 __ l2 \ [ l^ __ /2 \
r =: Mcos ^ —,7^— wtj—W sin ^ ——— wt ) »

d'où Pon déduit
/ /2 \ / /2 \

gsinrx)?+ rcos&)^=Mcos ( y ^ û û ^ ) "i-M'sm ( 77; û^)?
/ ^2 \ / /2 \

y cos &) ̂ — rsincûi?=— M sin T^ û) ^ ) + M^ cos ( ̂  oo ^ 5

Les deux équations différentielles deviennent

. /T2-"/2 \ r f M / ^ — Z 2 \ rfM' i
sm ^—77— ^ t ) -^-+-cos ^—77— co^ -^- = - F; (^ 4- £C^)cosacoso)^

fl^—î'2 \dM . (V1—^ \ dW i
cos^—^— ̂ J-^- -sin ̂ —^- co^ -^- = ̂  (^ + ,c^) cos a sin ̂ ^
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lesquelles peuvent être remplacées par les suivantes :

^M i f l2 \^ = ^(^+eC^)cosasin [jr^)9

/7TU7 T / Z2 \
i^=-^+eC^)cosacos(j^.

«

Intégrant et tenant compte de ce que M et M' sont nuls pour t = o,
on obtient

M-^^-t^+sCg-^cos^c.^+^eCg'sm^^^],

^—^K6^-^1"^-)-^^-^)]-
Ces valeurs donnent

q sin &3 ^ + rcos ûji? == — î^^ f^ -+- £ C^— ̂  cos (y-s^^—Ti-eCg sin (^ M^ 5.
^ ^ L V ^ / - " Y ' / J

^cosM/-rsinMf=-c^[^eC^+usin(^û)^-^£Cg-cos(^c,)^J;

on en conclut

^-^[^'^-^(R-^-^M'
ï-?^^^'-^»')-0.-^'•")]•

En intégrant, on obtient

^-^'^"-^"-(R
/ 7/2 \ 2 / ;2 \ / 7^2 \ 2 -Ï

+(^)e^cos(^M^)-(^)£^]'

^^r^^^^_^^^^^_^^^^^^^.

Une parallèle à Faxe de révolution menée par l'origine des coordon-
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nées a pour projection sur le plan horizontal une droite dont l 'équation
est

x — Z
Cl Cl'

Si l'on appelle ^ l'angle que cette droite fait avec Qx, on a

tan§^=^

c'est-à-dire, en négligeant les termes du deuxième ordre.

^ =ces a
On a donc

^--À^-^-(^)2^c^i£c^
T r / /^2 \ 2 i_ ^t- — £Cg'-+--sC^r

^L V'O)/ b 2 h

r2 / z2 \ / 1 1 ' 1 \2 1 i 2 \ 1
^^sin^^+^J sC^cos^o^)].

Les valeurs de ^ et de a" = sina + a^ définissent le mouvement du pro-
jectile autour de son centre de gravité.

Elles renferment des termes périodiques et des termes non pério-
diques,

"8. Je considère la droite dont le mouvement serait défini par les
termes non périodiques, de sorte qu'on aura pour cette droite

i r / /fî \2 T i
:_ __ - 6 ) RC^-ha^- -ÊC^ ,

^ ^L \ l ù ) } 2 J
„ l^C.O^a. p >

a^—^—(!J'+^g^-

Cette droite représente la position moyenne de l'axe du projectile. Je
l'appellerai Faxe moyen. L'axe réel tourne autour de cet axe moyen:
je l'appellerai l'axe vrai. J'appellerai encore pôle moyen et pôle vrai
les extrémités de longueurs égales à l'unité portées sur ces deux axes
à partir de l'origine.

Les formules qui précèdent montrent que l'axe moyen tourne autour
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de la verticale menée par le centre de gravité et que ce mouvement est
uniformément varié. Il change de sens avec le sens de la rotation ini-
tiale du solide autour de son axe de figure, et il esl d'autant plus lent
que la vitesse de rotation initiale est plus grande.

Ce mouvement est l'analogue de celui qu'on appelle en Astronomie
mouvement de précession.

Outre ce mouvement de rotation autour de la verticale, l'axe moyen
possède un second mouvement, en vertu duquel il se rapproche ou
s'éloigne de la verticale. Ce second mouvement est beaucoup plus lent
que le premier si u est grand, et son sens est indépendant du signe
de &), c'est-à-dire du sens de la rotation du solide autour de son axe de
tîgure. La vitesse de ce mouvement est constante.

Ce mouvement est l'analogue de celui qu'on appelle en Astronomie
variation séculaire de l'obliquité de Fécliptique.

9. Il reste a étudier le mouvement du pôle vrai autour du pôie
moyen. De l'origine comme centre, je décris une sphère avec un rayon
égal à l'unité. Soient P etp les points où les axes moyen et vrai percent
cette sphère; OA etOB les rayons qui coïncident avec les axes Ox et Qz.-

Fîg. E .

, ^y "i \ 7•^

•//
Je mène les axes de grand cercle BP et Bp qui percent le plan horizon-"
tal en C etD, puis l'arc de grand cercle ACD. Par le point p , je mène
l'arc de petit cercle pE perpendiculaire à Parc de grand cercle BP.
Soit E le point d'intersection des deux arcs. Les arcs PE,j?E étant très-
petits peuvent être considérés comme recfcilignes; je les appellerai Set 77,
et je compterai Ç positivement de P versC, et ^ positivement de C versi).
Je cherche maintenant les valeurs de £ et y?.
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L'arc BE étant égal àBj?, on a

Z^cos2 cecos(BP 4- ^) = sîna + . , (^ -^- e C g t )

-^[—{^•)^•c^t)}
.ou

7'2 pns2^
cosBP-— ÇsinBP =sina -4- —.——(^ •4- £ Cg£)t co

/"COS'af / / î \ //î „ . / I1 ,\~\
--<^-[^cos(77ï(o^}+^£cé^sln^c')f)J•

sin BP doit être remplacé par cosa, parce qu'il est multiplié par Ç, et

l1 î cos2^cosBP== sina +——^—Ç^. -^e .Cg t ) .

Donc
. /''cosar ( l î A /'2 r • / ll ,M
^-T^-L^005^"^^^^5111^"'}}

®>

D'autre part, on a
rf = DCcosa.

L'arc AD a même valeur que sa tangente à l'approximation convenue ;
donc ^cos^r . f i 2 \ v r / / 2 ,\1

'n=~7^i^sm[^tôt)^J^£cgcos[^w

En faisant la somme des carrés deÇ et 73, on obtient<»

s-—'^^^"^-)-
quantité indépendante du temps. On en conclut que l'axe vrai tourne
au tour de Paxe moyen en décrivant autour de lui un cône de révolution.

l^La durée de ce mouvement périodique est 2n j^-^ quantité très-petite
si &) est grand. Il faut maintenant trouver le sens de ce mouvement. Il
est déterminé par le signe de l'expression

,^_ d^
" dt fï dt '
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Cette expression a pour valeur

^COS^a / Z74 — \
_________ ( ,,2 i ____ *2 il 2 /i'2 S

~l^~ [^ "^F^6 t 8 ) '

On en conclut que le sens de ce mouvement est le même que celui de
la rotation du projectile autour de son axe de figure. De plus, la vitesse
est constante et égale à—?--

Le mouvement de Faxe vrai autour de Faxe moyen est l'analogue de
celui qu'on appelle en Astronomie mouvement de nutation.

10. Le mouvement du solide autour de son centre de gravité étant
maintenant connu, je vais déterminer le mouvement de ce point. Dans
les valeurs de a, n ' , u'\ je fais

dx dx^ dz . dzf
^^COSa+y ^^^^-gt+^

a -==. cosa -4- a», ^ == sina + d\,
b == — sincc sîn&)/-4- b^ b1 == cos^t, V == cosa sin&)^ f-^- b'\,
•c = — sinacosû^ -+- Ci, 0'== — sinco^, c^r^cosa coswt -}- c'\,

et je néglige les puissances des nouvelles variables supérieures à la pre"
Anière. J'obtiens ainsi

. . dx^ . dzi „u = VQ—gt sincx. -+- cosa-.- -4- SIÏ}(X-T-—a^ gt,

, . • ^ / . î dzA .u' =: — gï cosocsmut — ( sma"-^-—" cosa-j- jsinc.)^
d'y4- — cos &) t 4- &i VQ ces a -+- b"i ( (^o sin a — gt ),

„ . ( . ^i ^i\z^zzr —g-^cosacosco^ —• [ sma-,-— cosa -— ) cos^f
d'y— —- sin co / 4- Ci ^o cosa -+• c\ ( ^o sin a — ̂  ).

On obtient ensuite au même degré d'approximation

( dx dz \2 V X ^ = = A ( ^ o — gt sin a)-+-A cosa—— 4- sina— ) — A gtd\,
Cil ut j

Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome V, 4
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1 VY ̂  =- — Hgt cosoc sin M / 4- B/ — sin a dx- -+- cosa rf£l) sin ça /
d'y

—B-^eoSûoif ^ -B[&i^cosa +y; (^oSina--^)] -t-0,

2VZ cis^ — B^cosacosco^4-B[—sina-^ 1 -4- cosa ^)cosœ/
c^y— B-^- sinoo/ 4-B[ci^oCOsa+ d\ ( ^ s i n a — g^)] — Cg.

Portant ces valeurs et celles des cosinus dans les équations du mouve-
ment, j'obtiens au deuxième ordre près, en tenant compte des relations
précédemment trouvées,

b\ == o, c\ = o, a» == •— d\ tanga,

b, s în&)^ -4- ût coswt== — a^, Ai coswt — C i s incx)^== — ^ cos<'<,
6^ sin M / + c^ cos wt==— o!\ tang a, ^ cos w t — 6^ sin oo ^ ?= — cd sin a,

rf^ , . . , da' .—— == — cosa (qcoswt— rsmco/), -T- = qsmut -+- rcos&}/,

les valeurs suivantes :
d2 x T^—^. ==: — g A cosa (VQ — gt sin<x) + Bsina cosa.^

, / dx^ dz\+ Acosa cosa —.- -4- sina —\ ^ rf^ 7

^ . / . dx\ d^^ \-+- B sin a ^ sin a -,- — cosa ",- ]

+ ( B — A)(^sin<a:4-^cos2a) -a— — Ctanga-^1 ^
COS <X ( ' A f c B

—— == -~ s A s ina(( /o — gt sina) — B cos^ûc.gt
, . / dx\ . r f^ i \+ A sin a (cosa—— -1- sin oc—-\ dt dt j

T.. / . dxi dzi\-Bcosa^sma^--cos«^

-(B-A)(</,-2^sina)<+C^-1,

^^^[(B-A^o-^sina^-C^].
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11. Les deux premières valeurs peuvent s'écrire autrement. En ne
prenant que les termes du premier ordre, on obtient

ri2^, . d^z, . . ,cosa -,— 4- sina -.— = — sA( ̂  ~ gt sina),

cPx, rf2^, ^
sl^a~^"^"~cosa'^ ^—^-^a^^î

d'où, en intégrant,

î . clz\ , f i . \
COSa —7— -h- sina —, - == — £À ( Vot — - ̂ 2 sina 5

f/jî aj? \ 2 ° j

doc^ dZf î ,, .sina -7- — cosa —— == — - eB sina..0'^2.û^ d£ 2. &

En portant ces valeurs dans les équations, il vient

—— == — £[Ac'o cosa + (B — A)g^sinacosa]

+ s2 A 2 ^^ cosa 4- -^(B'^—A^g^sinacosa

4 - ( B — A ) ( ^ o S i n a — g-^cossa) —4- — Ctangû: -r^?
COS ûî OU

cl'1 z-j— == — s [ A c / o S î n a + (Bcos2a4- Asin2^)^]

-4- e2 A^o / s ina — ^(B^cos 2 ^ 4- A^in^a)^2

- « ( B — A ) ( ^ — 2^sina)a,-4-C^--

Ces formules permettent de calculer x^ eiz^ et par suite x et z ,
,3 V

parce que d\ et-^1 sont des fonctions connues du temps.
Dans le cas où la vitesse de rotation est considérable, ces fonctions

restent toujours très-petites, comme cela a été démontré précédemment.
On peut alors les supprimer et l'on obtient en intégrant deux fois :

x-^v^t cosa — ecosa - Ac/o ^ -4-^(B — A^^sina

+ s2 cosa -A2^3^- -ÎJ ( B 2 — A ^ g - ^ s i n a j »

4.
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z == ^sina — to— — s - A(-'o ^sina — 7: (Bcos^ -+- A sin'a)^
2i j 2 0 |

-T- e2 ^ A'^o^sina — -^ (B-'cos2^ •4-A^in 2^^ 4 ] ,

si le projectile est une sphère B == A. Les formules sont alors celles
que l'on obtient quand on détermine le mouvement d'un point matériel
pesant dans un milieu dont la résistance est proportionnelle à la vitesse
et dirigée suivant la tangente à la trajectoire en sens contraire du
mouvement. Les inconnues peuvent s'obtenir sous forme finie; mais
si l'on développe les valeurs trouvées en séries ordonnées suivant les
puissances croissantes du coefficient de résistance, les premiers termes
sont exactement ceux qui représentent les valeurs ci-dessus de x et de z
dans lesquelles on fait B = A.

d1 T12. Je considère la valeur de -.-̂

r/î y r f j r i 1 "j
^=e[(B~A)(.^^sma)a^C^-|.

Celle formule montre qu'il y a une dérivation, et que cette dérivation
est une conséquence de la rotation de l'axe du projectile autour de la
verticale menée par le centre de gravité. Comme le sens de cette rota-
tion change en même temps que celui de la rotation du projectile au-
tour de son axe de figure, il en résulte qi^il en est de même de la
dérivation.

Supposons que la vitesse de relation soit considérable, on pourra
alors dans a' et-/- négliger les lermes périodiques, lesquels déterminent
le mouvement de nulaî ion de l'axe. On obtient alors

Ïf = £^ [""" (B ~" A) ( t /o -f^ (^t + \£c^2) -^ ̂ S1] '

Considérons le cas où le projectile est plein ; le centre de poussée coïn-
c idan t alors avec le centre de gravité, [i est nul, et l'on a, en o rdonnan te

r! Ïî y T c2PUC r/ r~ ~î

7F -- ~ 2 • ~T^ \~ 2C2^ -+"(B ~ A) ct''^2 ~ (B - ̂ C^'sm^j ,
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d^où, en intégrant deux fois,

r=-;.^î..[-^^B-A)..,-^B-A),,.s.,,.}

Dans les premiers instants la parenthèse a le signe de —- ^-C; doncj
0

a le signe de a). Si, pour fixer les idées, je suppose co négatif, comme c'est
le cas pour les projectiles lancés par les canons rayés, la dérivation se
fera d'abord à gauche ; mais si î'o est très-grand, et si de plus C et B — A
sont de même signe, cette dérivation à gauche ne durera q u ' u n temps
très-court, de sorte qu'elle pourra être insensible. Apres une fraction
très-petite de seconde, le projectile repassera par le phîn du tir, et, à par-
tir de cet instant, la dérivation se fera à droite. Si l'angle de tir a est
petit , comme c'est le cas ordinaire, la formule devient sens iblement

i s^B-A)
^———^——7^———^COSa.

Pour une même bouche à feu,.^0 est constant; on en conclu t que la
ûô J

dérivation produite au bout d'un temps donné est indépendan te de la
charge.

13. J 'applique cette théorie à quelques exemples.
1° Le projecti le est p le in , homogène et à centre.
p. est nul , l 'intégrale

c=2Y(Y^ —xy)cfs-
est nulle également, parce que ses éléments sont deux à deux égaux et
de signes contraires. Par conséquent, l'axe de figure restera parallèle à
lui-même et la dérivation n'existera pas.

a° Le projectile est une sphère homogène, mais creuse.
La cavité est sphérique et son centre placé sur l'axe de rotation, mais

en .un point différent du centre du projectile.
Si le centre de la cavité est en avant du centre de la sphère, ie

centre de gravité se trouvera en arrière du centre de figure; p. sera donc
positif. L'intégrale C se réduit à SY2.^^.

Cette quantité étant nulle quand l 'origine est le centre de figure,
devient positive quand elle est portée en arrière, parce que ^ aug-
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mente. Ainsi ^ etC sont positifs tous deux» II en résulte que le sens du
mouvement de précession est le contraire de celui de la rotation initiale.
Les deux mouvements seraient de même sens si le centre de la cavité
était en arrière du centre de la sphère.

La formule de dérivation se réduit dans ce cas à

d'^-r _ ^C^cosa
TT^ ^~ ""T^^ s 9

parce que A == B: elle montre que la dérivation a dans les deux cas le
signe de G). Dej)lus, elle ne dépend pas de la vitesse initiale (^.

3° Le projectile est formé d'un cylindre plein surmonté d'un hé-
misphère de même rayon.

Soient R et H le rayon el la hauteur du cylindre.
CALCUL DE A== SX2^. — La partie de A qui correspond à la surface

cylindrique est nulle, celle qui correspond à la base du cylindre est îrR2.
Pour avoir celle qui correspond à l'hémisphère, j 'appellerai ç l^ngle

que la normale en un point d'un certain parallèle fait avec l'axe,
et. G l'angle que le méridien qui passe en ce point fait avec j0.r. On a
alors

X =: cos cp, ds == R2 sin cp do dQ.

L'intégrale à calculer devient

2 cos2^ . Il2 s î ny jy dQ,

l'intégration par rapport à 6 devant être faite entre o et 277, et l'inté-
gration par rappor ta y, entre o et 7LI On obtient ainsi ^TrR 2 . Donc

•2 i3

A ^ T T R ' + J T T R 2 .
0

CALCUL DE B^SY2^. — La partie de B qui correspond à la sur-
face du cylindre est

Scos^f/eRA^îrBH.

La partie qui correspond à l'hémisphère a pour expression
TT

X 2 22 cos^sin 'y^sincpricpde^TTR 2 sin3 9 do = ^ TrR2.6



MOIÎVEME3NT D'UN PBOJECTILE BANS L 'AIR. 3î

Donc

II en résulte
B^îrRH+^R 1 .

ô

B ~ - A = = 7 r R ( H - - R ) .

CALCUL DE C = 2 Y ( Y ^ ' — X y ) d s . —Cette intégrale se compose
de deux termes, l'un qui dépend de la position du centre de gravité,
l'autre qui n'en dépend pas. Je calcule d'abord le second, 2XYy<;&.

Cette intégrale n'existe que pour l'hémisphère. On a, en conservant
les mêmes notations,

y ' == R sin 9 cos @, Y == sin 9 ces Q.
Donc

2X¥y'^=:7rR3 psin^cosydy^^R3 .
Jo 4

Pour avoir l'autre terme, il faut d'abord déterminer la position du
centre de gravité. Le centre de gravité g du cylindre est au milieu de
l'axe, celui g ' de l'hémisphère à une distance du plan de sa base é^ale

3à o R. Soit G le centre de gravité du solide entier, on a

ï n-4- 3 R^ ,-, , — il -+" ^ IXG^ _ G^ _ 2^__8_
2 R H TT-i- ̂,, ï\ H -1- ;- lia a

d'où
H - i - ^ R

^=|R—4-.
H^R

La distance de la-base de l'hémisphère au centre de gravité G est
alors

I p — ^ R 2
ï ï

'H^F'
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li en résulte que l'abscisse d'un point de l'hémisphère est

H'2 ~ ^ R2

^ ^ „- ————:— 4- ï{ pus o.
2 Ï'T 2 ït 'H + ^ K

Calculons maintenant l'intégrale 2YW<:&. Elle se compose d\me
partie correspondant à la surface du cylindre. Cette partie est égale à

ïws^e^ïidOd^^^R ( x'clx^=7rR/'

En prenant les limites voulues, on obtient

JI -+• 3 R
-TTRH^R——— i —

3 TT 2 TtH -4-. Ro

La par t ie qui correspond à l'hémisphère a pour valeur

/ H ' ^ - ^ R 2 \
i l 2 i.2 sîn'-2 o T'os2 Q ( - ———:— -\- B ces 9 j R2 sin 9 rfy </0
\ 2 H - I - I R\ •3

/ï / IP-^R»
1 1 1 01 / 1 ? \= îrR2 § sin3^ •| - ———:— -{- R coso 1 û?Q?,J 'v'^-^ ' 'ï-/i> \ "

('''est-à-dire, en effectuant,
H' — ^ R2

-TCRî—————2—— +^-7TR 3 .
3 H + I R 4

0

Donc
l^^ds-^o.

Donc entin on obtient pour C, toutes réductions faites,

C = — ï -rrR3.
4
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C est négatif, B — A est positif quand H > > R . O n en conclut, si w est
négatif, que l'axe du projectile est dévié vers la gauche et que la déri-
vation se fait à gauche. Si, au contraire, H<R, l'axe est encore dévié
vers la gauche, mais la dérivation se fait à droite.

4° Je prends pour projectile un cylindre creux; la surface convexe
a partout la même épaisseur, mais les deux bases ont des épaisseurs
différentes.

Soient R et H le rayon et la hauteur du cylindre, a la distance du
centre de gravité au point milieu de l'axe; a sera positif ou négatif
suivant que l'épaisseur de la base antérieure sera supérieure ou infé-
rieure à celle de la base postérieure.

On trouve aisément

B — A = 7 r R ( H — 2B), C=—^'KQ.a, p. == — Ka,

K étant un coefficient positif. Par conséquent, si la base antérieure est
plus épaisse que la base postérieure et si en même temps H dépasse 2R,
l'axe du projectile tournera vers la gauche et la dérivation se fera vers
la droite. Mais si H est égal ou inférieur à îîB, la dérivation se fera vers
la gauche.

S E C O N D E PARTIE.
RÉSISTANCE PROPORTIONNELLE AU CUBE DE LA VITESSE.

Des expériences faites à Metz en i856 et iSSy par la Commission des
principes du tir ont fait connaître que la résistance de l'air sur des
boulets sphériques pouvait être sensiblement représentée par une
force unique dont l'intensité variait proportionnellement au cube de la
vitesse du boulet. 11 en sera ainsi si l'on suppose que chaque résistance
élémentaire est proportionnelle au cube de la vitesse normale de l'élé-
ment sur lequel elle agit. Il y a donc intérêt à résoudre le problème
en admettant cette nouvelle loi.

1. On démontre comme précédemment que si l'on représente par V
Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome V. 3
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l'expression

( u -+ qz' — rrO X + ( H ' -^ r^ — p r 1 ) Y -+- ( u" + /^'/ -- g^7 ) Z,

les équations qui définissent le mouvement du projectile sont

d^ = ̂  ̂ aîy^ds 4- 62 V^^ + c^V^ZA-),

^ =: — ^(a^V^Af-i- Vl^V ch -+- c'2V3!:^),

-î—i .̂  —g '—6(a / / 2V 3 X^-+-5 / / 2V 3 Y^^ c^ SV3?. c / s ) ;

l^ dq == ( ̂  — /2) ̂ ,, _ ̂  _ eIV^Xj/ — Z.^^ ) ds^

r2^' == - (^ -Z^^g^-^è '—g^V^Y^ -Xr^A1;

Aiî , ^y ,, , da" ,,/^77 - br - cq^ -^ = b ' r - c-q. ^ = b-r - e- q;

• db cW , , dif— =. wc — ar, -j- ==. wc9 — a' î\ -7— = w c ' — a" r;

de. , dcr de"
Jt ̂  — ^ b + ̂  -jj -= - ̂  h' "+- ^ q. -^ =- — ^ b" -.1-. a" q,

expressions dans lesquelles/^, u\ i^ ont pour valeurs

clx , dr „ dzu --= a —— 4~ a1 — -4- ci' — ?dt dt dt
, . dx ,, dy , , dzu'-^ b -— ̂  b' -- -\- l^ —.dt cit dt
// dx dr ,, dz

U —--= € —— -i- C ——' ~^- C -— 'dt dt dt

3. Développement des sommes :

V3^ [uX. •4" ^Y -4- z^Z -r- ^ (X^ — Z^) ~{- r fY^ — 'Xr^T;

je développe ce cube : on sait que l'on a

( 2 a )3 =~ 2 ̂ 3 --t- 3 2 a2 b + 6 2 â6c. •
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On obtient alors

.'¥-=: ^X3— ^Y3 4- ^^-î-e^'^XyZ 4- ^(X^ — Z^)3 + /^(Y^ — Xr7-
^ S^.^Y -11- S^^X^Z + Sza/^Y2 -h SM^/^Y^Z

-hS^^XZ^-^^^YZ2

— 3^ X^X^- Z^) 4- S^^çY^X^ — Z^) -4- S^Z^X^ — Z^)
1 -4- 3 n2 rX^ Y.^ — Xy ) - 3 i^rY2 (Y^-' — X^ ) -+- 3 ̂ ,^/2rZ2 ( Y^ — X^^ )

"4» ïuq'^Xz' — Z^Y- 4-3?^ ^YCX^ —Z^)2 -r- 3^^ç2ZfX2 / — Z.^)2

— 3Hr2'X(\r^ — Xr')2 4- 3M'r2Y(Y^ / — X^)2 -i- Sz^r-^tY^ — Xr')'

—l- 3ç2^(X5 /—Z.^ J )2 (Y^--X7 / ) -h Sgr^X^' — Z.y') (Y^ ~ Xr')'-

—6?/? / / f7YZ(X£ f — Z^') +6z,»^^XZ(X^— Z^)
-T- ô^gXYîX^ — Z ^ )

— 6z// /^rYZtY^ — Xy') -{- ê^^/^-XZ (Y^ — X^)
^ - i -6zz^rXY(Y^—Xy)

~f- 6/^rX (X^ — Z^) (Y^ — Xy' ) -h 6^grY ( X^ — Z^) (Y^ — Xj<)
-^6^^çrZ(X-2•'~Z^)(Y^ /-XJ /),

Pour avoir les sommes cherchées, il faut multiplier cette expression
successivement par

X ds, Y ds, Z ds, ( X z 1 — Z ̂  ) A, ( Y ̂  — Xr' ) ds,

et intégrer sur toute la surface. Où remarquera comme précédemment
que les intégrales dont les éléments sont de degré impair par rapport
à Y et y, ou bien par rapport à Z el z\ sont nulles. On obtient

1 V3 X f/5 =--: ̂  2 X4 ds 4- 3 uu^ 2 X2 Y2 ds -i- 3 uu^ 2 X2 Z2 ds
-i- ô^çSX^X^ — Z^)^ -4- G^rZX^Y.^ — Xr^A-

-4- S^iX^Xs7— Z^^ds -h 3 ̂ ^r^X^Y^ — Xr')^,

.S V5 Y A •r= z,^3 2 Y4 ̂  -4" 3 ̂  u' 2 X2 Y2 ̂  + 3 ?/ ̂ //2 2 Y2 Z2 ̂
-+- 3^^^2X2Y(Y^--Xy /)^ -{-3^.^2r2Y3(y^—X7 /)^

^3^^2^2YZ ; i(Y^~-X.y?)^+6^^^2y2Z(X5^•---Z^)^
-}- 3 a'q^S Y2 (X^ — Z^' )2^ -+- 3 %' r2! Y^ Y.^ — Xr' ̂ ds

-î-6^ /gr2YZ(X.3 /—Z^ /)(Y.r /—Xy /)^
4- r32Y(y^ /—X7^)3rf5 -^ 3^r2Y(X^— Z^y^Y^-- X^)^

5.
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l^Ids^ i^I^ds-^-Ï^u^^yds -4- 3uf2u/fl\r2Zîds
+3^,.<2ç2X ; !Z(X5 /—Z^ / )^+3^/2ç2Y ^Z(X^-Z^)^

-4-3^ / 2 î2Z3(X^ /—Z^)^+6^^^^r2YZ2(Y^—X7')r f5
+3^^g l2Z Ï(X^-Z^)2^-+-3^ /7-22Z2(Y^-X7 / j2^

-^6M. /9rIYZ(X^-Z^)(Y^-XJ' /)^-4-î3IZ(X^-Z^)3A l

^^^(X^—Z^KY^—Xj7)2^

^V^X^' -Z^Î^^^^^Z^X^—Z^}^ -4-3^^^ /2X2Z(X^—Z^ / )^
^^^Sy'ZfX^—Z^)^

+ By^gSX^X-s'-Z^)2^ + 3^ 2ç2Y 2 (X2 /—Z^) 2^
-4- 3 u^ q 2Z3 ( X z' — 7.x' )2 ds

+6^/^^^2YZ(Y^—Xy)(Xs /—Z^)^

4-3^î22Z(Xs /—Z^ / )3J5
+3^/ /r•22Z(Y^-Xy /)2(X^-ZJK : /)À•

+6^<?r2Y(X5 /~Z^ /)2(Y^-X7 /)^

^^(X^—Z^^
+ 3çr22(X5 /— Z^^^Y^—Xy^y2^

^V^Y^- Xj^^rrr ^^SY^Y^- ̂  ) ds + 3 ̂  i^ïX^Yt Y^ - Xy' ) ̂
4-3^^^2YZ Î(Y^-Xy /)A>

-r 3 z^ rSX^Y^' — Xy')' ̂  -i- 3 ̂ 2 r2 Y^Y^' — Xy')2 ̂
+ 3 u^rIZ2 (Y^' — Xj-' )2 ̂

-4-6^^^î2YZ(X^—Z^)(Y^~-Xy /)^

+ 3« / /7 ^2Y(X-s /—Z^ / ) 2 (Y^—Xy)r f5
+ 3 ̂  r2^ Y( Y^' ~ Xy^ )3 ̂ .

+6^^îr2Z(X2 /-Z^)(Y^-XJ /)2^

-^^^(Y^—X^^^
+3g2 r2(Xs /—Z^)2 (Y^ /—Xy / ) : ;^.

3. Les deux remarques suivantes permettent de simplifier ces ex-
pressions.

i° Les intégrales dont les éléments ne diffèrent que par le change-
ment de Y e t y ' en Z et z\ et réciproquement, sont égales.

2° Les intégrales dont les éléments sont du quatrième degré par rap-
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port à Y et y ' ou bien par rapport à Z et z ' se ramènent à des inté-
grales dont les éléments sont du deuxième degré par rapport à ces
variables. En effet, soient M un point appartenant au parallèle dont le

centre e s tC; MO' la normale en ce point qui rencontre l'axe en 0:
OB la projection de cette normale sur le plan perpendiculaire à l 'axe;
OD et OE des parallèles aux axes menées par le point 0.

Du point 0 comme centre je décris une sphère de rayon égal à
l 'uni té* Soient A, B, D, E les points où elle est rencontrée par les
droites passant en 0 ; je mène les arcs de grands cercles AB, AE, AD,
DBE. Soient maintenant o l'angle que la normale fait avec l'axe et &
l'angle que te méridien du point M fait avec le plan V 0 x1. Il est visible
que

A B = : ^ ~ o , cosAD=Y, cosAE==Z, BD == 0, E B = = H ^ f j , ,à 1 '->

Les deux triangles sphériques ABD, ABE donnent

Y = siny cos0, Z === sincp sine.

On a d'ailleurs
X==coscp, y'^pcosô, ^f=psmô,

en appelant p le rayon MC. L'élément de surface est un petit reclangîe
dont les côtés sont les différentielles des arcs du parallèle et du méri-
dien passant par le point M; l'arc de parallèle a pour différentiel le^^

^î^f

et celui du méridien-:—; doncsm Q
^^dQd^a

sm îû
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Considérons maintenant l'intégrale JSY4^; elîe devient

S co^OdO sîn3^ p d x ' rrr ^ cos' 0 dQ f sWo prf.z-';

Dr , en intégrant par parties, on trouve

^ 2 7T /^ 2 7T

l ces4 9 dQ == 3 ^ sin2^ GOS'^ d e ;
<i/o i/o

on en conclut
^Y4^---: SSY^Z2^.

On démontre de même que

2 Y^ ( Y^ ~ Xj-') ̂  =-=: 32 YZ2 ( Y^ -- Xy' ) rf5,

2 Y-^ ( Y^ ~- Xy7 )2 ds = 3 2 Y2 ( X ̂  — Z^ )2 ̂ ,

2Y (Yjr7 — Xj^)3 ̂  == 32Y ( X^7 — Z^) (Y.^ — X^) A,

1 ( Y x 1 — X,r' )4 rf^ == 3 2 ( X z' — Z ̂ / )2 ( J x 1 -• X;11 ' ) cis.
Enfin

2YZ (X-s^ — Z^) (Y^ — Xy') A = — SY2 (X^ — Z^ )2 </.?.

En effet, la surface étant de révolution, on a en chaque point

Y _ Z . Y^ _ Z^
^—i7 5 doul x77 "" x?'

(l'on
y^/ _ Xy/ _ Z^~ X s'

Y ~ — z • î

et par suite
Z ( Y x1 — X:^ J ̂ -- Y ( Z x' - Xs7 ).

Donc on a en chaque point

Y Z ( X s / — Z ^ ) ( Y . r / — X ^ ) —•—T'iZ^-- X^')2 ,

et par conséquent

2YZ(X^— Z^)(Y^—.Xy)^=^ — SY^Z^ —X^)2^.
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4. Je pose maintenant

2X^==A, SX'^rf^B, ^T^dî-^-C, SX^Y^--Xj-')^^: 1),
lYZ-Ty^-.Xj'^^E, ^X^Y^—Xy^rf^F, IZ^Y^'—Xy^A :="•-:: G,
SY (Y^ - Xy' ) (X^ - Z^)3 ds •=. Iï, 2 (Y^ ~ Xy^ )2 (X-3' — I x ' ^ d s =": K.

Ces coefficients définissent le projectile; les trois premiers A, B, €
représentent des' surfaces, leurs valeurs dépendent seulement de la
surface du projectile. Les autres coefficients dépendent de la position
du centre de gravité.

Les expressions qui précèdent deviennent

IV^XA^A^^-hSBz^^'-'-r- SBW^—ôDWg^- 6th.u/r4- 3F uq2 — 3F n r - ,

'i V3 Y ds =;: 3 C u^ -r- 3 B ̂  u' + 3 C if'i^2 4- 3 D u2 r -r 9 E ̂ -J r -r- 3 E ̂ ) r — 6 E ̂  ̂ //^/

4_ 3 G u' f -4- 9 G u' r2 — 6 G î^7 çr -r 3 H r3 -4- 3 H. €f r,

î V^ds == 3Cu^-^ 3Bu2î^-{~3Cuf'iuff— 3î)i^q— 3]Lu"2€j—^'E^lr/2q 4-.6Ef/«.^

-i- 91G^^ /ç2 ~i-1- 3Gu//r2 — 6Gz/gr — 3H<-?3 — 3ïïçr2,

IV^X^' - Z^)A ̂  - 3E^3— 31) ̂ i^— 3E?< /2^4- 3F^2g 4- 3G^
— oG^^^j — QGu'i^r — gHi^î2 — S H ^ ^ r 2 4- 6!-I^p-
—r- 3Kg 3 4-3Kg^ ^ ,

i V3 ( Y ̂  — Xj^ ) ̂  == 3 E z^3 4- 3 D «2 ̂ // 4- 3 E M/ r^2 -r 3 F ̂ 2 r + 9 G z^2 r -4" 3 G u^ r

— QGu'i^q 4- 3ïîuf(/' 4- Qïlu'r2 — ôHu^qr 4- 3Kr' f

. -^K^r.

Les équations du mouvement étant maintenant connues, je me pro-
pose, comme dans la première Partie, de déterminer le mouvement de'
rotation du solide autour de son centre de gravité, en négligeant les
puissances de s et p. supérieures à la première, et cela me permettra
d'avoir^ j, z , en ne négligeant que les puissances de s et y. supé-
rieures à la seconde.

5. Les équat ions 'aux cosinus peuvent, en négligeant les termes
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d'ordre supérieur au premier, être remplacées par les suivantes : -

di =• — a'[ tanga,
da' . cid\— -==. q s i nœ^ -h- rcosut, —— == — cosa [q coswt —• r s m ^ t ) ,

1), sin M / -4- ç, cos w t == — <^, &"( sin M t 4- <^ ces M t === — ̂  tang y.,
AI cos w / — Ci sin &) / == — a' cos a, ^ cos oo t — c^ sin &) t == — a' sin y^

b\ == o, . c\ == o,

ces variables ayant le même sens que dans le premier problème.

6. Pour déterminer q sino^ -+- rcoso)^ et ycosco^ — rsin&)^ au pre-
mier ordre près, il faut négliger s et p- clans JSV^X^ — Z<y') <& el
2V3 (Y^ - Xy) ̂ ; on obtient

SV^X^ — Z^ )rf^ == 3 [D (^o — g^ sina)2 •4- Eg'2 ^^cos2^] ̂ cosa cosco^
S V ^ Y ^ ' — X j ^ ^ ^ S t D f ^ o — ^sina)2-4-Eg'2rcos2a]g•^cosasi^^L

Les équations aux rotations sont alors
^^ ^ ' 2 _ /2 i ( \
-JL~=: —^— wr — -^ l^+3£[D(('o—g-/sina)2 + E g-2 ̂  cos2 a] gt cos a sin wf,( ( ( • ii t

- - . — —^— % g + ,75 j [J. 4- 3 £[D ( v» — ̂  sin a)2 -h E g-2 ^2 cos2 a] gt \ cos a sin M ^.

Je pose
^^{^+36^[D(^-^sma) 2+Eg•^ 2cos^] |==.f(^) ;

f{t) est donc une fonction du troisième degré par rapport à t.
Les deux équations à intégrer sont alors

dq U 2 - ? 2 ,- .^= — j — — w r — f ( t ) c o s w t ,

dr F2 —- /2

Jt ^ - -71— ^? ̂ f{1} sinoL
Je pose

/ / / 2 __ ^2 \ / ^2 __ p \

ç == M sin —^— ôô n -4- M'cos ( —-r^— w t ) 5
\ " / \ i * /
/ / /s _ fi \ niî _ [ i \

r == M cos —^— &) n — M7 sin ( —-r^— M n <
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M et M' étant deux nouvelles variables, on déduit, de ta

q srnwi 4- rcosûo^==Mcos(— wi\ -h W sin ( ^ wl\,
V ' 1 v ~ )

qcosuî — rsm^== — M sin (— oo^ -4-M'cos f-^ MA.

Les équations différentielles deviennent

. f l 1 2 — l 3 \ dm fU2 — ^ \ dW
sm ("T7-" w t ) ~dï~ 4" cos (—F— ̂ ) -̂ 7- =-/(^)coscor,

/ r 2 — ^2 \ cm . fi'2 — i2 \ ciwcos ^-^—— 03^) ̂ - sm ^-^—— ./) -̂ - =f{t} sinr./,

équations qui peuvent être remplacées par les suivantes :

—— =:/(^sin(-^o^)/
"" \1 /

dW ... f l 2 \
^=-/(^COs(j7-,^l-

En intégrant par parties on trouve, en posant

^-G^)2^^^
M=-^o(/)cos(^^)+(^)'o'(^sin(^^)+^,(o),

J f î / /2 \ / 7 /2 \ 2 / /2 \ / /^2 \ 2

M'=-^,(.)sin (^^) - (^) y ' ( / ) c o s (^.o^) + (^) ,'(o).

Ces valeurs donnent les suivantes:

çsin co^ -4- rcûSû)^
/ /2 7/2 / /2 \ / //•- \ 3 / /2

=-^9«)-+^9«»œs ^U ^^ "--^7^?(<)+7ï,;?(o)^ ^o3^+^)<F'(o;,sin(^.^ ,

ç cos » ( — r.sin &) f

/ / " N 2 ,
=-[^)^

^ /2 \ 2 pî f ' [ ï \ / / / 2 \ 2 / / 2 \

7^ ^(^-T^^0)5'"^"^!,^)^^608^''^)-
Annales scientifiques de l'École Nonnale supérieure. Tome V. 6
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En se reportant aux valeurs des cosinus, on obtient

^= :-£o^ )+£ (B(o)cos(^"^)+(^)20 ' (o)s in(^

^^cosa[(^)V(<).-^,(o)sin(^^)--(^)V(o)cos^

f7= :-^o^ )+7^œ(o)cos(7^"^)+^)o ' (o )s in l^M/; '

==cosa[(^)V«)+^y(o)sin(^^)-(^)V(o)cos(^^)}

Intégrant, on a, pour a' et a\,

i12 r 1 ,..^ , /^ '- 'vr /» /^i / /'-' \ ;1

^<P(^+(j^)?'(°)
" - " " ^ J o 1 1 7 \ ^ / '

/ 1fî \ 2 / /2 \ / l 1 2 \2 I I 1 \

-^(F.)^0^1"^^)-^)9^0^08^"')'

= ̂ Vcosa[9(<) -^°) co3 (^&)<) - ̂  'P'^0) sin (F^-'^)]'

Si l'on appelle ^ l'angle que la projection de l'axe sur le pbnj0,r
fait avec Ose, on a, pour définir le mouvement de l'axe, les deux rela-
tions

7/2 r {*<• i t '1 \î
^^^—1—— | ̂ ( t ) d t - {—) y ' (o)

t ^ocosa LJo V^ M^
/?2 / / 2 \ / / / ï \ 2 / /••i

^y(o)sin(^) +^) y'(o)cos^.^J,

«", -- cosa f^-y [ ^ ( < ) - cp(o) cos (^"<) - ̂  y' (0) si" (^ "^J-

7. La position de l'axe moyen est définie par les deux expressions

j^ llî \ Ç\(t}dt-i'—\'i'{oA
f^mcosv. LJo V1"""/ J

^O^)2005^^-
La variation de ^ détermine le mouvement de précession. On voit

que ce mouvement change de sens en même temps que la rotation du
solide autour de son axe, et si la vitesse de rotation w est très-grande,
il est très-petit.

La valeur a\ montre que l'axe s'éloigne ou se rapproche de la ver-
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ticale, et le sens de ce mouvement ne dépend pas du signe de co; de
plus, si la vitesse de rotation œ est très-grande, ce mouvement est
beaucoup plus lent que le précédent.

Le mouvement du pôle vrai autour du pôle moyen est défini comme
dans la première partie par les deux valeurs suivantes :

£== G-y2^ Qç)s{^^)+ ̂ 0)sm (^)}
/ r2 \ 2 r / 1 2 \ r2 1 i 2 \n7?=^) [?(o)sm(^^)-^9 /(o)cos(^^^J.

D'où l'on déduit •
/ / / 2 \ 4 r / / / 2 \ 2 "1^•/Î2=(^) [œ(o^(^,)^(o)3j1

f/'n r ] Ï f /^ \ 3 F / / f 2 \ 2 1

^^-^-(y^0^^)^0)2]-

Donc le pôle vrai décrit une circonférence autour du pôle moyen avec
une vitesse constante. Cette vitesse est

/^
r^ '

La durée de la révolution est

a^rZ72

Z2^ "

Le sens de ce mouvement est le même que celui de la rotation du
solide autour de son axe.

On voit par l à ' q u e la natation de l'axe est la même que pour le
premier problème ; il n'y a que le rayon du cercle qui soit changé.

Supposons co très-grand, les formules qui définissent le mouvement
de l'axe moyen pourront s'écrire

^-r^aF^' ^(^O2^^)'
6.
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ou, en remplaçant f{t) par sa valeur,

i r 1 1 )^ = = — — 1 ^+3£§ '4D(^—^sma) 2 +E^ 2 cos 2 a] ^,v ^ <y o t ?
/ / 2pQS2 /y t

a" == --yrT-- ^ 4" 3£^ W^ — g^sin a)2 -4- E^2 cos2^] •

La valeur de ^ devient, en intégrant,

r~ *3 l ""1
^ :̂ __ ̂ . ^ 4-—£D^o2g t^ : i — a e D ^og '^sma4-y£(I)s in 2a -<- Ecos^a)^ ' 3 ^ 1 «•

Dans les premiers instants, le sens du mouvement de procession
sera déterminé par le signe ^-; le temps augmentant, il dépendra des
signes et des grandeurs des coefficients D et E.

Mouvement du centre clé gravité.

8. Au premier ordre près, on a, comme dans le premier problème^

/ dx^ . dz\\ ,,H •=-. Vo — gt sin a 4- [ cas a —j- 4- sm a •-, ) — a, g-/,

/ . dx, 3.z,\ .u'-==. — gt cosa sino)/ — ^ sin a -,— — cosa -j- sinç.)^
^ U L (t L j

d'y4-- —- cas c») t "l- 61 ^u cas a 4- b'\ ( (/o sin a — gt ),

„ / . ^i r f^ i \?r=== — ^cosacosc*)^ — sin a — — — cosa—- cosa)^b \ ^/- dt )
dy— —- sin ut -{- Ci(/o cosa -4- c'[ ( VQ sin a — gt ).

On obtient ensuite, au même degré d^pproximation,

iV^^:^ | A (^—^sma) 3 d- B(^ — g-^sina) ̂ rcos2^
( d>

/ rf^? rf^ \4- [A [VQ— gtsma)2 4- •B g212 ces2 a] (cosa —— 4-- sin^"-1 )
\ Ct t' cî » /
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—r- aB(( \ , —g^sma)g^cosa (s in^^—^ — cos a (—1)
\ U 6 Cît j

— [ ( A — 2B)( ( /o~- g^sina:)2 -4-Bg^^cos2a]g^< r<

— 2 D ( ^ û — g ^ s i n a ) g ^ -— ^

SV^y^^ 3 — [B(^— g^ sin a)2-4- Cg^rcos^g^cosasinco/
/ ^y ^y \

— [B^—^sin^+SCg^cos2^! sina —— cosa—)s incof

T» / ^ - \ 1 (îx\ . ^5i\ .— '2 B ( ^ o — g^sma)g^ cosa ï cosa—,— -4- sin ^—7- s in^^
\^ U L u. î' j

—4- [B(^—-g'^sma) ^+ Cg'^2 COS^lÇ-COSaî^

—4- •2 ( B — C} ( t/o — gt sin a) g-2 ^2 cos a a" sin &> /
4- aE g*2 ^12 cos ̂  —— si n a) ^

4- [ B (c/o — g^sin a)"' 4- C g-2 ̂  cos2 a] [bi c/o cos a -i- ̂  ( (^ sin cy. ~ gt )]

-+- [D^o—^sma) 2 -^ Eg^^cos 2^]/ 1^ 1

2 V3 Z ds = 3 ! — [ B ( ^o ~ gt sm a )2' -+- C ̂  ̂ l'cos2 a ] ̂  cos oi cos M ̂
/ ^y ^- \

— [ B ( ^ — ^sina)2+ 3Cg 2 ^ 2 cos2^] ( sin a — — cos y, — } cos^ïf
\. (t L u i 1

T» / ^ • ^ 1 dx^ . clz^\— i B ( ,̂ — gt sin i% ) g-/ cos a [ cos a —,- 4- sin a -y- cos co ^

fZ'y— [B(^o--g^sma) 2 •4- C g-2/2 cos2 a'] -.-sinco^

— 2 ( C — B)(^ — g-/sin a) g-2 ^2 cos a a\ cosut
4- 2 E g212 cos a —^ cos &) f

—^[B(^o--g'/sina)2+Cg'2^2cos2a][Ct^cosa-4-c / /l(^sina—-g•/)1

— [ D ^ — g ' ^ s i n a ) 2 ' ^ - Eg2^ cos2 ce] q j . -

Les équations du mouvement deviennent
c^x / F A "1-,—. = — 3s j -.(^ — gtsinoc)3 -^r B ( ^ o — gtsïna) g2^ cos'2^ cosa

-\~ [B(^,— gts'mcc^ -}- C g*3 ^-' cos2 a] gî sin a cos a
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4: j [A ( ('o ~ gl sin a)2 4- Bg'2^ cos2 a] cos a

4- B ( ^ o -— g '^sina)2g^ sin a cos a j (cos a—— 4- sina-,.

4- j 2 B ( (^o — g^ sin a ) g-^ ces2 ̂
. . .„ ^ „ -„ . . . i / . û î . ^ <^4- [B^o—g^sina^-SCg^cos3^] s ina j ( s i n a - — — - cosa—

^ J 3 ( C — B ) ( ^ ~ g ^ Sin a) g2 ̂ 110003^4-(C— B)g'3^cos3a

_ //A _ B^ ( (\, — gt sin a )3 tang a - (A — 3 B) (^o— ̂  sin aYgi cosa | a^
\^ /

— i D (^o — ^ sin a )2 tang- a + a D ( c'o '— ̂  sin a ) g^ cos a
7 ?/ '••

4- SE,0'2^2 sin a cos a i — h
0 ' âf/ ^

^:=— S s f [ À ( ^ — ^ s m a ) : • 4 - B ( ^ ~ ^ s i n a ) g < 2 ^ 2 c o s 2 a sina

— [B( (.'o — gt sin a )2 4" Cg' t^ cos2 a] gf cos'a

j [A ( ̂  -- g-^sina)2 4- Bg-'^2 cos2 a] sin a
, / • dxt . dz—- B ( ('o — ̂  sin a ) 2 ̂  cos2 a j [ cos a "-̂ - 4- sin .̂  •——,— ~t- » lit •-< —T—r/^ a/

4- ! 2B(<\i — g^sina)g^sinacosa
-, \ ! . dx\ dzi\— [B^o—^smo^-h- 3Cg ' 2 ^cos 2 a]cosa^s lna- ,— cosa-^-

^ j — 3 ( C — B ) ( ^ — ^ s i n a ) g ' 2 r 2 c o s 2 a 4 - ( C — B ) g ^ 3 c o s : 2 a s i n a

-^ ( A — B ) ( t^o — g--?- sin a )3 — ( A — 3 B ) ( <^o — g'̂  sin a)2 g-/ sin a \ d\
\ o /

-h j D ( (^o — gt sin a )2 — 2 D (<-'„ — g-^ sin a ) g-^ sin a

^ 4.-3E^2cos2a;^-].

^= -.-. 3 £ > [ (A - B ) (c'o -gt sin a)3 - (C - B)(^, - g^ sina)^r2 cos^. | a'
'•'HA' ( LAv ! J

4- [D ( ̂  — gt sin a)2 4- Eg"2^ cos^a] ̂ - •

(PX, . d2 zDes valeurs de —y et— ' 5 on conclut? au premier ordre près, que

^2^.
îl ̂ . sina^===~ 3e[ A(^-gts[fia)?l^î^-sma)gnïcos2^\.
f Cit |_ 0 J

cosa —— 4- sina—^ == ~ 3 £ j — ( ^ — gtsïnw)3-^ -B(</o
Ul W^' ^ 0

sino:'^' - cosfl; r i-2!==-3£[B((/„-g•<sina)2-^-C^^cos la]^cos«.^
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. O'où l'on déduit, eu intégrant,

Apt . d z ,cos a —— 4- sm a —^ ^

=:— 3^ ^ _ ^A^ 2 g^sina 4- - (Asîn^-^B cos2^)^2^

— ^ ( — s i n 2 ^ 4-Bcos2^) g-3 Us ina i «»-j- \ û / J
î rf3(sma— — cosa—^ ^

== — Se^2 cosa ^-B^ — ^B(. \»^sina — ^(Bsin 'a -4- Ccos2^)^ •
L2 %) 4 ' ' ..I

Ce sont ces valeurs qu'il faut porter dans—^ et -—? car par là oî-. ne
néglige que des termes qui contiennent £ en facteur à des puissances
supérieures à la deuxième.

^ e t—étant des fonctions connues du temps., on est en mesure
d'avoir x^ et -s., et par suite oc et z ,

€/2 V9. Considérons la valeur de -—L-* Cette valeur prouve qu'il y a une dé-'
rivation et que cette dérivation est une conséquence de la rotation du
solide autour de la verticale qui passe par le centre de gravité. On a vu.
que a' et-y-changent de signe en même temps que co; on en concliil
que la dérivation change, de sens en même temps que la rotation du
solide autour de son axe de figure.

La grandeur et le sens de là-dérivation correspondant à une vitesse
donnée dépendent d'ailleurs de la forme, des dimensions et du poids
du projectile.

10. Il est facile de voir ce que sont à peu près les coefficients A, Bc-
C, D, E pour les projectiles employés dans l'artillerie.

Ces projectiles sont formés d'un cylindre creux surmonté d 'un
solide de forme ogivale, de hauteur moindre que le cylindre, et ter-
miné en avant par une face plane dont le rayon est à peu près la moitié
de celui du cylindre. Cette partie ogivale est à peu près pleine; elle
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présente seulement une ouverture semblable au goulot d'une bouteille
par laquelle on introduit de la poudre dans l'intérieur du boulet. Il
résulte de cette disposition que le centre de gravité est plus près de la
partie antérieure que si le projectile était plein. Le centre de poussée
se trouvant alors en arrière du centre de gravité, p, est négatif.

D'autre part, les normales aux différents points de l'ogive font toutes
des angles très-grands avec l'axe; donc X, qui représente le cosinus
d'un quelconque de ces angles, est très-petit sur toute la surface ogi-
vale. Examinons maintenant les coefficients.,

A == îX\ds se compose des surfaces des deux bases et d'une partie
correspondant à la surface ogivale; cette partie est très-petite, parce
que tous les éléments qui la forment sont multipliés par X\

B === SX^2 ds correspond seulement à la partie ogivale; c'est un
terme très-petit, parce que les éléments contiennent X2 en facteur.

C == Ï^Vds correspond à la surface cylindrique et à la surface
ogivale. La valeur de C est du même ordre de grandeur que celle de A ;
c'est une fraction finie de la surface convexe du projectile.

l) =?= SX^ (Y^7 — Xj') ds correspond à la surface ogivale seule-
ment. La valeur de ce coefficient dépend à la fois de la position du
centre de gravité et de la surface de la partie ogivale. Cette valeur peut
être positive ou négative, mais elle est toujours très-petite, les élé-
ments qui la forment contenant tous X2 ou X3 en "facteur.

•E = 2YZ2 (Y^— Xy^ds se compose d'une partie négative qui
n'a de valeur que pour la partie ogivale, et d'une autre ïY^Vx'cIs,
dont la valeur et le signe dépendent à la fois de la position du centre
de gravité et de la surface convexe du projectile. Si le centre de gra-
vité coïncidait avec le centre de gravité de la surface convexe, on
aurait I x ' d s == o. Je dis que, dans cette hypothèse, yi^Vx'ds est
négatif. En effet, si l'on appelle a la différentielle de l'arc de méridien
mené par un point donné, p le rayon du parallèle qui passe par ce
point , y l'angle que la normale fait avec Taxe, et Q l'angle du méridien
avec le plan y ' Q x ' , on a

,2 Y2 Z2 x1 ds == 2 si n4 9 cos2 Q sWO. p x ' d Q. a
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Oïl

lY^^^—Tr f'SUl^Ç .p X ' <7.

Or -277 J pG-a/ représente le moment de la surface convexe par rapport
à Forigine; si l'origine est le centre de gravité de cette surface, on a

/po" .r •==. o.

Or suiç? == j pour la surface convexe du cylindre; les éléments dimi-
nués sont donc ceux qui correspondent à la surface ogivale : ces élé-
ments sont positifs; il en résulte que \ s ' m ^ c p . p c c ' a 1 est négatif, et par
suite aussi ïX^Vx' ds. J'ai raisonné dans l'hypothèse que le centre
de gravité de la surface convexe coïncide avec le centre de gravité du
solide; en réalité, le centre de gravité du solide se trouve en avant
du centre de gravité de la surface convexe. Soit a la distance de ces
deux points. Pour passer de la valeur JSY^Z2^/^, correspondant au
centre de gravité de la surface, à celle qui convient au centre de gra-
vité du solide, il faut remplacer x' par x1 — a; cela revient à ajouter
à l'expression qui précède le terme négatif — ai^Z2/^.

Donc, en définitive, E est négatif.
Nous sommes en mesure maintenant de déterminer les sens des dif-

férents mouvements du projectile. Pour cela, nous supposerons que B
et D sont nuls, et que E est négatif. A et C sont d'ailleurs essentiel-
lement positifs.

La rayure des canons tournant de gauche à droite dans la partie
supérieure pour un observateur placé à la culasse, il en résulte que œ
est négatif. De plus, c'est un très-grand nombre; je prendrai donc les
formules qui conviennent à ce cas.

Le mouvement de nutation est déterminé par t'a formule

^ ==— —— (^+y£EcOS 2 a .^) ;

\j. et E étant négatifs, il en résulte que ^ a le signe de G), c'est-à-dire
Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome V. r]



5o- MOUVEMENT D'UN PROJECTILE DANS L ' A I R »

qu'il est négatif. Donc l'axe du projectile est dévié à gauche du plan
initial du tir.

Le changement d'obliquité de l'axe par rapport à la verticale est
déterminé par la formule

V^ cos2^
^ ̂  ^ (M + 3eEg-3^ cos2^);

il en résulte que d\ est négatif. Le cosinus de l'angle que l'axe fait avec
la verticale diminuant, il en résulte que la partie antérieure du pro-
jectile s'abaisse constamment.

Enfin, la dérivation est définie par la formule

= — 3s - . (^—g^sina) 3 - - C(^o -— g^sm^g^cos2^ a1a j g ' t ^ c o y c c a'

-E^Pcos2^"^?-0 cil

^y_ ..irA^

Le multiplicateur de a' reste positif pendant toute la durée du mou-
vement, si, comme il faut le supposer, ç^o est grand; parce qu'alors
~(^o — ^sina)2 dépasse Cg2^ cos2^; le second terme est positif, mais
il est beaucoup plus petit que le premier, parce que le multiplicateur de
da' ,. ,-y-ne contient pas VQ.

La dérivation a donc le signe du premier terme, c'est-à-dire le signe
positif. Il résulte de là que le projectile se déplace vers la droite du
plan du tir.

Tous ces résultats sont d'accord avec l'expérience.

Remarque. — II arrive souvent que la dérivation se produit d'abord
à gauche, puis, quelque temps après, elle se fait vers la droite. La for-
mule de la dérivation rend très-bien compte de cette circonstance. J'ai
supposé que D était nul . Cela n'a pas lieu en général. Si Pon suppose
Dpositif, mais toujours très-petit, comme dans la valeur de a', il est
multiplié par ç^; a! sera d'abord positif, puis, t augmentant , il de-
viendra négatif. Donc le projectile se tourne d'abord vers la droite, puis
vers la gauche. Il s'ensuit que la dérivation se fait d'abord vers la
gauche, puis vers la droite.
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11. Il conviendrait maintenant de chercher la valeur numérique de
la dérivation en prenant pour projectile un des boulets en usage clans
l'artillerie, et pour lesquels il existe des tables de dérivation. Il m'a
manqué pour cela de connaître la position du centre de gravité et les
rayons de girailon. Le profil intérieur du boulet est trop compliqué
pour qu'il y ait lieu de chercher ces quantités par la géométrie» d'au-
tant plus que la poudre qui remplit le boulet et les ailettes qui en gar-
nissent la surface déplacent un peu le centre de gravité et changent les
rayons de gi ration.

12. Je prends pour projectile an cylindre creux en fonte, de poids
spécifique égal à 7 et ayant le même poids et. à peu près les mêmes di-
mensions que le boulet de 12. Yoici les dimensions :

m
Rayon de base extér ieure. . . . . . . . . . . . . . . . . . . R== 0,059
Rayon de base intérieure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . r == 0,04075
Hauteur du cylindre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . H== 0,2
Épaisseur de la paroi antérieure . . . . . . . . . . . . . e == o,o58i8
Épaisseur de la paroi postérieure. . . . . . . . . . . e' = 0,019
On trouve pour le p o i d s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P == lo^S?^

Le centre de gravité est à o^ioSi i de la base postérieure, ou biea à
o^ooSi î en avant du point milieu de l'axe. Les coefficients à calculer
sont

l\ F\ A ^ a ^ R 2 , C=:^7rRH, E==^RHrf, u:=ï|^ & et &).4 4 r p
Le coefficient £ se déduit des expériences de balistique faites sur des

boulets sphériques. On a trouvé que la résistance de l'air sur un bou-
let sphérique de rayon R et animé de la vitesse 9 était

F=—^--7rR2^-
'7100

Je vais chercher une autre expression de cette force. Je prends pour
axe des oc la tangente à la trajectoire décrite par le centre de gravité;
la vitesse normale d'un élément de surface ds étant pXy la résistance
élémentaire est alors en valeur absolue

sM^X3^,
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et la composante de cette force parallèle à l'axe des x est
— e M ^ X 4 ^

en grandeur et en signe. La résistance totale est alors
— s M ^ 2 X 4 ^

le signe 2 s'étendant à toute la surface de la sphère.
Soient co l'angle que la normale fait avec l'axe de oc, et 6 l'angle que

fait avecj-zw le plan méridien mené par le point considéré; on trouve
aisément que

ds == R2 sin co dw d 9.

Donc la résistance a pour valeur
— eM ̂ I^Ïcos^wsmwdc^dQ,

l 'intégration par rapporta 0 devant être faile entre les limites o et ^TT-,
et l'intégration par rapport à GO entre les limites o et TT.

On obtient ainsi

On a donc l'éffalité

d'où

"TTR^M^.o

4 rrR^M^ == ——TrR2 v\5 7100

_ i _ g
£ ::= 568oM:== 568o"P '

Le coefficient co dépend de la vitesse initiale et de l'hélice du canon
rayé. Dans le canon rayé de 12, le pas de l'hélice suivie par les ailettes
est de 3 mètres. Ainsi, quand le boulet avance de 3 mètres, il fait un
tour sur lui-même, il en résulte la vitesse de rotation ex) == -- —T^).

0

La vitesse initiale ^ est le plus souvent 307 mètres : c/est celle qu'on
obtient avec une charge de i kilogramme de poudre.

Voici le tableau des valeurs numériques des coefficients :

cl =: — o ,oo8i ï , log^==3,32583, log^2^--?^ o3g,
log A ==î,33988, log 0=3,96697, log(-E)= 5,87^99,

l 0g (— ^.)==5',3l 768, lOg £ ==4",202.83, IOg(~0))==2,8o820,

^=:3û7, co == — 643,
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13. Je calcule maintenant les différents mouvements du projectile.
1° Mouvement de nutation.
La durée d'une révolution de l'axe vrai autour de l'axe moyen est

ird^
"~^r5

ori trouve pour cette valeur o^o^j.^*
Le rayon du cercle de nutation est

l^
-TT^COSa;

l 'angle du cône de nutation, évalué en secondes, est alors
F2 /xcosa

~~" Fco2 s m i" '
On trouve pour cette valeur

o", 012 ï 4 cosa*

On voit par là que le mouvement de niltation est tout à fait insen-
sible. On est donc en droit de le négliger.

2° Mouvement de précession.
La formule est

( L = : — 1 [n.t 4-7 aE^3^ COS'a) — I—-1 l2^ v 4 / smï"

Je prends l'angle de tir a == 16°. Il vient alors

^=: — ^ N 10,49808— ^NlT,3247^

en représentant par N1^ le nombre dont le logarithme est a. Si Fon
donne à Hes valeurs

5% io5, iS5,

on trouve pour ^ les valeurs
- ï 1 27^ 75, - 35' 43^ g, - 2° 59', ï .

3° Variation de l'obliquité de l'axe sur la verticale.
En appelant Q l'accroissement de l'angle que l'axe fait avec la ver-

ticale, on a
c o s ( 9 o — Q L +• 9) === sina 4- cl\.
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On en déduit
e^

COSa

Donc
, F2 cosa , -5 in - - " ^r3 ;-r — ---.—•;— (^ -4- ôehg^^ cos'a).

On doit négliger ie terme — -—^^p^ qui n'est autre que le rayon (lu
cercle de nutation; il vient alors, en évaluant 6 en secondes,

e^^ijig30^^ ou ^^12^4604.y4^ sini '

Si l'on fait t = i 5% on trouve 6 == Ô/^^SS.
On voit que la variation d'obliquité de l'axe reste toujours très-petite;

il en résulte qu'on pourra la négliger dans le calcul de x^ et z^
4° Dérivation.
La formule de la dérivation devient pour le projectile considéré, en y

remplaçant a et -~^" par leurs valeurs dans lesquelles on a supprimé les

termes périodiques,

^î'== 3 s 1 1 A (^o — gt sina)3 — C(^, — gt sma)g-2 r cos'^J
cosa / 3 \^ — l ^ t + -FsEcos^g-^^

- r -E^^cos 3 ^—(^+3£Ecos 2 ag ' 3 / 3 ) 5

ou bien, en développant,

^T^ 9 ̂ E^os^ r A ^ ̂  _ ̂ ^ ̂ , ̂ ^ ̂  ^ ̂  ̂ ^^ _ ^ w^^^g2^
u-t '' IL < ' & ) L.v'

/ A "I
— —siû^a — C cos2^)^3^7 sina -^E^^'cos^

\ v •J

_ ^i^00^ [ A ̂  f ̂  A^g-rsin^ -h (A sm2^ "-• C cos2^^3

^ OJ j -0

-— (—sin 2 ^ — Ccos2^] g'3^ sina -^ Eg-T cos3^ •
V^ • ' . 1 J
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En intégrant on obtient successivement

^^j^Eg^os3a^^^_.^<.^^si^^^As^

-— - ( — sMa — C cos2^) g 3 t " sina -+ ^Eg- 2 /" cos2^0 \ " / ^ j

+ ,°_^—ÏL2 _ ̂ t î __ î. A ^2 ^3 gi^ ̂  -̂ . I ( ̂  siQ2^ _ Q cos'^ ) (^^^ '<
/ &.) L " o '•'î-

l / \. l— ^ ( —sin 2 ^ — Ccos'^)^3/15 s ina+^E^^cos^ -,
0 \ '3 '-?

A s'2 j^ tj» 3 p r\ {.3 -y f" ï T î
y^j^^^^^^i^^^^^

^ — -l- ( — s in^— Ccos2^ ) ^^^'sin^ -+- —E^^cos2^
72 \ 0 ./ ' 2 1 ; ' _ j

-^ J.̂ ^00 ,̂ f-1 (̂ 3 _ ± A^ïg^sina 4- ^ (A sîn^a — C cos2^) ̂ ^;/-

—, — (— sin'a.-- C c o s ' a S g^^siny. -+- — Eg^^co^x -

En remplaçant les coefficients par leurs valeurs numériques, on
ob t i en t

^•=^N15,27021—^N17,54601 — ^N19,98427 -h r Nl77,88460—rNl'i~3î26rp3
-4- ^N 13,89247 — ^ N16,5i337
-^N18,85472 + ^NiTo,688io-~^N l7i,39247.

SI l'on donne à t les valeurs

5s Tr»5 T î s T /î"', 1 0 , 1 1 , 1 4 ,

on trouve pour y les valeurs

o"^, lô111,^ ^^'^ô, 98l",3.

Projection de la trajectoire snr le plan zo i\

14. La projection de la trajectoire du centre de gravité sur le
plan zox est déterminée par les valeurs de x et z. Dans les formules
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f/2 T ^'y2 ^en "JF et 'rfF du n° 8 (p. 45-46), je fais

B = = o et I )==o;
j 'obtiens alors

—— :== — 3 s < — ( t'c, — g^ sin a )3 cos a -4- G g'3 ^3 sin ̂  cos3 <s;
( f l ' " ç 0

* / • ^ /^ ^( . <^i^4-A(^ — gisiny.ycoscc [ cos^ -y- 4- smy. -j.

« ^ . / dzt . dx^ \— SLg'^sma cos^ ^ cosa -,- — sina -.— )dt dt )\ "l'
4- 3 C ( ('o —• gl sin a ) g"21'1 sin a cos a -+- G g^ l^ cos3 a

A 1— -̂ - (^o — g'̂  sin a) tang a — A (^o — gt s'm^gt cos a a

^-r. ..,. ., ^SE ^^sinacos^ -—b ^/
_±1 ..„= -^ 3ç- «.((.^—. gt sina)3 sin a — Cg^COS^a

O-fc ç 0

, / . , . / rf^i . cfci^4- A ( c'a — ̂  sin a)2 sin a [ cos a —j- 4- sin a -7-

4- SG^^cos3^ ( cosa—1 -— s'my. -̂ " )

— 3C(( 'o — gt sin a) g2 f cos2 y. 4- Cg^cos^ sina
A "|
T ^° ~ ê^ sina y' -~ A (^u — g'̂  sîna)2^ sina a',4~^f^

.SE^^cos2^ ̂ in dt \
On ee^déduiÊ '<

d ^ x , . d ' z ,cos^^-^-^sma-^

=== — 3 £ — ( (\> — gi sin a )3 4- A. ( <'o — gt sin a )2 ( cos a —p 4- sin a — )

4- [C g3 ^cos2 a — A ( c'o — ̂  sin c x ^ g t ] a^ 5
rf^i . d^x,cos^ •——••— sin^ ——dt'1 c/l2

: — 3 £ , ( -•Cg'3^cos : îa4-3Cg'2^cos2a (cosy.^—siïïy^— 36 ,( - -Cg^cos^ 4- 3Cg'2^cos2a fcos^ ̂  — sîn^ ̂ ^

-4- ( — 3C (< 'ù—^s ina )g ' 2 ^cos^4~-^ - (^ —" gISîny.Y —î—^ —" ê*/ sîn y. y —— (/;
0 ' t'f\C} M •|_ û COS û - j

-^SE^^cosa^'
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En ne prenant que les termes du premier ordre, on obtient
CÎ2 3C d2 7'

cosa"^" 'J^~sm!x'~dF= - £ A ( ^ — ^ s î n a ) 3 ,
cl'^Zt . r/2^-,

cosa-^- -sma-^-rrr+SsC^rcos3^;

d'où, en intégrant,

dx\ . dzicosa —• -i- sina —6^ dt

= — sA (^ ? — - ̂ g-rsina -4- ^g^^sin 2^— ^g^fsm 3 ^ ?

dz, . âfjpi 3 -cosa —- — sina —— == + -T eC^^^cos3^.f/^ û^ 4

Ce sont ces valeurs qu'il faut porter dans les équations qui précèdent,
car par là o.n ne néglige que des termes du troisième ordre.

Je remarque en outre que d\ et-— ? qui entrent comme facteurs dans
plusieurs termes, restent extrêmement petits pendant toute la durée du
trajet, puisque, d'après le calcul fait plus haut , l'accroissement de
l'angle que l'axe de figure du projectile fait avec la verticale n'atteint
pas une minute. On peut donc, sans erreur sensible, supprimer les
termes qui contiennent d\ et^— en facteurs; il vient alors après réduc-
tion

d ^ s c , . d^,coscc —— -4- sina—7—dt' de
•==: — eA [t^ — 3^ §t sina -!- 3vogît2smîa — g-3/3 sin3^]

-{-Se 2 ! 21^— ^g^sina -4-5^ g^sin2^

— I*~~ ^ê'3^51113^-^ ^ VQ^^sWa — ^g^^sin5^ 72 2 4 < J
d2 z d2 x in

cosa -,— -- sina—j— = SeC^^cos3^-—— / ^O^i^os^a.

On a d'ailleurs, p. 17,
x = ̂ ot cosoc -4- ^i, et z= c / o^ s in a—- gî2 -r- -s,;

2

^înnales scientifiques de V .École Normale supérieure. Tome V. 0
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donc

^coscc -4- -ssina =: ^o/ — -g-^sm^ +^i cosa -+- ^i sin a,

•s cosa -4- x sin a == — ~ st1 ces a -4- ^i coso: — ^isina.
2

On obtient alors, en intégrant les équations qui précèdent,

ïoc cos 5c -)- ^ sin a== ^ y t — - g^2 sin a

— £ Â (^^2 — -^g^sina 4-^o g'2 ̂  sin2 a— -^g^^sin^a)
(^

-^Sg'^A2 ( - < ^ ^ — —^^^siïla+^^'^sm2^

— 7 ^S g'3 ̂  sin3 a-h- — (^^sin'a— -1-.- g'^^in5^) 5

^ 2 ) zcosoc— ^s in^== — - r-g•/ : ^cosa+—£C^3^cos• '1a— -27 e^C'2^ l 8 co^cc.
2 0 20 0 25'4

Dans l'exemple numérique que j'ai choisi, si l'on donne à t une va-
leur de plus d'une seconde, on reconnaît que les termes du deuxième
membre de Féqualion ( i ) vont en croissant. Ce deuxième membre ne
donne donc pas une valeur approchée de XGOSOC 4- zs'ma, puisque les
termes négligés sont plus grands que les termes conservés. Il est donc
nécessaire de trouver par un autre procédé une valeur approchée de
oc cos a + z sin a.

15. Les deuxièmes membre? des équations ( i ) ' e t (^) ne dépendent pas
de la rotation du solide autour de son centre de gravité. Il en résulte
que, si l'on cherchait le mouvement du solide dans l'hypothèse où il se
déplacerait parallèlement à lui-même, on devrait obtenir les valeurs pré-
cédentes ( r ) et ( a ) . Je cherche les équations du mouvement qui con-
viennent à ce cas.

Je fais donc

a=cos^, €t'==o, r/ '^sin^,
6=0 , b ' = i , V ' ^ - o ,
^ = = — - s i n û : , c'^o, ^==cosa,
^==0y p ==: Oy g ==o, y=£-û.
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Les valeurs de ^, u\ u" du n° i (p. 34) deviennent
f/^ . dz

u ==. cosa —r- -h sin<z -,-?

^ == o,
„ . dx , dz

u ==—sma-7-+ c o s a - . ?

puis
SV^^ == A^3 -4- SB^?,/^',
2v3yA=o,
2 V^ ̂  = SC^3 ^- SBî^i/'.

f2 2 3C cl ' '':Si l'on porte ces valeurs dans les équations en ~j— et — du n0 •I
(p. 34), on obtient

d^ = — 5 [cosa(A^ -+- 3'Kuu^) — sma(3Cz^3 "r- 3B^z^)]
(ï fc

^=^^^g[sma(A^^4-3B^^ 2 ^)-^œsa(3C^/ / 3 +-3B<^z^)],

d'où l'on déduit
d2 'v d3 zcosa —— 4- sina -.1 == —g'sina — £ ( A ^ 3 4- 3B^^ / / 2^),
//2 y y^S /V

cosa -j-^ — sina -,— ===• —g-cosa — 3e(Cu//3 -4- B?^^),

ou plus simplement

du = ̂  g.sina — e(Au3 4- 3B^/2^),

/-///^
——=:—g'cosa—3£(C^^ 34-B^^/ /) .
Clii

Telles sont les deux équations qui définissent le mouvement du
centre de gravité dans l'hypothèse que j'ai faite.

Le projectile étant cylindrique, B = o, et l'on obtient

du . ,—.==;-— g sm ce — eÂ u3,
fiti"
——=:-g-cosa-3eC^\
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16. Je suppose qu'on ait intégré ces équations rigoureusement, el
qu'on en ait déduit

x cosa -+- ssina = F (^ s),
z cosa — .rsina = F, (^ s).

II devra arriver qu'en développant F(^, s), F^, s) en séries ordon-
nées suivant les puissances croissantes de s, les premiers termes de
ces développements forment les deuxièmes membres des équations ( s )
et (2), de sorte que ces deuxièmes membres ne représentent que des
valeurs approchées de F(^ s), F,,(^ s). Cela suppose que les dévelop-
pements de ces fonctions en séries sont convergents; si donc il arrive
que pour certaines valeurs des coefficients et du temps, un des
deuxièmes membres des équations ( ï ) et ( ^ ) devient divergent, il ne
pourra plus remplacer la fonction F(^, s) ou Fi [t, s), et par suite il ne
pourra pi as servir au calcul des inconnues.

Or, dans l'exemple numérique que j'ai choisi, les termes da
deuxième membre de l'équation ( ï ) vont en croissant quand le temps
dépasse une seconde, tandis qu'au contraire les termes du deuxième
membre de l'équation ( a ) diminuent très-rapidement pour toutes les
valeurs du temps inférieures à i5 secondes qui représentent une limite
supérieure de la durée du trajet. Donc on pourra conserver l'équa-
tion ( 2 ) pour le calcul des inconnues, mais il faudra remplacer l'équa-
tion ( ï ) par l'intégrale de l'équation — — — g^mof. — sA^ 3 .

17. J'ai donc à intégrer l 'équation

du— = — ,0'sma !— £À?^.dt b

Cette équation donne
dudt=- g'sina -+• ku3

en remplaçant SA par ^, équation qui peut s'écrire

dug-sina dt -== — ————.—
î -+- —:— u 3g sm a
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^

je pose îz i/ ^—— == (^, et l'équation devient

s,-7——;—:—— , diV\/ /f^2 sin a dt == — ———— 'v b ï -4 -a ' 3

D'ailleurs

dx cosa. -t~ û?s sin a == udt == i/â^iîj? ̂ ^.

Si, de cette relation, je tire la valeur de dt et que je la porte dans
l'équation qui précède^ j'obtiendrai

3/7-;——;——,, , . , wdw^ k - g sin a ( dy cos a •+- dz sin a ) == — —;——;'

Ainsi l'équation différentielle à intégrer peut être remplacée par les
deux équations suivantes :

v^fg^sîrTa dt = - —/a—,• b i + w3

3/-T—-—:—/ , , . , w dw\j /r2 g sin a (a^ cos a -h" a^ sina) == — ———^?

ou l)ien
'2

. ^ — — „ . ^^ ^ / ^ ( ,̂ — i \ ̂ y /^
-— 3 J k g2 sin2 a dt = ——— — - ————'-—— -+- V3 -——^————— 5

l -4- W 2 w ' — (̂  -4- ï / S <^^ — ï \ sl

•+ (-^)
•%

, / , , —=dwn — — — . — . dw ï ( 2 w — i j a w ,- V33 ̂ / f^sina {dsc cosa-^a5îsina)===——— — -————-——— y 3———-—————--" ' i+w 2 w2 — w •+- r / ' > ,w—r\ 2°ï -ï- ( -^—_^\
\ ^'3 ;

d'où l'on déduit, en intégrant,

3 t ^/r g-2 sin2 a = = 0 — ^ 3 arc tang 2 a ' ' ~ l ' — — log 1 I .('t'——,
V3 ^i yw 2 — w •+• ï

3 ^/^g' sin a (^-cosa -^--ssma)=:C /— \/3 arc tang^—~^— 4-—log—========^=:
\/ 3 jjl yu^2—• w -r- ï

Dans ces équations ,. représente l'inverse du module, c'est-à-dire
le nombre 2,309.59, et C et C' deux constantes arbitraires. La valeur
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ini t ia le de u est î-'o; par suite celle de w est ^o = ^'o \/——' Avec
ç/ Û Slll 5Î

les données numériques que j'ai choisies, on obtient

<ï'o == 3,3424.

Les constantes C et G' se déterminent par la condition que pour t = a
on ait

af=3y3^.l2.^ et xcosce -4- z sina== o;
on obtient ainsi

C=:2,5878, C == 1,8290.

Si de la première des deux équations on pouvait tirer la valeur de w,
en la portant dans la deuxième équation, on aurait pour x cosa -h^sina
l'expression que j'ai appelée F(^ €} et qui, développée suivant les puis-
sances croissantes de s, donnerait pour premiers termes le deuxième
membre de l'équation ( i ) . Cette élimination de w ne peut pas se faire.
On est alors obligé de conserver les deux équations à la fois en y re-
gardant w comme une variable auxiliaire.

On pourrait intégrer de même l'équation
du"
——•==.— gc.osa—3^W\

Mais comme le développement de -scosa — scs'ma en série est conver-
gent, il est plus commode de le conserver. L'équation permet d'ailleurs
d'avoir autant de termes que l'on veut.

Intégrant donc par approximations successives, en tenant compte de
ce que pour t == o on a u" == o^ on obtient, en posant 3£C=kr/,

u" == — gt cos a ̂  -, k " g3 ̂  cos3 a — —, hflî g^ t1 c©s5 a

+—1-V / 3^7 t ïQ cos"1 oc'— ~7-7—/f'/4^9^18cos9a-+- ... :
ÏI20 0 29120 0

d'où, en intégrant,

s c o s a — ^ s i n a = : — ^ ^ 2 cosa •+ -I- kft ^ ̂  cos3 a -— —r/r'72^5^ cos5^
2 0 20 ° 2^4

+ —— k^g7^ cos1 ce — T-7—— /f^g9^ cos^a •+- . . .12820 0 4°7^8o 0
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On reconnaît que les trois premiers termes de ce développement for-
ment bien le deuxième membre de l'équation (^2) .

18. Le mouvement du centre de gravité en projection sur le p lan
zooc est donc défini par les trois équations simultanées

/ N 1 2 ? 94599 ==== 2,5878 — \/3 arc tang -—^=— — „ log1W — î î , l -r- W

TT^'M^^Z:^^
(2) (^cosa4-3 sin a) N14,98291 ==1,8290—^3 arc tang^—^=—-+- .y- 1 og ".—--" îrr.r .g^/3 .-vA • / • • • - • > • • • - • -

f 3 ) zcosa — ^sino: == —• - st^ cosa --}- — /^•û^^cos^a
2 20 <-

•-^/^^^CGS5^ 4- ——-l—k^^l1 1 COS^a .
224 12320 &

équations dans lesquelles

N 1 i, 945^9 == 3 y ff g2 sin2 a
et

N 1 4,9829 ï === 3 y/ 7f2 g- sin a,

Si l'on donne une certaine valeur à (-P, l'équation ( i ) donnera ia valeur
correspondante de t. L'équation (2) donnera la valeur delcos a-4---s sina.
Portant ensuite la valeur trouvée de t dans l'équation (3) , on obtiendra
z cosa — ^sma« Ayant x ces a 4- z sin a et z cosa — x sin a, on calcu-
lera x et z. Si l'on fait(p== 1,1 on obtient

^r^c^Gi i , x cosa-t- -s sma=-: îS'?^"1^

^ cosa -~- ^•sina== — 421,49»
et

d'où
x === ï^S^"1, î et z- == rô"'1,17.

Si l'on fait w == î ,o5, on obtient

^== io'',369,
puispuis

x^-iQ^^. et ^ ==—'s i y 76.
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Si l'on fait (P == i , on obtient
t=: iiSiSô,

puis
.y ==1769 et 2 ==--76,59.

On voit par là que la durée du trajet est comprise entre 9% 611 et
10% 869, et que la portée est de même comprise entre iSSÔ01,! et 1674.

19. inéquation ( i ) jointe à l'équation en u",

U"'= — g^GOSa -4- y /^g^COS3^ —. . . ,

permet d'avoir les valeurs simultanées de u et z/', puis celles de
dx . , clz-77 et de -j—dt dt

Pour w == i , ï on obtient

M = = ï o i % o 3 et / = = = 9 S , 6 I I

puis l'équation en u" donne
/

^=:_83,7i3.
On en dédait

d'où

dx dz H ^^=120,197 et ^=-5^622,

^== -tangaS^S'ô.

L'angle de chute est donc a peu près a3° 38' 6.
La vitesse finale est

dx.dt r ^ i S i ^ a ï .ces 23° W 6

20. En comparant ces résultats à ceux que donne l'expérience pour
le boulet de 12, on reconnaît que la résistance de l'air sur le projectile
que j'ai considéré est beaucoup plus énergique que sur le boulet de 12
véritable. Pour le boulet de 12 vrai, la durée du trajet dans les condi-
tions où je me suis placé est de i4 secondes, et la portée de près de
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3ooo mètres. La vitesse restante est 00170 mètres et l'angle de chute
de ^./l020'- La dérivation finale est de 71 mètres. A la distance de
1600 mètres, qui représente la portée du projectile que j'ai considéré,
la dérivation du boulet de ï a vrai est de i5 mètres. Celle que j 'ai
calculée pour cette distance est de 16 mètres.

Les différences entre les résultats que j'ai obtenus et ceux de l'expé-
rience peuvent tenir à ce que la loi de résistance que j'ai adoptée n'est
pas exacte, ou bien à ce que le coefficient e que j'ai calculé d'après une
formule de balistique est trop considérable. Mais elle provient certai-
nement en grande partie de la forme du projectile que j'ai considéré.
La partie ogivale qui termine le boulet de 12 doit diminuer la résis-
tance de l'air qui s'exerce suivant la tangente a la trajectoire, et par
conséquent le boulet doit aller beaucoup plus loin que si cette partie
conique n'existait pas.

Annales scientifiques cîe l'École Normale supérieure. TomeV. 9


