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LES EQUATIONS LINEAIRES
AUX DERIVEES PARTIELLES

A CARACTERISTIQUES REELLES,

Par M. Er. DELASSUS,

PROFESSEUR AU LYCEE DE DOUATL

INTRODUCTION.

Dans le présent travail, nous ne nous occuperons que des fonctions
réclles de variables réelles, ces fonctions étant analytiques d’apres la
définition adoptée actuellement et résultant de la possibilité du déve-
loppement en série ordonnée.

Une fonction analytique peut présenter des poinis singuliers isolés ou
des lignes singuliéres; ces dernieres peuvent étre de deux sortes :
essentielles s'il est impossible de continuer la fonction au deld par un
prolongement analytique, et artificiclles dans le cas contraire.

Considérons une équation linéaire aux dérivées partielles et i coef-
ficients analytiques; le probleme de Uintégration pourra étre considéré
comme presque résolu si, étant donné les conditions initiales analy-
tiques, on peut, sans former U'intégrale correspondante, dire dans quel
domaine elle sera analytique. La recherche de ce domaine est identique
a celle de son contour et celui-ci est évidemment formé par des lignes
singulitres essenticlles de Uintégrale.

Le probleme ainsi posé ne semble pas, dans I'état actuel de la
Science, pouvoir étre résolu dans le cas général des équations linéaires.
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Je me suis proposé de déterminer lanature de ces lignes singulieres
essentielles et les résultats généraux auxquels j’ai été conduit per-
mettent de déterminer, dans des cas particuliers, ces lignes elles-
mémes.

Quelques exemples simples donnent des indications sur les résultats

probables.
Considérons I’équation de Laplace
Pz 0%z
AV = 0:&“ -+ ()j’i =0,

et toutes les équations obtenues par dérivation. Toutes ces ¢quations
ont leurs caractéristiques imaginaires ou en ont au moins deux imagi-
naires. Toute solution de AV == o les vérifie toutes et la solution du
probleme de Dirichlet montre qu’on peut former des intégrales analy-
tiques ayant des lignes singulitres essentielles absolument quel-
conques.
Il en est de méme pour les équations du second ordre

0*s 0%z )z Js s

S | e = (- i o ) D e 4‘53-2: 2 ... / ; - \
gt B +Cs—=+D . - B - I 0 (B2— fAC < 0),

A dzay Tl o TR

ce qui résulte immédiatement des travaux de M. Picard ('), d’apres
lesquels toutes leurs intégrales sont analytiques.

Donc, dans unerégion ou les caractéristiques ne sont pas toutes réeelles,
les lignes singulicres essentielles des intdgrales analytiques peuvent étre
des lignes quelcongues.

Au contraire, considérons I’équation simple

ortizg
durdyt =

On vérifie immédiatement sur I'intégrale générale, qu’on sait for-
mer effectivement, que les lignes singulieres essentielles ne peuvent
étre que x == const. ou y = const., c’est-h-dire les caractéristiques de
I'équation.

(1) P1carD, Sur la dctermination des intégrales de certamnes équations aux dirivées
partielles du second ordre par leurs waleurs le long d’un contour fermé (Journal de
I’Ecole Polytechnique, LX¢ Cahier, 1890).
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D’autre part, M. Appell (') a montré que la plupart des solutions

simples de I’équation de la chaleur
0%z 0z
ozt oy

avalent des lignes singulieres y = const. et ce sont précisément des

caractéristiques de 1’équation.

Ces quelques exemples montrent nettement la séparation des équa-
tions linéaires en deux groupes, suivant que les caractéristiques sont
ou non toutes réelles, une méme équation pouvant appartenir aux
deux groupes dans des portions distinctes du plan des xy.

Nous pourrons alors dire que les intégrales analytiques des équations
du second groupe pourront avoir des lignes singulieres essentielles abso.
lument quelcongues.

Le but principal de ce travail est I'étude des équations du premier
groupe. Mes recherches m’ont conduit pour elles & la notion caracté-
ristique de domaine d’un arc.

Soit o un arc analytique régulier satisfaisant & certaines conditions
restrictives; on peut lui faire correspondre un domaine g I'entourant
complétement et ayant la propriété suivante : Quelles que soient les
JSonctions initiales analytiques sur lout o, U'intégrale correspondante est
analytique dans tout p. Cette région g s’appelle le domaine de 'arc .

(Pest de la que résulte presque immédiatement le théoreme fonda-
mental.

Les lignes singulicres essentielles des intégrales analytiques des équations
du premier groupe ne peuvent élre que certaines lignes fixes ou des carac-
téristiques (*).

Ces recherches constituent la premiére Partie divisée comme il suit :

Le Chapitre I contient des remarques et lemmes fondamentaux sur
les équations et certains systemes du premier ordre.

.02 Jz . )
(1) AvpeLL, Sur Udquation —Z—'iz —5 = o et la théorie de la chaleur (Journal de Ma-
r -
thémeatiques, 18y ).
(%) Notes présentées a I'Académie des Sciences dans les séances du 3o avril et du

v, juillet 18¢94. :
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Le Chapitve IT est constitué par la démonstration des théoremes
généraux que nous venons d’énoncer et par quelques applications &
un cas simple.

Dans le Chapitre LI, je montre qu’il existe des équations i un
nombre quelconque de variables qui peuvent étre considérées comme
généralisant les équations & deux variables, & caractéristiques réelles
et pour lesquelles les propriétés fondamentales précédemment démon-
trées se généralisent parfaitement.

Dans les Chapitres IT et I1I, j’ai constamment fait usage de la belle
méthode des approximations successives de M. Picard (') en la com-
binant avec les fonctions majorantes, ces dernitres permettant de
démontrer facilement la convergence des séries fournies par la mé-
thode de M. Picard.

Dans la scconde Partie, j’¢tends & toute une classe d’équations
Q’ordre quelconque & deux variables et & caractéristiques réclles, la
méthode de Riemann, en suivant I'exposition qu’en a faite M. Dar-
boux (*), sauf pour la démonstration du lemme fondamental (*). La
démonstration qu’en donne M. Darboux est particuliere au second
ordre et ne semble pas pouvoir se généraliser. M. Picard a, dans le
Mémoire précédemment cité, donné une démonstration extrémement
¢légante, au moyen des approximations successives, et quial’avantage
de se généraliser immédiatement. On arrive ainsi i retrouver tous les
résultats obtenus pour le second ordre e, en particulier, 'intégration
simultanée de l'équation et de son adjointe, au moyen d'une seule
fonction de (uatre variables.

(1) Prearn, Mémoire sur lu theoric des équations awx dérivées partielles et la méthode
des approximations successives (Journal de Mathématiques, 1890).

(2) DarBoUX, Lecons sur la théorie des surfuces (2° Partie, Chap. 1V).

(#) Note présentée & I’Académic des Sciences dans la séance du 16 oclobre 1893.
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PREMIERE PARTIE.

CHAPITRE L

I. — Les caractéristiques des équations linéaires.

Soit

s a"z ) g 3
e nt e All—l () i -+ 1\" ()" -
ox Jy"= ay"

= F(3)
une équation linéaire, I'(z) désignant I'ensemble des termes d’ordre
égal ou inféricur a n — 1.
Donnons-nous = ot ses dérivées jusqu’a Uordre » — 1 le long d’une
, dy
courbe G, et posons -= == A sur cetle courbe.

Le long de C, une dérivée quelconque d’ordre 2 — 1 est une fonction

connue de x5 sa dérivée
s s
dxrigyt T grrdyd+l
sera aussi une fonction connue de . En tenant compte de I'équation
proposée, on aura ainsi 22 -+ 1 équations linéaires pour déterminer les
n -+ 1 dérivées d’ovdre n le long de C. Il y aura exception si le déter-
minant des inconnues est identiquement nul, ¢’est-a-dire si, en tous
les points de la courbe C, on a
Agh? = AWt AR =2 (— 1) A 4= (— 1) A, == 0.
Les courbes ainsi obtenues s’appellent les caractéristiques. Soit

A (x,y) une solution de cette équation algébrique de degré », on
obtiendra une famille de caractéristiques en intégrant

d

_’_Z e 71($y),

dx
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et cette famille sera de la forme V(«,y) = const. Ces courbes ont une
propriété remarquable, ¢’est qu’elles se conservent par un change-
ment de variables. Ce fait peut se démontrer directement ou étre con-
sidéré comme une conséquence immédiate de la définition que nous
venons d’en donner.

Nous appellerons polynéme caractéristique le polynéme homogene &
deux variables

P(XY) = A X2 A X 1Y 4. . A XY - A, Y,

et nous remarquerons que la dérivation de I’équation, par rapport a x,
multiplie ce polyndme par X, et la dérvivation, par rapporta y, le mul-
tiplie par Y; de sorte que, si 'on effectue sur I’équation proposée
I"opération

J

Jd
“ 95" P

dy’
le polynome P se trouve remplacé par
aXP +~BYP = (X +BY)P,
autrement dit, on a introduit la nouvelle famille de caractéristiques
V(z, ¥) == const., V étant solution de

Supposons que, dans une région du plan des xy, I'équation carac-
téristique de I'équation linéaire proposée ait toutes ses racines réelles,
distinctes ou non, A, A, ..., A,. Formons I'expression

(9 d J 7/ J 0 Jds Jz
w(3) = (()Jc ) (a;;-“"—iay‘)' (35 27 (a +h a;)‘

D’apres la remarque précédente, I’équation @ (z) = o aura les mémes
caractéristiques que la proposée. Les termes d’ordre n seront les mémes
a un facteur pres, et ’équation considérée pourra se mettre sous la
forme

w(35) = u(z),

u(z) étant une fonction linéaire et homogene de z et de ses dérivées
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jusqu’a Pordre n — 1. L'utilité de cette nouvelle forme est que I’équa-
tion
w(z)=06(xy)

s'integre par des équations successives du premier ordre; elle est en
cffet équivalente au systeme

7 gy =0

AR AL
Bos _1 ‘19":,_~ o ’
dx oy mh
Qg':’ T {)3;?1 = 0(xy)

II. - Théoréme sur lintégration des séries.

Soit une série
Slx) - ZA (2 — 2y)! (L==0,1,9,...),

dont tous les coefficients A sont réels et positifs.

Supposons que, pour x == x,(x, — 2, >0), clle soit convergente;
posons x, — x, = 6. Blle sera convergente pour toutes les valeurs de «,
telles que

;z'ﬂ.z‘olga
et, en outre, le module maximum de /() dans cet intervalle sera

M= f(z)= z Aol
On a

—_— i1
[ rwran= 3A T

série absolument convergente dans le méme intervalle, et son maxi-

mum sera ‘
8z+l

M’ﬁz Ay Frarl
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Comparons M’ & M. On obtient la série M’ en multipliant les termes
de M respectivement par les quantités 7_?—_-—[- Supposons que la série
/(z) commence par un terme de degré p, les différents multiplica-
teurs seront

le plus grand étant le premier, il en résulte que I'on aura

oy
/ N Ao 8
M < Y A8 P
¢’est-a-dire
; )

<

< i

X
La série ff(z) dx commence par un terme en (x - a,)'"; de sorte
Xy

que, si on U'integre, le maximum de la nouvelle série obtenue sera M”
et on aura

2

<

Y
" - 0 li

o )) o

-
- >

(p 1) (p -+ 2)
et, plus généralement, en intégrant ¢ fois de z, & «, le maximum de
la série obtenue, dans I'intervalle considéré, sera moindre que

, o M.
(pA10)(p-+2)...(p-+q)

Ces théoremes s’appliquent & des séries & un nombre quelconque de
variables & coefficients positifs. Soit

S,y 5) = X Ay == 2) (= Yo ) (35— 30 )/,

la plus petite valeur de ¢ étant p,, celle de % étant p, et celle de /
étant p,. Supposons qu'elle soit absolument convergente si
| & — |24y, l¥ =550, | 5~ 54|50y
Son maximum, dans ces conditions, sera
M= f(2zy+ 81, ¥, -+ B2y 54+ 84).

- Intégrons f(x,y, =), ¢, fois par rapport & @, de x, 4 @, ¢, fois par
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rapport a y, de y, & y, ct ¢, fois par rapport & z, de =, & z; le méme
aisonnement (ue précédemment nous montrera que la nouvelle série
a coefficients positifs ainsi obtenue sera absolument convergente dans
les mémes conditions, el que, sous ces conditions, son module sera
moindre que

9 oY 3

S— - - i 1

(Pt (P 2) (i) (e 1) (paet ) o (pat 43) (Ps+1) (s 2) o (Ps =+ 43)

III. — Equations linéaires du premier ordre.

Soit I'équation
05 ., ’
o =0 ),

O(x,y) étant analytique dans une région P du plan des ay. Soit, en
outre, un segment S(x = a,) situé entierement dans cette région, et
cherchons Uintégrale qui pour & = 2, se réduit d une fonction donnée
S (y) analytique tout le long de S; elle sera évidemment donnée par
Ia formule

/' D, y)de [y ).

Considérons les dillerents segments paralleles & Oz, issus des points
de S et allant de part et d’autre jusqu’au contour de P ils engendrent
une région Q intérieure & P et nous (rouvons immédiatement, d’apres
la forme de I'intégrale, le lemme suivant :

Lesve 1. — A towt systéme d’une région P et d’un segment S paral-
lele a Oy et situd @ son intérieur correspond une région Q.

Quelles que soient la fonction 0 (x,y) analytique dans lout P et la
Jonction initiale [(y) analytique sur tout S, l'intégrale correspondante
est analytique dans tout (.

(Vest en généralisant convenablement cette propriété extrémement
simple que nous arriverons i tous les résultats contenus dans les deux
Chapitres suivants.

Ann. de U'Fe. Normale. 3 Série. Tome XIL S.9
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Le lemme que nous venons d’établir peut s’énoncer sous une autre
forme qui nous sera utile.

Lexve 1. — Soit un segment s paralléle « Ox et contenant le point
(Z0; Y0)- _

Quelles que sotent la fonction 0 (z, y) développable en tous les points
de S et la fonction initiale ['(y) c[c’velnpqule en y,, Uintégrale correspon-
dante est développable en tous les points de s.

Soit maintenant I’équation
Jds 03

;7-;..—((7);'+[)

et cherchons & 'intégrer en nous donnant la fonction initiale /(y),
analytique toat le long du segment S(x = x,) situé dans la région P,
olt @ et b sont analytiques.
Considérons la fonction a.(x, y) satislaisant &
027 o
m— T
di dy

et se réduisant pour x ==, 4 y; celte fonction sera analytique dans
une région entourant la portion de S le long de laquelle @ est analy-
tique. Le changement de variables

2=, ye=ala, y)

rameneral’équation i la forme précédente s les courbes o (x, y)=const.,
qui sont les caractéristiques, deviendront y’ == const. Des formules
précédentes on tire

w=a,  y=prhy');

6(x',y") sera analytique dans une certaine région du plan des o'y, au
voisinage dela droite ' = «,. Par chaque point (x,,y,) de la droite S
passe une caractéristique

a(m’,}/) _- C((.L'(,,‘y(,).

Nous pouvons supposer qu’on ait pris sur elle, de part et d’autre
de ;. y,, un segment L tel qu’en chacun de ses points « soit dévelop-
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pable et qu’il en soit de méme pour § aux points correspondants sur
la droite ' = a(a,, ¥,). [l en résulte immédiatement :

Lewys . — Par towut point (v, v,) dans la région ot a est analytique
passe un segment L de caractéristique. Prenons-en une portion | conte-
nant x,, y,.

Quelles que sotent la fonction b développable en tous les points de et la
Jonction initiale [(y) développable en y,, [ ‘intégrale correspondante est
depeloppable en tous les points de (.

Soit P" la région engendrée par les segments L issus des différents
points du segment S. Considérons les régions Q, intéricures i P et P’
et telles qu’on puisse, sans en sortir, aller d’'un queleconque de leurs
points au segment S, en suivant un segment L. Ces régions sont ainsi
définies d’une facon indépendante de P. Nous aurons :

Liave 1V, — A towt segment S paralléle a Oy et situé dans la région
ot @ est analytique, correspondent des régions ().

Quelles que soient la fonction b analytique dans tout Q et la fonction
initiale [(y) analytique sur tout S, Uintégrale correspondante est analy -
tique dans toute la région ().

in dernier licu, considérons I'équation
o (5)==0(x, )

équivalente au systeme

93 0, 2,
dx dy
[ 7
9% -2 9% _. 0,,
ox oy
0. s P -
On-2 e Oper,
(.).’I.‘-' )/l 1 ().}, ne~-1
00/1—1 a9, 1 0
A Ty PR N OV N VAN
zg T dy (45 7)

. L T 0s Jr-ts

On voit immédiatement que se donner z, 5=, ..., S, pour
@ == x,, revient & se donner les fonctions /4, (v), /1(¥)s -y fumi (¥),
auxquelles se réduisent respectivement z, 0,, ..., 0,_,, pour & = z,.

Le segment S est supposé contenu entierement dans une région olt
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tous les A et la fonction 0 sont analytiques. Représentons en général
par R des régions telles que, sans en sortir, on puisse aller d’un quel-
conque de leurs points au segment S en suivant un segment L de I'un
quelconque des systemes de caractéristiques.

Quelle que soit la région entourant S et dans laquelle 0 est analy-
tique, il est possible de tronver une région R qui lui soit intéricure et
qui entoure completement S. En outre, cette région R possédera les
propriétés des régions que nous avions désignées par Q, relativement a
toutes les équations du systéme. Il en résultera, par Papplication suc-
cessive du lemme IV, que les fonctions 0,—, 0y, ..., 0,, 5 seront ana-
lytiques dans tout R; donc :

Lemme V. — A tout segment S paralléle ¢ Oy et situd dans la région
ot tous les '\ sont analytiques, correspondent des régions R.

Quelles que sotent les fonctions initiales [y, [, ..., [n-1, analytiques sur
lout S et la fonction 0 analytigue dans tout R, 'intégrale correspondante
de Uéquation »(z) = 0(x,y) est analytique dans tout R.

IV. — Sur les fonctions majorantes.

Soient deux fonctions analytiques F(a,y) et ®(%, ). Supposons
que la premiere soit développable en @ — 2, ¥ — y,, et la seconde en
E—%,, n -1 les points (x,,y,) et (%,,7,) Gtant représentés par M,
et .

Si les coefficients de la seconde série sont positifs et supéricurs ou
égaux aux modules des coefficients correspondants de la premibre,
nous dirons que la fonction @ est en ., majorante pour la fonction
Fen M, et, d’aprés M. Poincaré, nous I'indiquerons de la fagon sui-
vante (') :

F(z, y)u, 2D (£ )y,

Pour ce qui va suivre, il est nécessaire de distinguer le cas ol I’éga-
lité est exclue parce que la propriété se conserve pour les points voi-
sins; nous l'indiquerons par la notation

‘F ((1;', .:V )n“u < (I) (i’ i )Urn‘

- (1) PowNcaARE, Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, . 1, Chap. I1.
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Soit I'équation
ds _ 0Is

;)j;wfly‘};—i—b.

Prenons un point (x,, y,) dans la région ol @ et b sont analytiques,
et considérons U'intégrale qui, pour @ = 2, se réduit & /() dévelop-
pable en y,. Désignons par C le segment de caractéristique issu
de (2, y,); nous savons, d’apres le lemme 111, que, quelle que soit la
fonction initiale, Vintégrale = sera développable en tous les points
de C.

Au point M,(x,, y,) du plan des xy, faisons correspondre arbi-
trairement un point g, (%,, 1,) du plan des &n; formons deux séries
(&, 1), B (%, 1) ordonnées en & — £, v — 7,, telles que I"on ait

a(x, yhw,<<z(&n Yo b(x, ¥, < B (& N
et considérons I'équation
x_ 0%,
0 Ton T

Par p, passe un segment I analogue & C. Ne conservons que la por-
tion de (0 dirigée vers les x positifs et la portion de T dirigée vers
les & positifs. Nous pourrons restreindre ces deux portions de facon a
satisfaire aux deux condilions suivantes :

1° Les deux segments C et T' se correspondent point par point par la
formule

& — Ty L

2° M et . étant deux points correspondants quelconques sur Cet T,

on a toujours
(42 ("1;7 .)/)A1< o (é‘, 'fi)w [) (‘T’ ,}/)M< rj (5,: 1 )[Jn

Intégrons la seconde équation en nous donnant pour £=§, une

fonction initiale ¢ (n) telle que
S (=29 () e

Je me propose de démontrer que les propriétés majorantes des
coefficients et des fonctions initiales se conservent pour les intégrales,
c¢’est-h-dire d’établir le lemme suivant :

Lemve VI. — Quelles que soient les deux fonctions initiales [(y) el
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et o (n) satisfaisant a la condition
SOy =9 (1 )

Uintégrale = est développable en tous les points M de G, U'intégrale  est
dégeloppable en tous les points p. de 1", et en deux points correspondants
quelconques M et p.: on a towjours

s(r, y)n<<Z(& 1 )y
Considérons les quantités

i ke (vk~
r) s - l)\ 3
At oah T datdyh

que nous représenterons plus simplement par

Cinz 50,y

ou encore par
'."1'/.4

D’apres les hypotheses faites, toutes ces quantités sont positives et
non nulles en My, p,. Cherchons comment elles varient lorsque le
systeme My s’éloigne de M (.

Le long de G, y est fonction de z et I’on a

Le long de T', v est fonction de £ et 'on a de méme

dn
di o

En outre, en vertu de la relation

o e o
X = Ly == 8 Loy

on aura
174 . d
de = dE’

de sorte que

d . O d d \
...... w ) = Stu) = (s, .
<d.b’ ] ik )M (/lg gl/l)pl <f.l.’L' i ).\l
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Nous allons calculer séparément les deux termes

d gi+kg Qi+ dn Qirh+ty Qi+h+1z Qitht1y
dE OZTgnk T QIR gaE T dz Eigahel 0+ gk * OEgaiE
Sur Péquation
0z oz
T
itk
vérifiée par ¢, effectuons 'opération DF g ous obtiendrons dans le
)H/ Hi +h G
premier membre le terme oz Bl dans le second, d’abord = ) - )‘ ,

puis des termes de la forme

DU g Ik
VTN T TN )
del dnk JEF dak

les A étant des coefficients numériques positifs, ceux qui s’introduisent
()z bl |~1(

dans la dérivation d’un produit; parmi ces termes se trouve « PERTTEE

en le faisan( passer dans le prcmwr membre, nous obtiendrons

()lv-|‘~/¢ () Z ()l A T S

R e T W T S
(/g ! Jdzt ot DDt O Dk

Un caleul analogue conduirait i

d QiR 2 QU+l g A" g
A P 0xVdy* dat” gyt
Dans ces deux formules, les termes se correspondent el les A corres-
pondants sont les mémes. Par soustraction, on obtient, en reprenant
la notation employée plus haut,

// g ’
[‘ lm} = [(Bir)p=E (bir)u l*’r‘zll parComp Y == (g3 omgr I ]-

dr

Placons-nous en My, 1, on voit immédiatement que toutes les quan-
tités entre crochels sont positives, de sorte que

et de plus cette quantité ne peut pas étre nulle.
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La quantité Ty va donc en croissant a partir de M,, (1, elle est po-
sitive au début, donc elle reste positive.

Des inégalités

Cin -+ 3 >0,
Cir — 51> 0,
on déduit
Ciw > | 30|,
de sorte que la fonction ¢ continue & étre majorante pour z. Je dis
maintenant que ce fait se produit tout le long de C et T.

Comme les fonctions T, sont d’abord positives et croissantes, si
I'une d’elles devenait négative, clle aurdit di commencer par décroitre
et, par suite, sa dérivée aurait da s’annuler.

‘Supposons que ce fait se produise pour la premiere fois en M,, p.,.
En ce point toutes les quantités T, seront positives ¢t non nulles, de
sorte que I'on aura

s, ), < 5(, 1) iy
En posant
Ji()=5(x1,)), o (n) =284, n),
on aura done

Jr( < 91 (1),
- . . .y 0z s ;
Mais on aurait pu obtenir z en intégrant yr i v bavee la con-
.. D . ’ () ’ ()
dition f, (y) pour x = «,, et { en intégrant })’C‘ = 7)% + B avee la
£ ;

condition 2, () pour & = £,; comme, par hypothése, on a

('[(./L',“’)’ )M( << 1(57 1 )[Lp b(',l"’ y)M, < [6(51 71)(L,>
le raisonnement fait précédemment prouverait que toutes les quan-
tités Tz auraient encore en M,, ., des dérivées positives et non nulles,
ce qui démontre completement la propriété annoncée.

Considérons un segment S(x = x,) situé¢ dans la région ol @ ct b
sont analytiques. Désignons par M, un point quelconque de S. Nous
pouvons former « et 8 tels que

(e, ¥, < o (& n ){J,u) //(-'L"‘)’)M., < FJ(‘@',T) Vs
quel que soit My. Nous exprimerons le fait par la notation

a(x, Ys << “(Ev K )p.m 1/(-’17:}’)5 << ﬁ(En K ')p.‘,;
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a chaque point M, correspondent les segments C et L du lemme pré-
cédent; prenons le plus petit des segments L. Les segments C auront
tous méme 2 & leur extrémité et formeront ainsi une aire R limitée
par S ¢t un segment parallele.
A tout point . de L correspondront tous les points M sur les seg-
ments C; tous ces points auront méme abscisse déterminée par

” I '
X =Ly ==L — G

et formeront un segment S, correspondant & . D’apres sa définition
méme, on aura, quel que soit le point . de L,

a (e, y)s, << 2 (& 1), b, y)s, < B(En)ys

il suffit alors d’appliquer le lemme précédent & chacun des segments C
pour obtenir :

Leswe VI — Quelles que sotent les deux fonctions initiales, [(y)
analytique sur toul S, et o () développable en v, satisfaisant a

S s =230 )

Uintégrale s est analytique dans tout R, {'intégrale C est dépeloppable en
tous les points de U et Uon a, quel que soit le point (.,

s(.ﬁl’, )’)HM < C(E’ .n)l"'

En dernier lieu, considérons une équation w (5) = b(a,y) équiva-
lente au systeme

3 » 0z o
de — ' dy o
()tx ()ll
2l =g, g
Jdx Pay
......... ey
Ay 0by—y
‘;}’;"_"? = dn— "‘)','[”“2 4 Lpemiy
Dlpey dtyy :
2 g, T - b
ox “ay

Soit toujours le segment S(x = x,) entierement contenu dans la

Ann. de UFe, Normale. 3° Sérvie. Tome XII. S.10
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région ol & et tous les @ sont analytiques; nous pourrons toujours
former des fonctions (%, 1) ¢t B(%, n) telles que

a; (2, ¥)s < (& )y,
as (@, 3)s < a(En)y, b2, 3)s <P(E 1)

an(x, ¥)s < (N )y,

Par chaque point de S passent des segments C,, C,, ..., C, des ca-
ractéristiques des différents systemes, segments analogues 4 ceux dé-
finis dans le lemme III. Il y a de méme le segment I' issu de w, et
relatif & I’équation

9% 9 o .
I A vl al VB
JE dn

A un point p de I" faisons correspondre tous les points des segments

C qui auront pour abscisse z, telle que

>
z
5

£y

g 0*

Il est évident que nous pourrons limiter le segment I' de facon
que, en désignant pav Sl‘,, le segment formé par les points M, qui corres-
pondent & p sur les caractéristiques C,, el par S;, ... les segments
analogues, on ait, quel que soit @ sur I,

a, (z, y)b‘ft <oa(gmn )lM b(r, Y )sh << B(En Jpo

an (2, y)sp < all, )y, O, y)sp << BE, 0 )y

“n,

Désignons par S, la partie commune aux segments S, S¢, ..., S;;
les segments S, engendreront une région R, etil est évident que I'on
pourra aller d’un de ses points au segment S en suivant des segments
Cyy Cyy ..., C, et sans en sortir.

Soient f,(y), fi(¥)s --os fu-i(y) les fonctions initiales pour
B, by lyy - ..y Loy, Supposées analytiques tout le long de S. Nous pou-
vons former des fonctions 9,(7), 9,(7), ..., 9,—, (1) développables
en ,, et telles que

Jo(Y)s <= 9o(n Jitor J1(y)s < o(n )y,,n ceey St (Y )s 2 Ppey (1)
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Considérons le systeme auxiliaire

¢ 0%
- = d - 4%
05 d'ﬂ 1y
dfl . ()?1 +r
OE % g T
................... ,
dTn -8 ()Tn -2
()& o () “+ Th-1,
()Tn -1 ()T,l -1
— = o G
oF gn T

et intégrons-le en prenant comme fonctions initiales o, (n), 2,(v), ...,

-1 (1)
En appliquant le lemme VII & la derniere équation, on aura

Ly (2, y)S[,. < Th—1 (57 T‘ )[J.;
il en résultera, par Papplication du méme lemme & léquation preé-
cédente,
by~ 2(“’77}’)5‘,, < T/L—'Z(C"-:, 1 )[1.7
etainsi de suite; finalement, on arrivera i
s (2, y)s, <L (& 0y
Nous obtenons ainsi :

Lemwi: VIII. — Quelles que soient les fonctions initrales f,(y), ...,

Suei () analytiques sur tout S, 9,(0), -« ., 9y () développables en ),
el satisfaisant aux conditions

Jo(@, ¥ )s = op(E5n)y, (p==0,1,...,n—1),

Uiniégrale = est analytique dans tout R, ‘tntégrale { est developpable en
tous les points de 1", et Uon a, quel que sout . sur I,

3 (@, 3 )5, < E(E n)pe
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CHAPITRE 1L

I. — Equations 4 un seul systéme de caractéristiques.

Soit une équation
0"z ik s [0, 1y oy It

. "' N A
(i)-r_v’-”:l](“)’ U(M):Za”"d.rld;’p (/.‘:—::«‘y,l,...,n-—|,{<+‘/‘<n‘)'

/

Dans une région ot tous les ay sont analyliques, prenons un seg-
ment de droite S (x = x,) et cherchions Uintégrale = telle que, pour
= x,, et ses n — 1 premitres dérivées par rapport i ase réduisent
a des fonctions de y,

Y, Y, cey Yot
développables en tous les points de S.

Intégrons par approximations successives. Nous serons conduit,
d’apres la forme linéaire de I'équation proposée, i considérer le sys-
teme

)3 "3y L "3, Uz
Tar =0 g = 0B S = UG,

la premiere ¢lant intégrée avece les conditions initiales Y, Y, ...,

Y, ¢t les suivantes avee les conditions initiales o, o, ..., o.
Supposons qu’au voisinage du point (z,, y,) de 8, les séries Y

solent absolument convergentes si |y — y,| < o et les séries ay si

| — 29| <A, [y = yol<p-
Les formules

R 4] ( D C— )n -1
g5 =Y,+ “od ¥ AT e o
! 0 1 bt g (n—1) "0
na X
327':/ U(z) dan
Xy g

x g
Sim :f ce. / U(Z,,,..; ) dar,
Sy CEN
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montrent immédiatement que s, %5, ..., 5, ... seront des séries en
X —x,, y—y, qui seront toutes absolument convergentes dans le
rectangle A, o. Nous nous proposons de démontrer que la série

Y A S S SO

est absolument convergente dans tout le rectangle A, ¢, qu’elle peut
s‘ordonner en x — 2, ¥ — y, en donnant ainsi une série absolument
convergente dans A, g, et qu’enfin elle représente I'intégrale cherchée.
Cette dernicre partie est une conséquence des deux premieres. Posons

en elfet
Sy Syt o S, TS,

On verra immédiatement la formule

» k! o X'
S =5y "5’“/ . / U (Sm—1) dxn,
2y o

et i lalimite s, et s, tendant vers z

o 1t v X!
g :s,-+~/ U(z) dxn,

+Hy Ly
d’oli
Jns ,
gn = U(E),
puisque »
"5
da’t '

Pour démontrer la convergence, nous nous appuierons sur le théo-
reme bien connu :

Sout la série
. B T R TN

-
-~

’ ’

Sotent =, 5,, ..., %,, ... des series respectivement majorantes en
gy Vo POUF Ty, By, ooy B Sila série

[2]

! ’
A R T Tt <7 i S

est convergente pour x = x,—+ h, y =y, + k, la série z peut s ordonner
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en x — Ly, ¥ — Yy €N donnant une série qui sera absolument conyer-
gente tant que l’on aura

| —ay|Zh, |y —p0lC k.

Pour appliquer ce théoreme, remplacons les Y, et les ay par les
séries correspondantes A termes positifs, Y; et aj; nous obtiendrons le
systeme

%, s s

gk — hdiing N, & ) o
opn T Y ~ o n T
Jx o dw U=, ’ du

U)o

[

et les séries 5, 5,, ..., z,,, ... ainsi obtenues satisferont a la condi-
tion cherchée.
Nous allons montrer que la série 5" est convergente pour x = x, + ¢,
y =y, pt et cela quels que soient & et e tels que ¢ < A, e <.
Remarquons d’abord qu’é¢tant donnée une série f(x,y) conver-
gente dans le rectangle A, p, on peut former une séric majorante

m’

MI

V:V)

P

Onauraune limite supéricure da modale d’une dérivée quelconque
N A
de /dans le rectangle o, pe, en prenant la dérivée analogue de ¢ pour
N
X=Xy A0, Y =Y, o pE.
Ln particulier, si 'on ne considere que les dérivées par rapport a y,
on pourra, dans g, faire tout de suite x = a, + ¢ et, en posant

M
M TS ey
0
)
considérer la fonction
M
o
- Yo
p
de sorte qu'a Uintérieur du rectangle ¢, e, on aura
AC Y
N I K e 7

- P y=y,+pe
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St plusicurs séries sont convergentes dans A, ¢, il suffira de prendre
pour M la plus grande des valeurs qui correspondent aux différentes
fonctions pour obtenir une fonction

jouant le mémerole que précédemment, mais relativement i plusienrs
séries.
Soient

deux telles fonctions; la premiere relativ
hou'(s
au(s).

On a

’ R ~r 7 U (z
/ / U/,Z dar, i)"“”"‘" “/ () U'(= 1)11" P (pig<<n).

a tous les a;, et la seconde

s

duelsdyt Ty

.
Il résulte, de ce qui précede et des remarques faites sur Uintégra-

tion des séries a termes positifs, que I'on a, 4 Uintérieur du rectangle
N
o, pt,

AN

— (I)(y)r

1.2...n

or=r, dt @

()/’1'“113,1
< s
1.2...(n—-p,) dyt:’

().L‘/’; ())"/1

)| <

avee cette convention, faite une fois pour toutes, que dans les se-
conds membres des inégalités il faudra, apres avoir effectué les opé-
rations, faire y =y, -+ gc.

5, et toutes ses dérivées jusqu'a I'ordre n —1 s’annulent pour
x = x,; done U'(5,) s’annule pour =z, ct il en est de méme de
toutes ses dérivées par rapport & y. On aura donc

o ()hww 9, ’(‘2) _ i
3 / / U/ (s)) dx”, Tyt / -/,, ())/11, dr=rix  (p,+ g, < n),

on=p, d1. P
[U'(sy) [ <F 7)2 T n=p)
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et
AAEN L )
Topn | < dy’l ) Z 2 (= py) dyt”
I B )/I O " _—I)‘ ‘11,’ ‘[)
|"3]<‘ N S‘ Loac(n—p) (I«"Y'/l’
DIBTEA onr e i E 0% =P and
Axridys (= a1 dyts L2 —py o dyh

Relativement & @ — 2, U'(z}) commence par un terme du degré 1,
=, commence donc par un terme de degré n +1; il en résulte que
toutes ses dérivées d’ordre » — 1 au plus et, par suite, U'(s,) com-
mencent par un terme de degré 2 au moins. On voit par 1i comment
on peut continuer la recherche des inégalités successives (') el arriver
a I'inégalité générale

[ y ' < r’)‘n F - ;)\""mw f[’l'm-q F E F 2 (')‘.\" ([(I ‘1,
S y P P
4 A Adn1 r[y‘lnxm\ A:: r/,')"{»

]

Dans cette inégalité, nous avons fait le changementn — p == s, de
sorte que chaque 2 introduit tous les systemes d'indices g et ¢ satis-
faisant &

RESZ 10,

Désignons par Z,,,, le second membre de I'inégalité ; tout se ramine

actuellement & démontrer que la série

Z2+Z3+'~-+Zlil'+

( st convergente. A cet effet, nous allons prouver que, quels que soient

¢ et e, le rapport
/l/n +1
Llll

tend vers o quand m croit indéfiniment.
En effectuant les ealculs, on trouve

4 1
on :[\JM:'""'1 Z 2 Ar;: A({f+(]g+1 Az;lli ! A e AP FS LIS e 2 1

8 Sy S 1 D S BV e
A.s" A.s‘ﬁvl As,',, ] P" 4 Ty (I 8)1' Tin=

(1) Par 'application des remarques faites dans le premier Chapitre a propos de I'inté-~
gration des séries.
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Considérons un systeme quelconque d’'indices ¢,, §a, +++s Gz, S1s

Syy ~++» Sm—y, 1l y correspondra un seul terme dans Z,, terme qui
sera

b ”me
»ou N‘Mm—z AZ: K Z.fk.’..—!—l],,;,_ﬁ—m—a 851+“‘+$"x—1 1

o e

A;zL»wr.—2 [ —e A;:

:,': tm -3 plitedmas (1 — 5)q|+...+q,,,‘,+m—3'

Dans Z,,.,, il y correspondra tout un groupe de termes, mais on
voit facilement que la plus grande partie du précédents’y trouvera en
facteur.

Apres avoir mis ce terme en facteur dans tout le groupe, il restera

Al i M AZ”‘F"..-F(’,,, et O m— It
A;:—f«lll—i ! A pqm—-: ([ —_— E)(’ln—-l+'i

8 )
oy
Spp g U2

le X correspondant a toutes les combinaisons d’indices ¢, et s,,_,.
Ayt 1

R/
Le rapport —

4m

est donc de la forme

BiCi—+B,Cy+...+ B,.C

B+ By By
On sait qu’un tel rapport est compris entre la plus grande et la plus
petite des quantités C.
Nous allons démontrer que toutes les quantités C tendent vers o;
. , Loy
il en résultera donc que =~ tendra vers o.

Alﬂ
. AR . )
Le facteur --*2=* est une fraction rationnelle en m, les deux termes
;ztur—m 1

sont tous deux de degré n, et, dans chacun d’eux, le coefficient de m”

est 1; ce facteur tend donc vers 1 quand 7 croit indéfiniment.

r . n(n—-—1
Yoyons le Z : il se compose de —1—2———-) termes; comme ce nombre

est indépendant de m, il suffit de prouver que chaque terme tend
vers o.
Un terme du = se compose de deux portions : la premiére

asm-—l I

;7;.’:;‘ ([ — E-)qm——x-‘""
reste comprise entre des limites fixes, puisque s,—, et g,,_, sont com-

pris entre o et n.
Ann. de I’Ee. Normale. 3* Série. Tome XII. S 1
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La seconde

T m—
(1 s oo g 0= 2

A:::::;-l—m-»2
est, puisque ¢,, ¢ - ., ¢n-y sont plus petits que n, moindre que

Altnit -1

Afn T em—s
Quel que soit le systeme d’indices ¢,,—,, 5, . satisfaisant &
'l\:)'?/lz—l\:’]/)z—i"*‘ 1>o0,

¢’est une fraction rationnelle en m; le degré du numérateur est ¢,,_,,
celui du dénominateur est s,,_,, et de I'inégalité s,,_, Z¢,,, + 1 résulte
qu’elle tend vers o quand 7 croit indéfiniment.

Il est donc démontré que la série

Z2+Z;;+---+Z/n+--~

. . N
est convergente quels que soient g et <.
Nous avons ainsi démontré que la série

[ P Ny F

peut s’ordonner en @ — x,, y — y,; la série ainsi obtenue étant abso-
lument convergente dans tout rectangle &, ge, il en résulte qu’elle
est absolument convergente dans tout le rectangle A, p. Done :

Tutorime I. — La série en x — x,, y — y,, qui représente Uintégrale
cherchée, est absolument conyergente dans un rectangle dont la dimen-
sion paralléle a O x est indépendante des fonctions initiales Y, Y 5., Y ey
supposces développables en y, .

-On en déduit immédiatement :

CorOLLAIRE. — Par chaque point (x,, y,), situé dans la région ou tous
les a;, sont analytiques, passe un segment L paralléle a Ox. Quelles que
sotent les fonctions initiales Y,, Y, ..., Y,_, développables en y,, l'inte-
grale correspondante est développable en tous les points de L.

Soit un segment S paraliele & Oy et situé dans la région ou tous
les a; sont analytiques, les segments L, qui correspondent aux diffé-
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rents points de S, forment une région R entourant completement S.
H résulte immédiatement du corollaire précédent que, si les fonctions
initiales sont analytiques sur tout S, I'intégrale = sera analytique dans
tout R, done :

Tukorkye 1. — A tout segment S, paralléle a Oy et situe enticrement
dans la région ou tous les a,; sont analytiques, correspond une région R,
Uentourant complétement.

Quelles que sotent les fonctions initiales Y, Y,, ..., Y,_, analytiques
sur tout S, U'intégrale correspondante Z est analylique dans tout R.

Considérons maintenant une équation linéaire quelconque mais
dont 'équation caractéristique n’a qu’une racine @; prenons un seg-
ment S le long duquel @ et tous les coefficients de I’équation sont
analytiques; formons a« solution de

da do

o 1= =0
dx dy

et se réduisant par exemple & y le long de S. « sera analytique le long
de S et, en faisant le changement de variables

a!

—=

b

y' =z, y),
on en tirera
x==x,

Y= @ ("Z”’ .,V/ )s

g étant analytique tout le long d’un segment S’ parallele & Oy’ et cor-
respondant & S.

Avee ces nouvelles variables on sera ramené au cas précédent. En
appliquant le théoréme II, puis revenant aux anciennes variables « et
¥, nous obtiendrons :

Tutorime 1. — A tout segment S, parallele a Oy et situé dans une
région ot la racine unigue de U’ équation caracteristique et tous les coeffi-
cients sont analytiques, correspond une région R, ['entourant complete-
ment.

Quelles que sotent les fonctions initiales analytiques sur tout S, [’inte-
grale correspondante est analytique dans tout R.
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II. — Equations a caractéristiques quelconques.

Mettons ’équation sous la forme
w(s) =u(s),

et considérons le segment S parallele 4 Oy et enticrement situé dans
une région ou tous les coefficients de 'équation sont analytiques et
ol toutes les racines de I’équation caractéristique a,, a,, ..., @, sont
réelles et analytiques.

SoientY,,Y,, ..., Y,_, les » fonctions initiales supposées analytiques
tout le long de S. Pour intégrer par approximations successives, nous
aurons & considérer la suite infinie d’équations

w(s,)=o, w(5,) = u(s), ey 0 (5) == w(Zpa), cey

la premiere étant intégrée avec les conditions initiales Y,, Y, ..., Y,_,
et toutes les suivantes avee les conditions initiales o, o, ..., 0.

Nous pouvons former une région R satisfaisant aux conditions du
lemme Vet & lintérieur de laquelle tous les coefficients de u sont
analytiques.

Il résulte de ce lemme que sz, est analytique dans R; il en sera
de méme de u(s,) et, par suite, de z,, etc. De sorte que toutes les
fonctions z,, z,, ..., Zy, ... sont analytiques dans R.

Admettons pour un moment que la série z,+ 5, + ...+ &, + ...
soit convergente dans une certaine portion de R. Soit z sa somme, je
dis que z est la solution cherchée. En effet, en additionnant les m
premiéres équations et tenant compte de ce que w et u sont linéaires
et homogenes, nous aurons

W (8 Sgt . By,) = U (B Syt Ty ),

¢égalité vraie quel que soit 2. En faisant croitre 72 indéfiniment les
deux sommes tendront vers z, de sorte qu’'on aura

w(z)=u(zs).

Quant aux fonctions initiales de z, on voit immédiatement qu’elles
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se réduisent a celles de =,, de sorte que tout se ramene a la question
de convergence.

A cet effet, formons une fonction Q({) en remplacant dans @ tous
les a par la fonction « (£, 1), comme dans le lemme VII1. Remplagons
aussi dans u tous les coefficients par des fonctions analogues, ce qui
nous donnera U et considérons I'équation

28 =0(1)

que nous allons intégrer en prenant des fonctions initiales 9,(7), ...,
@ny (1) telles que

(Yi)s <2 9: (), (i=o0,1,2,...,n—1).

Cette équation est du genre étudié dans le paragraphe précédent.
En Pintégrant par approximations successives on aura les équations

'Q'(Cl)::o’ S‘)‘(C‘Z)ZU(KI)! sy Q‘(C/n):U(Cm—l)y

D’apres ce qui a été démontré, il existera un segment de la caracté-
ristique issue de p.,, indépendant des fonctions initiales, en tous les
points duquel {,, Ty, ..., {,, ... seront développables et, en outre,
en tous ces points, la série

Zi‘l":2+-~-+c’u+-"

sera absolument convergente.

Il suffit de faire le simple changement de variables, déja considéré,
qui ramene les caractéristiques i étre des droites paralleles a Oz pour
voir immédiatement qu’en un point queleconque p de ce segment de
caractéristique, €, Gy« o, (oo -, sont des séries ordonnées, qui sont
toutes absolument convergentes dans le méme rectangle.

Ceci pos¢, nous pouvons, comme dans le lemme VIII, prendre un
segment I' sur le segment précédent et lui faire correspondre la
région R, de fagon qu’en un point quelconque p de T' la fonction « et
les coefficients de U soient des fonctions majorantes pour les a et les
coefficients de » en un point quelconque du segment Sy,.

Par I'application de ce lemme on obtiendra les formules suivantes,
dont chacune est une conséquence de la précédente,

(30)5, <(51)p  u(s)s,< U(Sp  (32)s, <(&adps @ (32)s, <U(L)p,



S. 82 ET. DELASSUS.

Soit 7, le rectangle ol toutes les séries {y, sy ..., Cp, .. ordon-
nées au point , sont absolument convergentes. Soit g, le rectangle
dans lequel la série ‘

Li+Caten Lty
ordonnée de la méme fagon, est absolument convergente.

Soit M un point quelconque de R; il est sur un segment S,. Les
séries qui représentent {,, (y, ..., Cp, ... €0 g étant respectivement
majorantes pour les séries z,, ., ..., 5, ... en M, il en résulte que
ces dernieres séries sont toutes absolument convergentes dans un
méme rectangle égal & r,. En outre, la série {, +~ -+ ...+ {,+...
étant absolument convergente, dans toutle rectangle p, il résulte d’un
théoreme déja cité, sur les séries ordonnées, que la série

[ I P S

est convergente au voisinage de M et peut, en ce point, s’ordonner en
donnant une série absolument convergente dans un rectangle égal
A py- 4
Il est donc démontré que dans la région R, qui ne depend pas des
Jonctions initiales, la série =, - 2,4 ...~ %, -+ ... esl convergente ct
en chaque point de R peut s’ordonner.

Mais R ne s'étend que du coté des « positifs. En faisant le change-
ment de variables

& — Y=y,

et recommencant le raisonnement, on aurait trouvé une région ana-
logue du coté des x négatifs.

Considérons maintenant une équation non homogene

w(s)=wu(s)+ 0{x, y),

et supposons qu’en tous les points du segment S, la fonction 0 soit
analytique. On raménera au cas précédent en posant

sz s -0, ),

0 étant une solution de la proposée ayant o, o, ..., o pour fonc-
tions initiales le long de S; 2’ sera solution de

w(5) = u(s)
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ct ayant les fonctions initiales données; 0 ne dépendant pas de ces
fonctions et =’ étant analytique dans une région qui n’en dépend pas;
il en est de méme de 2+ 0', c’est-a-dire de .

En rapprochant ces résultats de ceux fournis par les lemmes IV
et Vet le théoreme IlI, nous arrivons & une propriété générale des
¢quations linéaires & caractéristiques réclles.

Tutorime. — Soit une équation lindaire quelconque mise sous la forme
o (3)=w(s)+0(z, ),

a tout segment S, paralléle & Oy et situé dans une région ot loutes les
racines de U'équation caractéristique sont reelles et ow toutes ces racines
ainst que ) et tous les cocfficients de u sont analytiques, correspond une
région R 'entourant complétement.

Quelles que soient les fonctions initiales analytiques sur tout S, 'inté-
grale correspondante est analytique dans tout R.

Nous allons maintenant étudier une équation linéaire quelconque
dans une région plus étendue P, définie de la facon suivante :

1° Tous les cocfficients de U équation sont analyliques dans tout P

20 Il n'y a aucun point a Uintéricur de P ot tous les cocfficients des
termes d’ordre n s’ annulent simultanément;

3° En tout point de P 'équation caractéristique a toules ses racincs
réelles;

4° Toutes ces racines sont analytiques dans tout P, sauf en ceriains
points, isolés ou Jormant des lignes, qui sont des piles, ¢ est-c-dire ou leurs
inverses sont analytiques.

Considérons un arc analytique régulier o entierement situé¢ dans P,
¢’est-i-dire ne pouvant avoir, au plus, que ses extrémités sur le con-
tour de P. Supposons, en outre, que o ne posséde aucune tangente
caractéristique. 11 est évident que I'on pourra décomposer ¢ en arcs
G,, G --., empiétant les uns sur les autres et tels que le premier n’ait
aucune tangente parallele & Oz, le second aucune tangente parallele &
Oy, le troisieme aucune tangente parallele & O, etc.

Prenons un quelconque de ces arcs, par exemple o, qui n’a aucune
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tangente parallele 2 Oa; le long de o, y sera une fonction analytique
de x

y=o(x);
faisons le changement,

2'=y—o(x), z =y,
=, y=a +o(y).

Soit ®(XY) le polynome caractéristique de I’équation proposée. On
voit, par un calcul facile, que le polynome caractéristique ' (X'Y') de
I'équation transformée s’obtiendra en faisant dans les coefficients de ¢
le changement de variables, puis en posant

X=Y—=X"9(y),
Y =X

Si, en un point, @ était identiquement nul, il en serait de méme de
@; donce, en aucun point de oy, les cocfficients de € ne seront simul-
tanément nuls.

Une racine @ de I'équation caractéristique conduira dans la transfor-
mée a la racine a’ liée a la premiere par

ce que I'on peut écrire

a' = —— ou Q' = e

. 1 . .

En un point quelconque de o, @ ou ~ est analytique. Si c’est a,
a — 9" est analytique et n’est pas nul parce que la tangente n’est pas

L e . . . 1 . .
caractéristique : donc a’ est analytique. Si c’est ~» on obtient le méme
résultat en prenant la seconde forme de a'.

De ces remarques résulte que le segment o, se transforme en un
segment S, parallele 4 Oy’; en tout point de S,, tous les coefficients
de I’équation sont analytiques, les coefficients des termes d’ordre »
ne s’annulent pas simultanément et les racines de 1’équation caracté-



SUR LES EQUATIONS LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES, ETC. S.85

ristique sont toutes réelles et analytiques. Puisque le coefficient de
’;):,% ne s’annule pas, on peut ramener I’équation a la forme employée
dans le théoreme précédent et appliquer ce théoreme. En revenant en-
suite aux variables et y, on obtiendra une région p, entourant o,.
Les segments o, o,, ... empiétant les uns sur les autres et les régions
Pis Pus-.. les entourant completement, la région totale p, formée par
toutes les régions p,, p., ..., entourera complétement I’arc analy-
tique .

Nous pouvons donc maintenant énoncer la propr
nous avions en vue :

e

i6té générale que

TuioREME GENERAL 1. — Etant donnée une équation linéaire quelconque
@ cocfficients analytiques et a laquelle correspondent des régions P, a tout
arcanalytigue régulier o situé complétement dans une région P et n’ayant
aucune langenle caracleristique, correspond une région o ['entourant
complétement.

Quelles que soient les fonctions initiales supposces analytiques surtout o,
lintégrale correspondante est analytique dans tout o.

Nous appellerons cette région o, dont I'existence est maintenant dé-
montrée dans tous les cas, le domaine de I'arc o.

Il est évident, en outre, d’apres la facon dont on obtient g, que si o
se déplace et se déforme d’une fagon continue dans P, son domaine p
en fera autant.

III. — Lignes singuliéres essentielles.

On dit que I' est une ligne singuliere essentielle de z(z, y), si s est
analytique d’un coté de I" et ne peut se prolonger analytiquement au
delivde I,

Supposons qu’une intégrale d’une équation linéaire soit analytique
en un point de P. En cherchant & la prolonger analytiquement, il peut
se faire qu’avant d’arriver au contour de P on rencontre des points iso-
lés ot la fonction cesse d’étre réguliere, ou bien que I'on rencontre
des lignes singulires essentielles.

Nous allons prouver que toute ligne singuliere essentielle distincte

Ann. de U'Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XII. S.12
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du contour de P est forcément une caractéristique ou est formée par
des segments de caractéristiques.

Supposons que I' ne soit pas une caractéristique, on pourra trouver
sur T un point M non anguleux et ol la tangente ne soit pas caracté-
ristique. Par ce point M on pourra faire passer un arc analytique régu-
lier o ne traversant pas I', situé entierement dans P et dans la région
ol I'intégrale est, par hypotheése, analytique et, en outre, ne possédant
aucune tangente caractéristique. Soit o son domaine. Nous pouvons
déplacer et déformer infiniment peu cet arc o de fagcon qu’il devienne
. satisfaisant aux mémes conditions, mais ne passe plus par M et que
son domaine ¢,, qui differe infiniment peu de p, contienne encore le
point M; 'intégrale pourra étre considérée comme définie par des con-
ditions initiales analytiques tout le long de 5, et, par suite, sera ana-
Iytique dans tout g, .

Or p, est traversé par I'; done, au voisinage de M, I'intégrale pour-
rait se prolonger analytiquement au dela de I" et, parsuite, cette ligne
ne serait pas une ligne singuliere essenticlle.

On est alors conduit a distinguer deux sortes de lignes singulicres
des intégrales, le premier groupe étant formé par les lignes qui limi-
tent les régions P et le second par des caractéristiques, de sorte que
nous obtenons :

Tueorime GENErRaL 11, — Dans wune région ow toutes les racenes de
[’équation caractérisiique sont réelles, les intégrales analytiques ne peu-
vent présenter que deux sortes de lignes singulicres essentielles :

L. Des lignes singulieres essenticlles mobiles. Ces lignes sont forcément
des caracteristiques de [’équation proposce;

II. Des lignes singulicres essenticlles fixes. Ces lignes sont les sui-
ecantes :

1° Les lignes le long desquelles tous les coefficients des termes d’ordre n
s’annulent simullanémend ;

2° Les lignes singulicres essenticlles des coefficients ;

3° Les lignes singulicres essentielles des racines de U équation caracte-
ristique a l'exception des lignes polaires de ces racines.

En nous plagant, comme nous ’avons toujours fait, au point de vue
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des fonctions réelles de variables réelles, nous avons encore i étudier
les points isolés ou I'intégrale cesse d’étre réguliere.

Il peut exister des points isolés qui annulent simultanément tous
les coefficients des termes d’ordre n, des points singuliers isolés des
coefficients et des points singuliers isolés des racines de I’équation
caractéristique, en exceptant les points polaires de ces racines. Pour
former les régions P, il a fallu entourer ces points par des cercles
infiniment petits.

Admettons qu’un point M, distinct des précédents et non situé sur
une ligne singuliere fixe, soit un point singulier isolé d’une intégrale
analytique. On voit immédiatement qu’on peut trouver un arc o,, ana-
logue a celui de la démonstration précédente, et dont le domaine g,
contienne M. Il en résulte que U'intégrale est réguliere en M.

Il peut arriver qu’'une intégrale déterminée d’une certaine facon
soit réguliere tout le long d’une ligne singuliere fixe, sauf en certains
de ses points, lesquels dépendront de I'intégrale, de sorte que nous
obtenons :

Tuwtorime cintrar I — Dans une région od toutes les racines de
I'équation caractéristique sont réelles, les intégrales analytiques ne peusent
presenter que deux sortes de points singuliers tsoles :

I. Les points singuliers isolés mobiles. Ces points sont forcément situcs
sur les lignes singulicres fives;

1. Les points singuliers tsolés fixes. lls sont de trois sortes :

10 Les pounts tsolés qui annulent simultanémend tous les coefficients des
termes d’ordre n;

2° Les points singuliers wsoles des coeffficients ;

30 Les points singuliers tsolds des racines de I’ équation caractéristique,
a Uexception des points polaires.

Considérons le domaine D dans lequel une intégrale est analytique.
Le contour de ce domaine peut présenter des points anguleux. Soit M
I'un d’eux, et supposons qu’il ne soit sur aucune ligne singuliere fixe
et ne coincide avec aucun point singulier isolé fixe. La pointe de
'angle M ne peut étre tournée vers U'intérieur de D. En effet, suppo-
sons qu’il en soit ainsi : on pourrait trouver un arc analytique régu-
lier o passant par M, n’ayant aucune tangente caractéristique et en-



S. 88 ‘ KT. DELASSUS.

tierement situé dans D. Cet arc o aurait un domaine g, puisque,
d’apres les hypotheses faites sur M, o serait entierement dans une
région P. On pourrait déplacer infiniment peu ¢ de fagcon qu’il ne
passe plus par M, mais conserve ses autres propriétés, et que son do-
maine contienne encore M. Il en résulterait qu’au voisinage de M I'in-
tégrale pourrait s’étendre analytiquement en dehors de D, ce qui est
contraire & 'hypothese, de sorte que I'on a :

TutoriMe cENiRAL IV. — Le contour du domaine dans lequel une inte-
grale est analytique ne peut présenter de points anguleux dirigés vers
U'tntérieur, a motns que ces points ' appartiennent aux lignes singulicres
Jizes ou ne coincident apec des points singuliers 1solés fixes.

IV. — Application 4 une classe d'équations linéaires.

Considérons les équations linéaires salisfaisant aux conditions sui-
vantes :

1° Tous les cocfficients des termes d’ordre n sont des constantes
réelles ;

2° Les racines de U'équation caractéristique, qui sont des constantes,
sont toutes réelles ;

3° Tous les coefficients sont analytiques dans tout le plan.

Nous représenterons de telles équations par Q(z) = U(z) + 0 (x,y)
ou plus simplement par V(z) = o.

Pour de telles équations il n’existe pas de lignes singulieres fixes,
ni de points singuliers isolés fixes. Les intégrales ne peuvent donc
avoir que des lignes singulieres essentielles qui seront des caracté-
ristiques, et celles-ci sont ici des droites paralltles & des directions
fixes.

Supposons que I’équation caractéristique ait 7 racines distinctes et
considérons le domaine dans lequel une intégrale est analytique. Le
théortme général IT nous montre que ce domaine sera limité par des
caractéristiques, c’est-a-dire sera un polygone ayant ses cotés paral-
Ieles & m directions fixes. Le théoreme général IV nous montre qu’il
sera convexe et, par suite, aura au plus deux cotés paralleles a une
direction, ¢’est-h-dire, en tout, au plus 2m cotés. Quant au théoreme
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énéral 111, il nous prouvera que I'intégrale ne possede pas de points
inguliers isolés.

Ce polygone peut tres bien ne pas étre fermé, c’est-a-dire s’étendre
a I'infini; le contour est alors une ligne brisée convexe s’étendant
Pinfini; dansles deux sens, elle a au plus 7 + 1 cotés, et le domaine
dans lequel l'intégrale est analytique est la portion du plan située
dans sa concavité. On a done :

o
[»)
S

Tutorime. — Le domaine dans lequel une intégrale quelconque d’une
¢quation V(s)=o0 est analytique est 'aire d’un polygonc consexe
ayant au plus 2m cétés paralléles aux m directions caractéristiques dis-
tinctes, ou la portion du plan située dans la concavité d’une ligne brisée
congexe illimitée ayant au plus m -+ 1 cdiés paralléles a ces m directions.

Supposons que, par un procédé quelconque, on ait démontré qu’une
intégrale de V(z) est analytique dans un domaine D. Elle sera analy-
tique dans I'intérieur d’un polygone convexe contenant D. Compre-
nons D de toutes les fagons possibles, entre deux paralleles & chaque
direction caractéristique. La partie commune & toutes les bandes ainsi
formées constituera un polygone analogue & ceux du théortme préce-
dent et qui sera intérieur & tout polygone du méme genre contenant D.
On pourra donc affirmer que U'intégrale cst analytique dans tout ce
polygone.

Considérons maintenant deux ou plusieurs équations V(z) ayant une
intégrale analytique communec.

Supposons que les équations caractéristiques aient ¢ racines dis-
tinctes communes. Les lignes singulieres essentielles de 'intégrale
commune ne pourront étre que des caractéristiques communes, et,
par suite :

Tutorkme. — S¢ plusieurs équations V(z), ayant en commun g direc-
tions caractéristiques distinctes, ont une initégrale analytique commune,
cette intégrale est analytique a Uintérieur d’un polygone convexe ayant
2q cdtés au plus, paralléles a ces q directions. Ce polygone peut se rédwre
a une ligne brisée convexe illimitée ayant au plus g + 1 cotés.

Si les équations V(z) n’ont aucune direction caractéristique com-
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mune, l'intégrale commune ne pourra avoir de lignes singuliéres es-
sentielles et, par suite, sera analytique dans tout le plan.

Tuiorime. — St plusieurs équations V(z), n’ayant aucune direction
caracléristique commune, ont une intégrale analytique commune, celte
intégrale est analytique dans tout le plan.

Occupons-nous maintenant du domaine dans lequel une intégrale
de V(=) est analytique, cette intégrale étant déterminée par des con-
ditions initiales.

Pour abréger, nous appellerons polygone V tout polygone convexe
ayant ses cotés paralleles aux directions caractéristiques de V(s).

Soit un arc analytique régulier. Prenons-en un segment quelconque
o ne possédant aucune tangente caractéristique, sauf peut-étre a ses
extrémités A et B, et supposons que les fonctions initiales soient ana-
Iytiques sur tout ¢, qu’il y en ait au moins une qui ne puisse se pro-
longer analytiquement au deli de A et une au moins qui ne puisse se
prolonger au deld de B. A et B seront forcément sur le contour du
polygone V dans lequel 'intégrale sera analytique.

Si I’équation V(z) n’a qu’unc seule direction caractéristique, ce
polygone V sera déterminé par cette seule condition : ce sera la bande
limitée par les deux caractéristiques issues de A et B. Le probleme
serait méme résolu si, avec les hypotheses précédentes, les coefficients
de U(s) et la fonclion © avaient des lignes singulitres essentielles;
7 serait entierement contenu dans une région P o ces coefficients
seraient analytiques. On formerait la région Q telle qu’on puisse aller
d’un quelconque de ses points au segment o ¢n suivant 'unique carac-
téristique et sans sortir de P; Q serait la plus petite région contenant =
etlimitée par des caractéristiques ou des lignes singulieres fixes; done
intégrale serait analytique dans tout Q. En général, elle ne pourrait
s’¢tendre analytiquement au deld, mais on congoit qu’il pourrait exister
des cas ol il en serail autrement.

Supposons maintenant que 'équation V() ait au moins deux direc-
tions caractéristiques distinctes. Menons par O les paralleles 2 ces
m directions; elles détermineront 2m angles rayonnant autour de O.
1l vésulte immédiatement, de ce que o n’a aucune tangente caractéris-
tique, que si 'on transporte cet arc parallelement & lui-méme, de fa-
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¢on qu'une de ses extrémités A ou B vienne en O, la droite AB ne
coincidera avec aucune des m directions et, en outre, la droite AB et
I’arc & seront entierement dans un méme angle. Par les points Aet B,
menons les paralleles aux deux cotés de cet angle (fig. 1). Nous
déterminerons ainsi deux régions, la premitre étant le parallélo-
gramme ABCD et la seconde la région illimitée EAFGBH.

Quelques remarques de Géométrie élémentaire montrent facile-
ment :

1° Tout polygone V, dont le contour passe par A et B, contient le
parallélogramme ABCD;

20 Tout polygone V, dont le contour passe par A et B, est entiere-
ment i 'intérieur de EAFGBH.

Ces deux régions ne dépendent pas de 'arc o lui-méme, mais seule-
ment de ses deux extrémités A et B, de sorte que :

Tuiorime. — A tout systéme de deux points A et B, tels que la droite
AB ne soit pas une caractéristique, correspond un parallélogramme p.
Tout arc analytique régulier, allant de A en B et n’ayant aucune tangente
caractéristique, est entiérement contenu dans p, et quelles que soient les
Sfonctions initiales analytiques sur s, Uintégrale correspondante est analy-
tique dans towt p.
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Quant & Ia seconde région qui correspond & AB, on peut dire que, si
toutes les fonctions initiales ne peuvent s’étendre au dela de o, l'inté-
grale ne pourra jamais s’étendre analytiquement au dehors de cette
région.

Considérons un arc analytique régulier illimité dans les deux sens,
n’ayant aucune tangente ni asymptote caractéristique et supposons les
fonctions initiales analytiques sur cette courbe. En prenant deux
points A et B sur elle, I'intégrale sera analytique dans le parallélo-
gramme correspondant p, et si 'on fait éloigner A et B dans des sens
différents, de facon a les envoyer tous deux & l'infini, on voit que,
d’apres les hypotheses faites, p arrivera & recouvrir tout le plan. Donc :

TukoriME. — S un arc analytique régulier illimité dans les deux sens
n’a aucune tangenle ou asymptole caracteristique, toute intégrale, définie
par des conditions initiales analytiques tout le long de cette courbe, est
analytique dans tout le plan.

(’est, par exemple, ce qui arrive lorsqu’on se donne les conditions
initiales analytiques tout le long d’une droite indéfinie non caracté-
ristique.

CHAPITRE IIL

Nous nous proposons maintenantd’étendre aux équations linéaires,
4 un nombre quelconque de variables, la plupart des résultats précé-
demment obtenus. Pour ne pas compliquer inutilement les notations
et le langage, nous prendrons des équations & trois variables; les rai-
sonnements seront tout 4 fait généraux.

1. Soit
A ,)iuw‘«»k. f
2 A T

5,

'ensemble des termes d’ordre n. Cherchons & intégrer 1’équation en
nous donnant toutes les dérivées partielles jusqu’a I'ordre n — 1 sur
une surface F(z,y, z) = o.
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Sur cette surface, — o (t+j+k=n— : foneti
ACe, gy gk J+ k= n—1) sera une fonction
connue de x et y, il en sera de méme de ses dérivées par rapport 3 x
et y,

_.ﬂ,,f).ll-f_ — 93 orf ot oS 03 orf
dx' 19yl 3% T O dzt dyl 9FF 0z 0y T gsk T Oy dxtdyl 0zFe
¢’est-d-dire de
oF ¥
onf . or orf . onf j}' o f
0xl¥gyigst — gF Jzidyldske  © 0210y +1gzk — OF dridylosi+t’
ds PE
On cn déduira de proche en proche
OF \ ¢ / OF \ /
oy | o ;}y orf Lo »
0 0y dsk = _i)_Tf_ —zﬁf gar Tt fonction connue de x et y.
Jds s
En portant dans I’équation proposée, on obtiendra une équation du
. , ’ . n 7\ ) , . , .
premier degré pour déterminer §~—',L, d’ou I'on déduira les autres déri-
F . 2. n
vées d’ordre n. Mais le coefficient de g:,—{ est
E)l? i JoF J
N dx dy .
2| e |\ o )
Jds Jds

il y a exception s’il est nul, ¢’est-a-dire si I'on a

a0 (FEY (Y (Ve
e THEN O dy ():.) -

Nous appellerons les surfaces ainsi définies surfaces caractéristiques.
Considérons le polynome caractéristique

D ApXIYIZE,

C’est ici que s’introduit la différence essentielle avec les équations a
Ann. de I’Ec. Normale, 3° Série. Tome XII. S.13
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deux variables. C’est qu’a un systeme de valeurs non nulles de X et Y
annulant un polynéme homogeéne en X et Y correspond un facteur li-
néaire, tandis que cela n’est plus vrai dans le cas de plus de deux
variables; il peut alors exister des surfaces caractéristiques réelles
sans que le polynome caractéristique soit décomposable en facteurs li-
néaires réels.

Dans tout ce qui va suivre, nous ne nous occuperons que des dqua-
tions linéaires dont le polynéme camcte’ristique est décomposable en un
produit de factewrs du premier degré a coefficients reels.

On aura

rA=n

2 Ay XIYITR = | | (MX +BY + GZ)
=1
dans certaines régions de I’espace. Les surfaces caractéristiques seront
données par des équations de la forme

oF oF JF
A e 4+ B 0}/_ S D gz == 0.,

Il y en aura n familles distinctes ou non.
Soient « et v deux solutions particulieres de cette équation ; les sur-
faces caractéristiques de cette famille scront
F(u,v)=o,
F étant une fonction quelconque. On pourra considérer ces surfaces
comme engendrées par les courbes

w = const., ¢ = const.,

et ces courbes s’appelleront des caractéristiques.

2. On remarque que, si une équation linéaire 0(z) = o a pour po-
lynome caractéristique P(XYZ), I’équation

09 ()0 .,()6

a pour polynome caractéristique
(AX + BY + CZ) I’(XYZ);

autrement dit, Vopération A :)N + B +C mtmdmt les surfaces



SUR LES EQUATIONS LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES, ETC. S.05

caractéristiques

JF ()‘ JoF
Aa—l-;"‘}* ()) C;)—:__

Il en résulte que, si I’on forme 1’équation
O 0 o0 J J U ¢ 0f)
<An 0‘7;“'[ Bn,b}“"ba ‘(‘)'Z_“)' (\ a—- -I—-l ()./ ()2 e ><A‘ P ] 1—}-,'—\— " D—‘

cette équation aura les mémes caractéristiques que la proposée et que,
si l'on représente I'expression précédente par o (f), I'équation pourra
se mettre sous la forme

o(f)=u(f)+ G(x,y,3),

u(f) étant une fonction linéaire et homogene de /et de ses dérivées
jusqu’a Pordre n— 1.
En outre, une équation

,‘)(]4'),...0( :)r*)

est ¢quivalente au systeme

o o
Al ()1 +PBig )y Z ) Tl
d¢, aL, 04
Agm%—‘]ﬁa‘; Cy dz_.._tg,
()A,I-g ()t,L._g 4 ()t",_y_ .
An-1 "‘(‘)“;“ +B/z—-1 "’J;" =t iy ”’0_5‘ = lp-1,
Dy Olyy iy
An ()x +Brz ()y (411 d j(” )’, ”")'

3. Considérons une équation linéaire

’)f 1)/ . c)/'
() +B dy +0 =0(2,y, 2).
Soient /, et f, deux solutions particulitres; en faisant le change-
ment
x,:f‘(x’y’s)7 .)"::f‘z(f’f/',,}’,z); 3 =z,
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Elle se ramenera i la forme

o it
L =0,y 5.

Les caractéristiques sont devenues des lignes

x' = const., y' =-const.,

¢’est-a-dire des paralleles 4 Oz'.
Sil’on se donne 4 (a/, '), alaquelle se réduit / pour /= z,, on
aura
= [0ty sty .

On voit donc que la série représentant /au voisinage de (x,, y,, 5,) sers
absolument convergente dans un parallélépipede, dont la dimension
parallele & Oz" sera indépendante de la fonction initiale, et, en reve-
nant aux variables primitives, on retrouvera 'analogue du lemme I11
(Chapitre T) :

1l existe sur lacaractéristique issue de (x,, y ., =,) un segment L tel que,
quelle que soit la fonction initiale développable en x, v, Uintégrale soit
développable en tous les points de 1.

En suivant exactement la méme méthode que dans le Chapitre I,
on en déduira la notion de domaine d’une aire s parallele A 20y, et
'on étendra facilement cette propriété au cas des équations

w(f)="0(x,y,5).

4. Considérons maintenant le lemme VI sur I’équation du premier
ordre et les fonctions majorantes.
Soit
ggzbzg{-:—}-l) g—§+c,
a, b, ¢ étant analytiques en x,, 7,, 745 soit e(z, y) la fonction initiale

analytique en ,, y,.
Soient a(%, v, 0), B(& 1,0, v(& 1, &), (& 1) des fonctions déve-
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loppables en £ =%, n = ,, { = {,, et telles que I'on ait

a ('I"..},’ 3).\10< a(gsﬂ)chL“ b ('IiJ,::)hl‘.<[6(E_71)7:)p'u’ 0(51'7.}"7 =)al‘,<“/(£,'fl»5)y,v,
e(x, ¥y, < e(&,n Dt

Considérons I'équation

do __ 0’,0 ()cp
()E ()r -+ 6 +7

avec la condition initiale (&, n) pour {={,.
Nous ferons correspondre par
5—5y=0—&
les points des deux caractéristiques issues de M, et .,

({1 _dy ds

a b T~
de  dn dg
[ CI—

et nous prendrons les deux segments C et I' analogues & ceux du
lvm me VI.
In calculant la dérivée sur la caractéristique, on aur:

d ()"'*‘f"'"‘cp d",; Qi+ ikl ) 1 Qi+itk1 9 QT k1 g
T e e o r— -—’.—.‘._—-_...._',.‘.“..._. p— vl - 3 ,+_ - - "

A8 DEL D0l ICE T dE DEET 9nd 9LF + dC QLI TIILE T JE gt ggk !
Qi lede lm Qiti @ )id b1 g

- () HTQai g5k~ 0z i+ T 9Lk + 0z g0l ggF+1”

i j+ A

h ., 14 : . ) Aot o
En effectuant sur 'équation que vérifie ¢ 'opération e gnTggk On
. )”‘/"'/“HCP

obtiendra dans le premier membre le terme JEi 7T JFRT) dans le second

membre on aura des termes de la forme

()l"-!‘-f [y o ()i”»l-j'”--;-/d” (P

)». e i’ ’ " ;" "
el dad ICE 0t ol ITk

)i+/~+-j/
ct des termes analogues avec {8, puis le terme GE oI 9Tk

Les A seront des coefficicnts numériques, ceux qui s’introduisent
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dans la dérivation d’un produit et, en outre, parmi les deux premiers
groupes de termes, on trouvera
()i+j+/|'+l(?

I jle1
gi+i )

8 P gEgarot

On les fera passer dans le premier membre, et 'on continuera le
raisonnement comme dans le lemme VI pour arriver & la méme con-
clusion : Quels que soient les points correspondants M et p. sur C et T,
et quelles que sotent les fonctions initiales e(x,y), (&, ) développables
en My, p, et telles que .

e (@) ), << (& N )y,

1° f sera développable en tous les points de C;

2° o sera développable en tous les points de T ;

3° On aura toujours ‘

f("”; Y Sy < o (& m, :)[L-

Quant & la généralisation pour les aires et pour les équations w(/),
tout se fait comme dans le premier Chapitre ¢t I’on est amené aux
mémes conclusions, sauf que les segments S, sont remplacés par des
aires planes paralleles & xOy.

5. Pour suivre la méme marche que dans le cas de deux variables,
nous devons maintenant considérer les équations & un seul systeme
de caractéristiques et commencer par I’équation

o f Qi+i+k f L':O’ cees —1, .
—_— @yjp s =0, e, —1 I+j+k<<n)
3" HE XTIy T o5k / T ’ J
" k=o0,...,n—1
b E 9

a laquelle on les ramene par un changement de variables.

Nous ferons pour cela la remarque analogue a celle déja faite au
commencement du Chapitre Il : c’est que si une fonction F(, y, z)
est en @, ¥y, 5., développable en série absolument convergente dans
le parallélépipede p, p, A, on peut trouver M tel que dans tout I'inté-
rieur du parallélépipede pe, pe, & (e<C1,6<CA) on ait, quels que
soient 7 et j,
Qi+ Y
PER

()z' 1/ M

dxdy (l &z f("o> <I _Y ‘_.)’o>
P 4 dr=x,+p:

Y ==y +pe
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En recommencant tous les raisonnements du début du Chapitre II,
on sera conduit, pour arriver & une conclusion analogue, 4 démontrer
la convergence de la série dont le terme général sera

- B, A 8,
¥ . on NM”=1 < Z ;\,3 A ottt A3'+B -
Sl — T T 2 e
Afmey 1—E A;: S
Loy B
Az:'—l;~...+“,,,,~.+m- 2 A fﬂ,,n-t-.l. +Biy 1=

Smp--1
Spye |2

N 9
O 1ee S, 1

5

Pa,—o-...+a,,,_,+;il+...+{i,,,_, (l_E>ct,—«-...+oc,,,__,+f$,+...+5m_‘+m—2

Dans cette formule, toutes les combinaisons d’indices o, f, s doi-
vent vérifier
nzsZa-+pBA412zr.
[n raisonnant comme dans le cas de deux variables, on sera ramené
a démontrer que les quantités

A Alilﬂ
Uy Gy A2 DN e B A2

A Ny
-2

Sm—1

tendent vers o quand m croit indéfiniment. On apercoit immédiate-
ment 'inégalité

A{'i.-k-/z-A['J‘.l'+h<A[)j:—)(}:'+ln si )~f[-’-7 -/-Iv<_—[-'t/'
En l'appliquant ici et remarquant en outre que l'on a toujours
a-+Bin—r,

on aura

B — = 1+
[/ {m~ 1 - o= A" ey o+
Aoc.+...4—a,,, A9 Aﬁl-0—...4—[&,,,__,-4—/)1——2"\ BBy et (G g [ g) 2122 < \(IN—])IH—-IH me—2

On est donc ramené a4 montrer que la fraction

Afxm 1+‘1 m-1
/l(//l 11—1

nt -
4 A‘,n —t »;—m -2

tend vers o. Ceci est évident, car o,_, + 8,,_,<s,_,. Nous arrive-
rons donc au résultat suivant :

A toute aire plane S, paralléle a xOy et situde entiérement dans la re-
gton de Uespace ot tous les a;j sont analytiques, correspond une région
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R l’entourant complétement. Quelles que soient les fonctions nitiales ana-
lytiques sur tout S, I'intégrale correspondante est analytique dans tout R.

Pour les équations n’ayant qu'une seule famille de caractéristiques,
mais non ramenées a la forme précédente, on ramenera le coefficient
n PR . N , . .
de g—{ a étre I'unité s’il n’est pas nul; alors le polyndme caractéristique

sera
(AX - BY + Z)n.

On aura la méme propriété a condition que S soit entierement située
dans une région o A, B et tous les coefficients de la nouvelle équa-
tion sont analytiques.

6. Considérons maintenant les équations dont le polynéme caracté-
ristique a un nombre quelconque de facteurs distincts. En suivant
presque mot pour mot le raisonnement fait dans le cas de deux va-
riables, nous obtiendrons :

Soit une équation linéaire quelconque ramence @ la forme
o (f)y=uw(f)+ 0(x,y,3)

et dont le polyndme caractéristique est

r=n

JTAx+BY+2),
h=1
a toute aire plane S, paralléle a x Oy et située entierement dans une région
ow tous les A, les By, les coefficients de u et la fonction () sont analy-
ligues, correspond une région R 'entourant complétement.
Quelles que soient les fonctions initiales analytiques sur tout S, Uinté-
grale correspondante est analytique dans tout R.

Considérons, en dernier lieu, une équation quelconque
o(f)=u(f)+ 0z, y, 5

dont le polynome caractéristique est
L=n

[T X +BY + Gz).

=1
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Prenons une région P satisfaisant aux conditions suivantes :

1° Tous les coefficients de I’équation sont analytiques dans tout P.
2° Tous les A,, les By et les Cy, sont analytiques dans tout P.

3° Il 'y a aucun point & Uintérieur de P ot tous les coefficients des
termes d’ordre n s’ annulent simultanément.

Soit o une aire analytique réguliere située entierement dans P,
¢’est-a-dire une aire sur laquelle , y, = sont des fonctions analytiques
de deux parametres « et § et sur laquelle n’existe aucun point olt les
trois quantités

dy 05 dy ds Jds dxz 03 dx  Odx dy  dx dy

de 08~ 0B 02’ 92 0B~ 0@ 0’ da 0~ 0f o
sont nulles simultanément.

Par un point M quelconque sur o passent des directions caractéris-
tiques

A

dx _dy _ d:
A TOB TG

I3

|

Supposons qu’il n’y ait aucune de ces directions qui soit tangente
en M i o. Nous exprimerons ce fait en disant que ¢ n’a aucune tan-
gente caractéristique.

Sur o il y a des points formant des lignes et ot le plan tangent
est parallele & Oz, de méme pour les deux autres axes; mais il n'y a
aucun point commun & ces trois sortes de lignes. De la résulte la
possibilité de décomposer o en aires partielles o,, a,, ..., telles que
tout point intérieur & ¢ soit intérieur au moins & I'une de ces régions
partielles et qu’une quelconque d’entre elles n’ait aucun plan tangent
paralléle & I'un des axes et empiete sur ses voisines tout le long de Ia
portion de son contour distincte de celui de a.

Soit &, n’ayant aucun plan tangent parallele 2 Oz. Sur tout o, z sera
une fonction analytique de x ety

) ‘ s=09(2,7);
faisons le changement

z =z, r=ua,

Y=y y=y,

3 =z—q(z, ) z =3+ (2, y').
Ann, de U’Ec, Normale. 3¢ Série. Tome XII. S.14
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On voit immédiatement que o, se transformera en une aire plane s,
parallele & 2’0y et que P’équation transformée aura les propriétés
suivantes :

Il n’y aura aucun point de s, ol les coefficients des termes d’ordre n
s’annuleront simultanément. Les nouveaux coefficients seront analy-
tiques en tous les points de s,; il en sera de méme des nouveaux
termes A}, By, G5, et les trois coefficients A}, By, C, d’'un méme facteur
ne pourront s’annuler simultanément, car il en résulterait que tous
les termes d’ordre n auraient simultanément des coefficients nuls.

Les coefficients C; ne peuvent jamais s’annuler sur o, car il y aurait
dans la transformée des caractéristiques tangentes a s, ot, par suite,
dans P'équation primitive des caractéristiques tangentes a o, ce qui
est contraire & I'hypothtse. On est donc sur s, dans les conditions
Q’application du théoreme précédent, d’olt I'on déduit Uexistence de
la région p, entourant complétement o,.

Les diverses régions py, s, ... forment, par leur ensemble, une ré-
gion p entourant completement o et n’ayant d’autres points communs
avec elle que son contour. Donc :

A toute aire analytique réguliére o, enticrement contenue dans une re-
gion P et n’ayant aucune tangenie caractéristique, correspond unc re-
gion o Pentourant complétement. Quelles que sotent les fonctions ini-
tiales analytiques sur tout =, U'intégrale correspondante est analylique
dans tout o.

7. Les fonctions analytiques de trois variables z, y, = peuvent pré-
senter : ;
1° Des surfaces singuliéres essentielles; par exemple, la surface
Z;Z‘
@€
2° Des lignes singulieres; par exemple, la ligne = o, y = o pour

-
<

PRy
3° Des points singuliers isolés, comme le point z =0, y=o0,5=0

x = 0, pour

J

pour -

Considérons trois sortes de points :
1° Les points ot les coefficients de I équation cessent d’étre analynques ;
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2° Les points ot les coefficients Ay, By, C, cessent d’étre analytiques ;

3° Les points qui annulent simultanément tous les coefficients des
termes d’ordre n.

Ces points constitueront ce que nous appellerons les singularités
Jixes.

Si de tels points forment une surface, on I’appellera une surface sin-
gulicre essentielle fize.

S’ils forment une ligne, ce sera une ligne singulicre fixe.

S’ils sont isolés, ils seront des points singuliers isolés fizes.

Supposons qu’une intégrale ait une surface singuliére essentielle
distincte des surfaces singulieres essentielles fixes et qui ne soit pas
une surface caractéristique. On pourrait trouver sur elle un point M
n’appartenant pas aux singularités fixes, point ordinaire et ol il n’y
aurait aucune tangente caractéristique. De la résulterait la possibilité
de trouver une aire analytique réguliere n’ayant aucune tangente ca-
actéristique, située entierement dans le domaine ol Uintégrale est
analytique et dans une région P, et dont Ie domaine g contiendrait M.
Coette intégrale pourrait alors se prolonger analytiquement au dela de
la surface considérée, de sorte que nous avons :

Les intégrales analytiques ne peuvent presenter que deux sories de sur-
JSaces singulicres essentielles ;

1° Des surfaces singulicres essentielles fixes ;

2° Des surfaces caracteristiques.

Soit une ligne singuliere essenticlle distincte des lignes singulieres
fixes et qui ne soit pas une caractéristique. On pourra trouver sur elle
un point M ordinaire ol la tangente ne sera pas caractéristique, et, par
suite, 'aire o dont le domaine contient M existera encore ct 1'inté-
grale sera analytique en M; donc:

Les intégrales analytiques ne peuvent présenter que deux sortes de lignes
singulicres essenticlles :

1° Les lignes singulicres essenticlles fizes;

2° Des lignes singuliéres mobiles. Ces dernicres soni sur les surfaces sin-
gulicres fixces ou sont des caracteristiques.

Enfin, I’existence de l'aire o se voit encore immédiatement pour un
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point qui n’est pas sur les surfaces ou lignes singulieres fixes et qui
n’est pas un point singulier isolé fixe; donc :

Les intégrales analytiques ne peuvent presenter que deux sortes de
points singuliers isoles :

1° Les points singuliers isolés fixes ;

2° Des points singuliers isolés mobiles qui se trouvent forcément sur les
surfaces ou lignes singulieres essentielles fixes.

ot @ b

SECONDE PARTIE.

EXTENSION DE LA METHODE DE RIEMANN.

Riemann a donné une méthode célebre pour Uintégration de I'¢qua-
tion B(B, ) (*). Cette méthode, généralisée plus tard pour I’équation
0*s Js Jds

m;+(t;ﬁ+b;);

“+Cc5=T0,

ramene l'intégration d’une telle équation a la recherche d’une certaine
intégrale particulicre dépendant de deux constantes arbitraives (*).

Je me propose de démontrer qu’on peut établir une méthode tout a
fait analogue pour une classe tres générale d’équations linéaires d’un
ordre quelconque.

Soit une fonction linéaire de s et de ses dérivées partielles, dans
laquelle on ne dérive jamais plus de p fois par rapport a «, et plus de
g fois par rapport a y

PR Ji+h 5 £==0,1, ..., P . N
"’("’)_EA”"W </f:o,1,...,(/, P-mq=n, pgFo, A’"’—I>’

et considérons I’équation ]
F(s)=o,

(
(

) RIEMANN, Gesammelte Werke (zweite Auflage), S. 171.
) Poir Darsoux, Legons sur la Théorie des surfaces (T. I, Ch. IV).

1
Q2
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dont I’équation précédente du second ordre n’est qu’un cas particulier
(n=2,p=1, ¢g=1).

Ces ¢quations sont & caractéristiques réelles et n’en ont que deux
systemes : les caractéristiques = const. d’ordre ¢ et les caractéris-
tiques y = const. d’ordre p.

Nous commencerons par établir un lemme fondamental :

LEMME FONDAMENTAL. — Si les coefficients Ay restent tous finis el con-
tinus a Uintérieur d’un rectangle paralléle aux axes et ayant x,,y,
comme cenltre, il existe une fonction L satisfaisant ¢ U équation §(z) = o,
continue, ainsi que toutes ses deérivées entrant dans 5(z), aw voisinage de
,, ¥, et satisfaisant aux conditions initiales

, ‘ Js or—tzg
IJ([’/'U’,}’): Yo, ()—x'_(woy,}’):Yu ceey m(wo,y):Yl)—la
. 03 ‘ 1tz
Z(z,y,) = X,, 55,‘(%.}’0):){1, ey 55;,,71(1‘7)’0):7(4—1-

Les Y ayant des dérivées jusqu’a Uordre g, continues au voisinage de
Voo les X ayant des déripées jusqu’a Uordre p, continues au voisinage de
a,, et satisfaisant en outre aux condilions

<i/"“l,,"' __<(l!"Y-,,> <'A::o,1, ...,1)—I>
(l&ll"l‘ R - Cl.}/p‘ Y=Yo {J' = OJ l’ very (j —1

Pour démontrer ce lemme, nous reprendrons presque mot 2 mot
I’¢légante démonstration (') qu’en a donnée M. Picard dans le cas du
second ordre.

Eerivons équation & () en isolant le premier terme; soit

oz
dar gyt

=F(s),

et convenons de représenter par la notation [z]; celles des dérivées
de z qui figurent dans F(=z).
Pour intégrer par approximations successives, nous aurons a consi-

(1) Prearp, Mémaowre sur la théorie des équations aux dérivees partielles et la methode
des approximations successives (Journal de Mathématiques, 1890, Ch. II).
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dérer la suite infinie d’équations

dnsm
:F(zl)’ MRS _F(zm—i)’ RIS )

0x? Jyt

"E_ AT
dzr oyt — O Qwr oyt
la premiere étant intégrée avec les conditions initiales proposées et
les suivantes avec des conditions initiales analogues, mais ol tous les
X et Y seraient nuls.

On obtient immédiatement

— . Y=y (x—ay)! 1 , i (A X
a1 = 0 Ka ok PV = Y ey =) 0=y ()

.........................................

Supposons que les hypotheses faites dans I’énoncé, sur les coeffi-
cients et les fonctions initiales, soient réalisées tant que

| — 2y | <o, [y —2 | <B

c¢’est-d-dire & U'intérieur d’un rectangle que nous appellerons le rec-
tangle o, B. Elles seront a fortiors réalisées dans un rectangle intéricur
o, (', etil suffit de considérer les formules donnant de proche en proche
5, 52, ... pour voir immédiatement que z,, z,, ..., 3, sont des fonc-
tions continues dans ce rectangle et possedent des dérivées analogues
a celles qui figurent dans F(z), également continues dans ce rec-
tangle.

Soit M le maximum de F(z,) dans le rectangle o, 8 ; soit ® I’expres-
sion obtenue en remplagant dans F(z) chaque coefficient par son mo-
dule maximum dans «, B, et chaque terme [z]} par a'7~¢, B'7-*. @ sera
un polyndme en o/, 3’ ne contenant pas de terme constant, car dans
F(z) on n’a jamais simultanément { = p, £ = ¢. Il en résulte qu’'on
pourra toujours prendre o’ et §' suffisamment petits pour que @ soit
aussi petit qu'on voudra, par exemple pour que I'on ait

0 <.

On voit immédiatement les inégalités suivantes, vraies dans le rec-
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tangle o', ' et telles que chacune d’elles résulte des précédentes,

[F (=) [ <M, [[5:]F| < Ma/p=ipla—k,
[F(z)| <M, [[5:]F | < MO@a'r=ip'a—k,
|F(ZJ)I<M®2’ |[5,,]£"’[<M®ﬁa’j)—i@/q_k’

.....................................

[o11F - [s2]F 4. . - [m]F -+

sont absolument convergentes dans o', §' et que si I'on représente les
sommes de ces séries par 5, ..., [z ]" ., la fonction =z est continue
dans o, " et possede des (lérivces (=]} contmueb dans ce rectangle et
représentées par les séries suivantes.

z satisfait aux conditions initiales, car, si 'on cherche & former
ses fonctions initiales, on retrouve celles de z,, ¢’est-a-dirve celles de
I'énoncé.

N . . S . L ., )5

En dernier lieu, il faut montrer que z possede une dérivée ——— et

] da? dat

vérifie Péquation proposée. Posons
E P T T wE S T

On aura les égalités ‘successives

2

Y WY
V,==5 kf V(s )dardyt—+.. f .. / F(z-1)dzr dy,

Yo Xy Yo

x Y
Vo= 5+ f o f F(s;-+ %8s+ .« 5y ) da? dy?,
Yo

f F(V 1) dardys.

V=24 f
Xy Yo

Cette égalité est vraie quel que soit m, et lorsque 7 croit indéfini-
ment V,, et V,,_, tendent tous deux vers la méme fonction z : on a
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X! ‘7’
z:s1+f f F(z)dzxPdy1.
X Yo

donc

On en déduit immédiatement que = a une dérivée 0 73 - et que
l'on a
()"5 d”:,
- +F(z
dxPdy? — daPdy? (<)
‘ou, plus simplement,
n o~
dzrgya = (3D
yuisque, par hypothese, on q——@fﬁw =0
l q l‘ :Yk < )xp()yq e

Ce lemme fondamental étant établi, supposons que dans unc région
du plan, les A, aient des dérivées analogues a celles de = qui figurent
dans F(z), et qu’en outre les Ay et ces dérivées y soient continues,
F(s) aura une équation adjointe

- [+
Gluy= ¥ (=)ot 0 (Ayu) =o,

dxtdy*
laquelle sera de méme forme que F(z) et aura tous ses coefficients
continus dans la région considérée.
Un calcul facile, mais long, que nous omettrons & dessein, conduit
a I'identité (')
oM  oON 00

uf(z) —5G(u) =52 dz Ty oy +()J,()y

ol 'on a
M= zBi()mL (E=0,1, ..., p—1),
ok z
wzc/ﬂdk (k=o0,1, ..., g—1),
_ Qi+k g - (==0,1, ..., p—1
9‘__20[&0:2[‘([')/75’ PR (/{‘:::0,],,,,,q——-—»1>,

(*) Pour ce caleul oir DARBOUX, Legons sur la Théorie des surfaces, t. 1; note de la
page 73.
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avec les valeurs suivantes des coefficients

Qi . SO, N, ey o L]
''''' \ (“"")H—g : .5(’\:‘4-1—9»1,{1”), g ’ '/ )
dx*dyf B=20,1, .oy q
' )P v LTZO, Ty ey P
b = Z(“‘l wrf Ao pv By 1) v ’ )
! ! l)z"‘() f( wk B ) \ﬁ'.:n R
3 g#+B GO, 0y oey P =1
D= \ Y% . A g ) ’ y .
i ( ) ()1,1() %( IOt 1y At (31 16: l,...,(/—-/.—-l

Nous nous proposons de démontrer qu’il existe des fonctions U
telles que tous les coefficients B soient nuls identiquement pour
a ==, ct tous les coeflicients C nuls identiquement pour y =y, et
satisfaisant 4 ¢(U) = o.

Reprenons les notations du lemme, et soient X,, X,, ..., X,_,,
Yo, Yy, ..., Y, les fonctions initiales de U. On voit immédiatement
que 1’(‘({!):11'1()11 (Bp- )aew, = 0 @ pour premier membre une fonction
linéaire et.homogene <lo Y, et de ses dérivées jusqu'a Pordre ¢, le
coefficient de cette derniere dérivée étant au signe pres A, ¢’est-
a-dire 1, ¢l les autres coefficients ¢tant des combinaisons linéaires et
homogenes des Ay et de leurs dérivées analogues i celles qui entrent
dans F(z), c’est-i-dire que ces coefficients sont des fonctions de y,
continues au voisinage de y,. Donnons-nous ¢ constantes arbitraires

A, AL, L., A

comme valeurs initiales de Y, et de ses ¢ —1 premieres dérivées, il y
correspondra une fonction Y,, soluLnon de 'équation (B,-,),
et continue au voisinage de y,.

Connaissant Y,, 'équation (B,—,),.,, = o détérminera d’une fagon
analogue Y, en fonction de ¢ nouvelles constantes arbitraires

= 0

r==ry,

50 51
M, A, .,

~r
-
-

et ainsi de suite, de sorte que les équations

(Bi)a=a,==0 (éz=0,1, ..., p—1)
Ann de U'Ee. Normale. 3° Série, Tome X11. S.15
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font correspondre a tout systeme

W, AL, L,
W, , 201,
W0 Bl e, AL

de pg constantes arbitraires, desfonctions Y,,Y,, ..., Y,_,, continues
au voisinage de y,, et ayant des dérivées jusqu’a 'ordre ¢ également
continues au voisinage de y,.
Les équations
( (: I ))':_Yh =0
détermineraient de la méme facon les fonctions X,, X,, ..., X,_,,
mais les conditions indispensables

drFY _[diX, ([::o,r, N
dy* )y:)‘u T\ dzt ) p=a, k=o0,1, ..., g —1

montrent que les valeurs initiales des X sont les mémes. que celles
des Y, mais prises dans un ordre différent, celles relatives & X, étant

k k k
Aoy M, o Rpg.

Les fonctions X; et Y; ainsi déterminées satisfont aux conditions du
lemme fondamental et par suite il existe une solution U de ¢(u) = o
ayant ces fonctions initiales.

Les constantes A que nous venons d'introduire n’étant pas com-
modes pour la suite, nous allons les remplacer par d’autres.

Les coefficients Dy en 2y, y, sont des expressions linéaires et homo-
gknes des A} et leur nombre est pg, ¢’est-a-dire celui des A.

Posons en général

(Diyk) g = Pt

Y=Y
et considérons I'équation

(Dp-1,4-1 Varzmary = Hp=1, g—1+
Y=o

Le premier membre n’a qu’un terme; c’est un terme en !, et son

cocfficient est, au signe pres, A,, c’est-a-dire 1. Elle détermine
donc 7A;.
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Prenons celles de ces équations dont la somme des indices est
p—+q—3;ilyenadeux. Le premier membre de 'une d’elles con-
tiendra les A dont la somme des indices sera au plus p+¢ —i—k—2
ou 1, puisque i +k=p—+g¢— 3, etil n’y en aura qu'un

27 k=1

p—i—1

provenant desvaleurs e =p — ¢ — 1, § =¢ — & — 1. Ce terme aura en
outre pour coefficient, au signe pres, A,,, c’est-d-dire 1.
Puisqu’on connait g, elle déterminera 17471,
Les deux équations de ce genre détermineront par suite X et AS.
Admettons que les équations pour lesquelles on a

L+ hkZp+qg—m—a

aient déterminé tous les A dont la somme des indices est inférieure ou
¢gale & m. Considérons les équations pour lesquelles on a

i+ k=p+qg—m—3,

il y en auram + 2; le premier membre de chacune d’elles contient
des termes A, pour lesquels on a 7 + £<m, etun seul terme pour le-

quel i+ & =m-1: c¢’est le terme A% 57} provenant des valeurs

a=p—i—1, B=qg—»~—r1.

Ce terme a encore, au signe prés, pour coefficient A,, ou 1, de sorte
que chacune des équations que nous considérons déterminera un A,
dont la somme des indices sera m + 1.

On pourra done toujours exprimer tous les 2] comme fonctions li-
néaires et homogenes des py, et énoncer la propriété suivante :

A tout systéme de valeurs initiales .y des coefficients Dy correspond
une fonction U, solution de ¢(U) = o et satisfaisant aux conditions

(Bi)gea, = 0, (Cr)y=y, = O-

Soit U une telle fonction et s une intégrale quelconque de 3 (z);
en vertu de I'identité fondamentale, on aura

oM ()P“I 0*0

Jz oy - dxdy
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%) 29 IN
Jx (“ 0y> T

ou

On en déduit que I'intégrale
/ (\I + f?i) dy — N dur,

. P TS 09
prise le long d’un contour fermé, a Uintérieur duquel M, 7> et N sont
des fonctions continues, est nulle
Tracons une courbe quelconque I' (fig. 2) dans cette région et soit
Fig. ».

Pl

A

x,y, un quelconque des points de la méme région, tel que l'espace
limité par T et les deux caractéristiques issues de ,, y,, ¥ soit entie-
rement contenu. '

Si I'on remarque que, d’apres la définition de U, M est identique-
ment nul sur PA et N identiquement nul sur PB, on aura, sur ce
contour d’intégration,

)0
0, — 01.4-] \1 + ‘)y> dy —Ndz=o,

ou, en remarquant que, par définition, on a

o~ - ()l'-l-/m'z -
0, = 2 Pin ‘_my/J )

on aura finalement

P+hg )9 v
2 it [()i ()y"_‘ = A—-}-/ <M~I—~-(-- dy —~Ndx =

Vne dépendant que de = et de ses dérivées partielles jusqu’a 'ordre
n—rxsurl.
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Posons pg = m et considérons m systemes de constantes initiales
@i & chacun desquels correspond une fonction U;. Nous aurons s
¢quations analogues a la précédente

N O L .
E{x},“[WJP:Vj (J=1,2,...,m).

Siles pf, ont 6té choisies de fagon que leur déterminant ne soit pas

(i—f-/u:,

fonctions linéaires et homogenes des V,. [=], étant 'une des incon-
nues du premier membre, on aura

nul, on tirera de ces équations toutes les quantités [ ] comme
P

[zlp=a, V,+ ayVo-t... 4@, V,,

les @ étant des constantes, de sorte que la valeur de z en P se trouve
exprimée au moyen des valeurs de zet de ses dérivées jusqu’y Pordre
n—1surlare T

Plus généralement, soient m’ fonetions U, telles que le tableau
rectangulaire formé par les py correspondants ait 7 — ' colonnes
formées par des zéros, & Pexclusion de celle des p,,, et que le dé-
terminant formé par les m’ colonnes restantes ne soit pas nul. Les

m’ équations
o [ oirks , :
Z ‘IJ";A: [.()J,‘()S/’-,‘] p:: Vf (‘] =102 .. I)l,)

Qi+k 3
des coefficients nuls; le déterminant de ces m’ inconnues n’est pas
nul, par hypothese, et [z], se trouve parmi elles, de sorte gqu'on
aura

ne contiendront que m’ quantités [ ] , puisque les autres ont
p

l z]l’: (Zivl+ azvz . am’Vm'-

Nous dirons que ces 72’ fonctions U forment un systeme intégrant.

Il pourra y avoir des systémes intégrants formés de m’ fonctions U,
m’ pouvant prendre les valeurs 1, 2, ..., m.

Le plus intéressant de ces systémes est celui qui est formé d’une
seule fonction. On I'obtiendra en prenant tous les py nuls, saaf p,
qu’on pourra, sans restreindre la généralité, supposer égal & I'unité.
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Nous représenterons cette fonction par
l"t(l‘, ¥ oy Vo );
elle donnera simplement
B
[5]e =0, 'i—f <M -+ @> dy —Ndwe.
A dy

Nous sommes parti, pour faire la théorie précédente, de I'identité

M  ON 00

ud(s)—s((w)= P dy + dzdy’

. Cy . L, 0z
et le fait essentiel était que M ne contenait que des dérivées 5— et N
RPN L
des dérivées ~— -
%
On reconnait facilement que, si 'on pose
0 O
M,:—.M—i—(—?—ﬂ N1=N+S)—~;
dy dx

on aura
oM, = ON, 0*0

Ilj(?)—séj'(ll):—&;+-—o—}7—~m1

et le second membre sera maintenant composé avec « et ses dérivées,
exactement comme il I’était primitivement avec z et ses dérivées.

Au moyen de cette nouvelle forme, on prouvera, comme précédem-
ment, I'existence des fonctions Z solutions de 7(z)= o, annulant
identiquement M, pour x = x,, et N, pour y =y, et dépendant de
m constantes arbitraires, valeurs initiales des coefficients de la fonc-
tion @ supposée ordonnée par rapport aux dérivées de w.

On pourra former des systemes intégrants avec des fonctions Z, qui
permettront d’intégrer G(u) =o comme les systemes intégrants de
fonctions U permettaient d’intégrer 5(z) = o.

En particulier, il existera un systeme intégrant formé par une seule
fonction Z; nous la représenterons par

S(x,y, Ziy Y1)-

Considérons un rectangle formé par les caractéristiques issues de

P(x, y,) et Q(,, y) (fig. 3).
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in emplovant une fonction U quelconque, on aura

Q Q
Op— 0, — / (M + 99) dy — [ Ndu,
M oy A
ol
Q Q
00
Op =0, — dy — — =
I A /” M, dy f\ <N1 ()J:) dx,
ou

Q Q
0, = 0, — f M, dy — f N, d.
B A

4

Supposons que = soit une fonction Z relative au point x,, y, et pro-

Fig. 3.
e B
Lo Yo
Q
A Y

venant des constantes ¢, ,, M, et N, seront identiquement nuls et l'on

aura
0p =20,

ou
()/—%—/z

~ ()i.i-/: : |
24 i e ",‘7““:‘(”0’ Yos Z15 Y1) :2 YL T UCe, Y15 %oy Yo)-
dz{dy} dz oy

C'est I'identité fondamentale reliant les fonetions Z et U et dont
nous allons tirer un certain nombre de conséquences. Prenons pour Z
et U respectivement les fonctions S et R, 'identité se réduira &

S('”(n Yos '7'1’.},1): l{(xi;y“xo,}’o),
ce qui montre que les fonctions R et S sont identiques; de sorte que
lon a:

Il existe une fonction R(x, y,, &4, y,) pouvant élre définic comme
solution de 3(z) = o oude G(u) = o, suivant qu’on considére x,, y,,
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oux,,y,, commevariables et qui permet d’intégrer simulianémentl’équa-

lion proposée et son adjointe.

Appliquons l'identité générale en prenant la fonction R avec une
fonction Z ou U, nous obtiendrons

? 0/-4»/1
7o (g, Yoo T1y Y1) = Vi n == R(2, ¥1s T Vo)
v . » . . 157 1> n")o ’
e 011()},{

gtk

U (@1 Y15 oy y()) :2 ik W R(z, Yis Loy }’0)9
ce (qui montre que :

Toutes les fonctions Z et U peuvent s exprimer comme fonctions lincaires
et homogénes de R et de ses dérivées particlles, jusqu’a U ordre n — 1 au
plus, par rapport a l'un des systémes de variables.

Appelons fonctions géncrales Z. ou U ces fonctions dans lesquelles
on laisse indéterminées les constantes arbitraires. Les formules pré-
cédentes donnent les expressions de ces fonctions générales, de
sorte que

Les fonctions générales Z ou U sont des fonctions linéaires et homo-
geénes des m constantes arbitraires dont elles dépendent.

Supposons maintenant qu’on connaisse un systéme intégrant quel-

conque
Ul: U27 ] l“lll”

et considérons les m’ équations

Qi+

Uj (21,515 20, ¥o) :2 i,k Wﬁ(d:l,yl,xu, Yo) (J=1,2,...,m).

D’apres la définition d’un systtme intégrant, si I'on considere R et
ses dérivés comme des inconnues, il n’y aura dans le second membre
que 72’ inconnues distinctes, parmi lesquelles figurera effectivement R,
ct le déterminant des coefficients ne sera pas nul. On en tirera

n (”TU ;Vb Xy, y()) = biUl -i- b:! U2 eI o bm’U/n'a
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les & étant des constantes. Ayant R, on pourra alors former toutes les
fonctions Z et U; donc :

La connaissance d’un systéme intégrant quelconque permet de_former
la fonction R ainsi que toutes les fonctions Z et U. Autrement dut, si l’on
sait intégrer l'une des deux équations 5(z) = o, ¢(u) = o par la me-
thode de Riemann, il en résulte forcément I'intégration de ’autre par la
méme méthode.

En dernier lieu, on peut remarquer que la méthode de Riemann
permet de démontrer facilement pour 'équation F(z) = o le théoréme
général du Chapitre IIT sur les lignes singulieres essentielles.

Soit (&, m) un point ol tous les Ay sont analytiques. On démontre
facilement, en reprenant le théoreme sur I’existence des fonctions U,
qu’il existe un rectangle ayant (£, ) comme centre et tel que la fone-
tion R(x,,y,,x,,y,) soit développable en série ordonnée cn

xl—ai Yi—1, ‘7’10'—57 Yo— "N,

absolument et uniformément convergente tant que xz,, y,, «,, y, re-
présentent des points de ce rectangle.

Soit une ligne essentielle I' d’une intégrale analytique, traversant
une région ou tous les Ay sont analytiques et qui ne soil pas une ca-
ractéristique. Prenons sur elle un point quelconque (&, ) & tangente
non caractéristique et considérons un rectangle ayant (&, ) comme
centre, intérieur & celui que nous venons de définir précédemment et
assez petit pour que I'un des quatre rectangles partiels en lesquels il
est décomposé par les deux caractéristiques issues de (&, ) soit en-
tierement dans la région ol I'intégrale est analytique.

Soit P(«, y) un point quelconque de ce rectangle et soit (x,,y,) le
point Q (fig. 4). Puisque sur le contour EQF, U'intégrale est analy-
tique, la méthode de Riemann permettra de définir la fonction en point
quelconque de MEQF en se servant de la fonction

R(‘Z'hyla x,y)-
On aura
.Q Q
Z(J’,y)*—:@A%—@B—GQ——f Ndx-—f Mdy.
A B

Ann. de U Ee, Normale. 3¢ Série, Tome XII. S.16
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On vérifie facilement que tous les termes du second membre sont
des séries ordonnées en x — &, y — 0 absolument et uniformément
convergentes au voisinage de M. Soit 5'(«,y) la série totale ainsi ob-
tenue.

Dans l'intérieur du rectangle MEQF et au voisinage de M on aura,
d’apres la méthode de Riemann,

s(z,y)=25"(2,y);

la fonction =, étant développable des deux cotés de I' et coincidant
d’un co1é avec z, constitue un prolongement analytique de = au dela
deT, et dela résulte immédiatement la propriété annoncée.

Fig. 4.
¢ 1y
£ ¥
M
stvw B

/EA 9

La méthode de Riemann permet encore de démontrer & I'égard des
équations 5(z) =o une propriété présentant de grandes analogies
avec la précédente.

Supposons que, dans une région D du plan desz, y, tous les A, pos-
sedent des dérivées de la forme

kA | — )
oy A (A ST R
qui y soient toutes continues.

En reprenant completement la démonstration de 'existence des
fonctions U au moyen des approximations successives, on démontrera
facilement : (§, 7) étant un point quelconque i I'intéricurde D, il existe
unrectangle R parallele aux axes, ayant (£, n) comme centre et tel que,
(@, y) et (z,,y,) étant des points quelconques a son intérieur, toutes
les fonctions U (x,y, z,,y,) sont continues relativement aux quatre
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variables , y, z,, ¥, et possedent des dérivées continues de la forme

Qi+h+j+h]] <i:0,1,...,])—-—l,

) k=o0,1,...,0—1, '/+h£w>.

Supposons que dans une portion de D il y ait une intégrale = possé-
dant des dérivées continues de la forme

Qi+hs (i::o,:,...,[)+v-——l,

S e s
datdyk k=0,1, . ..,q+¢—1, L hop-t+q-+1 9>

et qu'il y ait une ligne I', non caractéristique et distincte du contour
de D, au dela de laquelle il ne soit pas possible de prolonger z en con-
servant la continuité des dérivées que nous considérons.

En prenant, comme précédemment, un point M quelconque et &
tangente non caractéristique sur I', on arriverait, par application de
la méthode de Riemann, & une égalité

5('7"}’):5/("":}’)’

vraie d'un coté de I' et la fonction =" resterait continue ainsi que toutes
ses dérivées de la forme considérée dans un rectangle traversé par I
Elle constituerait un prolongement de z au dela de I', et de la on pour-
rait conclure immédiatement que les lignes traversant D, et au deld
desquelles on ne peut pas prolonger z en conservant la continuité des
dérivées considérées, sont forcément des caractéristiques.



