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SU FI

LES ÉQUATIONS LINÉAIRES
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

A C A R A C T É R I S T I Q U E S R E E L L E S ,

PAR M. ET. DELASSUS,

P H 0 V E S S K l' II A II L Y G K B D13 I) 0 U A. ï .

I N T R O D U C T I O N .

Dans le présent travail, nous ne nous occuperons que des fonctions
réelles de variables réelles» ces fonct ions étant analyt iques d'après la
déf in i t ion adoptée actuellement et résultant de la possibilité du déve-
loppement en série ordonnée.

Une fonc t ion analyt ique peut présenter des points singuliers isolés ou
des lignes singulières; ces dernières peuvent être de deux sortes :
essentielles s ' i l est impossible de cont inuer la fonction au delà par un
prolongement analytique, et artificielles"dans le cas contraire.

Considérons une équation linéaire aux dérivées partielles et à coef-
ficients analytiques; le problème de l'intégration pourra être considéré
comme presque résolu si, étant donné les conditions initiales analy-
t iques» on peut, sans former l'intégrale correspondante, dire dans quel
domaine elle sera analytique. La recherche de ce domaine est identique
à celle de son contour et celui-ci est évidemment/formé par des lignes
'singulières esscntielles.de l'intégrale.

Le problème a i n s i . posé ne semble pas, dans l'état actuel de la
Science, pouvoir être résolu dans le cas général des équations linéaires.

Arm» derjÊe, Normale. 3* Série. Tome XII* ' S,8
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Je nie suis proposé de déterminer la nature de ces lignes singulières
essentielles et les résultats généraux auxquels j 'ai été conduit per-
mettent clé déterminer, dans des cas particuliers, ces lignes elles-
mêmes.

Quelques exemples simples donnent des indications sur les résultats
probables.

Considérons l 'équation de Laplace

et toutes les équations obtenues par dérivat ion. Toutes ces équat ions
ont leurs caractéristiques imaginaires ou en ont au moins deux imagi-
naires. Toute solution de AV = o les vérifie toutes et la solut ion du
problème de Dirichlet montre qu'on peut former des intégrales analy-
tiques ayant des lignes singulières essentielles absolument quel-
conques.

Il en est clé môme pour les équations du second ordre

, - , -9 -, « T—v - -, ^ -, ï -, ,,, , -h E Ç -4- F s ~ o ( B2 —• 4 Ad < o),dxl dxdy àyi dœ ôy

ce qui résulte immédiatement des travaux de M. Picard ( ' ) , d'après
lesquels toutes leurs intégrales sont analyt iques.

Donc, dans une région ou les caractéristiques ne sont pas toutes réelles,
les lignes singulières essentielles des intégrales analytiques peuvent être
des lignes quelconques.

Au contraire, considérons l'équation simple

._-_ _ 0.

On vérifie immédiatement sur l'intégrale générale, qu'on sait for-
mer effectivement, que les lignes singulières essentielles ne peuvent
être que oc = const ou y = const., c'est-à-dire les caractéristiques de
Féquation.

( ' * ) PICARD, Sur la détermination des intégrales de certaines équations aux dérivées
partielles du second ordre par leurs valeurs le long d'un contour ferme (Journal de
l'École Polytechnique, LXa Cahier, 1890)*
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D'autre part, M. Appell ( ' ) a montré que la plupart des solutions
simples de l 'équation de la chaleur

avaient des lignes singulières y = const. et ce sont précisément des
caractéristiques de l 'équat ion.

Ces quelques exemples montrent nettement la séparation des équa-
tions l inéaires en deux groupes, suivant que les caractéristiques sont
ou non toutes réelles, une même équation pouvant appartenir aux
deux groupes dans des port ions distinctes du plan des œy.

Nous pourrons alors dire 'gué les intégrales analytiques des équations
du second groupe pourront avoir des lignes singulières essentielles abso-
lument quelconques.

Le but principal de ce travail est l 'étude des équat ions du premier
groupe. Mes recherches m'ont condu i t pour elles à la notion caracté-
r is t ique de domaine d'un are.

Soit cr un arc analytique régulier satisfaisant à certaines conditions
restrictives; on p e u t lui faire correspondre un domaine p l 'entourant
complètement et ayant la propriété s u i v a n t e : Quelles que soient les

fonctions initiales analytiques sur tout cr, r intégrale correspondante est
analytique dans tout p. Cette région p s'appelle le domaine de Tare cr.

C'est de là que résulte presque immédia tement le théorème fonda-
mental .

Les lignes singulières essentielles des intégrales analytiques des équations
du premier groupe ne peuvent être que certaines lignes fixes ou des carac-
téristiques (2).

Ces recherches const i tuent la première Partie divisée comme il suit :
Le Chapi t re \ cont ien t des remarques et lernmes fondamentaux sur

les équations et certains systèmes du premier ordre.

( * ) ApNar,, Sur U équation -—• — •— — o et la théorie de la chaleur (Journal de Ma-v ; ' J clr2 ôy
thématiques, \ #<)•>, ).

( ~ ) Notes présentées à l'Académie des Sciences dans les séances du 3o avril et du
'À ju i l l e t ïHç)4 -
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Le Chapitre II est constitué par la démonstrat ion des théorèmes
généraux que nous venons d'énoncer et par quelques applications li
un cas simple.

Dans le Chapitre III, je montre qu'il existe des équations à un
nombre quelconque de variables qui peuvent être considérées comme
généralisant les équations à deux variables, à caractéristiques réelles
et pour lesquelles les propriétés fondamenta les précédemment démon-
trées se généralisent parfaitement.

Dans les Chapitres II et f i l , j 'ai cons tamment f a i t usa^e de la belle
méthode des approximations successives de M. Picard ( ' ) en la com-
binan t avec les fonctions majorantes , ces dernières permettant de
démontrer facilement la convergence dos séries fournies par la mé-
thode de M. Picard.

Dans la seconde Partie, j 'étends à toute une classe d 'équat ions
d'ordre quelconque à deux variables et à caractéristiques réelles, la
méthode de R iemann , en suivant l 'exposition qu'en a f a i t e ' M . Dar-
boux (2) , sauf pour la démonstration du lemme fondamental (!ï). .La
démonstration qu'en donne M. Darboux est part iculière au second
ordre et ne semble pas pouvoir se généraliser. M. Picard a, dans le
Mémoire précédemment cité, dorme une démonstration extrêmement
élégante, au moyen des approximations successives, et qui a l'avantage
de se généraliser immédiatement. On arrive ainsi à retrouver tous les
résultats obtenus pour le second ordre et, en particulier, l ' intégrat ion
s imul tanée de l 'équation et de son adjointe, au, moyen d'une seule
fonction de quatre variables.

( l ) F I G A R O , Mémoire w la tluforic dos équations aux dérivas parliotlc.s M la nuHhodc
dos ffpp/'OMimitiottA sucMfi.uvM (Journal de Mat/ienwtir/uvx, 1890),

C 2 j DARBOUX, Leçons sur la théorie das surface (^ Partie, Chap. IV).
( : * j Noie présentée à l'Académie dos Sciences dans la séance du 16 octobre
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PREMIÈRE PARTIE.

CHAPITRE I.

I. — Les caractéristiques des équations linéaires.

Soit
()rl Z ()n ^

Ao — + A, 5~>4_™ H- . . . + A,,-,

une équation linéaire, F (s) désignant l'ensemble des termes d'ordre
égal ou in fé r i eu r à n — i .

Donnons-nous js et ses dérivées jusqu'à Tordre n — i le long d 'une

courbe G, et posons ^ = 7v sur cette courbe.

Le long de G, une dérivée quelconque d'ordre n — i est une fonction
connue de x; sa dérivée

sera aussi une fonction connue de a?. En tenant compte de l 'équation
proposée, on aura ainsi n •+• i équations linéaires pour déterminer les
n -h i dérivées d'ordre n le long de G. Il y aura exception si le déter-
minant des inconnues est i den t iquemen t nul , c'est-à-dire si, en tous
les points de la courbe G,1 on a

Ao A* — Aj ln-1 -H A2V*-a -4- . . . -4- ( — O"'^1 A,,^ X -f- ( - ...... - i )" A» - O.

Les courbes ainsi obtenues s 'appellent les caractéristiques. Soit
X<(^, j) une solution clé cette équation .algébrique de degré n, on
obtiendra une famille de caractéristiques en intégrant
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et cette famille sera de la forme V(a?, j) = const. Ces courbes ont une
propriété remarquable, c'est qu'elles se conservent par un change-
ment de variables. Ce fait peut se démontrer directement ou être con-
sidéré comme une conséquence immédiate de la déf in i t ion que nous
venons d'en donner.

Nous appellerons polynôme caractéristique le polynôme homogène à
deux variables

P( XY) --= A0 X» H- AtX"-1 YH- . . . -h A^XY"-1 -t- A» Y",

et nous remarquerons que la dér iva t ion de l 'équation, par rapport à ;r,
mult ipl ie ce polynôme par X, et la dérivation, par rapporta/ , le mul-
tiplie par Y; de sorte que, si Ton effectue sur l ' équat ion proposée
l 'opération

à Q d
a -r ........... -h P — »

doc ( ôy

le polynôme P se trouve remplacé par

aXP H- (3YP :=::, («X H- (3 Y ) P,

autrement dit, on a in t rodui t la nouvelle famil le de caractéristiques
V(#, y) = const,, V étant solution de

dV r. â'V
a +. p :i:: 0.

c>o? r <)/

Supposons que, dans une région du plan des &y, l 'équation carac-
téristique de l'équation linéaire proposée ait toutes ses racines réelles,
distinctes ou noo, X i 9 X2? . .., \t. Formons l'expression

( , ( à à \ ( d L , à \ ( à , à \ (as . dz \
"(*} = (te^*ïï)(ïï + 1*-^

D'après la remarque précédente, l 'équation o>(js) •-»= < > aura les mêmes
caractéristiques que la proposée. Les termes d'ordre n seront los mêmes
à un facteur près, et l 'équation considérée pourra se mettre sous la
forme

M (s.) étant une fonction linéaire et homogène de -z et de ses dérivées
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jusqu'à Tordre n — i. L'utilité de cette nouvelle forme est que l'équa-
tion

s'intègre par clés équations successives du premier ordre; elle est en
effet équivalente au système

ds dz
5.2? l dy ~~~ l î

àw 2 dy ~~ 2>

IL — Théorème sur l'intégration des séries.

Soit une série

dont tous les coefficients A sont réels et positifs,
Supposons que, pour x .- - x{ (x{ — œ(} > o), elle soit convergente;

posons oc { — #?0 =: S. Elle sera convergente pour toutes les valeurs de x,
telles que

| x — #0 1 5 $,

et, en outre, le module maximum de /(a?) dans cet intervalle sera

M -/<#!) = 2 A'3''

On a
r%/ % / v A (^-^o)'*1
/ f(x)dx^2A A / — 7_7_?

^;ra

série absolument convergente dans le même intervalle, et son maxi-
mum sera
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Comparons M' à M. On obtient la série W en mul t ip l ian t les ternies
de M respectivement par les quantités 7—- ..... - • Supposons que la série
/(#) commence par un terme de degré p9 les différents mult ipl ica-
teurs seront

_d_ _3_-
p -h i ' p H- 2 ' ;

le plus grand étant le premier, il en résulte que Ton aura

c'est-à-dire
M'< - ............. 3 .................. M'.- p + ,

La série f f(x)doc commence par un terme en (.r — ,'z*()y
M ; de sorte

"que, si on l'intègre, le maximum de la nouvelle série obtenue sera W
et Ton aura

M"< rj M' - : , . d* - M ,
;, _ h i î (^^j^^. , . -,)

et, plus généralement, en intégrant <y fois do x(} \i ce, le maximum de
la série obtenue, dans l ' intervalle considéré, sera moindre que

„.__ ..... ̂ ^ „ ^ ....M
( /> -H i ) (/M- « ) . . . ( / > - ! • < / ;

Ces théorèmes s 'appl iquent à dos séries à un nombre quelconque de
variables à coefficients positifs. Soit

la plus petite valeur de i étant pif celle de h étant /?a et celle de y
étant /?..v Supposons qu'elle soit absolument convergente si

Son -maximum, dans ces conditions, sera

M r r /( ;/' 0 -4» r] i , y0 -f- rîa, *(> -|- 3;, ) .

.. .Intégrons /(o?, jy ^), ^^ fois par rapport à ovde ^o à x, </2 fois par



SUR LES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, ETC. S.6l

rapport à y, de y0 à y, et q>A fois par rapport à s, de s0 a s ; le môme
raisonnement que précédemment nous montrera que la nouvelle série
à coefficients posi t i fs ainsi obtenue sera absolument convergente dans
les mêmes condi t ions , et que, sous ces condit ions, son module sera
moindre que

III. — Équations linéaires du premier ordre.

Soit l ' équa t ion

0(,r,y) étant analyt ique dans une région P du plan des ocy. Soit, en
outre, un segment S (a? = <TO) s i tué entièrement dans cette région, et
cherchons l ' intégrale qu i pour x = #0 se rédui t à une fonction donnée
/(j) analyt ique tout le long de S; elle sera évidemment donnée par
la formule

/" fj(<r*<

Considérons Les d i f fé ren t s segments parallèles à 0#, issus des points
de S et allant de part et d'autre jusqu'au contour de P; ils engendrent
une région Q intér ieure à P et nous trouvons immédia tement , d'après
la forme de l ' intégrale, le lemme su ivan t :

LEMME I, — A tout système d'une région P et d'an segment $ parai*
" lèle à Oy et situé à sari intérieur correspond une région Q,

Quelles que soient la fonction O(O?,JK) analytique dans tout P et la
fonction initiale f (y) analytique sur tout S, l'intégrale correspondante
est analytique dans tout Q.

C'est en généralisant 'Convenablement cette propriété extrêmement
simple que nous arriverons, à tous les résultats contenus clans les
Chapitres suivants, •

Afin, de l'Êc. Normale. 3* Série, Tomo X I Ï . S.9
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Le lemme que nous venons d'établir peut s'énoncer sous une autre
forme qui nous sera u t i l e*

LEMME II. — Soit un segment $ parallèle à 0# et contenant le point

(#o> Jo).
Quelles que soient la fonction 0(o?, y) développai le en tous les points

de S et la fonction initiale /'(y) développable en j(), l'intégrale correspon-
dante est développable en tous les points de s.

Soit maintenant l 'équation

— = a —•• -t- b
dx Oy

et cherchons à l 'intégrer en nous donnant la fonction in i t i a l e /(,r),
analytique tout le long du segment S (a? = &•„) si tué dans la région P,
où a et h sont analyt iques .

Considérons la fonction oc(#7, y) sat is fa isant .à

dot. B da
~~ " '

et se réduisant pour x = a?0 à / ; cette fonction sera analytique dans
une région entourant la portion de S le long de laquelle a est analy-
tique. Le changement de variables

ramènera l 'équation à la forme précédente ; les courbes a (#, ̂  =
qui sont les caractéristiques, deviendront y1 ™ cous t. J)es fo rmules
précédentes on tire

T — . T/ ir — . A / ,r' y '- i .i*, .— t* , j .— ,. t., j ^ ,/, ? / ; ?

sera analytique dans une certaine région du plan clés &'y* , au
voisinage de la droite ̂ = a?0. Par chaque point (^«.Xo) de la droite S
passe une caractéristique

Nous pouvons supposer qu'on ait pris sur elle, de part et d'autre
de £?O.»JY» un segment L tel .qu'en chacun de ses points a soit dévelop-
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pable et qu'il en soit de même pour [3 aux points correspondants sur
la droite y = a(#0, j0). 11 en résulte immédia tement :

L K M M K II!. — Par tout point. (.r(), y()) dans la région où a est analytique
passe tin segment L de caractéristique. Pnnons-cn une portion l conte-
nant ./'oOV

Quelles que soient la fonction b dcvcloppalle en tous les points de l et la
fond Ion initial?. f( y} développai!.?, en y0, r intégrale correspondante est
déwioppalle en Lotis lut points de l.

Soit P' la région engendrée par les segments L issus des clHFérenls
points du segment S. Considérons les régions Q, in t é r i eu re s à P et P',
et telles qu 'on pu i s se , sans en sortir, al ler d ' un q u e l c o n q u e de leurs
points au segment S, on su ivan t un segment L. Ces régions son! ainsi
d é f i n i e s d 'une , façon indépendan te de P. Nous aurons ;

LKMAIK IV. — A lotit segtmnt S parallèle à (}y d situe dans la région
ou a est analytique * correspondent des régions Q.

Quelles (jn< soient lu fonction h analytique dans tout Q el la fonction
initialef(y) a/i(dylique sur tout S, l'intégrale correspondante est analy-
tique dans loute la région Q.

En dernier l ieu, considérons l ' é q u a t i o n

r , ) ( c ) : = f l ( , / ' , . r )

équivalente au système

dz àn~ï z
On voit immédia tement que se donner s, ~} , . . . , , '^rî9 l)OU|i

œ "-'•,#», revient à se donner les fonctions /«(j),/ (j), . . . , fn-\ (r)»
auxque l l e s se réduisent respectivement s, 0 : ( , . . ., 0«_M pour a: = x0.
Le segrnenl S est supposé contenu entièrement dans une région où.
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tous les X et la fonction 0 sont analytiques, Représentons en général
par R des régions telles que, sans en sortir, on puisse a l ler d 'un quel-
conque de leurs po in t s au segment S en suivant un segment L de l ' un
quelconque des systèmes clé caractérist iques.

Quelle que soit la région entourant S et dans laquel le 0 est analy-
t ique , il est possible clé trouver une région II qui. lui soit in tér ieure et
qui entoure complètement S. En outre, cette région [{possédera les
propriétés des régions que nous avions désignées par Q, relat ivement à
toutes les équat ions du système. II en résultera, par l 'application suc-
cessive du lemme IV, que les fonctions 0,^, 07l._a, ..., 0,, s seront ana-
lytiques dans tout R; donc :

LEMME V. — A tout segment ^parallèle à ()y et situé dans la région
où tous les A sont analytiques, correspondent des régions R.

Quelles que soient les fonctions initiales f ( ] , f { , ..., fn 0 analytiques sur
tout S et la fonction 0 analytique dans tout R, r intégrale correspondante
de Véquation (0(5) = 0(,#,(y) est analytique dans tout R.

IV. — Sur les fonctions majorantes.

Soient deux fonctions analyt iques J?(ûc,y) et «!>(£» Y]). Supposons
que la première soit développable en a- — &Q9y ~~y** e': 'a seconde en
H —• £0 , r] — rj0 , les points (,r(),j/0) et (£0, rj ( )) é tan t représentés par M0

et a0.
Si les coefficients de la seconde série sont positifs et supérieurs ou

égaux aux modules des coefficients correspondants 'de la première,
nous dirons que la fonction <I> est en p-0, majorante pour la fonction.
F en M0 et» d'après M* Poincaré, nous l 'indiquerons de la façon sui-
vante ( ') :

F(.^y)>v J*(£,r ;W

Pour ce qui va suivre, il est nécessaire do dis t inguer le cas où l'éga-
li té est exclue parce que la propriété se conserve pour les points voi-
sins; nous l ' indiquerons par la notation

( 1 ) POINCAHÉ, Les méthodes nouvelle de la Mécanique céleste, U I, Chap. It.
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Soit l 'équation

— — a —

Prenons un point (,r(), j0) dans la région où a et b sont analytiques,
et considérons l'intégrale qui, pour x = x(), se rédui t à/(y) dévelop-
pable en j(). Désignons par C le segment de caractéristique issu
de (,r(),()/0); nous savons, d'après le lemme III, que, quelle que soit la
fonction initiale, l'intégrale z sera développable en tous les points
deC.

Au point M0(ir0 ,y0) du plan des xy, faisons correspondre arbi-
trairement un point |x()(H0, v)0) du plan des $ Y J ; formons deux séries
a ( Ç , Y]), p(c;, TJ) ordonnées en £ — !•„, TJ — Y]O , telles que l'on ait

et considérons l 'équation

r)£ ™~" * r)rj l

Par (x0 passe un segment F analogue à C. Ne conservons que la por-
tion de 0 dirigée vers les x posit ifs et la portion de F dirigée vers
les \ positifs,. Nous pourrons restreindre ces deux portions de façon à
satisfaire aux deux condit ions suivantes :

i° Les deux segments C et F se correspondent point par point par la
formule

2° M et [x étant deux points correspondants quelconques sur G et F,
on a toujours

Intégrons la seconde équation en nous donnant pour £ = £0 une
fonction initiale 9(^1) telle que

)MO< 9 ('fl Vo-

le me propose de démontrer que les propriétés majorantes des
coefficients et des fonctions initiales se conservent pour les intégrales,
c'est-à-dire d'établir le lernme suivant :

LEMME VI. — Quelles que soient tes deux fonctions initiales f (y) et
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et v ("/]) satisfaisant à la condition

r 'intégrale s est dëveloppàble en tous les points M de C, l'intégrale *( #s7
dëveloppàble en tous les points [/, ^/e F, ef m <^ra,r poinls correspondants
quelconques M <?£ [̂  : o// a toujours

Considérons les quant i tés

que nous représenterons plus simplement par

ou encore par
T/*.

D'après les hypothèses fa î tes , toutes ces quan t i t é s sont positives et
non nulles en M 0 , fx0 . Cherchons comment elles varient lorsque le
système MJX s'éloigne de M0[x0 .

Le long de C» y est fonct ion de x et l'on a

Le long de F, 7) est fonction de \ et Ton a de même

En outre, en vertu de la relation

on aura
fL

.' • dx

de sorte que
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Nous allons calculer séparément les deux termes

Sur l'équation

vérifiée par Ç, effectuons l'opération -v-T-A,; noiss obtiendrons dans le

premier membre le terme - : ™ A et, dans le second, d'abord ^^,*

puis des termes de la forme

les X élanf des coefficients numér iques positifs, ceux qui s ' introduisent
dans la dér iva t ion d 'un p rodu i t ; parmi ces ternies se trouve a 4-j^;
en le fa i san t passer dans le premier membre, nous obt iendrons

Un calcul analogue conduira i t à

Dans ces deux formules, les termes se correspondent et les X corres-
pondants sont les mêmes* Par soustraction, on obtient; en reprenant
la notation employée plus hau t ,

T ^ K f r j O ^

Plaçons-nous en M O , - ( JL O , on voit immédiatement que toutes les quan-
tités entre crochels sont positives, clé sorte que

et de plus cette quantité ne peut pas être n u l l e *
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La quan t i t é T# va donc en croissant à partir de M0, [*0 ; e l le est po-
sitive au début , donc elle reste posit ive.

Des inégalités
Ç/A- H- -//,' > o,
Ç if, __ G//, > o,

on dédui t
ç//f > l * / /< • !»

de sorte que la fonct ion '( con t inue à être majorante pour G. Je dis
maintenant que ce fait se p r o d u i t tout le long de C et F.

Comme les fonct ions T# sont d'abord positives et croissantes, si
l 'une d'elles devenai tnégat ive, elle au ra i t dû commencer par décroître
et, par suite, sa dérivée aurai t dû s 'annuler.

'Supposons que ce fait se produise pour la première fois en M, , {*,.
En ce point toutes les quant i tés T//c seront positives et non nul les , de
sorte que Ton aura

s( '^7)M, <?(£,YÎ) |V

En posant
/iOO-~*(.<W), ? i ( ï l )=ÇU, ,*0 ,

on aura clone

Mais on aurait pu obtenir z en intégrant -~ = a — H- />avoc la eon-1 D <)tv <)y
d i t i o n /i (r) pour x = .rn ot C en in tégrant ^ — a » - H- (3 avec la

condi t ion 9, (-/]) pour Ç =-™ £ , ; comme, par hypolhoso, on a

le ra isonnement f a i t p récédemment prouverai t que toutes les quan-
ti tés T/^ aura ient encore en M0 (JL, des dérivées positives o tnon nu l l e s .
ce qui démontre complètement la propriété annoncée.

Considérons un segment S (#? = #<,) situé dans la région où a -et ô
sont analytiques. Désignons par M0 un poin t quelconque de S. Nous
pouvons former oc et (J tels que

«(^•7)«0 < «(g, -/3)(/v />(^, / )M o < (3(^*3 W

quelque soit M0- Nous exprimerons le fai t par la notation
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à chaque point M0 correspondent les segments C et L du lemme pré-
cédent; prenons le p lus petit des segments L. Les segments C auront
tous même a? à l eu r extrémité et formeront a ins i une aire R l imitée
par S et un segment para l lè le .

A tou t p o i n t [x de L correspondront tous les points M sur les seg-
ments C; tous ces points auront même abscisse déterminée par

el formeront un segment S(X correspondant à p.. D'après sa déf ini t ion
morne, on aura, quel que soit le point p, de L,

# (&> y k, < « ( & ?i )(*, b ( x, 7)fijjL < (3 ( £, Y) )p. ;

il s u f f î t ; alors d ' app l ique r le lernrae précédent à chacun des segments C
pour o b t e n i r :

L K M M K V I I . — Quelles que. soient les deux fonctions initiales, /(y)
analytique sur ton t S, et s>(v)) dëveloppable. en y j 0 , satisfaisant à

r intégrale z est analytique dans tout, H, ï intégral? 'C ^^ développable en
lotis les jïoinls de, T et l'on a, quel que, soit le point pi,

En dernier l i e u , considérons une équation oo (z) = b(x,y) équiva-
lente au sy sienne

à* _ . &z

Lj =a2 ^-î-f- tt,

_

Soit toujours le segment S (x = a?0) entièrement contenu dans la
n. de l'Éc, Normale. 3e Série. Tome X.IL : S.IO
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région où b et tous les a sont ana ly t iques ; nous pourrons tou jours
former des fonct ions a(£, TJ) et (3(L Y]) tel les que

2 ( # , J )S < « ( £> -0 ){/,„, 6 ( *, /)S < (3 ( £,

Par chaque po in t de S passent des segments C, , G2 , ..., G,, des ca-
ractér is t iques des différents systèmes, segments analogues à ceux dé-
finis dans le le rnrne III. Il y a de même le segment F issu de jx0 et
relatif à l ' équa t ion

A un po in t [j. de F faisons correspondre tous les po in t s des segments
qui a u r o n t pour abscisse a?, telle queC qui

II est évident que nous pourrons l i m i t e r le segment F de façon
que, en dés ignant par S^ le segment formé par les p o i n t s M., qui corres-
pondent a [j* sur les caractéristiques C, , et par S£, . . . les segments
analogues, on ai t , quel que soit [x sur F»

Désignons par S^ la part ie commune aux segments S(l, S(% . . , , S(i;
les segments S[A engendreront une région R, et il est évident que l'on
pourra aller d'un de ses points au segments en suivant des segments
C ( , C2, . . , , ÇA et sans en sortir.

Soient /0(,y)> f \ ( y ) > • * • » fn-\(y) l e s fonct ions, in i t ia les pour
5, £ < , r2 , » . . . , /n - l , supposées analyt iques tout le long de S- Nous pou-
vons former des fonctions <P O (Y]) , Ç < ( ? ] • ) > - •? Ç/»-^7]) développables
en Y] O » et telles que
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Considérons le système a u x i l i a i r e
V

# _ . X , _

_ _ _ ,

et intégrons-le en prenant comme fonct ions i n i t i a l e s y 0 (vj) f ^\(r{), ...,
?«-,(*)).

En a p p l i q u a n t le l emme VII à la dernière équa t ion , on aura

^-i (^> y \ < ̂ -i (Ç, -o V;

i l en résu l t e ra» par l ' appl ica t ion du môme lemme à. l ' équa t ion pré-
cédente,

^«- . . a (^ ,7 ) s J f c <T r t - î (^v) ) ( L >

.et a insi de su i t e ; f i n a l e m e n t , on arrivera à,

s(^/K,<C(^ 'o) (x.

Nous obtenons a ins i :

LKMMK VII I . — Quelles gué soient les fonctions initiales f0 (y), . ..,
fn-( (y) analytiques sur tout S, f 0 (v ) ) , • - • , f,^i (Y)) développables en YJ O

(?/ satisfaisant aux conditions

r intégrale z est analytique dans tout R, l'intégrale £ eiï développable en
tous les points de F, <?/ /'o^ «rz, ^aé?/ que sou [j« sur I\
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CHAPITRE II.

L — Équations à un seul système de caractéristiques.

Soit une équat ion

drlz

Dans une région où tous les aih sont a n a l y t i q u e s , prenons un seg-
ment de droite S (# = #0) et cherchons l ' in tégra le 5 te l le que , pour
x = #0, set ses /i — ï premières dér ivées par rapport à x se r é d u i s e n t
à des fonctions de fr,

Y Y YJ, I) , I 1 y , , . y * ft _ 1 ?

développables en tous les points de S,
Intégrons par approx imat ions successives* N o u s serons condui t ,

d'après la fo rme l inéa i re de l ' équa t ion proposée, à considérer le sys-
tème

la première étant intégrée avec les e o n d i l i o n s i n i t i a l e s Y0, Y , , . . . »
Y^M et les su ivan le s avec les c o n d i t i o n s i n i t i a l e s o, o, . . ., < > .

Supposons qu 'au vois inage du p o i n t f#o »,} '« ') ( ^ - ^ > l1^ séries Y
soient abso lumen t convergentes si \y — y0 |<C p ( k f ' 'PS séries .a/Al si

|./?-~ -A)|<A, | v — /(, | < p.
Les formules

•Tk
 w— » •/'» / Y* «-.«- >" \ "" J

„ _ y u- ° V i L ^ ' °' V^ _ Y 0 H - — 7— \ 1 + ...-h . ̂ .._ .-...-..- \B . , ,

- ( ... Ç U (5, )<**»,
<y.«» -A»'»
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m o n t r e n t i m m é d i a t e m e n t que £.,, s2, , . . , sm, ... seront des séries en
M — &o,y — yo qui seront toutes a b s o l u m e n t convergentes dans le
rectangle A, p. Nous nous proposons de démontrer que la série

est a b s o l u m e n t convergente dans tout le rectangle A, p, qu 'el le p e u t
s 'ordonner en x — o?0, y — yQ en d o n n a n t a ins i une série a b s o l u m e n t
convergente dans A, p, et qu ' enf in elle représente l 'intégrale cherchée.
dette dernière part ie est une conséquence des deux premières. Posons
en e f f e t

On verra imméd ia t emen t la fo rmule

sm = * { -f- y . . . y u ( ^/M _ ,
et à la l im i t e sm et ,ç,,̂ , tendant vers s

,,r r-*'
s-r5l^ / ... / \ } ( z ]

*/r() «/.».„

p u s q u e

Pour démontrer la convergence, nous nous appuierons sur le théo-
rème bien connu :

Soit Ici séïie

Soient s\, s[>9 . . . » s'm, ... des séries respectivement majorantes en
'T<> » 7o » ̂ °'wr %n s.2, ..., zm. Sila série

zf z= z'i -{- z\ ~H . . . H- -5/w H- - • »

est convergente pour x = oc() + h, y =y0 -f- A9 la série z peut s ordonner
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en x — x0, y — JKO, en donnant âne série qui sera absolument conver-
gente tant que Von aura

\ x — • XQ j < h, | j — j'0 i !: A*.

Pour appl iquer ce théorème, remplaçons les Y/ et les ## par les
séries correspondantes à termes posi t i fs , Y^ et a'ifc; nous ob t iendrons le
système

/)/*, .-' An -' /-)/! -'u * u ** ' (7 ^/« '

et les séries s\, stji9 . . ., zm, . . . a ins i ob tenues sa t i s fe ron t à la cond i -
t ion cherchée.

Nous allons montrer que la série 5' est converger) te pour œ = ,r0 H- o,
j = j() -f. ps et cela quels que soient § et £ tels que o <C A, £ < i .

Remarquons d'abord qu ' é t an t donnée une série /(#,/) conver-
gente dans le rectangle A, p, on peut former une série m a j o r a n t e

M'

On aura une l imi t e supérieure du module d 'une dér ivée que l conque
de r /dans le rectangle à, ps, en p r e n a n t la dérivée ana logue de <p pour
;r = ^r 0H-S, 7=70 +• pe.

En par t i cu l i e r , si Ton ne considère que les dérivées par rapport à y,
on pourra, dans cp, f a i r e tou t de sui te x = #0 ~H o et, en posant

M M/
M =:--. y ,

,_ s

considérer la fonction
M

de sorte qu'à l ' i n t é r i eu r du rectangle o, pe, on aura

:r^. rç___~i
l- ' ~P Jy=r,,+c
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Si plusieurs séries sont convergentes dans A, p, il suffira de prendre
pour M la p lus grande des valeurs qui correspondent aux différentes
fonct ions pour obtenir une fonct ion

M _ ^

P

jouan t le même rôle que précédemment, mais relat ivement à plusieurs
séries.

Soient
M M

__ . — F(vr) et ——^—-7 =#(7)

deux telles fonc t ions ; la première re la t ive à tous les dik et la seconde

à «'(*',)•
On a

II résulte, de ce qui précède et des remarques f a i t e s sur l ' intégra-
tion des séries à termes pos i t i f s , que Ton a, à l ' i n t é r i eu r du rectangle
o, pe,

avec cette convent ion, faite une fois pour toutes, que dans les se-
conds membres des inégal i tés il faudra , après avoir effectué les opé-
ra t i o ri s, fa i r e y = y0 4- p e.

z\ et toutes ses dérivées jusqu'à Tordre n — i s 'annulent pour
x~x0; donc-U^^) s'annule pour # = #0, et il en est de même de
toutes ses dérivées par rapport à y. On aura donc
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3» •/>*
a. 3.. . (n 4- f )

2 4- 1

Relat ivement à a? — a?(), U'(^) commence par un ternie du degré r ,
s!j commence donc par un terme de degré w - f ~ i ; i l en résul te que
toutes ses dérivées d'ordre n — ï au p lus et, par su i te , U'^a) com-
mencent par un terme de degré :>. au moins. On voi t par là comment
on peut con t inue r la recherche dos i n é g a l i t é s successives ( j ) et arriver
à l ' inégalité générale

Dans cette i n é g a l i t é , nous avons l a i t le c h a n g e m e n t n — /> ,v, de
sorte que chaque il i n t r o d u i t tous les systèmes d ' i n d i c e s </ < » ( ,v s a f i s -
f a i san t à

' • ^^Sy + « > o,

Désignons par Zm+t le second membre de Tinéga l i t é ; tout se ramené
a c t u e l l e m e n t à démon t r e r que la série

est convergente. A cet effet, nous a l lons prouver que, que l s que soient
ô et £, le rapport

'*m f 1

X
tend vers o quand m croît i n d é f i n i m e n t .

En ef fec tuant les ca lculs , on t rouve

•'•'«» 11 w - 2 pV.-f-'/a'K..-» y,,,.., ( j _ g j«/t-H.-.'* '/,«-,

l 1 ) Par 1 application des romanjuc» faites dans le [U'cinior ( Ihap i l ro à propos de l'inlC-
c« séries.
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Considérons un système quelconque d'indices q{, q,2J ..., qm^, ${*
s*> • • • » ^m-.2> il y correspondra un seul terme dans Zw, terme qui
sera

Dans Z W > M , il y correspondra tout un groupe de termes, mais on
voit faci lement que la plus grande partie du précédent s'y trouvera en
facteur .

Après avoir mis ce terme en facteur dans tout le groupe, il restera

M
'

le 2 correspondant à toutes les combinaisons d'indices gm^{

~~
*Àin

Le rapport —~~ est donc de la forme

On sait qu'un tel rapport est compris entre la plus grande et la plus
petite des quant i tés G.

Nous allons démontrer que toutes les quant i tés C tendent vers o;
il en résultera donc que -S^1 tendra vers o.

^m
A*Le facteur T~— est une fraction rationnelle en m, les deux termes
An+.m^i

sont tous deux de degré n, et, clans chacun d'eux» le coefficient de rri1

est i ; ce facteur tend donc vers i quand m croit indéf iniment .

Voyons le S : il se compose de ^~^—tl termes; comme ce nombre

est indépendant de rn, "il suffit de prouver que chaque terme tend
vers o.

Un terme du S se compose de deux portions : la première

P<?,»-, ( X g)?*»-!-*"1

reste comprise entre des limites fixes, puisque sm-+ et qm^{ sont com-
pris entre o et n.

Ann. de l'fic. Normale. 3* Série. Tome XIL S. I i
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La seconde

A >1,n~t
A' /H —i •+•"*-• 2

est, puisque q{, </.», . . ., qm_{ sont plus petits que n, moindre que

A .">m _ i
.v/rt _»•+•/« —a

Quel que soit le système d ' indices qm^> */«• i > sa t i s fa isant a

c'est une fraction rat ionnel le en m; le degré du numéra t eu r est y m _ , ,
celui du dénominateur est $,„_,, et de l ' inégalité sm^ >qm-i + i résulte
qu'elle tend vers o quand m croît i n d é f i n i m e n t .

Il est donc démontré que la série

est convergente quels que soient o et s.
Nous avons ainsi démont ré que la série

peut s 'ordonner en a? — ,^0,y — /0; la série ainsi obtenue étant abso-
l u m e n t convergente dans tout ' rectangle S., pe, il en résu l te qu 'e l le
est abso lument convergente dans tout le rectangle A, p. Donc :

THÉORÈME L — La séné en x — #0, y — y0, qui représente l'intégrale
cherchée, est absolument convergente dans un rectangle dont la dimen-
sion parallèle à Oxest Indépendante des fondions initiales Y0 , Y< » . . • , Y,^
supposées développables en y%>

On en déduit immédiatement :

COROLLAIRE» — Par chaque point (;r(), y()), £//a#' r/ans /a région où tous
les af-ff sont analytiques, passe un segment L parallèle à ()x. Quelles gué
soient les fonctions initiales Y0» Y^ , ,. . , Y/^i développables- en y09 1* inté-
grale correspondante est développahle en tous les points de' L.

Soit u n . segment S parallèle à Oj et si tué dans la région où tous
les a/A sont analytiques, les segments L, qui correspondent aux dilfé-
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rents points de S, forment une région R entourant complètement S.
Il résulte immédiatement du corollaire précédent que, si les fonctions
ini t ia les sont analytiques sur tout S, l'intégrale z sera analytique dans
tout R, donc :

THÉORÈME IL — A tout segment S, parallèle à Oy et situé entièrement
dans ta région où tous les aih sont analytiques, correspond une région R,
r entourant complètement.

Quelles que soient les fonctions initiales Y0, Y0 . . ., Y/?,^ analytiques
sur tout S, l'intégrale correspondante Z est analytique dans tout R.

Considérons main tenant une équat ion l inéai re quelconque mais
dont l 'équation caractéristique n'a qu 'une racine a; prenons un seg-
ment S le long duquel a et tous les coefficients de l 'équation sont
analyt iques; formons a solution de

da dcK.+ a <— — o
ox ûy

et se réduisan t par exemple à y le long de S. a sera ana ly t ique) le long
de. S et, en faisant le changement de variables

on en tirefa

|3 étant analyt ique tout le long d'un segment S' parallèle à Oyf et cor-
respondant à S,

Avec ces nouvelles variables on sera ramené au cas précédent. En
a p p l i q u a n t le théorème If, puis revenant aux anciennes variables x et
y , n o u s o b t i e n cl r o n s :

THÉORÈME I I I . — A tout segment S, parallèle à Qy et situé dans une
région ou la racine unique de l'équation caractéristique et tous les coeffi-
cients sont analytiques, correspond une région R, l'entourant complète-

'ment'.
Quelles que soient les fonctions initiales analytiques surtout S, l'inté-

grale correspondante est analytique dans tout IL
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II. — Équations à caractéristiques quelconques-

Mettons l 'équation sous la forme

et considérons le segment S parallèle à Oj et en t iè rement situé dans
une région où tous les coefficients de l 'équation sont analytiques et
où toutes les racines de l 'équation caractéristique a^ a2, . . ., afi sont
réelles et analytiques.

Soient Y 0 ,Y, , ...,Yrt«4 les n fonctions in i t i a l es supposées analyt iques
tout le long de S. Pour intégrer par approximations successives, nous
aurons à considérer la suite infinie d'équations

la première étant intégrée avec les conditions in i t i a les Y0 , Y, , . . ., Yw_,
et toutes les suivantes avec les condit ions initiales o» o, , . . , o.

Nous pouvons former une région R satisfaisant aux condi t ions du
lenune V et à l ' intérieur de laquelle tous les coefficients de u sont
analy t iques .

Il résulte de ce lemme que z^ est ana ly t ique dans R; il en sera
de même de M ( S , ) et, par suite, de 52, etc. De sorte que toutes les
fonctions s ( , £2, . . .., zrn, . . . sont ana ly t iques dans R.

Admet tons pour un moment que la série z{ 4- jsa •+- . . . -4- sm 4- . . .
soit convergente dans une certaine portion de R. Soit z sa somme, je
dis que z est la solution cherchée. En effet, en add i t ionnan t les m
premières équations et tenant compte de ce que o> et u sont linéaires
et homogènes, nous aurons

w ( *j -f- sa -K . . H- *,„ ) = «(«!-+- s3;-4- . . , -4- «,««i ), •

égalité vraie quel que soit 772. En faisant , croître m indéf in iment les
deux sommes tendront vers s, de sorte qu'on aura

Quant aux fonctions init iales de s, on voit immédiatement qu'elles
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se réduisent à celles de si9 de sorte que tout se ramené à la question
de convergence.

A cet effet, formons une fonction û(£) en remplaçant dans co tous
les a par la fonction a(lj, Y]), comme dans le lemme VIII. Remplaçons
aussi dans u tous les coefficients par des fonctions analogues, ce qui
nous donnera U et considérons l 'équation

que nous al lons intégrer en prenant des fonctions initiales f 0(" l )» • • • »
9^H (Y]) telles que

Cette équation est du genre étudié dans le paragraphe précédent.
En l ' intégrant par approximations successives on aura les équations

D'après ce qui a été démontré, il existera un segment de la caracté-
r is t ique issue clé [x0, indépendant de,s fonctions initiales, en tous les
points duquel '(,, £a , . .., £,„, ... seront développables et, en outre,
en tous ces points, la série

sera absolument convergente.
Il suffî t de faire le simple changement de variables, déjà considéré,

qui ramène les caractéristiques à être des droites parallèles à Oazpour
voir immédia tement qu'en un -point quelconque [x de ce segment de
caractéristique, * C f , t^, . . ., £,/*» . ,, sont des séries ordonnées, qui sont
toutes absolument convergentes dans le même rectangle.

Ceci posé, nous pouvons, comme dans le lemme VIII, prendre un
segment F sur le segment précédent et lui faire correspondre la
région R, de façon qu'en un point quelconque p. clé F la fonction a et
les coefficients clé U soient des fonctions majorantes pour les a et les
coefficients de u en un point quelconque du segment S^.

Par l'application de ce lemme on obtiendra les formules suivantes,
dont chacune est une conséquence de la précédente,
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Soit r^ le rectangle où toutes les séries ^» £2, • • • > C*» • • • ordon-
nées au point [j,, sont absolument convergentes. Soit p^ le rectangle
dans lequel la série

?i H~ fa H" • - • ~t~ £/« H--.,

ordonnée de la même façon, est absolument convergente.
Soit M un point quelconque de R; il est sur un segment S^. Les

séries qui représentent Çi/d», - - - / C m » ... en ^ é tant respect ivement
majorantes pour les séries st, s.2, ..., sm, ... en M, il en résulte que
ces dernières séries sont toutes abso lument convergentes dans un
même rectangle égal à r^. En outre, la série 'd -f- *(2 - f - . . . -+ - £ / « • + • • • •
étant abso lument convergente, dans tout le rectangle p^, il résulte d 'un
théorème déjà cité, sur les séries ordonnées, que la série

est convergente au vois inage de M et peut , en ce poin t , s 'ordonner en
d o n n a n t une série abso lumen t convergente clans un rectangle égal
à f v

11 est donc démontré que dané la région R, qui ne dépend pas des
fonctions initiales, la série ^ -H z.À -f- . , . H- zrn H- . . . est convergente et
en chaque point de R peut s 'ordonner.

• Mais R ne s'étend que du côté des œ posi t i fs . En faisant le change-
men t de variables

#':=—#, y'= y,

et recommençant le ra isonnement , on aura i t trouvé une région ana-
logue du côté des x néga t i f s .

Considérons m a i n t e n a n t une équat ion non homogène

et supposons qu'en tous les points du segment S, la fonction 0 soit
ana ly t ique . On ramènera au cas précédent en posant

6' étant une solut ion.de la proposée ayant -o , o, . . , , o pour fonc-
tions in i t ia les le long de S; z' sera solut ion de
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et ayant les fonctions initiales données; 6' ne-dépendant pas clé ces
fonctions et z' étant analyt ique dans une région qui n'en dépend pas;
il en est de même de z'-h 0', c'est-à-dire de z.

En rapprochant ces résul tats de ceux fournis par les lemines IV
et V et le théorème III, nous arrivons à une propriété générale des
équations l inéaires à caractéristiques réelles.

THÉORÈME. — Soit une équation linéaire quelconque mise sous la forme

w ( s ) = w ( s ) - h 0 ( # , y),

à tout segment S, parallèle à Qy et situé dans une région où toutes le$
racines de l'équation caractéristique sont réelles et où toutes ces racines
ainsi que 0 et tous les coefficients de u sont analytiques, correspond une
région R l'entourant complètement.

Quelles que soient les fonctions initiales analytiques surtout S» r inté-
grale correspondante est analytique dans tout R.

Nous allons maintenant étudier une équat ion l inéaire quelconque-
dans une région plus étendue P, définie de la façon su ivante :

jt° Tous les coefficients de r équation sont analytiques dans tout P;
2° II ri y a aucun point à l'intérieur de P où tous les coefficients des

termes d'ordre n s annulent simultanément;
3° En tout point de P l'équation caractéristique a toutes ses racines

réelles;
4° Toutes ces racines sont analytiques dans tout P, sauf en certains

points, isolés ou formant des lignes, qui sont des pôles, c'est-à-dire où leurs
inverses, sont analytiques.

Considérons un arc analytique régulier or ent ièrement si tué dans P»
c'est-à-dire ne pouvant avoir, au plus, que ses extrémités sur le con-
tour de P» Supposons, en outre, que <r ne possède aucune tangente
caractéristique. Il est évident que Ton pourra décomposera.en arcs
o-0 cra, ..., empiétant les uns sur les autres et tels que le premier n 'ai t
aucune tangente parallèle à Qœ, le second aucune tangente parallèle a
Oj, le troisième aucune tangente parallèle à 0#, etc.

Prenons un quelconque décès arcs, par exemple 'or , • • qui n'a aucune
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tangente parallèle à Ox; le long de o-,, y sera une fonc t ion a n a l y t i q u e
de x

/=rf(,r);

faisons le changement,

Soit $(XY) le polynôme caractérist ique de l 'équat ion proposée. Ou
voit, par un calcul facile, que le polynôme caractérist ique #'(X' Y') de
l'équation transformée s'obtiendra en faisant dans les coefficients de <£
le changement de variables, pu is en posant

X = Y'-XY(/),
Y = X'.

Si, en un point, <8' était ident iquement nul , il en serait de même de
9; donc, en aucun point de a,, les coefficients de $' ne seront s imul-
tanément nu l s .

Une racine ç de l 'équation caractérist ique conduira dans la transfor-
mée à la racine a! liée à la première par

ce que l'on peut écrire
ï

, i . a
a' = ——- ou a' rr —

a — cp'

En un point quelconque de cr, , a ou - est ana ly t ique . Si c'est a,

a — op' est analytique et n'est pas nul parce que la tangente n'est pas

caractéristique: donc a' est analyt ique* Si c'est-? on obtient le-niême
résultat en prenant la seconde forme de a'.

De ces remarques résulte que le segment a, se transforme en un
segment S\ parallèle à Oj/'.; en tout point de S ( , tous les coefficients
•de l'équation sont analytiques» les coefficients des termes d'ordre n
ne s'annulent pas simultanément et les racines de l'équation caracté-
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rist ique sont toutes réelles et analytiques. Puisque le coefficient de
dn z__. ne s 'annule pas, on peut ramener l'équation à la forme employée

dans le théorème précédent et appliquer ce théorème. En revenant en-
suite aux variables x et 7, on obtiendra une région p , entourant or,.
Les segments cr,, o-o, ... empiétant les uns sur les autres et les régions
P I , po , . . . les entourant complètement, la région totale p, formée par
toutes les régions p < , p2, ..., entourera complètement l'arc analy-
t ique or.

Nous pouvons donc maintenant énoncer la propriété générale que
nous avions en vue :

THÉORÈME GÉNÉRAL L — Etant donnée une équation linéaire quelconque
à coefficients analytiques et à laquelle correspondent des régions P, à tout
arc analytique régulier cr situé complètement dans une région P et n ayant
aucune tangente caractéristique, correspond une région p rentourant
complet'ement.

Quelles que soient les fonctions initiales supposées analytiques sur tout cr,
r intégrale correspondante est analytique dans tout p.

Nous appellerons cette région p, dont l'existence est maintenant dé-
montrée dans tous les cas, le domaine de l'arc cr.

Il est évident, en outre, d'après la façon dont on obtient p, que si cr
se déplace et se déforme d'une façon continue dans P, son domaine p
en fera a u t a n t .

IÏL — Lignes singulières essentielles.

On dit que F est une ligne singulière essentielle de z(x,y), si z est
analyt ique d 'un côté de F et ne peut se prolonger ana ly t iquement au
delà de T.

Supposons qu'une intégrale d'une équation linéaire soit analytique
en un p o i n t de P. En cherchant à la prolonger analytiquement, il peut
se faire qu 'avant d'arriver au.contour de P on rencontre des points iso-
lés où la fonction'cesse d'être régulière, ou bien que Ton rencontre
des lignes singulières essentielles. .

Nous al lons prouver que toute ligne singulière essentielle distincte
Afin, de l'Éc, Normale. 3" Série. Tome XII. S. 12
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du contour de P est forcément une caractéristique ou est formée par
des segments de caractéristiques.

Supposons que F ne soit pas une caractérist ique, on pourra trouver
sur F un point M non anguleux et où la tangente ne soit pas caracté-
ristique. Par ce point M on pourra faire passer un arc analyt ique régu-
lier cr ne traversant pas F, situé entièrement dans P et clans la région
où l'intégrale esl, par hypothèse, ana ly t ique et, en outre, ne possédant
aucune tangente caractéristique. Soit p son domaine . Nous pouvons
déplacer et déformer inf in iment peu cet arc cr de façon qu ' i l devienne
(T,, sa t is fa isant aux mêmes condi t ions, mais ne passe plus par M et que
son domaine p M qui diffère i n f i n i m e n t peu de p, cont ienne encore le
point M; l'intégrale pourra être considérée comme définie par des con-
dit ions ini t ia les analytiques tout le long de o-, et, par suite, sera ana-
lyt ique dans tout p , ,

Or p, est traversé par F; donc, au voisinage de M, l ' in tégra le pour-
rait se prolonger a n a l y t i q u e m e n t a u delà de F et, par suite, cette ligne
ne serait pas une l igne s ingul ière essentiel le.

On est alors condu i t à d is t inguer deux sortes de l ignes s ingul iè res
des intégrales, le premier groupe étant formé par les lignes qui l i m i -
tent les régions P et .le second par des caractéristiques, de sorte que
nous obtenons :

THÉORÈME GÉNÉRAL II. — Dans âne région oà toutes les racines de
Véquation caractéristique sont réelles, les intégrales analytiques ne peu-
vent présenter que deux sortes de lignes singulières essentielles :

L Des lignes singulières essentielles mobiles. - Ces lignes sont forcément
des caractéristiques de l'équation proposée;

IL Des lignes singulières essentielles fixes. Ces lignes sont les sui-
vantes :

i° Les lignes le long desquelles tous les coefficients des termes (Vordre n
s'annulent simultanément;

2° Les lignes singulières essentielles des coefficients;
3° Les lignes singulières essentielles des racines de l'équation caracté-

ristique à l'exception des lignes polaires de ces racines.

En nous plaçant, comme nous, l'avons toujours fait, au poin t de vue
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des fonctions réelles de variables réelles, nous avons encore à é tudier
les points isolés où l ' intégrale cesse d'être régulière.

Il peut exister des points isolés qui annu len t s imultanément tous
les coefficients des ternies d'ordre n, des points singuliers isolés des
coefficients et des points s ingul iers isolés des racines de l 'équation
caractérist ique, en exceptant les points polaires de ces racines. Pour
former les régions P, il a fal lu entourer ces po in t s par des cercles
i n f i n i m e n t pet i ts .

Admettons qu 'un point M, distinct clés précédents et non situé sur
une ligne singulière fixe, soit un point singulier isolé d'une intégrale
a n a l y t i q u e . On voit immédiatement qu'on peut trouver un arc c r < , ana-
logue à celui de la démonstra t ion précédente, et dont le domaine p,
con t i enne M. Il en résulte que l ' intégrale est régulière en M.

Il peut arriver qu 'une intégrale déterminée d 'une certaine façon
soit régulière tout le long d 'une ligne singulière fixe, sauf en certains
de ses poin ts , lesquels dépendront de l'intégrale, de sorte que nous
obtenons :

THÉORÈME GÉNÉRAL III. — Dans une région oà loules les racines de
Véquation caractéristique sont réelles > les intégrales analytiques ne peuvent,
présenter'que deux sortes de points singuliers isolés:

L Les points singuliers isolés mobiles. Ces points sont forcément situés
sur les lignes singulières fixes;

I I , Les points singuliers isolés fixes, lis sont de trois sortes :
i° Les points isolés qui annulent simultanément tous les coefficients des

termes d'ordre n ;
2° Les points singuliers isolés'des coefficients;
3° Les points singuliers isolés des racines de l'équation caractéristique,

à l'exception des points polaires.

Considérons le domaine I) dans lequel une intégrale est ana ly t ique .
Le contour de ce domaine peut présenter clés points anguleux. Soit M
l'un d'eux, et supposons qu'il ne soit sur aucune ligne singulière fixe
et ne coïncide avec aucun point singulier isolé fixe. La pointe de
l'angle M ne peut être, tournée vers.l ' intérieur clé D. En effet, suppo-
sons qu' i l en soit ainsi : on pourrait trouver un arc analyt ique régu-
lier <r passant par M, n'ayant aucune tangente caractéristique et en-
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librement s i tué clans D. Cet arc cr aurait un domaine p, pu isque ,
d'après les hypothèses faites sur M, a- serait entièrement dans une
région P. On pourrait déplacer inf in iment peu cr de façon qu ' i l ne
passe plus par M, mais conserve ses autres propriétés, et que son do-
maine contienne encore M. Il en résulterait qu'au voisinage de M l ' in-
tégrale pourrait s'étendre analy tiquera en t en dehors de D, ce qui est
contraire à l'hypothèse, de sorte que l'on a :

THÉORÈME GÉNÉRAL IV. — Le contour du domaine dans lequel une inté-
grale est analytique ne peut présenter de points anguleux dirigés vers
l'intérieur, à moins que ces points n appartiennent aux lignes singulières
fixes ou ne coïncident avec des points singuliers isolés fixes.

IV. — Application à une classe d'équations linéaires.

Considérons les équations linéaires satisfaisant aux condit ions sui-
vantes :

i° Tous les coefficients des termes d'ordre n sont des constantes
réelles;

%° Les racines de l'équation caractéristique, qui sont des constantes,
sont toutes réelles;

3° Tous les coefficients sont analytiques dans tout le plan.
Nous représenterons de telles équat ions par û(s) = U(V) -4- &(x,y)

ou plus simplement par V(.s) = o.
Pour de telles équations il n'existe pas de lignes singulières fixes,

ni de points singuliers isolés fixes. Les intégrales ne peuvent donc
avoir que (les lignes singulières essentielles qui seront des caracté-
ristiques, et celles-ci sont ici des droites parallèles à des directions
fixes.

Supposons que l'équation caractéristique ait m racines distinctes et
considérons le domaine dans lequel une intégrale est analyt ique. Le
théorème général II nous montre que ce domaine sera l imité par des
caractéristiques, c'est-à-dire sera un polygone ayant ses côtés paral-
lèles à m directions fixes. Le théorème général IV nous montre qu'il
sera convexe et, par suite, aura au plus deux côtés parallèles à une
direction, c'est-à-dire, en tout, au plus 202 côtés. Quant au théorème
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générai III, il nous prouvera que l'intégrale ne possède pas de points
singuliers isolés.

Ce polygone peut très bien ne pas être fermé, c'est-à-dire s'étendre
à l ' i n f i n i ; le contour est alors une ligne brisée convexe s'étendant à
l ' in f in i ; dans les deux sens, elle a au plus m H- i côtés, et le domaine
dans lequel l'intégrale est analytique est la portion du plan s i tuée
dans sa concavité. On a donc :

THÉORÈME. — Le domaine dans lequel une intégrale quelconque d'une
équation V(-s) = o est analytique est Vaire d'un polygone convexe
ayant au plus zm côtes parallèles aux m directions caractéristiques dis-
tinctes, ou la portion du plan située dans la concavité d'une ligne brisée
convexe illimitée ayant au plus m ~f- i côtés parallèles à ces m directions.

Supposons que, par un procédé quelconque, on ait démontré qu 'une
intégrale de Y(JS) est analytique dans un domaine I). Elle sera analy-
t ique dans l ' intérieur d'un polygone convexe contenant D. Compre-
nons I) de toutes les façons possibles, entre deux parallèles à chaque
direct ion caractéristique. La partie commune à toutes les bandes ainsi
formées constituera un polygone analogue à ceux du théorème précé-
dent et qui sera intérieur à tout polygone du même genre contenant I).
On pourra donc affirmer que l ' intégrale est analyt ique dans tout ce
polygone.

Considérons maintenant deux ou plusieurs équations• V(s) ayant une
intégrale analytique commune.

Supposons que les équations caractéristiques aient q racines dis-
tinctes communes. Les lignes singulières essentielles de l 'intégrale
commune ne pourront être que des caractéristiques communes, et,
par suite :

THÉORÈME. — Si plusieurs équations V'(s), ayant en commun q direc-
tions caractéristiques distinctes, ont une intégrale analytique commune,
cette intégrale est analytique à l'intérieur d'un polygone convexe ayant
%q côtés au plus, parallèles à ces q directions. Ce polygone peut se réduire
à une ligne brisée convexe illimitée ayant au plus q -f- i côtés.

Si les équations V(z) n'ont aucune direction caractéristique corn-
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mune, l'intégrale commune ne pourra avoir de lignes singulières es-
sentielles et, par sui te , sera analyt ique dans tout le plan.

THÉORÈME. —Si plusieurs équations V(s), n'ayant aucune direction
caractéristique commune, ont une intégrale analytique commune, celte
intégrale est analytique dans tout le plan.

Occupons-nous maintenant du domaine dans lequel une intégrale
de V(s) est analyt ique, cette intégrale é tant déterminée par des con-
ditions initiales.

Pour abréger, nous appellerons polygone V tout polygone convexe
ayant ses côtés parallèles aux directions caractéristiques de V(s).

Soit un arc analyt ique régulier. Prenons-en un segment que lconque
a- ne possédant aucune tangente caractéristique, sauf peut-être à ses
extrémités A et B, et supposons que les fonctions i n i t i a l e s soient ana-
lytiques su r tou t a, qu' i l y en ait au moins une qui ne puisse se pro-
longer analyt iquement au delà de A et une au moins qui ne puisse se
prolonger au delà de B. A et B seront forcément sur le contour du
polygone V dans lequel l ' intégrale sera analyt ique.

Si l 'équation Y (s) n'a qu 'une seule direction caractér is t ique, ce
polygone V sera déterminé par cette seule condit ion : ce sera la bande
limitée par les deux caractéristiques issues de A,, et B. Le problème
serait même résolu si, avec les hypothèses précédentes, les coefficients
de U(s) et la fonction 0 avaient des lignes s ingul ières essentielles;
or serait ent ièrement contenu dans une région P où ces coefficients
seraient analytiques. On formerait la région Q telle qu'on puisse aller
d'un quelconque de ses points au segment a en suivant Tun ique carac-
téristique et sans sortir de P; Q serait la plus petite région contenante
et limitée par des caractéristiques ou des lignes singulières fixes; donc
l'intégrale serait ana ly t i que dans tout Q. En général, elle ne pourrait
s'étendre analyt iquement au delà, maïs on conçoit qu'il, pourrait exister
des cas où il en serait autrement.

Supposons main tenant que l 'équation V(s) ait au moins deux direc-
tions caractéristiques distinctes. Menons par 0 les parallèles, à ces
m directions; elles détermineront 2,m angles rayonnant autour de 0.
Il résulte immédiatement, de ce que <rn'a aucune tangente caractéris-
tique, que si Ton transporte cet arc parallèlement à lui-même, de fa-
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çon qu 'une de ses extrémités A ou B vienne en 0, la droite AB ne
coïncidera avec aucune des m directions et, en outre, la droite AB et
l'arc a seront ent ièrement dans un même angle. Par les points A et B,
menons les parallèles aux deux côtés de cet angle (fig. i). Nous
déterminerons ainsi deux régions, la première étant le parallélo-
gramme ABCD et la seconde la région i l l imitée EAFGBÏÏ.

\H

Quelques remarques de Géométrie é lémenta i re mon t ren t facile-
ment :

i° Tout polygone V, dont le contour passe par A et B, con t i en t le
paral lélogramme ABCD;

2° Tout polygone V, dont le contour passe par A et B, est en t iè re-
ment à l ' in tér ieur deEAFGBH.

Ces deux régions ne dépendent pas de l'arc cr lu i -même, mais seule-
ment de ses deux extrémités A et B, de sorte que :

THÉORÈME. — A tout système de deux points A et, B, tels gué la droite
AB ne soit pas une caractéristique, correspond un parallélogramme p.
Tout arc analytique régulier, allant de A en B et ri ayant aucune tangente
caractéristique^ est entièrement contenu dans py et quelles gué soient les
fonctions initiales analytiques sur or, / * intégrale correspondante est analy-
tique dans tout p.
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Quant à la seconde région qui correspond à AB, on peut dire que, si
toutes les fonctions Initiales ne peuvent s'étendre au delà de o-, l ' inté-
grale ne pourra jamais s'étendre analytiquement au dehors de cette
région.

Considérons un arc analytique régulier illimité dans les deux sens,
n'ayant aucune tangente ni asymptote caractéristique et supposons les
fonctions initiales analyt iques sur cette courbe. En prenant deux
points A et B sur elle, l 'intégrale sera analy t ique dans le paral lélo-
gramme correspondant p, et si Ton fait éloigner A et B dans des sens
différents, de façon à les envoyer tous deux à l ' infini, on voit que,
d'après les hypothèses faites, p arrivera à recouvrir tout le plan. Donc :

THÉORÈME. — Sî un arc analytique régulier illimité dans les deux sens
n a aucune tangente ou asymptote caractéristique, toute intégrale, définie
par des conditions initiales analytiques tout le long de cette courbe, est
analytique dans tout le plan.

C'est, par exemple, ce qui arrive lorsqu'on se donne les conditions
ini t ia les analytiques tout le long d'une droite indéfinie non caracté-
rist ique.

CHAPITRE Hï.

Nous nous proposons maintenant d'étendre aux équat ions linéaires,
à un nombre quelconque de variables, la plupart des résultats précé-
demment obtenus. Pour ne pas compliquer inutilement les notations
et le langage, nous prendrons des équations à trois variables; les rai-
sonnements seront tout à fait généraux.

1. Soit
_

W. ___

l'ensemble des termes d'ordre n. Cherchons à intégrer l 'équation en
nous donnant toutes les dérivées partielles jusqu'à l'ordre n — i sur
une surface ¥&.,, * = o*
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Sur cette surface, j^-~f^k (î +J -+• k = rc — i) sera une fonction

connue de a? et y, il en sera de même de ses dérivées par rapport à x
et y,

_ ...... _ _ _ _ _
dxMdy*dzk dx d&dyJdz"*1 d^âyJ^d^ dy ô

c'est-à-dire de

On en déduira de proche en proche

/ ^ Y / ^ Yâ"f I <)x \ I dy \ ô'lf „
•Ô^Wd^ = ( W ) 1 W h>F + fonctlon conrme de * et r"

\3F/ \ ^ /

En portant dans l'équation proposée, on obtiendra une équation du

premier degré pour déterminer -—^ d'où Ton déduira les autres déri-

vées d'ordre ri. Maïs le coefficient de Ç-4 est

i

il y a exception s'il est nul , c'est-à-dire si l'on a

Nous appellerons les surfaces ainsi définies surfaces caractéristiques.
Considérons le polynôme caractéristique

C'est ici que s ' introduit la différence essentielle avec les équations à
Ànn. àe l'Êc. Normale. 3fJ Série. Tome XÏL S.l3
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deux variables. C'est qu'à un système de valeurs non nulles de X et Y
annulan t un polynôme homogène en X et Y correspond un facteur li-
néaire, tandis que cela n'est plus vrai dans le cas de plus de deux
variables; il peut alors exister clés surfaces caractéristiques réelles
sans que le polynôme caractéristique soit décomposable en facteurs li-
néaires réels.

Dans tout ce qui va suivre, nous ne nous occuperons que clés équa-
tions linéaires dont le polynôme caractéristique est décomposable en un
produit de facteurs du premier degré à coefficients réels.

On aura
\ = n

Z* = ( AXX H- BX Y H- CXZ)

dans certaines régions de l'espace. Les surfaces caractéristiques seront
données par des équat ions de la forme

. dV n àF àF
A -r -- h II -r- -h C -X- = O.doo . dy ôz

II y en aura n famil les distinctes ou non.
Soient u et 9 deux solutions particulières de cette équation ; les sur-

faces caractéristiques 'de cette famille seront

FOM>) = O,

F étant une fonction quelconque. On pourra considérer ces surfaces
comme engendrées par les courbes

u — const», (>

et ces courbes s'appelleront des caractéristiques.

2. On remarque que» si une équation l inéaire 0(z) = o a pour po-
lynôme caractéristique P(XYZ), l 'équation

, de T> do r deA — -t- B — . -|- G -Y- = o
ôx dy âz

a pour polynôme caractéristique

( A X 4 - B Y H - C Z ) P ( X Y Z ) ;

autrement dit, l 'opération A.|^ + B^ -h'C^ introdui t les surfaces
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caractéristiques
. â'F n âF d¥

A v- •+• B — 4- C -y- = °»dx âf oz

11 en résulte que, si Ton forme l'équation

A1 dx

cette équation aura les mômes caractéristiques que la. proposée et que,
si Ton représente l'expression précédente par o>(/), l'équation pourra
se mettre sous la forme

u(f) étant une fonction linéaire, et homogène de/et de ses dérivées
jusqu'à Tordre T I — - 1.

En outre, une équation

est équivalente au système

A ] ™~~ — j— j> ,• —-— -7- vj i ~~["~" — ~ 6 1 ,
'

/|Ml __ - ..... ̂ t ̂ _ _

«-i , p ^«- i— / Q / , r , v_ /ï _ 4. C/4 ̂ _ _ 0(j,9 y,

3. Considérons une équation linéaire

Soient /, et/a deux solutions particulières; en faisant "le change-
ment
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Elle se ramènera à la forme

JV_. Qf ( ^t v/ ^ / \— _ u (a- , j , * j.

Les caractéristiques sont devenues des lignes

x1 = const., /' = const.,

c'est-à-dire clés paral lèles à Os'.
Si l'on se donne <\>(xf,yf\ à laquelle se r édu i t /pour sf=s'Q^ on

aura

On voit donc que la série représentant/au voisinage clé (V0, y'(), z'(}) sera
absolument convergente dans un paral lélépipède, don t la d imens ion
parallèle à Qs' sera indépendante de la fonc t ion in i t i a l e , et, en reve-
nant aux variables pr imit ives , on retrouvera l'analogue du l e m m e III
(Chapitre I) :

// existe sur la caractéristique issue de (#<>> J V o » so) un segment L tel que,
quelle que soit la fonction initiale développahle en x()> y{}, r intégrale soit
dëveloppable en tous les points de L.

En suivant exactement la rnêrne méthode que dans le Chapitre I,
on en dédui ra la notion de domaine d 'une aire cr paral lè le à œQy, et
l'on étendra faci lement cette propriété au cas des équat ions

«(/)== 0(^,3).

4. Considérons main tenant le lemme VI sur l ' équa t ion du premier
ordre et les fonctions majorantes.

Soit
àf df . àf
^L = a -f- -h b ~ -f- c, .
as ôx • ây

a-, b, c étant analytiques en &Q,y-0, s0 ; soit e(&9y) la fonction init iale
analytique en ^?0,j0.

Soient a('^, T],'(), p (^T j , 4 ( ) , y ( £ > 7 h £ ) > £(^r/]) des-fonct ions déve-
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loppables en l = £0, YJ = Y J O , Ç = Ç 0 » et telles que l'on ait

« (*',}', S)MO < «(£, -o, Ç)ji0 , 6 (x,y, 3)M(I < (3 (,;, Y J , Ç ̂  c (^,7, C) M O < y (£, Y), Ç) j*u,

£(' : r>/k. - - . e ( ^ "i),j.().

Considérons l'équation

dcp (?cp n ()cp
-^ — a -rf •+• S -r^ H- y
^ç dg . d-n

avec la condit ion initiale e(£, yj) pour *( = *(0.
Nous ferons correspondre par

S -—- £0 -^^ Ç -— Ç(>

les points des deux caractéristiques issues clé M0 et [JLO

c/,r </x ^
a ' h " — i

d'il d'(\ f!Ç
!x "" " "pT v" ~T

et nous prendrons les deux segments G et F analogues à ceux, du
le no me VI.

En calculant la dérivée sur la caractéristique, on aura

5?

j)i-\-j+k
En effectuant sur l 'équation que vérifie cp l'opération -^Ty-j-jpp on

^/+.y-.hA;4-i p
obtiendra dans le premier membre le terme 5^577^77; ^ans 'e second

membre on aura, des termes de la forme

et des termes analogues avec S, puis le terme —-r^r^.D l l ôçl ornj de™
' Les 'X-seront des coefficients numériques, ceux qui s'introduisent
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dans la dérivation d'un produit et, en outre, parmi les deux premiers
groupes de termes, on trouvera

^/-h/-h/M-i o
a J^WW' et

On les fera passer dans le premier membre, et Ton continuera le
raisonnement comme dans le lemme VI pour arriver à la même con-
clusion : Quels que soient les points correspondants M et [/, sur C et F,
et quelles que soient les fondions initiales e(x,y}9 £(Ç, YJ) dëçeloppables
en M0, [x0 et telles que

<?(.r,j)M(t <£(£, TQ)^,

i° f sera développable en tous les points de G;
2° <p s^ra développable en tous les points de T ;
3° On aura toujours

Quant à la généralisation pour les aires et pour les équat ions &>(/),
tout se fait comme dans le premier Chapitre et Ton est amené aux
mêmes conclusions, sauf que les segments S[X sont remplacés par des
aires planes parallèles à xQ>y.

5. Pour suivre la même marche que dans le cas de deux variables,
nous devons main tenant considérer les équations à un seul système
de caractéristiques et commencer par l 'équation

ân f '++* A = O, . . . , 7l - I ,

à laquelle on les ramène par un changement de variables.
Nous ferons pour cela la remarque analogue à celle déjà faite au

commencement clu Chapitre II : c'est que si une fonction Y(x,y, z)
est en a?0, j0, ZQ, développable en série absolument convergente dans
le parallélépipède p, p, A, on peut trouver M' tel que dans tout l'inté-'
.rieur du parallélépipède ps, pe, S (e< 1 ,0 < A) on .ait , quels que
soient i et/,

[• M
7
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En recommençant tous les raisonnements du début du Chapitre II,
on sera conduit, pour arriver à une conclusion analogue, à démontrer
la convergence clé la série dont le terme général sera

X

X

,-! i-s A A2+,

a ., 4- . . .-+-am - 1 -f- ;/i - 2 ^ fi , H- . . -+-(3 ,n.» , +-m— «— — -__——-. _

Dans cette formule, toutes les combinaisons d'indices a, ( •$ ,$ doi-
vent vérifier

w > ,v > a -+• (3 H- i 2 r -

En raisonnant comme dans le cas de deux variables, on sera ramené
à démontrer que les quanti tés

tendent vers o quand m croît indé f in imen t . On aperçoit immédiate-
ment l ' inégalité

Ait^ . AJÏM^ < A ̂ '+A, si X< jjt , A'I^'.

En l ' appl iquant ici et remarquant en outre que Ton a toujours

a -h (3 5 />. — i ,
on aura

A O C , , , - , AP».-i . am^rf-pw,^, ^ iaw-.^n-i
«f*a»H«..,4-am ..... .,-f-w— 2 » •'»pJ4-...4-pWt-j4-;w— 2"^. A(a t+-{B,)"f-.. .H-(am ,_i4-pm_i* «- /«— 2"*^. f*(/«-i)! / /— 114 /«—s*

On est donc ramené à montrer que la fraction

tend vers o. Ceci est évident, car aw_, 4- {$,„.., <•?,„_,. Nous arrive-
rons clone au résultat suivant :

"A toute aire plane S, parallèle à x()y et située entièrement dans la ré-
gion de l'espace où tous les a^ sont analytiques, correspond une région
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R l'entourant complètement. Quelles que soient les fonctions initiales ana-
lytiques sur tout S, l'intégrale correspondante est analytique dans tout R.

Pour les équations n'ayant qu'une seule famille de caractéristiques,
mais non ramenées à la forme précédente, on ramènera le coefficient

de — £ à être l 'unité s'il n'est pas nul; alors le polynôme caractéristiqueus
sera

(AXH-BY + Z)».

On aura la même propriété à condition que S soit entièrement située
dans une région où A, B et tous les coefficients de la nouvelle équa-
tion sont analytiques.

6. Considérons maintenant les équations dont le polynôme caracté-
ristique a un nombre quelconque de facteurs distincts. En suivant
presque mot pour mot le raisonnement fait dans le cas de deux va-
riables, nous obtiendrons :

Soit une équation linéaire quelconque ramenée à la forme

o>(/) = «(/)•+ 3(^^,5)

et dont le polynôme caractéristique est

à toute aire plane S , parallèle à x 0 y et située entièrement dans une région
où tous les A\» les BX, les coefficients de u et la fonction 0 sont analy-
tiques, correspond une région 11 r entourant complètement.

Quelles que soient les fonctions initiales analytiques sur tout S, r inté-
grale correspondante est analytique dans tout R.

Considérons, 'en dernier l ieu, une équation quelconque

• w (/) = .«(/) H- 0(^,3)

dont le polynôme caractéristique est
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Prenons une région P satisfaisant aux conditions suivantes :

i° Tous les coefficients de l'équation sont analytiques dans tout P.
2° Tous les AX, les BX et les C\ sont analytiques dans tout P.
3° // n'y a aucun point à V intérieur de P où tous les coefficients des

termes d'ordre n s' annulent simultanément.

Soit a une aire analyt ique régulière située entièrement dans P,
c'est-à-dire une aire sur laquelle ce, y, z sont des fonctions analytiques
de deux paramètres oc et fi et sur laquelle n'existe aucun point où les
trois quantités

dy ôz ày dz dz âœ as àx ex ây dx ôy
ïfa àfi """ d(3 àay l&Tfà^Jfilte,' da^™"5p"^â

sont nulles simultanément.
Par un point M quelconque sur cr passent clés directions caractéris-

tiques

Supposons qu'il n'y ait aucune de ces directions qui soit tangente
en Ma a. Nous exprimerons ce fait en disant que cr n'a aucune tan-
gente caractéristique.

Sur a il y a des points formant des lignes et où le plan tangent
est parallèle a Os, de même pour les deux autres axes; niais il n'y a
aucun po in t commun à ces trois sortes de lignes. De là résulte la
possibi l i té de décomposer a en aires partielles <r , , cr2, . .., telles que
tout point i n t é r i eu r à cr soit intérieur au moins à l 'une de ces régions
partielles et qu'une quelconque d'entre elles n'ait aucun plan tangent
parallèle à l'un des axes et empiète sur ses voisines tout le long de la
portion de son contour distincte de celui de cr.

Soit cr< n'ayant aucun plan tangent parallèle à Os. Sur tout < r 4 , z sera
une fonction analytique de x ety

* = <p(a?,7);

faisons le changement
x' = x> x = ocf,
y'=y, y=yf>

• . . z' = z ~ ~ ~ c f ( œ , y), z = s'-f- <p(a?' , /).
Ànn, de l'Éc, Normale. 3e Série, Tome XÏI. S . f4
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On voit immédiatement que <r, se transformera en une aire plane s{

parallèle à x'Of et que l'équation transformée aura les propriétés
suivantes :

II n'y aura aucun point de s{ où les coefficients des termes d'ordre n
s'annuleront simultanément. Les nouveaux coefficients seront analy-
tiques en tous les points de $,; il en sera clé même des nouveaux
termes A X » BX, GX, et les trois coefficients AX, BX, C\ d'un même facteur
ne pourront s'annuler simultanément, car il en résulterait que tous
les termes d'ordre n auraient simultanément des coefficients nuls.

Les coefficients GX ne peuvent jamais s'annuler sur or , , car il y aurait
clans la transformée des caractéristiques tangentes à s{ et, par suite,
dans l'équation primitive clés caractéristiques tangentes à ci9 ce qui
est contraire à l'hypothèse. On est donc sur si dans les conditions
d'application du théorème précédent, d'où l'on dédui t l'existence de
la région p i entourant complètement or, .

Les diverses régions p, , p2, . . . forment, par leur ensemble, une ré-
gion p entourant complètement a et n'ayant d'autres points communs
avec elle que son contour. Donc :

A toute aire analytique régulière cr, entièrement contenue dans une ré-
gion P et n'ayant aucune tangente caractéristique, correspond une ré-
gion p V entourant complètement. Quelles que soient les fonctions ini-
tiales analytiques sur tout cr? V intégrale correspondante est analytique
dans tout p.

7. Les fonctions analytiques de trois variables #, y, s peuvent pré-
senter :

1° Des surfaces singulières essentielles; par exemple» la surface

x = o, pour 2^;

2,° Des lignes singulières; par exemple» la ligne x = o, y = o pour

3° Des points singuliers isolés, comme le point & = o,y = o,s = o

pour
l

Considérons trois sortes de points :
i°. Les points où les coefficients de V équation cessent d'être analytiques ;
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2° Les points où les coefficients AX, B>, GX cessent d'être analytiques;
3° Les points qui annulent simultanément tous les coefficients des

termes d'ordre n.
Ces points constitueront ce que nous appellerons les singularités

fixes.
Si de tels points forment une surface, on l'appellera une surf ace sin-

gulière essentielle fixe. .
S'ils forment une ligne, ce sera une ligne singulière fixe.
S'ils sont isolés, ils seront des points singuliers isolés fixes.
Supposons qu'une intégrale ait une surface singulière essentielle

distincte des surfaces singulières essentielles fixes et qui ne soit pas
une surface caractéristique. On pourrait trouver sur elle un point M
n'appartenant pas aux singularités fixes, poin t ordinaire et où il n'y
aurait aucune tangente caractéristique. De là résulterait la possibilité
de trouver une aire analytique régulière n 'ayant aucune tangente ca-
ractéristique, s i tuée ent ièrement dans le domaine où l ' intégrale est
analytique et dans une région P, et dont le domaine p cont iendrai t M.
Cette intégrale pourrait alors se prolonger ana ly t iquement au delà de
la surface considérée, de sorte que nous avons :

Les intégrales analytiques ne peuvent présenter que deux sortes de sur-
faces singulières essentielles;

i° Des surfaces singulières essentielles fixes;
2° Des surfaces caractéristiques.

Soit une ligne singulière essentielle distincte des lignes singulières
fixes et qui ne soit pas une caractéristique. On pourra trouver sur elle
un point M ordinaire où la, tangente ne sera pas caractéristique, et, par
suite, Taire a- dont le domaine cont ien t M existera encore et l'inté-
grale sera analytique en. M; donc :

Les intégrales analytiques ne peuvent présenter que deux sortes de lignes
singulières essentielles :

x.° Les lignes singulières essentielles fixes;
2° Des lignes singulières mobiles. Ces dernières sont sur les surfaces sin-

gulières fixes ou sont des caractéristiques.

Enfin,.l'existence de l'aire <r se voit encore immédiatement pour un
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point qui n'est pas sur les surfaces ou lignes singulières fixes et qui
n'est pas un point singulier isolé fixe ; clone :

Les intégrales analytiques ne peuvent présenter que deux sortes de
points singuliers isolés :

i° Les points singuliers isoles fixes;
2° Des points singuliers isolés mobiles qui se trouvent forcément sur les

surfaces ou lignes singulières essentielles fixes.

S E C O N D E
EXTENSION DE LA MÉTHODE DE R1EMANN.

Riemann a donné une méthode célèbre pour l ' intégration de l 'équa-
t ion E((i , p) ('). Cette méthode, généralisée plus tard pour l'équation

àz, a .4- £ _ ^ C3 —
dx dy . dx dy

ramène l ' intégration d'une telle équation à la recherche d'une certaine
intégrale particulière dépendant de deux constantes arbitraires (2) .

Je me propose de démontrer qu'on peut établir une méthode tout à
fait analogue pour une classe très générale d'équations linéaires d'un
ordre quelconque.

Soit une fonction linéaire de z et de ses dérivées partielles, dans
laquelle on ne dérive jamais plus de p fois par rapport à a?, et plus de
q fois par rapport à y

et considérons l'équation

RIEMANN, Gesammelte Werke (zweit6 Auflago), S. 171.
z> DARBOUX, Leçons sur La Théorie des surfaces (T. 0, Ch. IV).
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dont l'équation précédente du second ordre n'est qu'un cas particulier
( /i= 2,7?= i, q= i).

Ces équations sont à caractéristiques réelles et n'en ont que deux
systèmes : les caractéristiques x = const. d'ordre q et les caractéris-
tiques y = const. d'ordre/?.

Nous commencerons par établir un lemme fondamental :

LEMME FONDAMENTAL. — Si les coefficients A/# restent tous finis et con-
tinus à l'intérieur d'un rectangle parallèle aux axes et ayant œQ,y0

comme centre» il existe une fonction Z satisfaisant à l'équation #(<s) = o,
continue, ainsi que toutes ses dérivées entrant dans <#(z), au voisinage de
M Q , ,y o et satisfaisant aux conditions initiales

zz ( œ, j() ) = x0, ~ (

Les Y ayant des dérivées jusgu^à l'ordre g9 continues au voisinage de
y(:H les X ayant des dérivées jusqu'à l'ordre p, continues au voisinage de
,2'(), et satisfaisant en outre aux conditions

0,

\

Pour démontrer ce lemme, nous reprendrons presque mot à mot
l'élégante démonstration (!) qu'en a donnée M. Picard dans le cas du
second ordre.

Écrivons l'équation < # ( & ) en isolant le premier terme; soit

et convenons de représenter par la notation [z]k
t celles des dérivées

de z qui figurent dans F(s).
Pour intégrer par approximations successives, nous aurons à consi-

( l ) PICARD, Mémoire sur ta l/woric de$ équations aux dérivées partielles et la méthode
des approximations successives (fournal de Mathématiques, 1890, Ch, II).
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dérer la suite infinie d'équations

la première étant intégrée .avec les conditions initiales proposées et
les suivantes avec des conditions initiales analogues, mais où tous les
X et Y- seraient nuls.

On obtient immédiatement

;, = X, <t^ Y,

*/«=/* - • • f f ••• f
Jxa ^.r(, <>-0 ,̂r()

Supposons que les hypothèses faites dans l'énoncé, sur les coeffi-
cients et les fonctions initiales, soient réalisées tant que

c'est-à-dire à l ' intérieur d'un rectangle que nous appellerons le rec-
tangle a, p. Elles seront a fortiori réalisées dans un rectangle in té r ieur
a/, (3r, et il suffit clé considérer les formules donnant de proche en proche
s { 9 £29 ... pour voir immédia tement que s,, za, . . ., 3^ sont des fonc-
tions continues dans ce rectangle et possèdent des dérivées analogues
à celles qui figurent dans F(s),. également continues dans ce rec-
tangle.

Soit M le maximum de F (s,) dans le rectangle a, ^ ; soit © l'expres-
sion obtenue en remplaçant dans F(-s) chaque coefficient par son mo-
dule maximum dans a, 'p, et chaque terme fz]f par a'^~~% (3^~A. 0 sera
un polynôme en a/, (^ 'ne contenant pas de .terme constant, car dans
F(JS) on n'a jamais s imultanément i=p, k = <^. Il en résulte qu'on
pourra toujours prendre a' et (3' suffisamment petits pour que é soit
aussi petit qu'on voudra, par exemple pour que Ton ait

On voit immédiatement les inégalités suivantes» vraies dans le rec-
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tangle a', p' et telles que chacune d'elles résulte des précédentes,

| F(* t) I < M, | [*t]?| < M a'*-'(3'*-*,

|F (* 8 ) I<

| F(*8) | <

II en résulte, puisque 0 < i, que les séries

sont absolument convergentes clans a7, (3' et que, si l'on représente les
sommes de ces séries par s9 . .., [-s]?, . .-., la fonction 5 est continue
clans a', fi' et possède des dérivées [s]* continues clans ce rectangle et
représentées par les séries suivantes.

z satisfait aux conditions initiales, car, si Ton cherche à former
ses fonctions initiales, on retrouve celles de s^ c'est-à-dire celles de
Fénoncé.

f)n ZEn dernier lieu, il faut montrer que z possède une dérivée — -^ et
vérifie l'équation proposée. Posons

On aura les égalités successives

Vm=5 l - f - f ... f V(si)dxi>dy« + ...+• f . . .
Jx* ^r« J**

,& ry
Vfn = zl -H I . . . I F («! -h «i -h

J y() Jyn

'Vm^^^ f* ...
^XQ

Cette égalité est vraie quel que soit m, et lorsque m croît indéfini-
ment -VOT etVm.4 tendent tous deux vers la même fonction s : on a
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donc

,=,1+r...rF(.
Jy. JYn

ao jo

dns
On en déduit immédiatement que z a une dérivée j^j^/ et cloe

Ton a

•ou, plus simplement,

puisque, par hypothèse, on a ̂ ^5 = o.

Ce lemme fondamental étant établi, supposons que dans une région
du plan, les A# aient des dérivées analogues à celles de s qui f igurent
clans F (5), et qu'en outre les A//», et ces dérivées y soient continues,
#(3) aura une équation adjointe

laquelle sera de même forme que #(*) et aura tous ses coefficients
continus dans la région considérée.

Un calcul facile, mais long, que nous omettrons à dessein, conduit
à l'identité ( < )

où l'on a

ATNr=::

—

X1) Pour ce calcul ^ot'/vDARBOtrx, Leçons sur la Théorie des surfaces, t. II; note de la
page 73. . . • .
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avec les valeurs suivantes des coefficients

2

Nous nous proposons clé démontrer q u ' i l existe des fonctions II
telles que tous les coefficients B soient nuls i d e n t i q u e m e n t pour
X — XQ et tous les coefficients G nu l s i den t iquemen t pour ̂  =yn et
s a t i s f a i s a n t à ("/(U) = o.

Reprenons les notations du lemme, e t soient X 0 > X , , , „ . , X,7_M .
Y0 , Y,, . . . , Y/;_, les fonctions in i t i a l e s de U. On voi t i m m é d i a t e m e n t
que l ' équat ion (B^).̂ .,.,, = o a pour premier membre une fonction
l inéa i re eLbornogène de Y0 et de ses dérivées jusqu'à l'ordre g, le
coefficient de cette dernière dérivée étant au signe près Apfr c'est-
à-dire i , et les autres coefficients étant des combinaisons l inéaires et
homogènes clés A//f et de leurs dérivées analogues à celles qui en t ren t
dans F(s), c'est-à-dire que ces coefficients sont des fonctions de y,
con t inues au voisinage clé y0. Donnons-nous q constantes arbitraires

comme valeurs init iales de Y0 et de ses q — i premières dérivées, il y
correspondra une fonct ion Y0, solution de l 'équation (B/;_, ),,.«, .( j=^ o
et con t inue au voisinage dejv

Connaissant Y0, l 'équation (1^,),^,,,,= o déterminera d'une façon
analogue Y, en fonction clé «y nouvelles constantes arbitraires

) o 1 1 ). n - 1
/ % l » 'M » * * " » '*!

et ainsi de suite, de sorte que les équations

(B/ Xr~.ro = 0 ( « r = 0 , ï , . . . , / ? — I )

^/i/z ^ /'J&tf. Normale. 3e Série, Tome Xlî. 8. l5
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font correspondre à tout système

} 0 / 1 / V-1
A 0 » 0 » • • • » '• o ?

10 y 1 V/-1f'p-l* "/)~i 5 • • • > /V-i>

de /?y constantes arbitraires, desfonctions Y0, Y 4 , ..., Y p _, , con t inues
au voisinage de y0, et ayant des dérivées jusqu'à l 'ordre «7 également
continues au voisinage de y0.

Les équations
(Ca>-=*=0

détermineraient de la même façon les fonctions X0 , X, , . . . , X r /«, ,
mais les condi t ions indispensables

\ rf/A' Ar=.ro " \ dx* .:r=.r() \ A1 = o, i , . . . , q

montrent que les valeurs in i t ia les des X sont les mêmes, que celles
des Y, mais prises clans un ordre différent , celles relatives à X* é tan t

Les fonct ions XA et Y/ ainsi déterminées satisfont aux condi t ions du
lemme fondamental et par sui te il existe .une solut ion U de fî(w) = o
ayant ces fonctions ini t iales.

Les constantes X que nous venons d ' introduire n'étant pas com-
modes pour la sui te , nous allons les remplacer par crautres.

Les coefficients D^en &(}>y() sont des expressions l inéaires et homo-
gènes des X? et leur nombre est pg, c'est-à-dire celui des X,

Posons en général
(l*/,A-),r=,r()

 = ptto
.r-.ro •

et considérons l 'équation

Le premier membre n'a qu'un terme; c'est un terme en X[J, et son
coefficient est, au signe près» AM, c'est-à-dire T. Elle détermine
donc X .
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Prenons celles de ces équat ions dont la somme des indices est
p .4- q — 3; il y en a deux. Le premier membre de l 'une d'elles con-
t iendra les X dont la somme des indices sera au plus p -h q — i — k — 2
ou i, pu isque i H- k = p -+- ^ — 3, et il n'y en aura qu'un

provenant des valeurs a =/? — - « — i , [3 = <y ~— /£ — r . Ce terme aura en
outre pour coeff icient , au signe près, Kpq, c'est-à-dire i.

Puisqu 'on c o n n a î t X j , elle dé te rminera X£*I].
Les deux équa t ions de ce genre dé te rmine ron t par suite XJ et X".
Admet tons que les équa t ions pour lesquelles on a

i -4™ k'ïp -+- g — ni — 2

a ient déterminé tous les X dont la somme des indices est infér ieure ou
égale à m. Considérons les équat ions pour lesquelles on a

/ 4- fc T= p 4- q — m — 3,

il y en aura m 4- 2; le premier membre de chacune d'elles cont ien t
des termes X*, pour lesquels on a i 4- k^m, et un seul terme pour le-
quel « •+• A = m-H i : c'est le terme XJ^I] provenant des valeurs

a rrr p — i — • i , (3 = q - — * A' — I ,

Ce terme a encore, au signe près, pour coefficient Apf/ ou i , de sorte
que chacune clés équat ions que nous considérons déterminera un X,
dont la somme des indices sera m H- i .

On pourra donc toujours exprimer tous les Xj comme fonct ions li-
néaires et homogènes des jx//c, et énoncer la propriété suivante :

A tout système de valeurs initiales [j.^ des coefficients D/A correspond
une fonction U, solution de ( j ' (U) = o et satisfaisant aux conditions

Soi t .U une telle fonc t ion et -s une intégrale quelconque de
en vertu de l ' identi té fondamenta le , on aura

• m ^m _JP±
• ' ' . ' •. ' . . âx dy .dxdy """ •
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M

On en déduit que l'intégrale

prise le long d'un contour fermé, à l ' intér ieur duquel M, j-f et N sont

des fonctions continues, est nulle.
Traçons une courbe quelconque F (,/%*• 2) dans cette région et soit

Fier. 2.

#0/0 un quelconque clés points de la même région, tel que l'espace,
l imi t é par T et les deux caractéristiques issues de o?0, y0, y soit ent iè-
rement contenu.

Si l'on remarque que, d'après la déf ini t ion de U, M est iden t ique-
men t nul sur PA et N ident iquement nul sur PB, on aura, sur ce
contour d ' in tégra t ion ,

»A_ Bp 4- f (M 4- ~\ dy — N
*^A • ^V/

ou, en remarquant que, par d é f i n i t i o n , on a

on aura f ina lemen t

V ne dépendant que de s et de ses dérivées partielles jusqu'à l'ordre
n — i sur F.
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Posons pq = rn et considérons m systèmes de constantes ini t iales
p'A, à chacun desquels correspond une fonction Uy-. Nous aurons m
équations analogues à la précédente

= V, (y = i, 2, . , ., />*) .

«

Si, les [jJik ont été choisies clé façon que leur dé te rminant ne soit pas

[ j)i+k ~ ~|
T-jV1/: commecta?' oy/l j i>

fonctions l inéaires et homogènes des Vy-. |V]P étant l 'une des incon-
nues du premier membre, on aura

[ z ]P = a ! Vj -h «a V8 H - . . . -H «/„ V/;|,

les a étant des constantes, de sorte que la valeur de s en P se trouve
exprimée au moyen des valeurs de s-et de ses dérivées jusqu 'à l'ordre
n — i sur l'arc F.

Plus généralement, soient m' fonctions U, telles que le tableau
rectangulaire formé par les (x//,. correspondants %\lm—m' colonnes
formées par des zéros, à l'exclusion de celle des [j-00, et que le dé-
terminant formé par les m! colonnes restantes ne soit pas nul. Les
mf équat ions

r fii+k ~ "j
ne contiendront que mr quanti tés 77^7-5 » puisque, les autres, ont

des coefficients nuls; le déterminant de ces m' inconnues n'est pas
nu l , par hypothèse, et [s]p se trouve parmi elles, de sorte qu'on
aura

5 j> = a,

Nous dirons que ces w' fonct ions U forment un système intégrant ,
II pourra y avoir des systèmes intégrants formés de m' fonctions U,

m' pouvant prendre les valeurs 1 , 2 , . . , , m.
Le. plus intéressant clé ces systèmes est celui qui est formé d'une

seule fonction. 'On l'obtiendra en prenant tous les pih nuls, sauf [xou

qu'on pourra, sans restreindre la généralité, supposer égal à l 'unité.
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Nous représenterons cette fonction par

R(#,/, ^o» /o ) ;

elle donnera simplement

/

I$ / /-)fà\
( M + ^)d>-Na?j?.

«. ^ *v '

Nous sommes par t i , pour fa i re la théorie précédente, de l ' identi té

s, x ,„ N fM rfN ^20
M ri'(s) — SE) ( «) = ~ h -,— -h -7 r- >

* 6>,z: <?/ dj? J/

et le fait essentiel étai t que M ne contenai t que des dérivées j^ et N
fj/,:5

des dérivées -7-7.-^yA

On reconna î t facilement que, si Ton pose

,r ,,. à® XT Aî (?®
M, =: M H- -T— > Ni = N 4- -r~ ?x

on aura

et le second membre sera maintenant composé avec u et ses dérivées,
exactement comme il l 'était p r imi t ivement avec z et ses dérivées.

Au moyen de cette nouvel le forme, on prouvera , comme précédem-
ment , l 'existence des fonct ions Z solutions de rf(3) = o, annulan t
ident iquement M! pour o? = #0, et N, pour y=yQ et dépendan t de
m constantes arbitraires, valeurs in i t ia les des coefficients de la fonc-
tion ® supposée ordonnée par rapport aux. dérivées de u.

On pourra former clés systèmes intégrants avec des fonct ions Z, qu i
permettront d'intégrer Ç(M) = O comme les systèmes intégrants de
fonctions U permettaient d'intégrer #(z) = o.

En particulier, il existera un système intégrant formé par une seule
fonction Z; nous la représenterons par

Considérons un rectangle formé par les caractéristiques issues de
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En employant une fonction U quelconque, on aura

+ dy)C) JA
 L l'"'

u

8,,-e,- fVrf - fYN -^rf^rJK
 l "^ JA \

 l ôx) C X '

,1
x-»Q r»Q

0,» =. BQ — J M! rf/ — / N, r/,r.

Supposons que z soit une fonction Z relative au po in t #,, j{ et pro-

Fîg. 3.

venant des constantes v^, M< et N i seront identiquement nuls et Ton
aura

ou

(Test Tidenti té fondamentale re l iant les fonctions Z et U et dont
nous allons tirer un certain nombre de conséquences. Prenons pourZ
et U respectivement les fonctions S et R, l ' identité se réduira à

S (j?0, Jo, 07,, /! ) = H ( #j, /!, 070, J0 )»

ce qu i montre que les fonctions R et S sont identiques; .de sorte que
Ton a :

// existe' une fonc lion R(o?0 y ^ 9 '&o,yo) pouvant être définie comme
solution de .éf(s) = o ou de g(w). = o, suivant qu'on considère ^o?,7o»
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ou x{, y.,, comme variables et qui permet d'intégrer simultanément l'équa-
tion proposée et son adjointe.

Appliquons l'identité générale en prenant la fonction R avec une
fonction Z ou U, nous obtiendrons

U(>u71, #0*70) =

ce qui montre que :

Toutes les fonctionsZ et \] peuvent s'exprimer comme fonctions linéaires
et homogènes de R et de ses dérivées partielles « jusqu'à l'ordre n — i au
plus, par rapport à l'un des systèmes de variables.

Appelons fonctions générales Z ou U ces fonctions dans lesquelles
on laisse indéterminées les constantes arbitraires. Les formules pré-
cédentes donnent les expressions de ces fonctions générales, de
sorte que •

Les fonctions générales Z ou U sont des fonctions linéaires et homo-
gènes des m constantes arbitraires dont elles dépendent,

Supposons maintenant qu'on connaisse un système intégrant quel-
conque

et considérons les m! équations

^+#
f^*;5^^R(^i>7i^o>7o) (7=1,3, , . , , / w ' ) .

D'après la. définition d 'un système intégrant, si Ton considère R et
ses dérivés comme des inconnues, il n'y aura dans le second membre
que TTZ" inconnues distinctes, parmi lesquelles figurera effectivement R,
et le déterminant des coefficients ne sera pas nul . On- en tirera

• R (^i? 7i? ^orjo) = A Ui 4- 4*Ua -K .. -f- bm. U,tt.,
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les b étant des constantes. Ayant R, on pourra alors former toutes les
fonctions Z et U; donc :

La connaissance d'un système intégrant quelconque permet déformer
la fonction R ainsi que toutes les fonctions Z et U. Autrement dit, si l'on
sait intégrer l'une des deux équations ^(s) = o, ff(«) = o par la mé-
thode de Riemann, il en résulte forcément l'intégration de l'autre par la
même méthode.

En dernier lieu, on peut remarquer que la méthode de Riemann
permet de démontrer facilement pour l 'équation #(s) = o le théorème
général du Chapitre III sur les lignes singulières essentielles.

Soit (Ç, ïj) un point où tous les Absent analytiques. On démontre
facilement, en reprenant le théorème sur l'existence des fonctions U,
qu'il existe un rectangle ayant (£, vj) comme centre et tel que la fonc-
tion R(^1,y i, O70,j/0) soit développable en. série ordonnée en

absolument et uniformément convergente tant que a?,, yt, x0,yQ re-
présentent des points 'de ce rectangle.

Soit une ligne essentielle F d 'une intégrale analyt ique, traversant
une région où tous les A/* sont ana ly t iques et qui ne soit pas une ca-
ractéristique. Prenons sur elle un point quelconque ( Ç , y j ) à tangente
non caractéristique et considérons un rectangle ayant (£, v?) comme
centre, intérieur à celui que nous venons de définir précédemment et
assez petit pour que l 'un des quatre rectangles partiels en lesquels il
est décomposé par les deux caractéristiques issues cie (£, YJ) soit en-
tièrement dans la région où l'intégrale est analyt ique.

Soit P^y) un point quelconque de ce rectangle et soit (^oj^) le
point Q (fîg. 4)- Puisque sur le contour EQF, l'intégrale est analy-
tique, la méthode de Riemann permettra de définir la fonction en point
quelconque de MEQF en se servant de la fonction

On aura
r r

-70A+0B-0a™~ / ïskte— / Mdf.
^A «^B

(h* l'Êc, Normale. 3e Série, l'orne XII. . ' 8.1.6
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On vérifie facilement que tous les termes du second membre sont
des séries ordonnées en oc — £, y — Y] absolument et uniformément
convergentes au voisinage de M. Soit ^'(ar^v) la série totale ainsi ob-
tenue.

Dans l ' intérieur du rectangle MEQF et au voisinage de M on aura,
d'après la méthode de Riemann,

la fonct ion s', étant développable des deux côtés clé F et co ïnc idant
d 'un côté avec z, constitue un prolongement analyt ique de s au delà
de F, et de là résulte immédiatement la propriété annoncée.

Fig. 4-

7
La méthode de Riemann permet encore de démontrer à l'égard des

équations #(s) = o une propriété présentant de grandes analogies
avec la précédente.

Supposons que, dans une région D du plan des œ,y, tous les A,^ pos-
sèdent des dérivées de la forme

'A/*
k'=o,

qui y soient toutes continues,
En reprenant complètement; la démonstration de l'existence des

fonctions U au moyen clés approximations successives, on démontrera
facilement : (£, Y]) étant un point quelconque à l ' intérieur de D, il existe
un rectangle R parallèle aux axes, ayant (Ç, YJ) comme centre et tel que,
(M,y) et (XQ, j0) étant des points quelconques à son intér ieur , toutes
les fonctions U(^,j /,^0,y0) sont continues relativement aux quatre
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variables x, y, a?0, y0 et possèdent des dérivées continues de la forme

Supposons que clans une port ion clé D il y ait une intégrales possé-
dan t des dérivées continues de la forme

1=0, I, . . - , / ? H - (' — I, • , / ^ \
* = 0 , l , . . . , ? - h P - l , H-^/H-f+o-aJ

et qu'il y ait une l igne F, non caractéristique et d is t inc te du contour
de I), au delà de laquelle il ne soit pas possible de prolonger z en con-
servant la continuité des dérivées que nous considérons,

En prenant , comme précédemment, un point M quelconque et à
tangente non caractéristique sur F, on arriverait, par l 'application de
la méthode de R iemann , à une égalité

vraie d'un côté de F et la fonction zf resterait c o n t i n u e a ins i que toutes
ses dérivées de la forme considérée dans un rectangle traversé par T.
Elle const i tuerai t un pro longement de s au delà de F, et de là on pour-
rait conclure immédia tement que les lignes traversant D, et au delà
desquelles on ne peut pas prolonger s en conservant la continuité des
dérivées considérées, sont forcément des caractéristiques.


