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LES TETRAEDRES CONJUGUES
PAR RAPPORT A UNE QUADRIQUE,

ET DONT LES ARETES SONT TANGENTES A UNE AUTRE QUADRIQUE,

Par M. H. VOGT,

MAITRE DI CONFERENCES A LA FACULTE DES SCIENCES DE NANGY.

1. Pour que deux quadriques jouissent de la propriété qu’il existe
un tétraddre conjugué par rapport i 'une, et dont les arétes sont tan-
gentes & Pautre, il est nécessaire, comme on sait, que l'invariant
appelé @ par M. Salmon (') soit égal & zéro; les démonstrations que
'on a données pour montrer que cette condition est sulfisante sont
incompletes ou trop compliquées; de plus, elles n’indiquent pas le
nombre et la nature des arbitraires qui subsistent dans la détermina-
tion des tétratdres répondant i la question, ¢t n’en donnent aucune
propriété.

Je me propose de reprendre la question & un autre point de vue;
nous verrons que ¢ = o est la condition nécessaire ct suffisante pour
qu’il existe un tétraedre au moins jouissant de la propriété énoncée,
que ces tétratdres forment une simple infinité, et que le licu de leurs
sommets est une courbe gauche du huitieme ordre; les coordonnées
des points de cetle courbe, ainsi que les éléments des tétracdres, s'ex-
priment au moyen d’'un paramttre variable. L’équation qui existe
entre les parametres relatifs & deux sommets différents d’'un méme té-
tragdre ¢lant de genre deux, on est amené & les exprimer en fonction

(1) SaLmoN, Traité de Géomdirie analytique @ trois dimensions, traduction CHEMIN,
I'* Partie, p. 252 el suivantes.
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quadruplement périodique de deux variables, reliées par une équation
particuliere.

L’introduction des fonctions hyperelliptiques de genre deux s’est
présentée dans plusieurs questions, notamment dans 'étude de la sur-
face de Kummer, qui a fait l'objet de nombreux Mémoires de Cayley,
Borchardt, Weber, etc., dans celle des lignes géodésiques de Uellip-
soide, étudiées par Weierstrass. Le théoreme d’addition des intégrales
hyperelliptiques a conduit M. Stande & une ¢tude du systeme des tan-
gentes communes & deux surfaces homofocales (*); les coordonnées
des points de I'espace sont alors exprimées en fonction de quatre va-
riables dont deuxsont reliées parune équation. L’étude des tétraddres
dont il est question dans cet article, faite au moyen des fonctions
hyperelliptiques, semble étre une généralisation des recherches de
Halphen sur les relations biquadratiques entre deux variables, et les
polygones de Poncelet inscrits dans une conique et circonserits & une
autre (*). 1 montre qu'une relation biquadratique exprime la relation
qui existe entre f(w) et f(u +u,), oit / est une fonction doublement
périodique et 2, une constante; nous rencontrerons une relation bicu-
bique qui en est la généralisation, et que on peut interpréter d’une
maniere analogue; on peut obtenir en éliminant deux vaviables entre
trois relations olt entrent des fonetions hyperelliptiques de ces deux
variables.

2. Soient deux quadriques X et S; en les rapportant i leur tétracdre
conjugué commun, on peut écrire leurs équations X == 0, S = o, oli

3= at ey o 52 o (2,

S axt-- by ¢3* + dit.

Le diseriminant de S + AX est
AL == AW = B4 4 DA O 4 A/,

(1) SravDE, Geometrische Deutung der ddditionstheoreme der hyperelliptischer Inte-
grale, cte. (Mathematische dnnalen, Bd. 92, p. 1 et 1.45.) -

() HaneusN, Traité des fonctions elliptiques, 11° Partie, Chap. I1X, p. 329, ot Chap. X,
p. 367
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ol
A=,
O=a—+ b+ c+d,
D == ab + ac+ ad 4+ be + cd + bd,
O == bed + acd + abd + abe,
Al == abed ;

ce sont les invariants des deux quadriques; en formant les équations
tangentielles =, =0, S, == o des deux surfaces, les quadriques inscrites
dans la développable qui leur est circonscrite ont pour équation tan-
gentielle X, + A8, == o, et pour équation ponctuelle (Sarmon, loc. cir.,
p. 273):

ol

AYY 4 AT - 22ATTY - 1PA2S = o,

T = a(be ~- cd -1~ bd ) 2>
A= b (ac - wd -+ cd) y* 4+ ¢ (ab + ad -+ bd) 5* +4- d(ab + ac -+ be) i,

Tr=a(lh ¢ d)yr? - b(a -+ ¢4 d)y*-c(a+ b~ d) 32+ d(a -+ b~ ¢) i

T et T’ sont les deux covariants ponctuels des deux quadriques. On
sait que, si d’un point de 'espace on circonserit un edne i chacune des
surfaces X el S, le sccond sera harmoniquement inscrit dans le premier,
si les coordonnées du sommet commun satisfont & I'équation T=o0;
il lui sera harmoniquement circonscrit si le sommet est sur la surface
T == o.

Nous désignerons enfin par 8" la quadrique polaire réciproque de S
parrapport & X, el nous ¢erirons son équation S'= o, oli

g2 LY e
« b ¢ d

Gela posé, supposons qu’il existe un tétraedre A, A, A A,, conjugué
par rapport & ¥, ct dont les arétes sont tangentes & S. Les cones de
sommet A,, circonserits & S et X, sont tels que le premier est capable
d’un tricdre conjugué par rapport au second; leur sommet A, doit,
des lors, se trouver sur la surface covariante T' = o; mais, d’autre
part, si l'on transforme la figure par polaires réciproques, relative-
ment i X comme surface directrice, le tétraedre se transforme en lui-
méme, et ses arétes sont tangentes & S'; autrement dit, elles appartien-
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nent a la congruence des droites tangentes & S et §'; les sommets
doivent alors se trouver sur la surface covariante T” analogue & T,

17

formée au moyen de T et ', et ayant pour équation T” = o ol
T" = (be + bd + ed) x* + (ac + ad +cd) y* + (ab -+ ad + bd) 32+ (ab + ac + be) 2.
Sil'on remarque que 'on a identiquement
T/ T == © (22 p - 324 1),

on voit que, si ® = o, les deux surfaces T" et T” coincident et forment
un premier licu pour les sommets du tétraddre A;A,A A, au con-
traire, si ® n’est pas nul, les scals points communs aux deux surfaces
T et T” font partic de X; les sculs tétragdres répondant i la question
auraient leurs sommets sur cette surface X, el n’existeraient plus. On
en conclut que la condition @ = o est une condition nécessaire pour
Pexistence d’un tétraedre conjugué par rapport & X et ayant ses arétes
tangentes & S el, par suite, i 8.

3. Ensupposant désormais @ = o, les sommets du tétracdre doivent
étre d’abord sur la surface T', mais remplissent une autre condition.
Soient, en effet, (2,y,2,¢,) les coordonnées d’un sommet; ce sont,
en méme temps, les coordonnées tangentielles du plan de la face
opposée, conjuguée du sommet par rapport & X; ce plan détermine,
dans T' et S, deux coniques telles qu'il existe un triangle inserit dans
la premiere et circonserit i la seconde; on sait que la condition néces-
saire et suffisante pour qu’il existe un tel triangle est que les in-
variants des deux coniques satisfassent & la condition

0 — A =0

(Sswyox, Géometrie plane, Sections coniques, p. 483).

Les invariants des deux coniques de section de T et S par un plan
de coordonnées we w r sont précisément proportionnels aux covariants
tangenticls des deux surfaces; formons, en effet, Uéquation tangen-
tielle des quadriques du faiscean T -+ A8 = o; soit

1w =
a(brerdvin) TiaFerdsn
”,% 72

T bad+h) Td(ar ey T °
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ou
@1+ 2oy + 220+ 2o, =0

cette équation; ses trois racines sont les valeurs de A pour lesquelles
la surface T+ AS = o est tangente au plan («ewr), ¢’est-a-dire pour
lesquelles la section se décompose en un systeme de deux droites; ce
sont done les valeurs de A annulant le discriminant de la conique de
section de la surface T' + AS = o par le plan considéré; on a par suite

1 P2 P __ P
AT 0 "o A

et la condition @* — A0’ = o devient ¢ — 45,9, = o, (qui se véduit,
tous calculs faits, &
2 2 " R ) 2 A7 w2l
(1 0% = 2o 12)2 - (= DA eV - dr?) =+ — + — + = | =0,
17 b ¢ d
Les coordonnées des sommets du tétraedre satisfont des lors 2 la re-
lation

; . , N . (L""' 2 :2 t&
(2p yr 5t ) — [ (ax® + by* + 5+ dt?)<-&— -+ );7 + = ?Z>: 0.

Nous poserons

W= ¥t 488/
nous voyons que les condilions nécessaires pour l'existence du té-
tracdre A, A, A, A, sont : 1° que Iinvariant ® des deux surfaces soit
nul; 2° que les sommets du tétraedre soient sur la courbe du huitieme
ordre T', intersection des deux surfaces T"= o et W= o.

4. Je montrerai plus loin que ces conditions sont suffisantes, et que
tout point de cette courbe du huitieme ordre est le sommet d’un té-
tratdre et d’an scul répondant i la question.

Je fais d’abord la remarque suivante : si un point quelconque A, est
le sommet d’un tel tétraedre, les arétes issues de ce point appar-
tiennent aux deux cones de sommet A, circonscrits aux surfaces S
et 8. Je vais vérifier que pour tout point A, pris sur la surface T, les
génératrices communes i ces deux cones vont rencontrer cette surface
T" en des points situés sur le plan polaire du sommet A, par rapport
a X. Soient pour cela ,y,5,¢, les coordonnées du point considéré,
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S, 8, X, T, les résultats de substitution de ces coordonnées dans S,
S, Tet T, C et C les cones circonscrits & S et 8/, C” le cone de
sommet A, ayant pour dircctrice Uintersection de T' par le plan P,
polaire de A, par rapport & X; les équations de ces cones sont

Ci=(aS,— @a})e*+ .. .—vabr y,xy —...== 0,
a/ 2 :
X 1)1
[ L N e 2 e el §
“ a a* b * ?

C=lab+c+d)E—oa(b-+c+d)xi]a?+...
—ala(b+cAd)+ b(a~+c—+d)]ey yxy —...=0.

Comme on a identiquement
Cy— abed C) — C' == Ty 2 e | X\~ (@arg ==y 4 3504 () ]2z 0,

les trois ednes font partie d’'un méme faisceau et ont quatre généra-
trices communes.

Il resterait & vérifier que la condition imposée i A, de se (rouver sur
la courbe T" est sulfisante pour que (rois de ces génératrices soient les
arctes d’un tétragdres; mais je vais suivre une autre voie; en supposant
simplement que les sommets se trouvent sur la surface T, je rais
chercher de nouveau les conditions nécessaires et suffisantes pour que
denx tels points soient deux sommets d'un tétrabdre répondant i la
question, je retrouverai ainsi la courbe 17

Soient A, et A, deux points de coordonnées x,y,z,¢,, ®,y.5:0,
situés sur la surface 1", conjugués par rapport a X et tels de plus que
la droite D qui les joint soit tangente aux deux surfaces S et 8/, ¢’est-
a-dire soit unpe génératrice commune aux cones C,, €|, C”; en posant

Ppe== apxr - yuyr ~+ su36 -+ tnlp,
Que==axpzp-+=byryi-+consp+ déyts,

o -1 Iyt
Q;Lk:‘.: LhE p LX{‘.'K/." e ..,/'.',"_/f e fe ok

«“ b 4 o
et introduisant les six coordonnées de la droite D,

A=z y 5, 50 Y Pz ty— by,
B == 50 - 2y 5y, Qe=yibe— by,
Cz= 2y Yy Y1225 Ro==s,tly — b5,
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on peut ¢erive les conditions imposées aux deux points sous la forme

(1) ad A+ Dd B+ cd C? ++ beP? 4+ caQ? + abR*—o,
(2) beA® + caB3? - ab G2+ ad P+ bd ) -+ cdR® = o,
(3) P.—=o, T, ==o, T,=o0;

nous avons véritié que 'une des trois dernieres conditions est une
conséquence des autres.

Soit maintenant D’ la droite conjuguée de D par rapport & £; ses coor-
données sont A’=P,B'=0Q, =R, PP=A, QO =B, R"=2C, et clle
st tangente & S et S5 soient Ay A, A A’ les points ol elle rencontre
respectivement les cones G, et C, de sommets A, et A, circonserits
4 S; nous véritierons plus loin que A, et A,, ainsi que A} et A, sont
conjugués par rapport & X. Pour que D et D" soient deux arétes oppo-
sées d’un tétraddre répondant & la question il faut et il suffit alors
que A, et A, soient confondus avee A et A ; en eflet, la condition est
évidemment nécessaire; elle est de plus suffisante, car, si elle est
remplie, les cones G et G, de sommets A, el A,, circonscrits d &,
seront coupés par D’ aux mémes points Ay;A,, ct les six arétes du
tétrabdre Ay Ay, Ay A, seront (angentes & S et S

Pour former la condition eherchée, nous écrivons d’abord I'équation
tangenticlle du couple de points A, A,; nous Pobtliendrons en élimi-
nant zys¢ entre les équations

Q'z—Ry=A"Y
Riaw— Pz =Bt
Py — Q= (',
Ur ==y = ws =ri=o,
Ci=Xab(x)y,— yx;)*=0;

les quatre premitres donnent

B o ¥ . z . ¢
wB e (TP T uC = w A=) oA — B —rR T uP 0 Q 4w R ’

et, aprus division par £, du résultat obtenu en remplagant dans G, zy=¢
par les dénominateurs des fractions précédentes, on forme I'équation

E[Zal (swly—r3,)* ]—2(ua 4 ¢ Y1+ w5+ re)[Zab (318y-~ by 3y) (Wly— r3;)]=o,
Ann. de U'fic. Normale. 3° $érie. Tome XII. — Dicemnoe 1895, 47
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de sorte que les coordonnées @, y,z,ty, Z,Y.i5:¢, de A, et A, sont
fournies par

Iy
Tyxy= = 3 S,— 2

On vérifie bien que les points A, et A, sont conjugués par rapport a X,
car on a identiquement P,, = o.

En intervertissant le role de A, et A, dans les calculs précédents on
obtient A’ et A',; pour que les deux couples A, A,, A, A soient con-
fondus, il faut que les deux rapports

Zawv,x, X8,
- g y
Zaxia, T X9
Satxyx,  OX S, —28, 8, — X3, 2 0,07,

2ara,xl, T 028 — a8, 8] — X X, - 20,0,

soient ¢gaux entre eux, et il est facile de vérifier que cette condition
est suffisante, puisque les couples de points sont déja conjugués par
-apport & £; on obtient ainsi la condition

(h) 2808, (28— %8,) + (2,5, —20Q,,Q7,) (2,8, — 3,8/) =0,

qui forme avec les précédentes (1), (2), (3) les conditions nécessaires
et suffisantes pour I'existence d’un tétratdre de sommets A, ot A,.

On peut les remplacer par d’autres équivalentes. Nous avons dit, en
effet, que si A, et A}, sont confondus avec A, et A,, il en est de méme
des points de rencontre de D’ avec les cones C, et C,; les relations
précédentes doivent alors avoir pour conséquence celle qu’on déduit
de (4) par le changement de S en 8/, c’est-a-dire

(5) 28,8, (2,8, — Z,87) + (X, 2~ QQwQ’u) (2,8,—2,8;) = o,

: ; 2 8 S,
en excluant les cas exceptionnels ol deux des rapports 5> 5> o7
2 2 s}
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seraient égaux; les relations (4) et (5) entrainent la suivante
(6) 68,8,8, 8, = (2,3,— 20, Q")

et, comme on a, d’apres les équations des cones C, et C, auxquels
appartient le point A,,

on a, comme C()nSéqUOﬂCO,
(7) }"'122"_4()12 \)112:0;

mais alors, en vertu de cette derniere relation, les équations (4) et (5)
donnent

\V - r %) Al
3,8 (22 —48,8),) = 2,8, (3 — 48,8"),
:1‘1(}-'::“‘/1 25’1):)—&52(2?—‘4515’1)7

et, comme on n’a pas S,8,— 8,8, = o, chacun des membres de ces
deux équations doit étre nul.

Ainsi done la relation (4) peut étre remplacée par 'ensemble des
relations

s NP 48,8, oo,
(8) .‘..; "'"/‘Ib‘zb 0,
( 22— 4QuQ =0

qui lui sont équivalentes, des que les équations (1), (2), (3) sont sa-
tisfaites.

Du reste, si I'on remarque que Fon a
(2 X, — h Q0 12) (21}-'2 ‘f“~l‘)12()u)
= BEXE 168,87 8,8, == (2] — 45, S,) + 48,8, (22 —485,8)),

on voit que la deuxieme des équations (8) est une conséquence des
deux autres. Les relations (1), (2), (3) et (8) sont ainsi les conditions
nécessaires et suffisantes pour que A, et A, soient deux sommets d'un
tétratdre répondant & la question.

Nous retrouvons ainsi la surface W et la courbe I' sur lesquelles
doivent se trouver A, et A, ; mais les calculs précédents n’ont pas été
inutiles; ils nous indiquent que si I'on a déja choisi le point A, sur la
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courbe T, il faut ct il sullit que A, soit : 1° sur une des quatre généra-
trices communes aux cones C,, C,, C”; 2° sur le plan P,; 3° non scu-

lement sur la surface W, mais sur la surface du second ordre W7,

dont I'équation est
. Wi=2X,—40Q,Q /=0

ou bien

Wi (@ 4yl ok 33+ £]) (08 b o 3t £2)

v VY I3 i )
— / JAN S0 AT - "3 B A -——»—l U TR LA LSRG U UV AN o
AMaxr + byy, -+ c53.- (/L/,)< Pl e Al //,,) o.

Des secize points de rencontre des quatre génératrices avee la sur-
face W, quatre sont confondus avee A, quatre sont sur la surface W',
et les huit autres sur la surface

Wi 22,4-4Q,Q7 o3

ces huit derniers sont & rejeter.

5. Pour résoudre completement la question, il ne reste plus qu’a
chercher si trois des quatre génératrices communes aux cones G, G, 7
vont rencontrer le plan polaire P, sur la surface W'; ¢’est ce qui a lieu,
en effet, pour trois génératrices et trois seulement, de sorte que le
point A, est le sommet d’un tétratdre et d'un seul répondant i la ques-
tion.

Je vais montrer que la jacobienne du systeme des (rois coniques, in-
tersection de P, avee les surfaces G, G, W', se réduiti un systeme de
(rois droites; ces (rois coniques auront ainsi trois points communs, et
trois seulement; pour cela, je forme d’abord le lieu des points de Pes-
pace, dont les plans polaives par rapport i ces surfaces se coupent en
un point du plan P,; il est donné par I'équation

X a A
ar® —-ax,(d, =8 — L X - vaa, Q) — ot a2
1 1) @ 1 « < 1 € 1 “lex ’” QI 'y
1 '3’ N '}/1 ’ J . ’ 1
byS,— by Q, 5t P A Qf yX—oby, Q)2 ‘}//) Q: 7
=0,
¢s8—cz5Qp =8 -2 Q) 53 —ac350Q, 22 0Q, 3
C ( 164
: - Y by : _ 7 Ly
(1[ bl o dtl Ql ;zbl"— ;-[ (;)l A ,)-41"" ‘.’Jl(l ()1-'.7‘ -‘-/ (JI tl
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ou bien, en multipliant Ie premier membre par le déterminant

g e Sy &y

ax, by, c3 dt,
it} bl ol 4
a b ¢ d l
alb+c-+dyr, bla+c—+d)y, cla+b4d)s dla-+b-+c)e [

qui n’est pas nul, et posant, de plus,

E=alb+c-4d)rw - b(a--c+d)yy -+ cla-+b-d)z3, +d(a+bc) ity
o=, ¢=0Q7, =101,

Hem e @7 (80— X)) - AN(S, L — 8\ 0),

K= 0 (510—28)-+ (5¢{—8n),

L= 2800 20 —2A'8 0 —20X 1291,

Uéquation pent s’éerire

O O 20— a8 L —na8 1 X,

8 Sin— X8 X1 —208¢ S,
S/ ' el

. v . 1 ¥ . “ ol 5

b’ O e dl /l A-,-:‘ T ‘41‘: M -)4 ‘,&- hl r‘ bl

I i< L. 0

Rapportée au tétratdre définissant les coordonnées %, 7, ¢, 0, cette
surface du troisicme ordre a un point double au point A, ¢t sa sec-
tion, par le plan 0 == o, est précisément la jacobienne cherchée des
trois coniques du plan Py; en multipliant la deuxiéme ligne du déter-
minant précédent par 48, la troisicme par 48, etse servant de I'équa-
tion

22 48, Si=o,

on peut mettre I'équation de cette jacobienne, dans le plan 0 =o, sous
la forme

— X, 4518 —2(0Z, —5)f{—28 ‘

~~/1A/S1'Il Lli _2((—)/1‘\“1""811
(O3, A8t AS,E (B 5)f— S0 X E+a(0]%— A,
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et I’on constate qu’elle est décomposable en trois droites, obtenues en
remplacant dans I'équation

(9) 38— 2280+ ;A’S,t:c),

X par chacune des racines de I'équation du troisicme degré
(10)  F(2) =83 — (OF, — 8, ) A2 (0’2, — A'8! )% -+ A'S, = o.

Le probleme est ainsi completement résolu; tout point A, de la
courbe I' du huitieme ordre est le sommet d’un tétraedre A, AL AL AL,
et d’un seul; les autres sommets sont les sommets du triangle défini,
dans le plan 0 =P, = o, par les équations (¢) et (10).

6. Ces équations permettent d’exprimer les coordonnées des trois
autres sommets au moyen de celles du premier; ce sont, en effet, les
poles par rapport & X des trois plans passant parle point A, et chacune
des droites (9); chacun de ces plans a pour équation

! ’ e

PR A A
(11) 23,6 —GA8) 0+ 45 i y::,(/. - ,)o

et 'équation tangentielle de son pole par rapport & 2 s’obtient en rem-
placant respectivement z, y, z, ¢ par u, ¢, w, r; il en résulte que les
coordonnées d’un sommet tel que A, sont fournies par la formule

v

I Q Al
(12) =aa(b - c-d)E -~ haS{h+ 4 é—-wb' -+ X (7. -— A )7

2y al ).

. 9 By Ly
ct par des formules analogues pour ')l:—‘, =2, 2.
’ 1

Les coordonnées des plans des faces sont fournies par des équations
identiques aux précédentes; celles des arétes s’en déduisent immédia-
tement; une droite telle que A, A, a pour coordonnées

Gad |~
A ‘
y

Jbd

g A=(b— (:),yl:Al e (g ) Xy - 480
) B - ((: e (/);1,7-1‘ 9,(/; - ([)};l .|_/l5’l }o-be Baen B, ’,

(13)

.
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les trois aréles issues du point A, étant ainsi déterminées, les trois
autres sont leurs conjuguées par rapport a I, et il suffit de changer
AB, G P, Q, Ren P, Q) R, A, B, C pour avoir leurs coordonnées.

7. Lesrésultats précédents se présentent sous une forme plus simple
en exprimant les coordonnées du point A, en fonction d’un parametre ;
les points de la courbe T" sont donnés par I'intersection des trois qua-
driques

Z42p,8'=o,
o 2

34 2 8=o,
1

T =0,

lorsque g, varie; ce qui donne pour déterminer les coordonnées du
point A, les formules

S at (b e)e—d)(d— I/)Ipla—— %ffm{ -2 (b -4 ¢ A= o) l,
. o1

' Y b(e—~d)(d—a)(a—c) [Pl’ - %(,i(ﬂ 4 ab(c4d 4 “)] ,
- g .

1

A chaque valeur de g, correspondent huit points de la courbe T,
formant par rapport au tétratdre de référence primitif une figure
analogue & celle des centres des spheres tangentes aux quatre faces;
chacun de ces points est le sommet d’un tétracdre défini par les équa-
tions suivantes, déduites des relations (ro) et (r2) par I'introduction
du parametre p,,

(10)' @ (D)= AW =t (200 4 Ap? )it 4 (207 4 AT) D+ Alpi o= o,
Zi . , aly oa Py A
(12 o 20(b -+ ¢ A~ d) ~ 2?1. -2 A e + o

ou (¢ =2,3,4) sont les trois racines de I'équation ¢ (1) =03 &
chacun des huit points fournis par (14) correspond ainsi un tétraedre,
les sommets des huit tétraedres formant quatre figures analogues &
celle que déterminent les huit points A,
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Si I'on considere le groupe des huit tétravdres associés, les sommets
A., A,, A, sont déterminés par des valeurs p., p,, g, du parametre p
G . . 28; . ,
lides & p, par unerelation simple; comme on a p;= — > % il en résulte
'équation suivante, qui se déduit des précédentes,

)‘1':P1Pi (5.22739 5,l)y
de sorte que gy, g3, ps sont racines de I'équation bicubique symétrique
(15) Aptpi(pit+p,) - 20ptpi~-00'pp + A (pi+py) = 0.

On peut remarquer que si Uon a caleulé une racine p, de cette équa-
tion, les deux autres ps el py sont donndées par une oluaflon a coelli-
cients symétriques en g, et p,

(16) Appipo(p -y pa) + 20pppy— Al 0,

8. Iéwraédres limites. — 1ls sont de deux sortes :

12 Si l'une des racines py, py, p, devient égale i py, sans étre nulle
ni infinie, g, est une des racinos de | (5(1[1.1“011 discriminante

Aptet-Op* + O'p 4- Al =0,

et a l'une des valeurs —a, — b, —¢, —d; si 'on suppose par exemple
0y = pa== — @, on a alors

iz (= b)Y (a—c¢)(a—d)(b=—c)(c—d)(d—10b),
yi=m (b —a)y(a—c)(c—d)(d—a)(c-t+d),
si==c(c—a)y(a—0)(b-—d)(d—a)(h~+d),

e d(d—a)(a—0)(b-—c)(e—a)(b--c),

ou bien

23 bt
- (h—c)(cw-d)((l-—- /)) - l/((, e (l)(( +d)

/2
(:((J-—«[))(d—{—-/}) (/)—-c)(lz-l-()

mais, bien que p, soit égal & p,, les points A, et A, ne sont pas confon-
dus, car les formules (12) donnent
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mais on a &, = o, &, = o, de sorte que les deux sommets A,, A, sont
dans une face du tétraedre de référence, et le point A, est conjugué
de A, par rapport a cette face et au sommet opposé; les huit tétraddres
se réduisent & quatre tétraedres doubles.

2° Le cas le plus important est celui ol p, est nul ou infini.

Si p,== 0, une autre valeur p, par exemple est aussi nulle, p, et g,
sont infinis; les points A, et A, sont confondus en un des huit points
de rencontre des surfaces X, S et T', et les points A, et A, confondus
en un point correspondant, intersection de £, S et T’; on a alors

e %

—-— P ’), S
(1)-—:(,)( ¢ — J)“(We’c’ :ﬂ'/')ﬁ) T (a—c)(c—d)(d—a)

- S

Ho"Y

::.2 LZ
T e S— —_— ! e o e l,._.....,»_ i
T (a—b)(b—d)(d—a) T (a—b)(b—c¢)(c—a)
Ly B L Yo=Y By== 5y, b=,
Py, = A, V= Y= by, By 5,7 €5y, Ly== l,= dt,

Le tétraedre se réduit & deux droites simples A A,, A A, el i une
droite quadruple A, Ay, que I'on vérifie étre une génératrice de la sur-
face X.

On a ainsi huit tétraedres limites dont les droites quadruples con-
stituent huit génératrices particulivres de X, limitées aux points ol
elles rencontrent les surfaces S et S auxquelles elles sont tangentes.
Chacune de ces huit génératrices est rencontrée par quatre autres aux
points ot elle perce les faces du tétracdre de référence; par exemple,
celle qui est issuc du point (2,, y,, 5,,¢,) rencontre celles qui sont
issues de (—x, v 5, 0), (%6 — Y520 0), (X, Y — 5, 0,),
(%, y4» 3, — t,); il y a donc quatre génératrices d’un systeme et
quatre de 'autre.

Ces résultats s’obtiennent aussi géométriquement : si A, et A, sont
confondus, le plan A,A, A, conjugué de A, est tangent & 2, ¢t A,
appartient i cette surface, donc est un point commun & X, T et Sou 8.

S'il est sur S, A, A, et A,A, sont dans le plan tangent & X, et aussi
dans le plan tangent & S; elles sont des lors confondues et, comme
elles sont conjuguées par rapport 4 X, elles constituent une génératrice
de cette surface, tangente & S en A, et & S” en un point oll sont réunis
A, et A,; on peut ajouter que A, A, est la tangente & la courbe T et est

Ann.,de I’ Fe. Normale. 3¢ Série. Tome X1l. Dicempre 1895, 48
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Uintersection des plans tangents a4 S et T, de méme Ay A, esl tangente

aSetT;leplan Ay A, A\, estle plan tangent i Zen A, etle plan A A A,

le plan tangent 4 X en A, .
Comme il y a quatre génératrices de chaque systeme de X tangentes

a S, il y a huit tétragdres limites.

I1.

9. Le résultat le plus important des recherches précédentes est la
relation

(15) Aptpt(pip1) +20pfpi+ 20 pip -+ A (pid-py) = 0,

qui existe entre les paramétres de deux sommets d’un tétraédre; nous
allons en déduire une représentation de ces parametres au moyen de
fonctions hyperclliptiques.

La relation précédente est de genre deux; la courbe représentative
se transforme en une courbe hyperelliptique & 'aide d’une transfor-
mation Cremona; si 'on pose, en effet,

pipi=X,

gs et ont une somme déterminée par I'équation (15); ils sont racines

de I’équation
L 2(0X:0'X)
pu-,*, .A.“‘A.:.sz_*;‘A/ p f X 0,
et ont pour valeurs
__(0X: 4 0'X) &= yR(X)
P= TAX:4 AT 7
ou
R(X) = — X(AX? A/ )24 (OX24 0/ X )?

e X (X = @) (X = b2 (X — ¢2) (X — ?).

e s’exprime ainsi par un radical portant sur un polynome du cinquieme
degré; on peut poser

X=pips,

V= VR(X) = ps (Apipf + A) + (0p7pi + 0'pi0),
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ce qui fournit une transformation rationnelle réversible; on a, en effet,
inversement
Y —0X2—0'X —Y—0NX*—0'X
(17) L= AN A pi= A .
AX#4- A ANX?+ A

et la courbe primitive se change en la courbe hyperelliptique
(18) Yoz — XN — @) (X = 02) (X — ) (X — d?).

Construisons la surface de Riemann i deux feuillets sur laquelle est
représentée la fonetion Y; elle a comme points de ramification les
points o, =, a*, b*, ¢? ot d*.

Nous supposerons dans ce qui suit que les racines a, b, ¢, d du dis-
criminant sont réelles, deux positives et deux négatives, de sorte que
a*, b*, c*, d* sont positifs et que les racines de AX? -+ A’ == 0 sont ima-
ginaires, de la forme == ¢ \Jabed; les raisonnements s’appliqueraient
au cas général, sans modification sensible, mais la figure est plus
simple dans le cas particulier considére,

de trace les coupures (o, ), (b2, ¢*), (d*—») (fig. 1) de la

Fig. 1.

T S |

méme manitre que celles qui sont indiquées dans le savant Mémoire
de M. Appell (*), p. 87 et 89. '

Ce seront les lignes de réunion des deux feuillets, et je rends la sur-
“face simplement connexe par les coupures a,, a,, b,, b, ¢t ¢;; en

(1Y) AppELL, Sur les intégrales des fonctions @ multiplicateurs ete. Mémoire couronné
par 8. M. le roi de Sutde (Acta mathematica, t. X1I). -
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convenant de prendre le radical R(X) réel et positif sur le segment
(0, — o) du feuillet supériear, on a sur 'axe oz les valeurs suivantes
du radical, ot S’ désigne une quantité variable, réelle et positive :

Feuillets
supérieur. inférieur.
2y O s — 5
O @2 —is s’
@02 —g g
b2, €20 e (s — 8
A A g’ -8
A2 A= i S — i

X X
dX "X dX
= k) W, = ——

L}

les modules de périodicité A et B le long des coupures a et b s’ex-
priment par des intégrales définies prises sur le feuillet supéricur,
et sont

[

- N
Agy == zf AW, ==— A, Ap=2 / dW = I\,
L% v 0

o e
B, = 9[ A B, [;12-“:.“.2/ AW,;=-— B},,

0

o ot
Am::::),f AWy=-—IA),, A“:_-.:'),/ dAW,= IA},,
o/ [ 0

l* )
By=» f AW,= B, By=2 / AW, = B,
D 0

il

ot les lettres accentuées désignent des quantités réelles et positives.
Les intégrales normales sont

X o v
wy== kWi ky, W, ::f &Lj:__/‘v;?i,)ﬁ 5 .

0

<01
wyz={, W, {, szf it
O

(1) NeuMANN, Forlesungen iber Riemann's Theoric der abel’schen Integrale. Com-
parez pour ce qui suit 2¢ édition, p. 248 et 360.
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ou
D /:'] == 'Tfl.j\._)_z, D/fz: - ‘EiA“z,
])[l :‘:——TEL'AQ_“ Dll: T‘.'l‘A“,

D =AAn—ApA,,
et ont pour modules de périodicité

. . A»mB| - [\1»]}»\ .
1y == T, Ay 0, by =mi -“~“—~ij)~--———:~-1-, by=mi 1,

hA_n B:’AT ALB,
D

. Ay By —ALB Ay By — Ay B,
3= 0, tp=mi,  by=mionPuT AnBu o, A B — 4y By

b D

Enintroduisant les quantités A" et B’, on constate que les modules &
sontréels, et, en s’appuyantsur ce que la forme b, x*+ 26,2y + b,,y*
est constamment négative, on trouve que £, et /, sont des quantités
réelles et positives, £, et £, des quantités réelles et négatives, résultat
analogue & celui de M. Appell (Mémoire cité, p. go).

Les valeurs des intégrales pour les points de ramification sont (Neu-
mann, p. 360) :

w (o) =zo, sw,(0)  ==o,

wi(a*) =2o, wy(a®) =—=— zr;i’

(b)) = %;M, %W)s—?+@;%
Wy () e 752_‘ - Qﬂ'_j‘_filj s wy(c?) == g -+ ?ﬂ:é'_’i‘f‘},
wy(d?) ‘~~-~‘—-7—1£-— -/);L; wy (d?) =— EZ—[-— l%;
(o 0) = 22, iy (—o0) = 22

T b
K,z 0 (— o) — vy (¢2) — wy(a?) = > —5’-1
, . by
Koz wy (— o) — wy () — wy(a) = — >’

el ce sont précisément, puisque p = 2, les constantes qu’il faut ajouter
aux intégrales w, et w, pour appliquer les formules d’inversion; on



(Ny— ) (Xy—d?) =\/(*— &) (@ — &) |/ — 6l*(/fz"-"4?l’)
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pourra donc, en remarquant que 2K,==o0, 2K,=o, appliquer immé-
diatement ces formules, en posant

o (X)) (X)) + 2Ky = w0 (X)) = (X)) =4,
o Xyp) + wy(Xy) + 2 Ky= w0y (X)) + 1wy (X)) =ty

X, et X, sont fournis par deux des trois formules suivantes (p. 374) :

5 b /), i R »
(, pluthe T bt b
2% 2

2

"1+~* S Uy -

[~
52

< Wi by by /)_._,,_J_F/};)’
2

wl by Tl by
Uit =y —

)

(X,

N —a*) (Xy— ) :__,7; (0*— ) (d* = a*) i >
X » I) & ’«z( by by
wd

Uy~ }-—- +~-7 i, —|—~—)

...... I 52 0, byy ty -t T l)”>
| — ) (Xy—c?) \/ _-(1\/ (el —¢*) : b ke
- ) (Xy—b?) DE(di—1*) .'72(11, L f_;ﬁ, Ly~ Zif . /“_’)
\ 2 2 2 2

Nous emploierons la notation des caractéristiques de Weber ('); en
donnant aux limites X, X, des valeurs égales & o, a®, 0%, ¢*, d* ou — ez,
et faisant usage des relations entreles (ormlmns 7 pour des arguments
quelconques et des arguments nuls, on peut exprimer rationnellement
les radicaux, et déterminer a2, 6%, ¢ en fonction de «*; on obtient

.
32(01 a0
® 00) 1o/

— T et
2
17 5 00 el © 0\
00 10
50 N\ g 10
bt 1o 00
A R 17

(00
:A
10

eaf10
g
c 00/

dr (o 0
S

00

-

'>

\_)\_/\/\_//\/
w U
P

ey
1y
00

(1) Consulter, & ce sujet, Knazer, Theorie der aweifachunendlichen Thetarciher, en
particulier les formules (IT), p. 41, (1II), p. 43 ct 47.



SUR LES TETRAEDRES CONJUGUES PAR RAPPORT A UNE QUADRIQUE. 383

ol les arguments sont nuls, et en outre

3.»(”’>er<°l ca(0 1Y =, lo)(
- I° g ¢
‘(l"z - 00, (e} I o, ? 10, llu))
74 (00N ey (0O (1IN o, /11 ’
T J? 72 J? (e, uy)
00 1o 00 10,
AN
e/ 10\, /00\,.,/00 10
.33( )742 72 2 )(u,lul)
} 01 o1 [ 11,
P . , R
eo/[O01\ o,[/01 11\ o,/11
52 7? 72 T? (2eg 1)
00 10 00 10
- 1o\.,/00 11 01
, , 5‘“’( )3'2( 3“( F? Uy Uy
(X — %) (Xy— 0%y o1 01 1 I (yus)
d? (00N ey (O (1O o,/ '
I T 7* F? (g uy)
00 10 00 10
(10 ,,(oo ,(Il>,<’0|
oy =2 o) oF)
> B § o ) ] ] Uy Uy
(Xy = e2) (X, ¢2) (0 |> V1T . 01 (wu)
Ao B SO G A A
A e s [00 L/ LON o, /O1\ o, /11
.7‘( o I .7‘( (e ay)
10 00 00 10
- ()o')m<00‘,.5 11 ,.7(11
. , F* T 2 J* Iz
(X d®) (Xy— dd?) (ul 1t Y1 O T (1)

3

W

a .
ol : . ) e oy 00 ey (11 le 1
I = g (wyuy)
00 10 00 10

les fonctions dont les arguments ne sont pas nuls sont les six fonc-
tions T impaires (').

L. Cela posé, pour exprimer g, et p; en fonction d’un paramétre,
on supposera X, X, == 0, ce qui établit entre «, et u, la relation

(r9) 3(i2>(“1“2):0a

la variable restante X non nulle s’exprime en fonction hyperelliptique
de u, et u,; Y est une fonction uniforme de X sur la surface de Rie-
mann; les formules (17) donnent alors p, et p; en fonction des deux
parametres w, et w, liés par la relation précédente.

(1) Les premicrs membres peuvent aussi s’exprimer au moyen des fonclions s. Con-
sultez Sravvr, Lhetafunctionen zweier Verdnderliche ( Mathematische dnnalen, Bd. 24,
p. 281).
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Au lieu de calculer Y en fonction de u, et «,, il est préférable d’em-
ployer le théortme d’Abel. Coupons la courbe hyperelliptique

Y2 X (X — a@2)(X — 0) (X — ) (X —d?) =0,
par la courbe représentée par I'équation (r7),
Y=0X*+0'X +p, (AX? A");

il existe deux points communs fixes, quel que soit p,, donnés par
AX?® 4 A= o, et trois points d'intersection variables dont les abscisses
sont données par

(20) AXP - (p7TA - 2pO) X - (A 420, 0")X - piA == 0.

C’est précisément I'équation (10)” dont les racines sont les valeurs
has Ay, A, qui nous ont servi & déterminer les sommets A,, A,, A, du
tétracdre en fonction de p,, et satisfont aux relations A; == p, ;3 nous
désignerons encore par Ay, Ay, A, les abscisses fournies par I'équa-
tion (20). Cesont des fonctions de g, qui, pour p, == o, se réduisent
respccil_ivcment Ao, L'\/N et — 1.'\/57 et, pour p, infini, se réduisent &
w, iyA" et — [y/A'; mais si Uon se reporte i "équation (17), et si Pon
fait varier X d’une maniere continue depuis une valeur réelle négative
jusqu’a Pune ou Pautre des valeurs == iyA’, on vérifie facilement que,
pour que p, devienne nul, il faut faire suivre & X des chemins situés
sur un méme feuillet de la surface de Riemann, et pour qu’il devienne
infini, il faut faire suivree i la variable des chemins situés tous deux
sur l'autre feaillet.

Cela posé, le théoreme d’Abel donne, en faisant varier g, & partiv de
zéro, ot prenant les points daffixe == ¢y/A" sur le feuvillet convenable,

VA 2 b
/ dw, _,*_/ iy —l—f dyy=2 0,
0

YiVE Y
e e oy

/ dw, + / dw, -+~/ dw,=: 0,

vo YiyA —iy A
ou hien

ha W ha 0 )0
(21) ] (lwl—l-/ clwxwt—[ vy ,.‘/ d‘vl-—-—/ div,,
“o v vo iVA —i VA

et de méme pour duw,.
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Faisons maintenant varier p, par une suite quelconque de valeurs
de o 4 oo, en évitant cependant les valeurs qui annuleraient le discri-
minant dc I'équation (00) et les valeurs —a, — &b, — ¢, —d, pour
lesquelles 'une des racines Ay, Ay, A, est égale ha®, 02, c*oud® (n°8);
pour p, = o, I'une des racines est nulle ct les autres égales i == ¢\/A
sur un certain feuillet; pour g, = =, I'une des racines dewent infinie,
les deux autres ¢égales & == yA’ sur un feuillet différent du premier;
pour cette variation de g, on a, aux multiples pres de périodes simul-

tanées,
[ N W0 W0
wy(—) == — —);’—i = — 2( dyvy -+ [ divy ),
' AN YA
/45) *
9y (— ) = — );: = — ?(/ v, —1—/ iy, )
W

ol les seconds membres ont la signification qu'ils possedent dans
Iéquation (21); on en déduit qu’on peut remplacer cette dernitre el
I'équation analogue par

i)": .7".! /e {)
/ iy - / vy - / dyyy - ‘7'1' = 0,
. 1

“0 ) 0

oy T g b
/ vy »|~~/ dsv, »|—/ diyy -~ =0
) ] /0 “

En introduisant Ia limite A, = o, posons

o o D ’ .

/ o Z , l F— 12
sy | -4~ Ay = uy, asyy - dyy=—u;— ~"

( ) “0 0 0 0 -

29 . . o .

o s Ja s Doa
/ iy - }--/ vy =z 1Ly, [ (lmﬂ—i—/ dwy=— tty— —=;

i

0 “ 0

0 0

soient F(u,, uy) et ®(u,, u,) les fonctions hyperelliptiques exprimées
au moyen des fonctions ¥ et donnant le produit et la somme des limites
des intégrales, d’apres les formules d’inversion du n® 10; on aura

- 5 b b
[ o= Flam),  B= (—a— G — =),
(23) |
b by
( Do Ry == Dy == D (g, 10y), dy+d =@ ("‘ Uy — 7:‘2" — Uy 7:—) )

Ann. de UEBe. Normale. 3¢ Série. Tome XII. -— Diécemnre 1895
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On a ainsi, avec la condition F(u,,u,) = o, identique &

1o’
7 Uy, Us) ==
(”)}( 1712) 0,

les expressions de A,, A, et A, cn fonction des deux variables «,, «,
liées par la relation précédente; pour obtenir les valeurs des para-
métres p au moyen des mémes variables, nous remarquerons que I'é-
quation (20) donne, entre les coefficients et les racines, les relations
cApt - 20p = A( Dyt Ay - 1),
(24) 5 20 oy - A A2y T dy - Dy ),
Aot = Ady Dy

[J¢limination de g, entre ces équations conduirail aux expressions
de h,h, et Ay -2, en fonction de Ay ou de w, et w,; elle donnerait lieu
aun théortme particulier d’addition des fonctions I et @5 'une des
Gquations précédentes donne py lui-méme; on a par exemple

/ by, I/
\ 20 o - A= A (g, o0, ) D (—— Uy~ ~»~’,'“<, iy —)/“1>
» ) \ 3] |
(V)")) ( A [; /'I‘.! /",!‘.t‘
( b= ( o, — /|; — /l>

Remarquons en passant que, st lon fait A, == o, u, et u, sont nuls;

onag, =0, hy=10yA, L =— /A, de sorte que 'on peut éerire les

relations particulitres

— Oy by \ by by
”'”‘”(”““ £ >"<4 7 )

0o Do /] 7%
D B e % 22N e 12, 222
A,.-A_l( 0 4),_l<4,4>,

F et @ étant des fonctions paires s’exprimant par les carrés des fone-
tions T impaires.

Ayant ainsi exprimé p, en fonction des deux variables «,, «, non in-
dépendantes, on a

p— 7'2 g == 7'3 g,
[y T L3 , =
P2 Pl’ ("“Pl, 4 ~P1

et les équations (14) et (12) donnent tous les éléments des tétraédres
successifs en fonction de w«, et w,. On peut ajouter que, pour u, = o,
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u,=o0, on obtient un tétraddre limite ol les sommets A, et A, sont
confondus (n°§).

Dans les formules (22) et (23) A, désigne 'une quelconque des
trois racines A,, A,, A,; cela signifie que, si 'on cherche & déterminer
un couple de valeurs de variables satisfaisant i I'équation F(w,, u,)=o0
et 4 'équation (25), oli g, est supposé donné, on trouve, aux multiples
pres de périodes simultanées, trois systemes distincts que j'appelle
(g, uy), (045 04), (ry, ry), tels que Pon ait

dy== D (uy, wy), dy =D (0, 0y), b= D (ry, 1),

de sorte que
D(ey, wu, Doy, 0, D(r,r
{32 — e LR .:..) 3 P"‘ — .‘._(_,1_1.) 5 P'ﬁ — _.,.._.,_.'_._."_.) .
1 Oy f1

ils satisfont, d’apres le théoreme d’Abel, aux relations

an :
Uy A= Py = T2 0,
i
by,
Uy == g == 1"y ~= = T2 0
4

et donnent lieu & des identités que L'on obtient en comparant les
valeurs des seconds membres des ¢quations (24) pour chacun des
trois systémes de variables.

12. Soit (u,, u,) un couple de valeurs des variables donnant licu &
une valeur de g, tirée de I'équation (25) et a des valeurs correspon-
dantes de Ay, &,, A, tivées de (23); jappelle A, A,A A, le tétraddre
ainsi formé, ol A; correspond & p;; en réalité, il existe huit points tels
que A, et huit tétraédres, mais on ne peut les séparer les uns. des
autres dans le calcul actuel.

Je cherche un systeme de valeurs («,, u,) tel que la valeur g} corres-
pondante donne pour A, un point confondu avec I'un des huit som-
mets A, des tétraedres précédents; si A est confondu avee un de ceshuit
points, le tétraedre A A, A} A’ est identique 2 A, A, A, A, cav chaque
point de la courbe I'" est le sommet d’un tétragdre et d’un seul; parmi
les trois couples de variables (&), ), (v, ¢,), (r,,7,), je choisis celui
pour lequel A} se confond avec A, et A}, A, avec Ay, A,; je suppose
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que ce soit le couple (u,, «,); alors, d’apres la maniere dont p; s’ex-
prime au moyen des coordonnées de A;, on doit avoir

’

L, [ [
P17 P2 Pa=P1> 3= 3 Pr = Pa>

de sorte que

K== pip =t

By = PPy = papss

Ky == PP = papae
De Tégalité A, = A, résulte que F(u,, ) et O (u), w,) ont les mémes
valeurs que F(w,, u,) et ®(u,, u,); il en est de méme des carrés de
toutes fes fonctions T impaires, qui peuvents’exprimer au moyen de F
et @; done on doit avoir, d’apres un théoreme connu ('),

I —— - ’ P
==k g, w, == uy,

les signes supéricurs ¢tant pris ensemble, ainsi que les signes infé-
rieurs; on doit prendre ici

) =y, Uy =t ety
Les deux autres équations donnent
P L 7-:}: )-Zl.)-fr o A/-_:
R T p CT AT,
- Ay(hy-t-20)  — A (1)
ry = Y=Y PR ST el 5 " L TN, ALY,
3 ) Pl(r’-‘ p') P-‘A A/\;; )’.r, ’

.

T /I” /},32“ N llw I’zg e AT2
Az | <l(1 e "7‘“‘7 Wy = '7") I <~—~ Uy = *7{“7 e g —a-“) == A y

A(l)(/q — ///:2 » Uy = /)/:5> I (—w Uy = Q/"!; e Uy %:3>
|

\

2% n

" ! 12 22
= Al D <~—-— Uy -~ W Uy — 7'«)-
Ainsi done I'un des couples de variables relatives au sommet A, du
tétraedre primitif est égal & (— w,, — u,); on verrait de méme que
si (u), uy) est le couple correspondant au sommet A,, tel que si

(1) Knause, Die Lransformation der hyperclliptischen Functionen, p. 68.
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A=A, onait Aj=A,, il est donné par

" I
ui=—y, Uy=— ¢,

et enfin si (u7, «,) est le couple correspondant au sommet A, tel que
A=A, A;=A, il est donné par

" "
WUy == —1I, Uy ZZ— Iy,

La relation bicubique (15) entre g, et p; peut alors s’interpréter de
la maniere suivante :

F(w,,uy) et ®(u,,u,)étant les deux fonctions hyperelliptiques dont
on a parlé, il existe trois couples de valeurs des variables satisfaisant
aux relations

Fuy, uy)=o,

a0 0y - A= AD (g, uy) O — vy — _1)1_2’ — Uy~ 2%
G j

“+ A l’<—— u, — -b-[:—z; —y — -]%5>>
et donnant & ®(u,, u,) des valeurs distinctes; si (w,, wy), (91, 95)
(ry, ry) sont ces trois couples, on aura les trois racines de I'équation
bicubique en remplacant (w,, w,) par (—u,, —uy), (— 9, —¢),
(—ry, — ry) dans la valeur de p,.
En d’autres termes, la relation (15) résulte de I'élimination de
(uy, uy) entre les trois équations

lf‘(m, us)=o,

200+ A== AD (uy, uy) d’(—- Uy — 9—:3, —lfy — —b—2—2>
A F(——- Uy — .[i‘l, - ——>

20/ p; -+ A= AW (— wy, — uy) (I)<u1—— %?’ Uy — %3)
)

-l-AF(lli—- %1—2-) uz——fl-



