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SUR

LES T É T R A È D R E S C O N J U G U E S
PAR RAPPORT A ONE QUADRIQUE,

ET DONT LES ARÊTES SONT TANCyENTES A UNE AUTRE QUADR1QUË,

PAR M. H. VOG-T,
M A I T K E OE (K:)NFlhŒN(;KS A L,V FACULTÉ DES Sf31ENOES DIS NANCY.

L Pour que deux quadr iques jouissent de la propriété qu' i l existe
un tétraèdre conjogué par rapport à l 'une, et dont les arêtes sont tan-
gentes à l 'autre, i l est nécessaire, comme on sait , que l ' i nva r i an t
appelé $ par M. Salmon (1) soit égal à zéro; les démonst ra t ions que
l'on. a données pour montrer que cette c o n d i t i o n est suff isante sont
incomplètes ou trop compliquées; de plus, elles n ' i n d i q u e n t pas le
nombre et la nature des arbitraires qu i subsistent dans la dé te rmina-
t ion des tétraèdres répondant à la quest ion, et n'en donnent aucune
propriété.

Je me propose de reprendre la question à un aut re point de vue ;
nous verrons que <1> == o est la condit ion nécessaire et suf f i sante pour
qu ' i l existe un tétraèdre au moins jouissant de la propriété énoncée,
que ces tétraèdres forment une simple in f in i t é , et que le l ieu de leurs
sommets est une courbe gauche du hu i t i ème ordre; les coordonnées
des points de cette courbe, a insi que les éléments des tétraèdres, s'ex-
pr iment au moyen d 'un paramètre variable. L'équation qui existe
entre les paramètres re la t i f s à deux sommets différents d 'un même té-
traèdre étant de genre deux, on est amené à les exprimer en fonction,

( 1 ) SALMON, Traité (le Géométrie cmaïf tique à trois dimensions, traduction C H E M I N ,
Ï110 Partie, p* a5'2 et suivantes.
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quadruplement périodique de deux variables, reliées par une équa t ion
part iculière.

L ' in t roduct ion des fondions hype re l l i p t i ques de genre deux s'est
présentée dans plusieurs quest ions, no tamment dans l 'étude de la sur-
face de K u m m e r , qui, a fa i t l 'objet de n o m b r e u x Mémoires de Cayley,
Borchardt, Weber, etc., dans celle des lignes géodésiques de l 'ellip-
soide, étudiées par Weierstrass. Le théorème d 'addi t ion des intégrales
hypere l l ip t iques a c o n d u i t M'. Staude à une étude du système des tan-
gentes communes à deux surfaces liomofocales ( < ) ; les coordonnées
des points de l'espace sont alors exprimées en fonc t ion de quatre va-
riables dont deuxsont reliées par une é q u a t i o n . L 'é tude des tétraèdres
d o n t il est question dans cet ar t icle , f a i t e au moyen des f o n c t i o n s
hypere l l ip t iques , semble être une généra l i sa t ion des recherches de
Halphen sur les relat ions h i q u a d r a t i q u e s entre d e u x variables, et les
polygones dePonccIe t inscri ts dans une con ique et circonscrits a u n e
aut re (^). 11 montre q u ' u n e relat ion h iquadra t iq iH: î expr ime la r e l a t ion
q u i existe entre/(^) et / { a 4-^), osi/ est une f o n c t i o n doub lemen t
périodiqu.e et u^ une constante; nous rencontrerons une relation b ien"
biqoe qui en est la général isa t ion, el que l'on peut in terpré ter d ' u n e
manière analogue; on peut l ' ob ten i r en é l i m i n a n t deux variables ent re
trois relat ions oïl entrent des fonctions Ilyperell iptiques de ces deux
variables.

1.

2, Soient deux quadr iquesSe tS ; en les rappor tan t a l eu r tétraèdre
conjugué commun , on peut écrire leurs équa t ions £ ̂  o, S == o, ou

^^^^-j8^-^2-^1^,
S — ax2 4- by^ 4" CZ1 + d^.

Le discr iminant de S -+- }i2 est
A (5,) = A}.4 -h- ©P + W .+• ©'À + A^

( 1 ) STAUDE, Geometrische DcuUmg dur Jdditioiisthcorame cler /tJf•pcrcUiptisc^^ eit. îrite"
grcdo^ (HC. ( MeUhaincuische Anfuilcn^ Bd. â2, p. î et î45. )

(^II^LPHEN, Tmité de^ fonctions elliptique.^ ï^ Partie, Chap. IX, p. 3^9, ôl Chap. X,
p. 367 , 1 '



SUR LES TÉTRAÈDRES CONJUGUÉS PAR RAPPORT A UNE QUADRÎQUE. 365

OÙ
A:-:i,
0 == a -4- b 4- c 4- ci,

<!> -r rt^ 4- ac -+-• <^ -4- ^c -4- cd 4~ &<:/,
("̂  ::,:.= ^CY/ 4- ffc^/ 4- abd 4- a^c,
A^a^W;

ce sont les i n v a r i a n t s des deux qiiadriqucs; en fo rmant les équa t ions
tangentielles S^ :=o, S i = = o des deux surfaces, les quadriques inscri tes
dans la développable q u i l eu r est circonscrite ont pour équation tan-
gentielle Si + AS, == o, e(, pou r équa t ion ponctuel le (SALMON, loc. cil,,
p. 273} :

A2^ •+- ?. AT -h y^T 4- PA^S ̂  o,
o ù

T^a(bc+cd+ bcl).^
+ À» (ac -4- ^^ "•{"• cd)^ -h 6" ( ff/^ 4- ad -h <W) .c'2 4- d( cib 4- (^^ "-{- bc)^,

r -̂= a ( b 4- c 4"- ^) ̂  -h ^ ( ̂  4- c 4- ^)j'2 •4~ c ( a 4" ^ 4- d) J'2 + <?/( a 4- ^ 4- c ) ̂  ;

T et T' sont 'Ic^ deux covariants ponc tue l s des deux quadr iques . On
sait que, si d ' u n po in t de Fespace on circonscr i t u n cône à cîiacune des
surfaces S et S, le second sera l i a r m o n i q u e r n e n t inscr i t dans le premier,
si les coordonnées du sommet commun s a t i s f o n t à l ' équa t ion T = o;
il lui sera I i a r m o i l i c j u e m e n t c i rconscr i t si le sommet est sur la surface
T == o.

Nous désignerons en f in par S' la q u a d r i q u e polaire réciproque de S
par rapport à £, et nous écrirons son équa t ion S'^ o, où

„,, .y;2 ' y 2 ^ r2

S' = —- 4- "r + 1"-1 + •-7 •a b c d

Cela posé, supposons qu ' i l existe un tétraèdre A - ^ A ^ Â g A^, conjugué
par rapport à S, et dont les arêtes sont tangentes à S. Les cônes de
sommet A^, circonscrits à S et S, sont tels que le premier est capable
d'un triedre conjugué par rapport au second; leur sommet A< doit,
dès lors, se trouver sur la surface covariante T==:o; mais, d 'autre
part, si l'on transforme la figure par polaires réciproques, relative-
ment à 2 comme surface directrice, le tétraèdre se transforme en lu i -
même, et ses arêtes sont tangentes à S'; au t rement dit , elles appartien-
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nent à In congruence des droites tangentes à S et S'; les sommets
doivent alors se trouver sur la surface covar iante T^ ana logue à T,
formée au moyen (le S et S', et ayant pour équat ion r\" = o où
T" = Çbc 4- bd 4" cd) ,z"2 4- (ac -4- ad •+- cd) y2 4- [cib "h ad 4" bd)^ 4- (a b 4- ac 4- ^c) ̂ 2.

Si l'on remarque que l 'on a i d e n t i q u e m e n t
r 4- r' = ̂  ( -2?2 + y2 4- .s2 -4- ̂  ),

on, voit que, si <I> == o, les deux surfaces T et T' co ïnc iden t et forment
un premier l i eu pour les sommets du tétraèdre A^A^A^A,,; au. con-
traire, si. <& n'est pas n u l , les seuls points c o m m u n s aux deux surfaces
T et T' font partie de S; les seuls tétraèdres r épondan t a la quest ion
auraient leurs sommets sur cette surface S, el n 'exis tera ient plus. On
en conc lu t que la cond i t i on ^ == o est une cond i t ion nécessaire pour
l 'existence d 'un tétraèdre con jugué par rapport à £ et ayan t ses arêtes
tangentes à S et, par sui te , à S'.

3. En supposant désormais <1> === o, les sommets du tétraèdre do iven t
être d'abord sur la surface T7, mais remplissent u n e a u t r e c o n d i t i o n .
Soient, en effet, (,r,iy^.i^) les coordonnées d 'un sommet ; ce sont ,
en même temps, les coordonnées tan^entiel les du plan de la face
opposée, conjuguée du sommet par rapport à S; ce plan dé te rmine ,
dans T et S, deux coniques tel les qu ' i l existe un t r i a n g l e inscr i t dans
la première et circonscri t à la seconde; on, sait que la cond i l ion néces-
saire et suf f i san te pour q u ' i l existe un tel, t r iangle est que les in-
va r i an t s des deux coniques satisfassent à la cond i t ion

02 — 4 W == o

(S .YLMON, Géométrie plane. Sériions coniques, p. 483).
Les invar ian ts des deux coniques de section de T et S par un plan

de coordonnées z / ^ w r s o n t précisément propor t ionnels aux covar ian t s
tangenliels des deux surfaces; formons» en effet , l ' é q u a t i o n tangen-
tielle des quadr iques du faisceau T^-h ^.S == o; soit

u^ ^
a ( b -h c -h" d + À ) +" ̂ ^Tc +""'̂ "4 Ï̂)

^ ^
c(al4"•;À'4:"<ï"4:"À") + ̂ ^•^^•-^^^•y^ ,-,.-o
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Oïl
91 -+- }.9â •+- ^2 ?3 •4- P ©'.. == o

cette équatiol i ; ses trois racines sont les valeurs de ^ pour lesquelles
la surface T-{- ^S == o est tangente au p lan (^wr), c'est-à-dire pour
lesquelles la section se décompose en un système de deux droites; ce
sont donc les valeurs de \ annu lan t le d i s c r i m i n a n t de la conique de
section de la surface r-4- "AS === o par le plan considéré; on a par s u i t e

œ! _ ?1 __ ?.'î _ ?4

A '"""" © "̂  e7 ~" A73

et la condi t ion ©2 — 4 AQ' == o devien t 9^ — 4 Ç i Ça == û» ('lui se rédui t ,
tous calculs fa i t s , à

c^^- ç,ï^^^ ,.2)â_ ^.(a^^ ^p2-»- cn^-h €lrî}(uî~ -+- •t"2 -h ̂  4- ̂  ==o./ T • \ ci b c ci J

Les coordonnées des sommets du tétraèdre satisfont dès lors à la re-
lat ion

(^.^y^. ,^2^ ^)2__ 4(^,y2^ ^y2,^ ^^2+ d^)^ + ^2 + ̂  + •Ç')= 0.

Nous poserons
W^^-^SS7 ;

nous voyons que les cond i t ions nécessaires pour l 'existence du té-
traèdre A, iAaA; tA/ , sont : :i° que l ' invar iant <& des deux surfaces soit
nul ; ^° que les sommets du tétraèdre soient sur la courbe du huitième
ordre F, intersection des deux surfaces T== o et W== o.

4. Je montrerai p lus lo in que ces condit ions sont suffisantes, et q u e .
tout po in t de cette courbe du hu i t i ème ordre est le sommet d'un té-
traèdre et d'un seul répondant à la quest ion.

Je fais d'abord la remarque s u i v a n t e ; si un point quelconque A^ est
le sommet d 'un tel té t raèdre^ les arêtes issues de ce point appar-
tiennent aux deux cônes de sommet A^ circonscrits aux surfaces S
et S'. Je vais vérifier que pour tout point A^ pris sur la surface T, les
génératrices communes à ces deux cônes vont rencontrer cette surface
r en des points situés sur le plan polaire du sommet Ai par rapport
à S. Soient pour cela ^ji^i^ les coordonnées du point considéré,
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S^ S^, S,, T^ les résul tats de subs t i tu t ion de ces coordonnées dans S,
S', 2 et T, Ci et G^ les cônes circonscrits à S et S', C7 le cône de
sommet A, ayant pour directrice l ' in tersec t ion de T par le p lan P,
polaire de A^ par rapport à S; les équa t ions de ces cônes sont:

(̂  === ( aSi — ce x\ ) .z'2 -l-.. . — 2 abXi y^ xy — ... -:= o,

/„ /S'i ^\ , x.^ j'-i(^ = ~..1 —• —i a?-2 4-... -. a —•— ^y -- • • • ̂  o,1 \ a a2/ ab J '

^"^[a^^rc-^ci)^— ^a^b +c-^d)^]x2^-...
-— a [ a ( b 4- c -h û?) 4- ^ ( a -4- c 4- <;Q] ,t..'i j^ <zy -- . .. ::;;::: o.

Connne on a iden l iquernent

Ci - abcdC, — G"^: T^ Ï ~ <I>[.SIi - (^,y, +yy, + ̂ ^ 4- II; )2 ] =::•: <:),

les [rois cônes font partie d'un même faisceau et ont quatre généra-
trices communes.

Il resterait à vérifier que la condition imposé^i à A< de se trouver sur
la courbe F est sulïîsanle pour que (rois de ces génératrices soient les
arêtes d'un tétraèdre; mais je vais suivre une autre voie; en supposant
simplement que les sommets se trouvent sur la surface T, je vais
cherclierde nouveau, les conditions nécessaires et suffisantes pour que
deux tels points soient deux sommets d'un tétraèdre répondant à la
question, je retrouverai ainsi la courbe F.

Soient A, et Aa deux points de coordonnées x^y^^t^ ^"a7a^2»
situés sur la surface F, conjugués par rapport à S et tels de plus que
la droite I) qui les joint soit tangente aux deux surfaces S et S', c'est-
à-dire soif upe génératrice commune aux cônes C^ C\, (7; en posant

p^-.̂  x^/c 4- y/,yk 4- z f^k •+- 44?
Q/u- ̂  a:]c/,Xk 4- by^y/, 4- es/, s/, 4- dt/, t/,,

(V ^ ^h^'k y/tf/e , ^h^ls t'ht'kVA//— -—---•i 4" - • - . : - 1 1 ' - 1 - 4- -——..- 4- ,..-,—.. y
a b c d

et introduisant les six coordonnées de la droite I),

A = Ji ̂  — z^y^ p r^ Xi ̂  — /i x^,
B = -Si x^ — x^ z^ Q ::= y^ t^ — ti y^,
C =: ̂ yg — y, x^ B -= ^i ̂  — ^ z^
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on peut écrire les condi t ions imposées aux deux points sous la forme

( -i ) ad.^ 4- bcl'y -!- cdC2 4- bc^î 4- ça Q2 •+- ab 1'̂  -= o,
( 2 ) bcp^ 4- caW 4- ^(P4- adP'2-}- bdW --h c^R2 = o,
(3) P,,=cs T^o, T^o;

nous avons vérifié que l 'une des trois dernières c o n d i t i o n s est une
conséquence des autres.

S o i t m a i n t c n a n t D ' la droite conjuguée de D par rapport à S; ses coor-
données sont A/== P, ir== Q, (7==R, P'== A, Q'^ B, ir^ C, et elle
est tangente a S et S'; soient A;(A.^ A ^ A ^ les points où elle rencontre
respectivement les cônes C, et C» de sommets A^ et Aa circonscri ts
à S; nous véri t îerons plus loin que A;} et A.i, ainsi que A\ e l 'A^ sont
conjugués par rapport 'à S. Pour que 1) et I)' so ient deux arêtes oppo-
sées d 'un tétraèdre répondan t à la question il f a u t et il suf f i t alors
que A;, et A^ soient confondus avec A^ et A^ ; en efict, la condi t ion est
évideini 'nent nécessaire; elle est de plus suffisan'tp, car, si elle est
remplie, les cônes ('̂  et (^ de sommets A ^ et A.a, circonscrits à S\
seront coupés par lY aux mêmes points A^A^ et les six arêtes du
tétraèdre A i A ^ A ; ( A ^ seront tangentes à S et S'.

Pour former la cond i t i on cherchée, nous écrirons d'abord l ' équa t ion
tangcïTiiclIe du, couple de po in ts A^A/ . ; nous l 'obtiendrons en é l imi-
nant xyzl entre les équations

(^-irj^A^
!V,r-.- P^ =:=B^1,
IVy^.Q^:=C^

ff .r 4"" ^ / 4" ^^ 4- /' t == û,
Ci == IL ab ( xj\ — j^i )2 = o ;

les quatre premières donnent

.r . ' y ! s _ ^
^jF^^^^^^^ ::= ^/^^^^"^Qy — ̂ ^^^^ ^ ̂ ^^-^^^

et, après division par S, du résultat obtenu en remplaçant dans (^ xyzt
par les dénominateurs des fractions précédentes, on forme l 'équation

ïi[Sah (w^—/-^)2]— 2 (̂ rr-l- ̂ 7i4-^^i+/^0[3a^(.^i^—^^2)(^â—r^)]=o,
^/w. ^<- rAc. Normale, 3° Série. Tome XII.— DÉŒMBnE 1895. 47
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de sorte que les coordonnées x ^ y ^ z ^ t ^ , o c ^ y ^ ' ^ t , , de Ay et A/, sont
fournies par

2 "2
1 v ri / >^1' ] Q / ^'' 2 v . ,- ^v 1 '̂' 2 r\ '

,T,.T,-- ^,&, - .^-b, - ̂ .i, + 3 -̂ - Q,,,

y^= ̂ , S, - ̂  S, - ̂  2. + a ̂  Q. „

X^ Y^ ^ ( X^ r'-ï Yi •^A r\' ( I ï \ C"^y^ja^=~. ̂  ̂ i + ̂ ^" + -^) Q,. - ( ^ 4- ̂  .̂  j, s,

On vérifie bien que les points A.;»-et A., sont conjugués par rapport à £,
car on a identiquement P;,/, == o.

En intervertissant le rôle de A^ et Aa dans les calculs précédents on
obtient A^ et A^; pour que les deux couples A;{A,O A ^ A ^ soient con--
fondus, il faut que les deux rapports

Ïax^Xf, _ I<i S g
ïa^x'^ " 1^\?

laîx^ _©2iS^aSiS,-Si2,4-.2QnQ^
Ïc^lx^ x\ """" @^s^ ' ̂ "'SâS^^S^

soient égaux entre eux, et il est facile de vérifier que cette condition
est suffisante, puisque les couples de po in t s sont déjà conjugués par
rapport à S; on obtient ainsi là condition

(4 ) 2S^S3(I,S2-2,SO+(2t^-2QnQ^)(^S,-2,S^)==o,

qui forme avec les précédentes ( ï ) , (,a), (3) les conditions nécessaires
et suffisantes pour l'existence d'un tétraèdre de sommets A| etA,a.

On peut les remplacer par d'antres équivalentes. Nous avons dit, en
effet, que si A4 et A'̂  sont confondus avec A^ et A/,, il, en est de même
des points d.e rencontre de IV avec les cônes C\ et C^; les relations
précédentes doivent alors avoir pour conséquence celle qu'on déduit
de (4) par le changement de S en S', c'est-à-dire

(5) 3SiSî(2,S,-2,S,/)+(^2,-2Q^Q^)(I,S,~2,SO=

T c» <>*»'
en excluant les cas exceptionnels où, deux des rapports "̂S — ? ^J-
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seraient égaux; les relations (4) et (5) entraînent la suivante

(6) 4SlS2S,S,==(i,2,-~•2Qp.Q /,,)2;

et, comme on a, d'après les équations des cônes C, et C\ auxquels
appartient le point A^

Qî^s.s^
Q^^S\ S,.,

on a, comme conséquence,

(7) ^ia-4Qi2Qi,=o;

mais alors, en vertu, de cette dernière relation, tes équations (4) et (5)
donnent

^,S,(^j-4S3,)=Z,S,(I^-^SiS,),
^S,(ij-4S,S,)=I,S,(^-4S^),

04 comme on n'a pas S ^ S ^ — S y S , == o, chacun des membres de ces
doux équations doit être nul.

Ainsi donc la relation (4) p^ut être remplacée par l 'ensemble des
relations

( 2f --.4 S, S, :::.:::: o.
(8) Zj -4S,B, =0,

( ^"4Q^Q«=<s

qui. lui. sont équivalentes, dès que les équat ions (r), (2), (3) sont sa-
tisfaites.

Du reste, si Fon remarque que l'on a

( i^,-4Qi2Q^)(^^+4Qi2Q^)
= ̂  ij - i6S^ S,S, := 2? (2| ~ 4.S,S; ) -1- 4. S. S, (H ~ 4S, S^ ),

on voit que la deuxième des équations (8) est une conséquence des
deux autres. Les relations (ï), (2), (3) et (8) sont ainsi les condit ions
nécessaires et suffisantes pour que A, et Aa soient deux sommets d'un
tétraèdre répondant à la question.

Nous retrouvons ainsi la surface W et la courbe F sur lesquelles
doivent se trouver A< et Ag; mais les calculs précédents n'ont pas été
inut i les ; ils nous indiquent que si l'on a déjà choisi le point A^ sur la
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courbe r, il f au t et il suffî t que Aa soit : 1° sur une des quatre généra-
trices communes aux cônes (.^, C/p C/; 2° sur le plan Ï^; 3° non seu-
lement sur la surface W, mais sur la surface du second ordre W'^,
dont l 'équat ion est

W ' _.. w
1 — ^^1 •4Q^

ou bien
W^ (.2^ +.yî + ̂  4 - 1 ] ) (.̂  4-,^4- ,^-h ^)

/ .j',',/';, yyi
— 4.(^ri "-1- ^J-7'i + c^i 4- dU, ) f —— 4-" -—

Des seize points de rencontre des quatre génératrices avec la sur-
face W, quatre sont confondus avec A ( , qua t r e sont sur la surface W^
et les huit autres sur la surface

W'î:r=^,41- l-4QlQr^ l . -OÎ

ces hui t derniers sont à rejeter.

5. Pour résoudre complètement la ques t ion , i l ne reste plus qu'à
chercher si trois des quatre génératrices communes aux cônes G| , (^, (7
vont rencontrer le plan polaire I.\ sur la surface Wp c'est ce qu i a lieih
en ef ïe t^ pour trois génératrices et t rois seu le rnont , de sorte que le
point Ai est le sommet d'un tétraèdre et d 'un seul répondant à la ques-
tion.

Je vais montrer que la jacohiennc du système des trois coniques, in-
tersection de Pi avec les surfaces C.,, C^ W1^ se rédu i t à un system,ede
trois droites; ces trois coniques auront ainsi trois po in ts communs, et
trois seulement; pour cela, je forme d'abord le lieu des points de l'es-
pace, dont les plans polaires par rapport à ces surfaces se coupent en
un point du plan '?^ ; il est donné par l 'équation

î Si - ̂  Q\ .rZ, - ̂ a^Q^ •-.- -< îi 0, .z-,a "1 ! a l lli a "'•a^iQi ^Sia. x b i — a x i Q i — b \

f S, - •̂  Q'i y^ - a by, Q', - 3 -Ç Q, j.by^.^by^ ^

c 5 Si — c z^ Qi S',-^ Q', ^,-2(.-^0',-..3^ Q,

dt S» - Ai Qi ^ S', - ̂  Q'i l. .S, - 3^1 Q', -- a !̂ Qi ^i
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ou. b ien , en mul t ip l ian t le premier membre par le déterminant

c z , d(.\

IL
d

a ( h -i- c 4-- d) ,ri b ( a + c 4- ̂ )ji c ( a 4- ^ -1- d) z, d{ a -+- b + ̂  ) l

q u i n'est pas nul , et posant, de plus,

^ == a{b + c-l- <0.^'t+ ^(^4- <-+ ^)^rl"- lhc(a+^-r^)^^l + ̂ /(a+ b~\-c)ll^
n =;0^ Ç:=0p ^:=P,,

ti^-e^s^-^i-^+A^SiÇ-s^),
K-::1: e (s^-^ ,ç )4- (S,ç-s^),
1. :::r ̂  ç ..4-- 2 C' 1, Ç - a A^ Sï Ç - 2 ©^i 'n + 2 S i Y) ,

l'équaiion peut s'écrire

< »
„,,, s

S, ^ -

H.

1 $
^

<"')
S',y;-^,Ç

S', „
^T Ï

K

^()
-^•r,

V >•
-•••- W i »,

, . ,S ,Ç-
- ^ © s

9^
"'Ï

1.

'̂ *i^

s'i

- 'iSi

'̂

Tl

Si

^

s',
0

Rapportée au tétraèdre déf in i ssan t les coordonnées Ç, T], i^, 0, cette
surlace du troisième ordre a un poin t double au po in t A.,, et sa sec-
tion, par le plan 0 == o, est précisément la jacobienne cherchée des
trois coniques du plan I\; en mul.tipl.iant la deuxième ligne da déter-
m i n a n t précédent par 4S'^, la troisième par 4'Si et se servant de Inéqua-
t ion

^-4SiS,=:o,

on peu t mettre l 'équat ion de cette jacohienne, dans le plan 0==o, sous
la forme

-^
•^S^

(e/I^.A/S^r^+A/S,Ç

~2(0Ii --SJC-^S^
-^(©^^i-S^yî-aA^i ;

-(©2p-Si)?-~S^ ^^+2(©^l-.A /SOÇ-~2(e^^~Sl)Yî
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et l'on constate qu'elle est décomposable en trois droites, obtenues en .
remplaçant dans l 'équation

(9) 1^-^.S^-h ^SiÇ^o,

À par chacune des racines de l 'équation du troisième degré

(10) ^ /O) •= S^P- (©2, - Si)P~ (©^r- A^)). + A^-rr o.

Le problème est ainsi, complètement résolu; tout point A, de h:»
courbe T du huitième ordre est le sommet d 'un té t raèdre A^A^A.^A^
et d'un seul; les autres sommets sont les sommets du triangle d é f i n i ,
dans le plan 8 == P, = o, par les équations (9) et (10).

6. Ces équat ions permettent d'exprimer les coordonnées des trois
autres sommets au moyen de celles du premier; ce sont, en elïet , les
pôles par rapport à S des trois plans passant par le p o i n t A i et chacune
des droites (9); chacun de ces plans a pour équation

(i i) 22^ - 4^S, YÎ 4" 4 A's^ i-- ̂  ( z • • 1 - : • • 1 - 1 > A/ ) f } "r: ̂A \ A /

et l 'équation tângentielle de son pôle par rapport à S s'obtient en rem-
plaçant respectivement x ^ y , ^, l par u, 9, w, r; il, en résulte que les
coordonnées d'un sommet tel que A,a sont fournies par la formule

( 1 2 ) ^ = 2 a ( h -h c + cl) \ - .^a S^À + 4 ̂  4- ^i f). - A /1),.
•z'^ ft À •. i i . /

et par des formules analogues pour Jjt? "̂  -*
Les coordonnées des plans des faces sont fournies par des équat ions

identiques aux précédentes; celles des arêtes s'en déduisent immédia-
tement ; une droite telle que A^Ag a pour coordonnées

(,'3)

A = (h - a) f, ̂  [ - 2 (a ....h d)^, .-.h 4 ̂  ), 4- ̂ S, ,

B =•: (c - r:/) ̂ i -r, | - 2 ( // 4- ^/) Si 4- 4 S, A ̂  4^ S, ,
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les trois arêtes issues du point A, étant ainsi déterminées, les trois
autres sont leurs conjuguées par rapport à S, et il suffit de changer
A, B, C, P, Q, R en P', Q', I{\ A/, B',, (7 pour avoir leurs coordonnées.

7. Les résultats précédents se présentent sous une forme plus simple
en exprimant les coordonnées du point A, en fonction d'un paramètre ;
les points de la courbe F sont donnés par l'intersection des trois qua-
dr iques

i+2p,S'=o,

2 +• -2" S = o,
Pi

r^o,

lorsque pi varie; ce qui donne pour déterminer les coordonnées du
point A< les forrruiles

( ï 4 )

x\ --::•:, a ( b — c ) ( c "- d) ( d — b ) iç^a — -— 4- a a ( b --h- c -\- d}
L Pi

y? ::;:::: b ( c - d) (d- a ) ( a - c}\^b - cda .+• a b ( c + </ + a)
i- PI

A ctiaque valeur de p, correspondent hui t points de la courbe P,
fo rman t par rapport au tétraèdre de référence primitif une figure
•analogue à celle des centres des sphères tangentes aux quatre faces;
chacun de ces points est le sommet d'un tétraèdre défini par les équa-
tions suivantes, déduites des relations (10) et (1-2) par l'introduction
du. paraBiètre p.,,
( î 0 ) 1

( i%y

9(5.)=

Xi

x\ " " " " '

A//1-

•2 a ( b -

(aOpi 4-

h c 4"1 d)

Ap î)^+

^ah.
Pi

(5.0'p,-t-

..,̂ '..1'.'-
f /A,

A ^ À

4-1 /./•

+A'f

A'
~^

où. X,(^== 2, 3,4) sont les trois racines de l'équation < p ( À ) = = o ; à
chacun des huit points fournis par (i4) correspond ainsi un tétraèdre,
les sommets des huit tétraèdres formant quatre figures analogues à
celle que déterminent les huit points A.̂ ..
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Si l'on considère le groupe des hui t tétraèdres associés, les sommets

A^ A;»,, A/, sont déterminés par des valeurs p^, P ; { , p/. du paramètre p
liées à p i par une relation s imple; comme on a p^== — -^ il en résulte
l 'équation suivante, qui se dédu i t des précédentes,

X/=rp^p , ( (=2, 3, /!),

de sorte que py , pa, p/, sont racines de l ' équat ion b icubique symétr ique

( ï5) A p ? p ^ ( p , + pj 4- ^ © p ^ p î - h ^0 'p /p i4- A'(p,'4- p i ) = o.

On peut remarquer que si l'on a calculé une racine pa de cette équa-
tion, les deux autres P;{ et p/< sont données par une équat ion à coelÏi^
cients symétriques en p, et pa

( 1 6 ) Appip^p "h pi 4- pa) "4- a©pp- ipa— â'^o.

8. Tétraèdres limùcs. — Ils sont de deux sortes
ï0 Si l 'une des racines py , p^ , p^ dev ien t égale », p ^ , sansôfcre n u l l e

ni in f in ie , p ^ est une des racines de l 'équation discr iminante
Ap^+.ep^+ô^ ^A^o,

et a 1/une des valeurs —a, —b, — c , — r f ; si l'on suppose par exemple
p, == pg :r= — a, on a alors

,^=:— (^/ — / /)(^ — c) (a — ^/)(^ — c ) ( c — <^)(^ — ^),
yî ::1::: // ( /. ~- a ) ( ̂  - c ) ( c ~ ^/) ( rf - a){c 4- ̂  ),
^ = c ( c ~ a ) ( a — /j ) ( b — d) ( d — a ) ( h + <;/),
^ ::3 ^ ( ̂  ~ a) {a — ô ) ( b — c ) ( c — a ) ( h 4- c ),

ou bien
Jl̂ ..̂ ^^^^^^^^^^^ -. _,.,.,^..^,

. ( //__ c ) ( c -. ̂ ) ( ̂  — b ) "'"" ./̂  ( C — (-/) ( G "h </ )

-32 /2
w" ̂ ^^^-^^ ==" ̂ ^̂ .̂̂ .,̂  ^

mais, bien que pa soit égal à p^ les points A,i et As ne sont pas confon-
dus^ car les formules ^ ( i ^ ) ' d o n n e n t 1 1 , '''

.£1^ — y.! — ?? — fi~^ir11""" ji """" ^i "" ^'
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mais on a x^= o, x^== o, de sorte que les deux sommets A3, A,, sont
dans une face du tétraèdre de référence, et le point A^ est conjugué
de Ai par rapport à cette face et au sommet opposé; les hui t tétraèdres
se réduisent à quatre tétraèdres doubles.

2° Le cas le plus impor tant est celui où p , est nu l ou i n f i n i .
Si p < == o, une au t re valeur pa par exemple est auss i nul le , p.^ et p,,

sont i n f i n i s ; les po in ts A, et A^ sont confondus en un des h u i t poin ts
de rencontre des surfaces S, S et T, et les po in t s A, et A, confondus
en un point correspondant, intersection de 2, S' etT; on a alors

•'̂  ^ rî
(b — c ) ( c — d)[d— b) " {a— c)( c^'d^d'^a)

z^ f.'2_ .̂,..̂ ,̂.̂ ..,̂ ^̂ ^̂  _, ( ;̂:r^y'(^":r^y(^^^^ î

.z'a=:.:ri, j^-rrji, z^-z^z^ ^==;/^

^=.y^=a^i, y^=:j4= by^ z^z^zcz^ t^'^dt^

Le tétraèdre se r é d u i t à deux droites s imples A , A ^ A;iA,^ et a uruï
drode quadruple A ^ A», que l'on vérifie être une génératrice de la sur-
face S.1

On a ainsi hui t léiraèdres l im i t e s dont les droites quadruples con-
st i tuent h u i t génératrices par t i cu l iè res de S, l imi tées aux points où
elles rencontrent les surfaces S et S' auxquel les elles sont tangentes.
Chacune de ces hu i t génératrices est rencontrée par quatre autres aux
points où elle perce les faces du, tétraèdre de référence; par exemple,
celle qui est issue du point ( ^ ^ y ^ z ^ i ^ ) rencontre celles qui sont
issues de (—x , , y^ s^ ^), ( ^ ^ — y ^ s ^ l , ) , (^, . .71,-^, ,^).
(a^ ,y^^ , — - ^ ) ; i l y a donc quatre génératrices d'un système et
quatre de Fautre.

Ces résultais s 'obtiennent aussi géométriquement : si A^ et A.a sont
confondus, le p lan A ^ A ^ A / , conjugué de A,( est tangent à 2, et A,
appar t ien t à cette surface, donc est un poin t commun à S, T et S ou, S'.

S'il est sur S, A^A;( e tAaA/ , sont dans le plan tangent à 2, et aussi
dans le plan tangent à 'S; elles sont dès lors confondues et, comme
elles sont conjuguées' par rapportas, elles constituent une génératrice
de cette, surface, tangente à'S en A^ et à S" en un po in t où sont réunis
A;» et A/, ; on peut ajouter que A.i A^ est la tangente à la courber et est

Arm^de l'Éc. Normale, 3e Séno. Tome X ÏL DÉCEMBRE 1895. 48
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l ' intersection des plans t angen t s à S et T, de même A^A^ est tangente
à S'et T; le plan A^ A^ A..) est le plan tangent à 2 en A;, et le plan A, A;» A...
le plan tangent à £ en A.,.

Comme il y a qua t re génératrices de chaque système de S tangentes
a S, il y a hui t tétraèdres l imites.

I I .

9. Le résultat le plus impor t an t des recherches précédentes est la
relation

( i5) Ap]^ (p, + pi) 4- aôp! pi5 + ̂ ©'p /p i -•h A^p/"."!- pi ) = o,

qui existe entre les paramètres de deux sommets d ' u n tétraèdre; nous
allons en déduire une représenta t ion de ces paramètres au moyen de
fb n étions hyp ère 11 i p ti q u e s.

La relation précédente est de genre d e u x ; la courbe représentat ive
se transforme en une courbe' h y p e r e l l i p t i q u e à l ' a ide d 'une t ransfor-
mation Cremona; si l'on pose, en e f ï e t ,

pip/=X,

pi e t p / ont une somme déterminée par l /équation ( ' î5 ) ; i i s s o n t racines
de l 'équat ion

^(©x^-e 'X) ^p.+-.-^.^^^^^^

et ont pour valeurs
- _ (9xâ-4-e /^) ± v/ïH'xTp^ ,,,,,.,.,,.,»,,.....,.,,,,...̂ ^̂ ,,̂ .̂ ,

ou
R(X) =: --x.CAX^A')^- (©X i î+ O^X)2

= - X ( X - ̂  ) ( X — ^ ) ( X -"" c2 ) ( -X - ̂  ).

p s'exprime ainsi, par un radical portant sur un polynôme du c inquième
degré; on peut poser

X=:pip^

y = \/I'(X) == p i (Apîp? ̂  A') + (Cp^pî + ©^.pO,
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ce qui f ou rn i l une t ransformat ion rat ionnel le réversible; on a, en effet,
inversement

Y — © X 2 — C^X. — Y ~ ©X 2 — O'X,
07) pl i:=' —Alxalll+l A7"""""î ^ = —^ï^iT-

et la courbe p r i m i t i v e se change en la courbe byperel l ipt ique
( < 8 ) Y2 ̂  - X ( X - aî)( X ~- ̂  ) ( X - c2 ) ( X ~ d'1 ).

Construisons la surface de Rie rnann à deux feu i l le t s sur laquelle est
représentée la fonct ion Y; e l le a comme points de ramif icat ion les
points o, co, a\ b2, c2 et d2.

Nous supposerons dans ce q u i s u i t que les racines a, h, c, r f d u dis-
c r i m i n a n t sont réelles, deux posi t ives et deux négatives, de sorte que
a2, 62, c\ (l2 sont posi t i fs et que les racines de AX2-!- A''== o sont ima-
ginaires, de la (orme ± i \jahcd^ les ra isonnements s ' app l ique ra ien t
au cas général , sans m o d i f i c a t i o n sens ib le , mais la figure est p lu s
s imple dans le cas p a r t i c u l i e r considéré,

Je trace les coupures fo, a2), (//2, c2), (W 2 —^) ^fig. i) de la

même manière que celles q u i sont indiquées dans le savant Mémoire
de IMLAppel lO, p. 87 et 89.

Ce seront les lignes de réunion des deux f e u i l l e t s , et je rends la sur-
c face s implement connexe par les coupures a,,, a^, b^ b^ et ^; en

( l ) APPELL, Sw les bitégralefî de^f fonciwnff à midtipllceitcurss etc. Mémoire couronno
par S. M, lo roi de Suède {Acta mat/iematica, t. X.lîî'). "
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convenant de prendre le radical \/.R(X) réel et positif sur le segment
("o, •— co) du f eu i l l e t supér ieur , on a sur l'axe ax les valeurs suivantes
(.lu radical, où S' désigne une quant i té variable, réelle e£ positive :

FcmMcts

supérieur", ml'érieur.
— ce, o . . . . . . . . . . . . . . . S' —S'
o, ̂ ... .............. —iff i^
^, Ift ................ — S' S'
/^, ^. ............... i^ —;'S'
c^ d^ ................ S' — S'
^, -ho).. . . . . . . . . . . . . (S' —^S'

'1.0. En, posant, avec Neumann (1) ,

w f^x, ,.,, r^^xWi-= j -Y. W2= < - .^^^
i/o ^o

les modules de périodicité A et B le long des coupures a et b s'ex-
pr iment par des intégrales définies prises sur le feu i l le t supér ieur ,
et sont

r^ r 1 1 '
Au-=2 | r fWi=—^î, An— 2 ^W\= •iA\^

J {^ €„/()

.rr- • -.
BH == ̂  rfW, = B^,, B,, = a / rfWi =.- 1^ „

Jt.î J^

r^ r^Agi =^ clW^^—iA^^ A^-=:9.f dW^ lA'^^
Jf/i Jo

B,i=^ dW,^ B^, ïî^-^9. f dW,^ B^,
^^ ,,,/ft

où les lettres accentuées désignent des quantités réelles et posi t ives,
Les intégrales normales sont

^ == k, •W, ̂  k, W, == Ç ̂ l±^îdx,
i/o »

(P — / w ^ / w — r" ( ̂  ""^ '^a x. ) rfx(.y^—^ W i-r" *a Wa.— s ,,».,,.....,..,..,^.,»-,^—,y
t^o j(

(r) NEUMANN, Forlemn^Gn ûber Riemann's Théorie dcr abeVschefi Intégrale. COITI-
parez'pour ce qui suit ̂  édition, p. ^4^ ̂  3^<>-
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OÙ
I)/;-,= TuAâs, D/Câ=--7^Ai2,

I) /l =• — TUAâl , I) ̂ =, TC ^'AI,I ,
ï) ^ A n A a a — A ^ A â i ,

et ont pour modules de périodicité

^n::= TU, a^o, ^n^Tr^^-^^i21, ^ ̂  ̂  ̂ .Ĵ ILTiAll̂

a^ =: o, ^=:: TT/, b^ •= TT^ ̂ iLl̂ ir.Al2,..̂  ^^ ̂  ̂ ^ ̂ l̂i2!̂ !̂ ^ .

En in t roduisant les quan t i t é s A' et .B', on conste/te que les modules b
sont réels, et, en s 'appuyant sur ce que la forme & < , oo^+^b.^xy + &^y2

est constamment négat ive, on t rouve que k, et /, sont desquanti ' tés-1

réelles et positives, ̂  et 4 des quant i tés réelles et négatives, résultat
ana logue à ce lu i de M. Appel! (Mémoire cité, p. 90).

Les valeurs des intégrales pour les points de ramification sont (Neu-
r n a n n , p.360) :

< r i ( o ) ::=o, ^(o) -=o,
^i(^) =o, ^(^) :=_^

^ ( ̂ ) = ^z.̂ , ^( ̂ n ^^ Ei ̂  É r̂J ,̂
^ 2 2

,T,,(C') =:-.^4-&l-L^, ,^(^) =—î('+Éi'n^,

,,.,(^) =.—^'--^, ^(rf») =_î< '_6",

^(-œ)=:-^2, n,,(_o3)=-É";

les quantités K (Je Riemann sont (p. 367)

Ki ̂  ̂  (- y. ) - (Pi ( ̂  ) - w, ( ̂  ) = ̂  - -^ ,
2 2 '

Ka^s (^(—00) — ^ ( ^ ^ — ^ ( a 2 ) ^ — -^,

et ce sont précisément, puisque p= 2, les constantes qu'il f aa t ajouter
aux intégrales w^ et w^ pour appliquer les formules d' inversion; on
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pourra donc, en remarquant que û K i E E r O , 2lL==o, appl iquer immé-
diatement ces formules, en posant

^(X,) + ( ï i ( X a ) + ̂ K^ ̂ (X, ) + ̂ (X,) ̂  ^,,
^(Xi) + ̂ (Xg) -+- 2K^ (^(Xi) 4- ̂ (X,) = ̂ ;

X^ et X^ sont fourn i s par deux des trois formules su ivantes (p. 37,4) :

^(. i ^+^,/ i '̂ . ^+^\—' i (t.^ •i-" •~' "•-1"1 ? «.^-T
i x,-,(.)( x,- ,;•)-= ̂ •-rf-K^-a- ) t/-?(ï.-ï, -—^——^,—__ ,

- » / / f c r ( - / i l T" '/1'.> (A> i -y ^4. _ + ̂ Lr,.̂ , ̂ ^, .J.L

•V/^V71'
^, / TT^ ^11 'n:/' /À),^y2 /^+ ̂  4- -1!, ^+ ̂  4. ...Jj

X, - ̂  ) ( X., "•••• ̂  ) _ c1 - ̂  /( ^a - ̂  ) ( </2 - ̂  ) \ " a a 2 ^ •<

xx-r-" •"y ^ v ^^ ^f,,,,^+^,..+^1)Y 1 a ^ ' ^ /
r »/ ^) '> ^ ^•>2\

(X,-,.)^,,-^) , /^;^. /^^)- ^V'1-^- T' "1^ 7 + -t)
(X•,:r7/^x7=T^)-V .,̂ ,, , ^ ' , '>n ,, , ̂  , ̂

^ t l \ '"T ""•"*" •t""111 ""-"•? U-^ •"T1 -"••••' --" •••"--
\ % 2 a 2 y

Nous emploierons la no ta t ion des caractér is t iques de Weber ( ( ) ; en
donnant aux l imi tes X^ Xy des valeurs égales a o, a\ ï)\ c\ d2 ou — co,
et faisant usage des relations entre les fonct ions & pour des a rguments
quelconques et des arguments nuls , on peut exprimer r a t i onne l l emen t
les radicaux, et déterminer a2, b2, c2 en fonction de (P; on obt ient

y^'W^
a* \ o o / \ i o /
J '̂̂ M>\̂ ^^^^

\0<V \ t 0 /

y ( » ' \ y ( ^ > \
A2 __ \ i o/ \ o o /
^^^/To-^TiV

\ I O / \00/

, ^o\y(ol}
s c1 \o o/ \o o/^^

\ ooy \ o o /

( t ) Gonsallôr, à ce sujoi, KBAXIÎÎI, Theûrie dor zwcifacfiuneiullw!ien TheUireihcft, on
particulier los formules (îî), p. 4 t , (ÏIÎ), p. 43 et 47'
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od les a rguments sont n u l s , et en outre

c..> [ 1 0 \ c-. / ° I \ - o / O 1 \ ^ , / ï 0c..> ( 1 0\ ^ f o i \ ^ / 0 l \ ^ ^ / î 0 \ ,•̂  ) ^n ^-[ \ y[ ( u ^ u , )\ o o / \ o o / \ i o / \ f o / v l ~ '
Y V -^ .̂  .Ï2 ^
A I A à \ 0 0 / \ 0 0 / \ I 0 / \ f 0

^ / 0 0 ^ / X I X / ^ ^^ ~ ̂ , / o o \ ., / o ̂ x—yY-^-T —/-^F
\ ï oy \ooj \î o j ' l 2 /

. ^ / O 0\ ^,/0 0\ ^ / ï 0\
/ v '» \ / v '>\ '^ \ ] ^ \ ) ^~ ( ^ { } ( U [ ( t ^ )( Xi — ^r ) ( Xj — a1} _ \ o i 7 \ o i / \ ï i / \ T. i / ' "'

l ^ f 1 1 ) ^ ; 1 1 ^ ^ ^ )^ " "^ f 0 1 1 ^^ 0 1 ^^ 1 ^^ /^
\0 O/ \ I O/ ' "'/,oo/ \i o/ \ o o y \i o,

î^ / î Û \ /O 0\ ^ ( 1 1 \ ç, /O 1 \
/ Y / ^ W Y / • > , •:7t< ^ ^ ;ï ( ^ l ^ ^ )f \,,«. /;- ) ( x^ ̂ . //^ \ o i /^ V o i / \ i î / \ i i /

(P """" , /O 0 \ ^ /' 0 1 \ / J. 0\ ^ / î J \ '
."7- ^2 ^2 .^2 ( ^ i < 4 )V o o / \ i ôy \ o o y \ i 0^ 2 /

-—> / ï ^ C..2 //0 0^ 0-2 / ï I \ r •> / O r \ /(x^.- -..-^)(x.-^) .,,^(,o rr (. ir ( î î ) ^ ^ ( o J^^
,,,,,-_ ,„„, ̂ ^^^^^^^^^^^^ .̂ .̂̂ ^

\ i o; \ooj \oo} \i o j ' l i )

,x, ..nx,-.,,5^::)3^:)3^; ;)-'•(:;)("."•'.
^ ^ / < > o \ ^ / o o \ ^ / » ^ ^ . / < ^ C ^ ^ ) ^\o oy \ î o/ \o o/ \ î o/ ' /

les f o n c t i o n s dont les arguments ne sont pas n u l s son t les six fonc-
t ions S" impai res (1).

11. Cela posé, pour exprimer p^ et p/ en fonction d 'un paramètre,
on supposera X^X^s^ o, ce qui é t a b l i t entre u^ et u^ la relat ion

( 1 9 ) S " ( , ^ ( ^1^2 ) =o»

la var iab le restante X non nul le s'exprime en fonction I lypere l l ip t ique
de u^ et u^ Y est une fonction uniforme de X sur la surface de Rie-
m a n n ; les formules (17) donnent alors p^ e t p ^ en fonction des deux
paramètres u^ et u^ liés par la relation précédente.

( 1 ) Les premiors membres peuvent aussi s'exprimer au moyen des fonctions cr. Con-1

sultex STAUDE, TlieUtfuncUonen zweier Feràndeflichc {Mcdhematische Âtuiakn, Bd. ^4;
p. •28ï).
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Au lieu de calculer Y en fonction de M,, et ^» il e^ préférable d'em-

ployer le théorème d'AbeL Coupons la courbe hyperelliptique
Y2 + X (X — a^Ç X — b^ (X — c2) (X — J2) = o,

par la courbe représentée par l 'équation (17),
Y == ©X2^ O^ + pi (AX^-i- A');

il, existe deux "points communs fixes, quel que soit p^ donnés par
AX.2 •+- A'== ô, et trois points d'intersection variables dont les abscisses
sont données par
(20) A X 3 + ( p î A + 2 p ^ © ) X â 4 - ( A / 4 - 2 p ^ e / ) X + p ï A / = : : o .

C'est précisément l 'équation (îo) ' d o n t les racines sont les valeurs
X-a, \, ~k^ qui nous ont servi à déterminer les sommets A ^ , A^ A/, du
tétraèdre en fonct ion de p^ et sat isfont aux, re lat ions À ^ = p ^ p ^ . ; nous
désignerons encore par Aa, X.,, )^ les abscisses (burnies par l 'équa-
tion (ao). Ce sont des (onct ions de p, q u i , p o i i r p ^ = = o , se rédu i sen t
respectivement à o, i\l^ et — i\l'à! et, pour p, i n f i n i , se réduisent a
x), i\l^ et — i ^ K ' ; mais si l'on se reporte à l 'équation (17), et si l'on
fai t varier X d'une manière cont inue depuis u n e va leu r réelle négative
jusqu'à l'une ou l 'autre des valeurs ± iy'A7, on vériûe f a c i l e m e n t que,
pour que p , devienne n u l , i l f au t faire suivre à X des chemins s i tués
sur un même f e u i l l e t de la sur face de Riemann , et pour qu' i l , devienne
i n f i n i , il f a u t taire suivre à la variable des chemins situés tous deux
sur l'autre f e u i l l e t .

Cela posé, le théorème d'Abel donne, en fa i san t varier p < à part i r de
zéro, et prenant les points d'affixe :±: i\/^ sur le fouillet convenable,

^ /".>•;. ^À4

i ^t.lv^•4- f d^\ -4- f clw^^o,
«•'o f-' /.-•• «,/ /-"

''v^' -/VA'
y-*^ ^'Aji ,»>,^

1 À^-4-^ dw^~^r f dw^Q,
J 0 J\ /-.« J —

i Vt\' -i /A'
ou bien

J^ /^ ^4 ^0 .»()

(2ï) , clw^\- 1 dw^+ j dw^- j dw^ / dw^
»/o ,./o J ,— J ...

^ V'A' ~< \/â'

et de roême pour dw^.,
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Faisons maintenant varier p^ par une suite quelconque de valeurs
de o à co, en évi tan t cependant les valeurs qui annuleraient le discri-
minant de l 'équation (ao) et les valeurs — a , — 6 , — c , — cl, pour
lesquelles l 'une des racines ^» ̂  "̂  est égale à cr, &2 , c2 ou d2 (n0 8) ;
pour p., == o, l 'une des racines est nulle, et les autres égales à ± z\/A7

sur un certain feu i l l e t ; pour pi ==- co, l 'une des racines devient infinie,
les deux autres égales à ±i\^ sur un f eu i l l e t difTérent du. premier;
pour cette variation de p, , on a, aux multiples près de périodes simul-
tanées,

où les seconds membres ont la s igni f ica t ion qu'ils possèdent dans
l ' équa t ion (21); on en dédui t qu'on peut remplacer cette dernière et,
l 'équation analogue par

/•*^2 /•*A;( /,)./, /

^ €^\ 4.- | ^T'i -1- j ^Aï'i ~\- —2 ES 0,
J() .,/„ »./„ 4

J*^§ /•-A;) /,'),{ ^ ^ ^

^(Ï'g-h- 1 ^tï^-h / ^/(-Y'^-h -^ E^ 0 .
"/<» 'A)

En in t roduïsant la " ( ï rn i t e Ào == o, posons
^)'r» ^Aa ^A;i ^/,,{ ^ ^

l ^^ .,,.,j..., i ^'(T.»^ :=::/<i, ^ c/n'i -h I c/(ï-'i :=—^i—~yS
C/Q </(, e/(» ^o • t

/'»/,o /-ï^î //»/-;! r*^,î l
(^)

(̂ .).j;

r5f (ù^^-\- f €ÙV^-^ /^, ^ ^iTa-h / c/(T^=r—/^—^.â

i/n <y<) ./o t^o ' 1

soient F(/^, ^a) •e fc<I>(^n ^) l^8 fonct ions hyperel l ipt iques exprimées
au moyen des fonctions 3" et donnant le produit et la somme des l imi tes
des intégrales, d'après les formaîes d'inversion du n° 10; on aura

^ Âo?.â= o '== F^i^a)»^= o •= F(^i,^), ^^4 == 1^ ( — ^i— •: '̂ — ^— ̂
(23) ;

^12 __ ,, ^22'
^^•~t« Aâ "--Ag ——'A^ M.l, M.a/? /.3 ~ T - / V , — — - * ' 1 • -1 •"^"3 "'2- -^7,^ 4« As == ^2 = <I> ( th, a.^), 7.3 4~ À/, == $ ( — ^i — t::Jl? — «2 —

^/z^. ̂  r,À£?. Normale. 3e Série. Tome XIL — D^CEMKRE 1896 49
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On a ainsi, avec la condit ion ' F ( u ^ u ^ ) == o, identique à

3 (^) ^/1? ^s )^ 0 9

les expressions de A^ ^3 et X,^ en fonction des deux variables u^ u^
liées par la relat ion précédente; pour obtenir les valeurs des para-
mètres p au moyen des mômes variables 9 nous remarquerons que l'é-
quation (20) donne , entre les coefficients et les racines, les relations

. ApÏ -h ^ ©pi ̂  ~ A ( /., -|- À, 4- ?.;,),

(4) ) a^pi --h /V:~: A().A 4- /.a^ 4- ^;^^),

( A^î^-A^À,}.,.

L'é l imina t ion de p i entre ces équat ions c o n d u i r a i t aux expressions
de À ; { À / i et A3 4- A^ en (onc t ion do A^ ou de u^ et ^y ; elle donnerai t l i eu
à un théorème par t icul ier d 'addi t ion des fonct ions F et <I> ; l\ine des
éc jua t ions précédentes donne p i lu i - roéme; on a par exemple

1 ^pi s . A^=: A < I > ( ^ , (f.,yl^— (t.^ — ^•a, — ^— ^)(") j ^..•(.,,,.^,-,,,-^).
Ilernarquons en passant que, si l 'on f a i t A ^ ; ^ o, ^i et u^ sont n u l s ;

on a. p , == o, A;; == ^v 'Â^ À.^ ::=:='>"~•" ^^^ ^e s^î't^ q'u<.î l 'un peut écrire les
relat ions part icul ières

A/ ^ ^2\ ^A/^ Î Ï Î ^22^
0^*^.^..^.-..--^^:=<I>^^^^^^^^^

A/=F^^,^^VF^^^
\ 4 4 / \ 4 4 /

F et <& étant des fonctions paires s'exprimant par les carrés des fonc-
tions & impaires.

Ayant ainsi exprimé p.^ en fonction des deux variables u^ 'u^ non in-
dépendantes, on a

^ ^3 ^ >-4
Pa= ̂  , P;l= «•"? P 4 — — —

PI Pi PI

et les équations ( r 4 ) e t ( r 2 y donnent tous les éléments des tétraèdres
successifs en fonction de u\ etu^. On peut ajouter que, pouri^ == o,
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^==o, on obtient un tétraè-dre l imi te où les sommets A,i e t A ^ sont
confondus (11° 8).

Dans les formules (22) et (/23) \ désigne l 'une quelconque des
trois racines À^, X;,, 'X.. ; cela signifie que, si. l'on cherche à déterminer
un couple de valeurs de variables satisfaisant à l 'équation F(?^, u^) == o
et à l 'équation (2.5), où p i est supposé donné, on trouve, aux mul t ip les
près de périodes simultanées, trois systèmes dis t incts que j ' appe l le
(u^ u^), (^, (^), (r,, r^), tels que l'on ait

^=:<D(^^), X, -=<I) (^ ,^ ) , }.,=<î)(/-i,r0.

de sorte que
^I^L^I ,. — (!K^Î,^), „ — îî Zli}.^ „,„,„. . ^_,., p .̂,,,, _^ „_...,, p^._, ^ ...̂ .-. ^

ils satisfont, d'après le théorème d'A'bel, aux relations
h^( i ^ .„„)„.. ^ .4.» /^ ĵ.- ...̂  ̂  o,

^9i>^ .̂4,,.. (,^4« f'^...^ .^ —: o
4

et donnent lieu. à des identités que l'on obtient en comparant les
valeurs des seconds membres des équations (24) pour chacun des
trois systèmes de variables.

12. Soit (u^ u^) un couple de valeurs des variables donnant l ieu à
une valeur de pi tirée de l 'équation (aô) et à des valeurs correspon-
dantes de T^, À;,, }̂  tirées de (a3); j'appelle A^A.^A.^A.^ le tétraèdre
ainsi formé, où A^ correspond à p^ ; en réalité, il existe huit points tels
que A^ et huit tétraèdres, mais on ne peut les séparer les uns. des
autres dans Jhc calcul actuel.

Je cherche un système de valeurs (u\, u^) tel que la valeur ç\ corres-
pondante donne pour A\ un point confondu avec l 'un des h u i t som-
mets As des tétraèdres précédents ; si A\ est confondu avec un de ces hui t
points, le tétraèdre A ^ A ^ A ^ A ^ est identique à A ^ A ^ A ^ A / , car chaque
point de la courbe F est le sommet.(l'un tétraèdre et d 'un seul; parmi
les trois couples de variables (u^u[,), (^, ^), (^, r^), je choisis celui.
pour lequel A^ se confond avec A^ etA^ A\ avec A y , A.,; je suppose
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que ce soit le couple (u^ u^); alors, d'après la manière dont p, s'ex-
prime au moyen des coordonnées de A/, on doi t avoir

de sorte que
p^==p2, p^rrrpi, p^py, p^ ==:?,;„,

}/3 = p', pg .=:: p., p^ = ?.3,

À^=: p^p^=p2p3,

^.=p^,==p2p4.

De l'égalité À^ == A^ résulte que F(^, u^) et ^(^^ ^) ont les mêmes
valeurs que F(u,,, u^) et <P(^i , z^); il en est de même des carrés de
toutes les fonctions S- impaires , qui peuvent s 'exprimer au moyen de F
et <&; donc on doit avoir, d'après un théorcme connu (1),

tl\^'± lf.^ U^ =S± //g,

les signes supérieurs étant pris ensemble, ainsi que les signes infé-
r ieurs ; on d o i t prendre ici

//'i =r;~" u^ u^ ̂  -" / /a*

Les deux, autres équations donnen t
^ / ^ . ^U^ A^A,A,=p,p3p,=:^

^3+^-P.(P.-PJ-A2.^4^^^^^^^^^^^^^
p,, AA^A/,.

ce qui condu i t aux relations suivantes, tant que V(u^ u^) = o :

A.F(,,,-^,.,-^)l,.(-,,,-^,^«,_^.)=^,

. ..1>(,,,-&,,..-^)1,.(-.«,-^,-,,,-^.)

_, A / .1. [ ,, ^ tâ , l^n \_. _ A <!> ̂ - ^^ - ̂ .̂  - u, - ̂ -^

Ainsi donc l'un des couples de variables relatives au sommet A^ du.
tétraèdre primitif est égal à (— u^ — u^); on verrai t -de même que
si ( u ' [ , u^) est le couple correspondant .au sommet A;^ tel que si

O^KIUUSB, Die Transformation der hyperûlLIptisclien FutiCtw/tGn, p. 68.
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A^ = A;{ on ait A^ == A , , il est donné par

et enfin si {u[, ii[) est le couple correspondant au sommet A... tel que
A^== A,i, A^= Ai il, est donné par

,/' _ „ . i n ^_ „fi, ̂  — — f ̂  U, ̂  —— — / g.

La relation b icabique (î.5) entre pi et p^ peut alors s'interpréter de
la manière suivante :

F(^, u^) Qtî^u^ u^) étant les deux fonctions hyperelliptiques dont
on a parlé, il existe trois couples de valeurs des variables satisfaisant
aux relations

F(^i , ^s)=o,

^W^ .4- A^: A <1>(^ ^) <Ï)(- //, - ̂ , - u, - ̂ )

+AF(~^-^^^-^),

et donnant à ^(a^ u^) des valeurs dist inctes; si, (u^ u ^ " ) y (^^ ^)
(r,, fa) sont ces trois couples, on aura les trois racines de l'équation
bicubique en remplaçant (u^ r/./) par ( — u^ —u^), ( — ^ , 1 , — ç^),
(^ /^ ^ ^^ dans la valeur de p ^ .

En d'autres termes, la relation ('i'5) résulte de I^élimination de
(^n u.^ entre les trois équa t ions

F(//,i, ^î)=o,

^©^^^^^^^^(//î,^)^^^- ^^ -^- ̂ 2)

. ,. / b^ hyî \
-^^-"«-f'-^-f)'

aQ'p;-!- A'= A <î>(- «i, - «,) 4»('«i- ^2, «2 - •̂

.,AF(<,-^..-^).


