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SUR I’EQUATION DU SIXIEME DEGRE,
Par M. F. BRIOSCHI.

o
1. Soient

J(r) == (g . @) (2, 1)

une forme du sixicme degré, e
I
b= = (S

un de ses covariants du quatricme ordre. Les invariants A, B, € des
second, quatricme, sixieme degrés seront

A= S b

et B, € les deux invariants de la forme biquadratique 4. Au lieu de
B, C, j’introduirai les invariants suivants

Los6.5(6A—3.52B),  M==8.5(7.8A%— 4.55.52AB — 32.51(),

el indiquerai par 6°A le discriminant de /.
Soient o, ¥ deux formes du troisieme ordre, ct

!

SH

(9% )2 Y= - ().,

[

R

2
on a, comme il est connu, les deux invariants simultanés
3= (o), E=(up),

et les deux D, R étant D le produit des discriminants des formes ¢, 4,
et R le résultant des formes mémes.
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Si Pon suppose f = ob, on a, entre ces invariants, les relations

A 9 — __1“3_’
SA =G 8J, L=RJ—G A D,

Mo G — 2 RG — % DG+ LR:,  GA=3ReD,

avant posé
G-=J2—9gL,
2. Soient x,, 2, ..., a; les racines de Uéquation f(x) = o; a,,
xy, a, celles de g(x) =o0; x,, ay, 2, celles de ¢(a) = o. Les six

expressions de ces racines
{ ==a,(o1) (23) (45), 1o ag (01) (25) (43),

mo=za, (03) (25) (41), Py (03) (21) (40,

no=sag(oh) (21) (43), v oay(0b) (23) (41),

dans lesquelles (rs) == a, — a; ont des propriétés remarquables. On a
en premier licu
oo = oz oo b v 7 3,

(nen == v = IR,

e, en indiquant par s, s,, s, les sommes des (rois premieres puis-
sances de /, m, n, et par o, 7,, o, celles de &, ., v, on trouve

.ﬁ'l I G’I —— ?) .l,
1 1
5,72 g)2—- 6G 4 37D, 7y gdt - 6G — 33D*,

P33 1 5 1
Se= 3R+ B0 — 306+ S IDE, o, BR300 301G — %—JD’,

et, en conséquence,
Sy = Ty ==2.3° l)ii,
Syt Ty A8 Ty = 30 (5
ou aussi
(1) s Y A= Vb == Ap - (mn - il - b)) sz 3 D;,
PV = YA = A (mn - nd - Imo == 2, 3G.
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Je pose
l = (5,4 55), A= 3,4 3,
m=— (5;-+3,), == 50+ 3,
n =—-— (5, - 33), V== 5, 3,

évidemment les équations dont les racines sont z,, z,, 2, 0U 2,, 2., 2,
auront pour coefficients des fonctions des invariants simultanés J, G,
D, R. Soient

S Py S 5 A Py (58— 3) (5 — 53) (5 — 33),
S S s = (5= 5) (5 = 5,) (5 — 5,)3
on trouve, & cause des relations supérieures, que
3 b]

Py ;.l, =~ EJ’

e 2D 91 3? L — \ 9 9 3? 'z
s 3G »—«—Z‘] f—oj-l) M 2 =3 — 7;:] l——;—l) P

3 3

py==— R T;.l/)g, 7= R— 7;"(/2’

et, en conséquence,
Pt == 0, Pyt Gyt Prat Patfr = 0.
IT en résulte que, dans I'équation du sixieme degré dont les racines
sont z,, 5,, ..., %, les cocfficients de z* et z* seront nuls, et I'équa-
tion méme prendra la forme

1 )
(5% 2.5A) ++3L(5*+2.54) + 63 A5 —2M =0,

A, L, M, A ¢tant les invariants définis supérieurement.

Cette ¢quation n’est pas nouvelle, elle a été déja calculée par le
P. Joubert dans son beau travail Sur I’équation du sixiéme degre (');
mais, dans la forme indiquée ci-dessus, elle se préte a une importante
transformation.

. . . 7 : ’ "
3. Avant d’aborder cette transformation, il est nécessaire d’exposer
d’autres propriétés des quantités 4, m, nj A, g, v.

(1) Comptes rendus de I’ deadémie des Sciences, mai-juin 1867.
Ann. de U’ fic. Normale. 3° Série. Tome XII. — Novemnre 1895.
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Les dix quantités suivantes

Y(B1),  cp =ag(or) (13) (30 (24) (43) (52),
)(52),  ehy=ad(02) (23) (30) (14) (43) (51),
)(51), el == ag(on) (12) (20) (34) (49) (53),
Y(41), chy = f(“(()l)(l))()O)('7 ) (34) (42),
Y (41), et == al (o) (45) (50) (12) (23)

¢t o= a2(02) (24) (40) (13) (35
f=ag(o1) (14) (40) (23) (35
ehym= a3 (03) (34) (f0) (12) (25
et == al(o2) (25) (Ho) (13) (34
chiz a2 (03) (35) (50) (12) (24

¢

(o

s'expriment par les A, /, ... comme il suit

-

¢l oz b i, et = —anl, Chy o = 1nae,
chy==vh — lm, cl,=vh — nl, ¢t o= vh — o,
(2) et == py — I ¢t ey nl ek Y - mn
VRSN > Co A ’ Co = | ’
ey py e VAo b (mn - ol - )

de plus,

c¢iiel el e —mne, ediel el o= pvel,
eroet ed o onled, eroeloet,omvile?,
¢t ety el oo —dmes, cioet el e,
On en déduit
3* ll'l' e, Rel==Me,

. — 2 0202 -2l ot oot ot of 2. et
2.3Gel=ck clcl, cict el el et el —el ok, el

degpet ei--egeiyer, ().

4. La transformation de 'équation due au P. Joubert s’obtient en
posant

et 'on a la transformdée

(P + 3Ly 4 2M)* 6" A(y +2.5.A) =o0.
Or,

22 (o] — ._' — .
&} /‘()l §1)* = l(m~-n),

et, en conséquence,
yre=—ali 4= {(m -+ n),

(1) Bunknarnr, Hyperelliptischen Modulfunctionen (Math. dnralen, Bd, XXXVI,
p. 409). :
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>
—

ou, en se rappelant les valeurs (1) et (2),

1
Y= 5 (v 4+ vh 4 g — 3mn) —2.3:.D?

9

ko~

et enfin

l A 1 7 1 N
= 3 (—a2ch--cly-ch +-cfy),

I L 3 A 1’ .
Yi =35 (—aci+ci+efy+cel ),

I , . . b
yim= g (20t el el ofy)

et, analoguement,

1 P P i
YT 3 (—oack-tchi+ch ek,

oot (—2ett el 4 et ety)
MRS 3 A5t 0y “0 1 12/
P (= 2¢h o chy o ch 4 el
Jo: 3 205~ Cay-l- Gyt Cg ).

Les invariants L, M, A, AA, cocefficien(s de la transformée, s’expriment
par conséquent en fonctions des dix quantités ¢f. On trouve, par
exemple,

. I o
| PR L
344

5. Ce résultat conduit directement a la résolution de I'équation du
sixieme degré. In ceffet, posons

w= [ Edx - / "
R - V()

et indiquons par o, , 0., O, 0} Wy, Wag, Gy, 0y, les périodes
normales primitives. Soient

Prs==Mm1p0)ag— Wapl1s==— Pgp

et
I I
Uyt = (yp Uy~ W2 Uiy ), Uy == —— (g Uy — O)y1 Uy ),
Pz P2
)ag D, » D14
Ty Ls2 Typ== Pz L3 Tye== aLy

“12 — K b
P12 P2 Pz Pz
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enfin

[~ . " -~ A
dr,s(Jn Uss Ti1r iz Tas)

une des dix fonctions S paires, et 3, la méme fonction dans laquelle
on a posé v,= v, = o. On sait qu’'en indiquant par p la quantité

' (omi)?
o ——
P12

’

I'on a

25 e ol
p T T Crgs

et les racines de la transformée pourront s’écerire
2
g ~ -~ 0 [
Vo= r (--~~ 2Ty - .72'3 =Ty Ty ),

3

et de méme pour les autres. L’équation du sixieme degré est ainsi
résolue. Les beaux résultals obtenus par MM. Bolza et Maschke (')
trouvent de cette maniere leur connexion directe.

6. Supposons que I'équation /() == o ait une racine double, par
exemple ; = 2,. On a

(=0, [0, R =0, A=o.
lin posant
a==a,(o1) (23), B == wy(02)(31), Y ==y (03) (12),

fo==(40) (41) (42) (43),
les relations (2) donnent

Co==Cpp == Cy, == Cyp =0}

h

N S YRS . e b e
cly==coy = ho, ci=cf=~hf, Chy==Coy == Ny,

et 'on a
oA~y ==o.

(1) Darstellung der rationalen ganzen Invarianten, cic., von Bolza. — Ueber die lincare
Gruppe der Borchardtschen Moduln, yon Maschke ( Math. Annalen, Bd. XXX).
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Des relations (1) on déduit

i

A ! a2 9
(::E/t(a——y), 33.D*=—"p.

En posant

F(x)=a,(z — z,) (x — 2)) (x — 2,) (x — x,),

on aura

et, en conséquence,
dr

J V@)

Les racines y,, y,, ... de la transformée deviennent deux i deux
égales, ¢t 'on a

I/ h h .
Ye=ys=m g (B—y) =Yg (y—a), Vs g la—F);

|

enfin, ¢n indiquant par g,, g, les invariants de la forme biquadra-
tique F(x), on trouve

3L==— 4 g0 A% oM = — [ P
et la transformée, en posanty = 4AE, devient
hE — &2 — g3 =0,

dont les racines sont, comme il est connu,
b= (B—7)  EB= G-, G=(a—b)
1= T 7) G2 Py ’ 3 Ta

ou 4ussI

, 1 , 1 , , I
51::3‘(12(3'84'33), 522392(_5‘3‘*" 4 g
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étant (')

©w

(1) Havenex, Traité des founctions elliptiques, premiére Partie, p. 258.



