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SUR L'ÉQUATION DU SIXIÈME DEGRÉ,
PAK M. F. BRIOSCHI.

1. Soien t
f{;v) ~-(r<a,«2, , . . , f f e ) (,r, i)

une forme (lu sixii 'me degré, cl

/••--4(/A

un de ses covar ian ts du q u a t r i è m e ordre. Les i n v a r i a n t s A, B, C des
second, qua t r i ème , s ix i ème degrés seront

A ::=^ (//•),.

et B, C les deux invariants do la forme biquadratique k. Au lieu de
B, C, j'introduirai, les invariants suivants

L=:4.5(4A2 -3.3 ; Î IB), M==8 .5 (7 .8A 3 -4 .3^5 2 AB-3 3 . 5 3 C) ,

et j'indiquerai par G^A le discrim inant de/1
Soient ç, ^ deux formes du troisième ordre, et

u := -(99)2, v^-W)^
-d •'•'

on a, eomme il est connu, les deux invar iants s imul t anés

J= (y^ )3 , E==(^)2 ,

et les deux D, R é tan t D le p rodu i t des discr iminants des formes ^p, '̂
et R le r é s u l t a n t des formes mêmes.
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Si l'on suppose/= ç'^, 011 a, entre ces invar iants , les relations

5A :::-:-: G - JJ2, L = RJ - G2- ^D,
o 4

M :;" (;3 - 3 IUG - y 1)0 4- î- R2 , 6° A ̂  3'5 E2!),
2 4 ^

a v a n t posé
Gr^-oE,

2. Soient: x^ x^ . . . , .r;, les racines de l ' équa t ion /(oc} = o; x^
.r,, ^, celles de ç( .r)^o; ^1, .z11:,,, ^5 celles de ^{x) ̂  o. Les six
expressions de ces racines

/ = :^ (o i ) (^3) (45) , ) . - : ^ (o i ) (25) (43) , •
m -= ^(o3) (af ) ) (^ i ), ^ ••:::: a,(o3) (a i ) (^),

n :•= a, ( o5 ) ( ̂  ï ) ( /( 3 ), v —. a, ( oS ) ( ̂  3 ) ( //! i ),

dans lesquelles ( r s ) = ̂ .— x^ onî. des pro()rietés remarquables . On a
en premier l i e u

1 4,... /^ ,..;.» ^ ::«: /. -.1-. ̂  ....ï... v r=: 3J1,

//;^^ •=::::; 'kp.V •^ l't,

et, en i n d i q u a n t par ^ < , •9^, ^;i les sommes des trois premières puis-
sances de /, m, n, et par a", , (7^ ^ celles de A, a, v, on trouve

^i=^i=3J,

^3 := 9,1^- 6G 4- 33 IP, Os •:= QJ2 — 6 G — 33!)^

^3 "::•= 3 B + yp - y m 4- Ç ii)̂  <y, ":̂  3 ï'î 4- yp '- ysQ - ̂  ̂ \

et, en conséquence,
^ — ^ — a . 3 ^ I Â
.<?g "4- ,(7«^ '---'- ^ A'i CTi :"'••::. """•"- 3 » 4 G

ou aussi
, . j uv 4" v}.. -{- \p. — ( m'n •+• ni -h ^^ ) == S3 B2,(, ï ) ï

( p.̂  4- v)i -h ÀIJE. 4-" (wn 4- ^/ 4-- /w :::::2.3G.
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Je pose
/ = — ( ̂  4- ̂  ), }, —: ^^ 4- 3,,,

w := — ( ̂ , 4-^1), ^ == .̂  4- ,̂,,

n ==— (^i4--i), ^ :=:.^4~^;

évidemment les équations dont les racines sont z^ z^ z, ou z^ z^ z,,
auront pour coefficients des fonctions des invariants simultanés J, G-,
D, R. Soient

^ 4- p, ̂  ~i-~ /^ z 4- /?3 = ( ̂  — .5i ) ( -- — z, ) ( ,= — ̂  ),
^34^ y,,^2,,^ ̂ ^ ̂  ̂ ^^ (^ _„ ̂ ^ ̂  __ ^^ ̂  _ ^^

on trouve, à cause des relations supérieures, que

,/^=^l, ^=-^î,

^a-= 3 < - " ̂ l^11- ̂  i)\ //.^SCi - ̂ J^H3!!)1^
4. a ' /i i>.
3 3/;;, := — I:{ -.].- ^ .1 ^2, ^ ,— J^ — ^ J yg,

et, en conséquence,

p^ 411" ^i —= o, //3 4- ;̂, 4- /^ r/i -lt- /?2</i = 0-

II en résulte que, dans l'équation du sixième degré dont leé1 racines
sont ^o, z^ . . . , z ^ , les coefficients de s^ et s^ seront nuls, et l 'équa-
tion même prendra la forme

(,^4- ^ .SA) 3 ^- 3L(,^+ 2 . 5 A ) 4- 6^^ — 2M =o,

A, L, M, A étant les invar iants définis supérieurement.
Cette équation n'est pas nouvelle, elle a été déjà calculée par le

P. Joubert dans son beau, travail Sur l'équation du sixième degré ( ^ );
mais, dans la forme indiquée ci-dessus, elle se prête à une importante
transformation.

3. Avant d'aborder cette transformation/il est nécessaire d'exposer
d'autres propriétés des quanti tés ^ m, n; À, ^, v.

( l) Comptes rendue de F Académie des Sciences, mai-juin 1867.
Ann, de VÈc. ^or/nalc. 3" Série. Tome XIL—• NOVEMBBE 1895. 44
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Les dix. quantités suivantes

^ =a, î (o2)(a4)( - ' io ) ( I3) (35)(5^) , ^ =
^=: ̂ (01) ( i/i) (4o) (•;<3) (33) (59.), ^,=
^=^(o3) (34) (4o) ( i3 ) (25) (3 i ) ,

c; =«5(o i ) ( i3 ) (3o) (3 ,0
^,=^(oa)( ' î3)(3o)( i / i )
( ; } ,==^(o i ) ( ia ) (3o) (3 / i )
c^=- -« , 2 ( " ' ) ( '5 ) (5o) (33)
c.; =^(o/ i)(43)(;- io)( i9,)

^ = ^ ( o 3 ) ( a 5 ) ( 3 o ) ( i 3 ) ( 3 4 ) ( 4 ' ) ,
<•;;, = <-/,2 (o3 ) ( 3,^ ) ( 5o) ( i a ) ( a/, ) ( 4 > ),

.s 'expriment par les X, /, ... comme il s u i t

-_: ?.̂ . — ////, (:'[,^ ==•: ?,̂ . — ///, c^;) —: 7 .̂ — /////,
vî. — ii l,
uy — ni,

l û^ =;::
c\^
c:;,--

^.-~
VA •"

^ -

c-|

- <?/^,
-" If ri,

- 1 / / 1 ,

= P +

<-,=--?
<"i'i :;•=='•'
ci -^

yA -1- },/-'.

:r 'y À — /?•?//,

r" ,̂̂ 1 •— /^7/,

{fnn, •4- //./' --h //^.) ;

de plus,

On en déduit

::::,::— /n//^;;,
r̂ : ///<"j,

:̂:::— ///î^j,

S^.D^^ch

c^c, c,,^~:^vc;;,
^-^—y?. / -^

•S •:::::: 7.p.ci.

Rcl^îlc,

a.3G^: /.a /^ ,•1' o i w 3 '•' .'î.».» /t «î /•» û /••» à . 1 -••. £> f •• <-..• (t < (..' i,) G •i > t t..' ^ v".,3 ^.2 ^2 .
4 "' 0 » <-' l Ï

/.y /.a y,îî
"1 a ; $ f - 1 4 . f i " <»

/» •& /11^ ;!
» ("' l A <-.' 6;

, /1» iî /-l .'.« /•» Mw o l,(" a :î <:1•> -i
, ^2 ,»2 /.2

'1"" 0 ("' 1 a (1" 3 4 ( 1 ) .

4. La t r ans fo rma t ion de 1/équation due au P. Jouber t s 'ol) l ient ci
posant

y :::::•- (,^+2.5 A) ,

et l'on a la t ransformée

(.y3 4" 3 Ly + 2 M, )2 + 66 A ( f 4- a. 5. A ) ;= o.

Or,

et, en conséquence,
ji:r;=:— ai,! -h ^(m -h /z),

( 1 ) BURKIURDT, lî/pe^elUptischen Modïdfwiciioncfi {Mat/h Àiiimlen, BcL XXX Vî,
p, 409), 1 ^ ' 1 1 . 1 . . !
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ou, en se r appe lan t les va leurs (:r) et (a\

ji ::= ^ (^i H- w. + }̂  — 3 mn ) •— 2.32.1)2',

et e n f i n
Ji= i (—ac|4~c: î ,4 - -c t +c;i),

y^ ^ (- a^t 4- ^4+ ̂ 3+ ^i )»

r»^^( - : îc t4"^ +c^+ci0

et, analogue nient,

.)^.=~ ^ (~- ^c^{- c^^ c^ 4- c^), •

y2:=—^(-^^4-'^ +c^,4"-c^),

J,,:';:.̂  — ^ (— ac^ 4- c^4- c^,4"" c<; ).

Les invar iants L, M , A , A A , coefïicienis de la t ransformée, s 'expriment
par conséquent en fonc t ions des dix. quant i tés c^ On trouve, par
exemple,

î —" .. ..,J V/-.8.L—— 3^4^- •

5. Ce résultat c o n d u i t directement à la résolution de l 'équation du
sixième de^ré. En effe t , posons

/* a ' c l x /* (Uu^ •= î —„:==,= î ^= / -——•?
J \/A^) J \//(^)

et i nd iquons par co«, co,^, < ^ i 3 , c o i / < ; û^o o->2?» ^23? -^a^ I^s périodes
normales primitives. Soient

p y g ="= (/) î r ̂  3. s — ^ ss r(^ l s "^ — P s r

et
^1= —(^âa^i—û)^^), U2=: — (û.>âi^/t— wii^a),

^12 1 /^ai

» ._ fhï ^ _.A2._,/^;î , , _ Pi^T^ „„„.„, ——3 7)2 -.„„„-, —- .— -—? Tg^— -——,
Pïï Pn Piï ; 1 Pï2
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enfin

-':;'r,.v(ul•» ̂  5 "^i u ^lii» ^'2^)

une des dix fonctions S' paires, et S-̂  la même fonct ion dans laquelle
on a posé u ^ = = TJ^== o. On sait qu'en indiquant par p la quant i té

„.„ (^Tp :.,„„.. ——— f
piï

l 'on a
,2Cy/f. —— ^4p .Ĵ ..,...-. t/,^.,

et les racines de la transformée pourront s'écrire

j,^^(-^|+Si,4^t+^,),

et de même pour les autres. I/<xfualion du s ixième degré est ainsi
résolue. Les beaux résultats obtenus par MM.. Boixa et Maschke ( r)
trouvent de cette manière leur connexion directe.

6. Supposons que l'équation/(.z;) = o ai l une racine double, par
exemple x., === <r^ On a

^==0, (.A ":::.: 0, B — 0, A = 0.

En posant

a ==: ^o (00(^3), p=^«(û2)(3i) , y=::ao(ô3) ( la),

A = = : ( 4 o ) ( 4 i ) ( 4 % ) ( 4 3 ) ,

les relations (2) donnent

Co = C^ == €34 = Ça ̂ = 0 ;

cî, == c^ = ha, c\ = ct:=:- /zjS, <?^, = c^ :,= Ay,

et l'on a
a 4- (3 4- y == o.

( 1 ) Darstelkmg dor mtionaiGn gamen Xnmriantany etc., vorit Boîza. — ÏJeber die Unenre
GmppGder lîorcharch'schen Module von Masehko (Math. Àwuden^ Bd. X.XX),
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Des relations ( ï ) on, déduit

G=^,(^-y), B^D-^-Ap.

En posant
F (.z-) =:: r/o (-y — ^o ) (^ — ^i ) ('^ — ̂  ) ( ̂  — ^;0»

on aura
f(a')^^-~x^'F^)

et, en conséquence,
r dx

u^— x^u^=. 1 -—==="
,/ ^^)

Les racines y ^ , y^ .... de la transjfbrmée deviennent deux a deux
égales, et l'on a

y» = .y^ = ̂  ( [3 — y ), .^j = Ja ̂  ̂  ( y — a ), .y., := ,74 = ̂  ( a — ^ ) ;

entin, en ind iquan t par^, ^ les invariants de la forme bi quadra-
tique F(o?), on trouve

3 L = ~ 4 ̂ 2 ̂ a. 2 M: = - 42 ̂ 3 A3

et la transforméey en. posanty === 4-^^1 devient

A^—é^S—é^^ 0 »

dont les racines sont, comme il est connu,

^=^((3-y;, ^=^ (y^a ) , ^=^(^(3),

ou aussi

^==i^(^+^), ^^Ip^-^^Si). ^----Ijp2^-^)
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étant ( ' )
n —— 7r '-r'« __ ^-4 __ T4
P — — ̂  ^ 0 + ^ 2 — — ^ . -

( 1 ) HALPHEN, Traité des fonctions elliptiques, première Partie, p. •258.


