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NOUVELLE DÉMONSTRATION
DU

T H É O R È M E DE D A L E M B E R T ,
PAR M, WEIERSTRASS.

FRANÇAISE,
PAR M. C. BOURLET,

DÔCTISUR ES SCIENCES.

Le théorème de Dalembert, qu i est un d'es théorèmes fondamentaux
de la théorie des é q u a t i o n s algébriques entières, a été maintes fois
démontré d 'une façon absolument rigoureuse. La plupart des démon-
strations prouvent l 'existence (Fune racine pour une équat ion entière
sans donner le procédé du Calcul numérique de cette racine et beau-
coup d'entre elles font appel au. Calcul, intégral. 11, était du plus h a u t
intérêt de posséder une démonstration de ça théorème ne s 'appuyant
que sur remploi des séries entières et donnan t e en même temps, un
procédé de calcul numérù/ue de$ racines.

En septembre i8c) r , M. Méray a publié, dans le Bulletin des Sciences
mathématiques et astronomiques^ une démonstration basée sur ces prin-
cipes. Deux mois après, M. Weierstrass communiquait à l'Académie
des Sciences de,Berlin, une démonstration, toute différente, qui rem-
plissait les mêmes conditions ( ^ ) . Nous avons pensé rendre service

( 1 ) N€i,uîr .Beweù des Satze^, dcas jede raûonale Fanctio/i... * K. l/freieriftrcts& (SiL-
zungsberiehio dcr K. P* Akad. d. Wiss. zu Berim, 17 déc. 1891).
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aux mathématiciens français en fa isant une exposition f rançaise du
Mémoire de M. Weierstrass.

Nous n'avons pas fait une traduct ion littérale de ce travail. Pour
dégager la part ie essentielle de la démonstra t ion, nous nous sommes
permis d'en séparer deux lem'mes que nous avons placés au début.
Sauf cette légère modif ica t ion de forme et. quelques changements de
détails, nous avons conservé le texte même du. Mémoire presque en
entier par crainte de lui enlever le cachet de parfaite rigueur que
M. Weierstrass donne à tout ce qu'il fai t .

I.

LEMME f. — Étant donnée une fonction entière fÇx)

/(,r) s ̂ ll 4" Ci x11^ 4" C^1"11'2 4". . . -h C,,,

à coefficients réels ou complexes, ai elle n admet aucun diviseur commun
avec sa dérivée première, c est-à-dire si son discriminant est différent de
zéro, on pourra déterminer un nombre positif h^ tel que ceci au aussi lieu
pour toute fonction ç Çx)

9 {x) ss x11- 4- Ai ̂ •""î 4- Â^-2 4". . . 4- A//,

le Ile que l ' o n ait

Ci • — A i [ < Ao, | C'î — A 2 1 < //g, . . . , | On, — A/,, | < //o.

Posons, en efÏet ,

Ci — Ai == ht, C.2 — A 2 "-̂  /<a» ..., Cn — A,^ '=^ hn,

et désignons par A(A,i, A a , . . . » A,^) le discriminant de ^(«x;). On aura

A(Ai , As, - . . , A,0 ES A(Ci, C^ ..., C,^) — j //,î, h^ ..,, hn, Ci, Cs, .... C/<, 1 ?

ou l'expression \h^ . . , , h^ C , , . . . , C ^ j désigne un polynôme entier
en A i , . . * , À/^ C i » - - " » G^, c'est-à-dire une somme de termes dont
chacun est un produit de puissances entières et positives de h^ . . . , h,^
Ci, ..., C^ par un nombre (positif, négatif ou complexe). Dans chacun.
de ces termes, remplaçons alors le coefficient par sa valeur absolue,
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l'expression j /^ , . » . , /^, C,,, . . . , C / ^ se transformera en un nouveau
polynôme que nous désignerons par [A,, . . . , h^, C^ . . . , C,J. Dési-
gnons ensu i t e par C i , C^, . . . , C^ ^ nombres positifs, tels que l'on ait

|Cj<c,, iCâKCa, ..., |CJ<(L,
et par h un nombre posi t i f supérieur aux. modules de toutes les quan-
tités k^ As, ..., /^, on aura évidemment

| ! Ai, h^ . . ., A// , Ci, €2, . . ., €n j < [//, //, . . ., A, Ci, Ça, . . ., G/, |.

Mais [ À, À, . . . , À, Co Ç a , . . . » C,/, j , que nous désignerons plus briève-
ment par [À], est une fonc t ion ent ière de h à coefficients réels ai posi-
tifs, sans terme indépendan t de h : on pourra donc déterminer un
nombre h^ (pos i t i f ) t-el que, pour toutes les valeurs de h plus pet i tes
ou au p l u s égales à h^ \h\ soi t p lus pe t i te q u ' u n nombre donné à
l 'avance. Si donc on chois i t /^ de telle façon que pour

on ait

on aura cer ta inement

h^k,

[ A ] < | A ( C ^ . . . , C / / ) | ,

[A(A.^ Aa, . . . y A,/) | >o;

le discr iminant A(A,.,, - . , , A,,) sera, pour les valeurs de À, , h^ - . . , h^
telles que

|Ai,|</4, ..., \hn\<h^

certainement différent de o.

IteMA'HQUE. — Étant donne un nombre positif quelconque Ao plus petit
fine la valeur absolue de A (C^ ...,€„), on pourra même toujours choisir
Â(, de telle façon que l'on au

1 A ( A ^ . . . ,A /J |>Ao
•chac/uefois que

\/ii | </4» • '"> \h^\ <h^

Remarquons, en effet, que, puisque [Âj a'tous ses coefticients posi-
tifs, l ' inégalité Â<^ entraîne l'inégalité de [h\ < |ÂJ. Soit, alors,
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D" un nombre positif plus peti t que le module (le A(C, ( , . . . ,C, ;) et
plus grand que A(), choisissons h^ de façon que

[ÀO]^~AO,

on aura
| A ( A , , . . . , A / J > l ) ° - [ 7 / o ]

pour toutes les valeurs pour lesquelles

| Ai | < //o, . . ., 1 h.n \ < A<, ,

par suite

et comme

on aura donc

A(A,, ...,A,,) >Ao+(:DO~Ao-[/4:|),

!)°-Ao-[A,:|So,

|A(A, , . . . ,A , ) 1>A< ,

II.

LRMME 11. — Soient

j o(.^)s ̂  +V c^^/'- ̂  ^ Cî ^n-^
vJ«—«l

(^ :::= r, 2, . . . , / / )
/,(,zO^.^+V Ci^^-v |''«—y ./f ̂ ^j -:„:= .:<.--r 7 uù-z

»v

f/eux fondions entières de ;r, ̂  même degré; soit z un paramètre arl)i-
iraire; posons

f(.^s) ES (r -^)/,,(^) 4" ̂ (.r) ;

/'(.r,^), considérée comme f onction de .T, a ^n discriminant D(^") ya^'
^.v/ une/onction entière de z. On peut déterminer "un nombre réel k et un

nombre positif W tels que, quelque soiHe nombre réel t > i, T ) ( ^ ^ v \
\ t "4— A / /

,vo^ différent de zéro et que, déplus, on au

"(r^) >"••
si les discriminants def^ (,x) et j\ (a;) ne .sont pas nuls.

Remarquons d'abord que D(^) n'est pas iden t iquemeni n u l , car
c'est une fonction entière de z différente de zéro pour s == o et z == r .
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On peut donc assurer que D(^) ne s 'annule que pour un nombre fini
de valeurs de z. Posons

i 4- ^i
i -i~ S i 9

t et.î étant réels. A chaque valeur de z, sauf pour o et i, correspond
un couple de valeurs de s et £ et, par suite, il ne peut exister q u ' u n
nombre fini de couples (,y, t) pour lesquels

D^±")^o.\ l 4- SL )

Donc, si l'on donne a s une valeur k ne figurant dans aucun de ces

couples, D^ ^^—p} sera une fonction de / qui ne ^annulera pour aucune

valeur de l.
L'existence du nombre k est donc é t a b l i e ; i l reste à montrer com-

ment on pourra dé terminer une va l eu r telle que k, sans connaître les
valeurs pour lesquelles l)(z) == o. Pour cela, motions ' D ( z ) sous la
forme

I)(^)=^(^•+-(3^0^//^- l•l;< (^==0, r, . . . , /n),
p.

m é t an t le degré de Ï)(s) et c^, (^ des constantes réelles.
On a alors

1) (r^) = (TTÏTF^<^-1- -6^') (1 4 - •w)/"-lx (^•s^'1'-
(A

on peut donc poser
, . n ^ ^ ^ ^ V . G ( ^ . S l ) + ^ ï ï ( / , . S > )( r ) I) (^ ̂ .̂̂  .„.. ——^^———,

où G ( l , s ) et H(^ ,^ ) dés ignent des fonctions entières de t et de s a
coefficients réels. On voit alors immédia tement que, si Fon donne à s
une valeur déterminée ky î)^.—-^) ne peut s^nnuler que dans le cas
où les deux, fonctions G-(^À) et H(/1,^) ^ annulent,nrnullaneme/a pour
une y^\WY finie de t [car G(/, /&) 4" i H(/, À) est une fonction entière
de / dans laquelle le coefficient de ̂  est a^+ (3^== D(o), qui est dif-
férent de zéro]- On en conclut que, si Fon forme le résultant des deux.

ÂîZti, dei î'Éc, Normale. 3* Sério. Tome XIî. — OCTOBRE i8y5. 4 ï
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équations
( a ) G(^ .9 )=o , I I (^ . î )==o,

obtenu en é l i m i n a n t /, qui est une fonction entière R(^) à coefficients
réels, il suffira de prendre pour k un nombre réel tel que K(^) soit diffé-
rent de zéro^ ce qui sera possible pourvu que R(.v) ne soit pas iden t i -
q u e m e n t nul .

11 est, d'ailleurs, facile de voir que R(*y) n'est pas iden t iquemen t
nul. Ceci, ne pourrait arriver, en effet, que si les coefficients de /m dans
G(t,s) et 'H(^) étaient tous les deux nuls ou si ces deux fonct ions
avaient un diviseur commun en l, quel que soi! &'. Or, le coefficient
de t"1 dans G(t, s) -h iïl(l, s) est a^+ ^=11)(o) qui est d i f férent de
zéro; donc, les coefficients de ^ dans G et H ne sont pas nu l s tous les
deux.

D'autre part, si G'(^) et ï ï Ç ' l ^ s ) avaient un diviseur commun en l,
quel que soit $, ce diviseur commun serait entier en s et l, et i l ne
pourrai t arriver que deux cas : i° Ce d iv iseur est i n d é p e n d a n t de s;
dans ce cas, il devrait diviser les coefficients de toutes les puissances
de s dans G et H; en particulier, les coefficients de ^n qui sont deux
constantes dont l'une au moins n^est pas nulle, car le coefficient de ^
dans G (<?, s) -4- iîï(f, s) est ̂  Ï)(i) qui est différent de zéro. 2° Ce divi-
seur dépend de s; ce serait alors un diviseur commun de G(t,s) et
H(/ ,^) considérées comme fonctions de ^. Or, G ( t , s ) et H,( / ,^) ne
peuvent pas avoir un diviseur commun en ^, quel que soit t, car le
résul tant R i ( < ? ) des équations (2), obtenu en é l iminant s^ n'est pas
identiquement nu,L On a, en effet, en faisant, dans la relation (r) , t == ï ,

G(i^) 4" i H( i , s ) s I) (x) [i + sl]^,

ce qui, montre que G( i , ^ ) et ï ï ( ï ,^ ) ne peuvent avoir un diviseur
commun, à coefficients réels, puisque D( i )=^o, Donc R^ï) est dif-
férent de zéro, R^) n'est pas ident iquement nu l , et i l en est de
même de R(^).

Cela étant, k ayant été choisi de façon que R(À) =^= o, formons, ce
qui, est toujours possible, deux fonctions entières dô^ et / ( , à coeffi-
cients réels, telles que l'on ait l ' identité

Q ^ t , k ) ( j ( t , k ) ^ Hs(UVH(^Â")E2^-i R ( Â - )
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et soient, par rapport à t, de degré au plus égal à Cm — i). Posons

^=1, G ( ^ / C ) =T^ C p ( T , / c ) , I I ( ^A- ) =T—— <HT,A- ) ,

G^ k) ==T-^ 9,(r, Â-), II,(^ Â-) == T—-<-1 <^(T, A-).

Si t reste supérieur à T , T restera compris entre o et f . On aura,
drail 1 eurs

Ç,(T, /(-) y(T, /f) 4-4>i(T, Â-) ^(T, /() = R(^),

et, comme on a évidemment

[<pK^ h) + ̂ t(r. A-)] [y2^, /<•) + ̂ (T, /O]
S [cpi(r, /c) y(r, /<•) 4- ̂ (r, /c) ^(r, A-)]2,

on en conclut que
[-(I+AQT-I '_____it2^___
L I -+ - /CT (J ^ ( T + /^T2)'" [9Î(T, /f) + 4'Î(T, A-

Choisissons alors un nombre K tel que pour toutes les valeurs de T,
comprises entre o et i , on ait

(pÏ(T,/c)-h^(T,/ f )<K;

on aura, par suite, pour toutes les valeurs de T,

ro-i-/n)TiP RVO
J \_T+Tîi \\ ^ ( I + / f î ) K '

Désignons alors par D" un nombre positif tel que

a)^-JW—^ " l — ( i - ) - / c î )K

pour toutes les valeurs de T comprises entre o et i; on aura

,)f(L±^1|>D<>,
L 1-4- krt J )

c'est-à-dire que, pour toutes les valeurs de t plus grandes que i, on
aura

l)fp^:)|>D<.
\ t --^ kl /
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III.

THÉORÈME. — Etant donnée la fonction entière

f(x) = ̂ n -4- Ci.r^-1 4- Cs^-2 + . . . 4- C/,,

où C, , C^, . .., C,; désignent n nombres, réels ou complexes, on peut
trouver n nombres, réels ou complexes, x ^ , x^^ . . ., x^ tels que F on ait
r identité

f(x) =2 11̂  (.r — ̂ ) (v == ï , 2, . . ., n).

Remarquons, tout d'abord, qu ' i l suffit de démontrer le théorème
dans le cas où /(^) n'a aucun diviseur commun avec sa dérivée pre-
mière, c'est-à-dire dans le cas où son discr iminant est d i f fé ren t de
zéro. Nous savons, en effet, que, dans le cas où le d iscr iminant de
f(x) est nu l , on peut, par de s imples opérat ions algébriques, décom-
poser/^ ,'r) en un prodoit de facteurs de même forme, mais pour cha-
cun desquels le d iscr iminant est différent de zéro* Si le théorème est
vrai pour chacun des facteurs, i l sera vrai pour leur p rodu i t /(^*)»

Nous supposerons donc dans tout ce qu i va, suivre que le discrimi-
nant A(Ci , Ça, --» C/;) de/(^) soit différent de zéro.

Désignons par
Oi, j;a, .. ., .r,,)v (v=i, a, . .., n)

le coetïicient de x'1'^ dans le développement de
II, (A- — .yy) ss (.z; — ^i ) (.zî — .x'a) . . . {x — .r/,).

Pour démontrer la proposi t ion, il suffira de prouver que, étant don-
nées n quanti tés quelconques C^, €3, ...,. C^, il, existe toujours un sys-
tème de valeurs bien déterminées x^ x^y . . . , x,^ vérif iant les n éga-
l i t és

(<TI, a*2, . . ., ^)vr= Gy (v m, 2, . . ., n).

Soient (^ , C^, ..., C^ n nombres posit ifs respectivement supér ieurs
aux modules de C,,, C^, . • . , Crr Déterminons deux nombres posit ifs Ao
et Ao satisfaisant aux conditions du, lemme I, c'est-à-dire en gardant
les mêmes notations, tels que
(3) [^]?«.>°-Ao,
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Admettons d'abord qu'on puisse trouver n quantités a^ a^, . . ., a^
telles que, si l'on pose

on ait
Av== (ai, ^2, ..., a,,,),/ (^ m, a, .. ., n),

| Cy •— A.v | < ÀO,

et satisfaisant, en outre, à d'autres condi t ions restrictives que nous
définirons plus tard. On aura alors

1 AV | < C^ 4- /<o (v == î , 2, . . ., /z )

et, par suite, pour toute valeur de x,

V '^v ^ 'V ^v "+" ^c»Z(,^ <-^ -,̂ -

. Choisissons un nombre positif a tel que

«) Z,^-,
on aura alors, pour toutes les valeurs de x dont le module est plus
i^rand ou. égal à a,

"̂  Ay , ,.,
2^ <I? M=?a-

Donc en posant
90) ̂  IIv(.r — ay) =: ̂ "-î-V A^"^

"•"'"V

on, en conclut que le module de ç(^)

j y (.:.•) 1= ^L4-V A-;( ^—«^ ̂

sera di 'flerent de zéro pour toutes les valeurs de oc dont le module est
supérieur ou égal à a. Or, comme 9(^) s 'annule pour o?==â?v, on en
conclut que

oy [ <a ( v = î , 2y . . . , /z)
et, par suite, que

| yTav) 1 < /m^-^+y (^ — v) (G; + Ao) a^"^^
j«fflBBii
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Posons encore

0 =r na71-14-Y (n - v) (&;+ /?o) a^^S
^""""v

on a, comme on sait,

A ( A i , As, . . . , A/,) ==IIvq/(av) (^==:. ï , -2, .. ., n).

Donc
i II^9'(a.) pour [j. "yf^ v

9'(^v) "̂  A(Ai, Aâ, . . . , A ^ )

et, par conséquent,
__ ^Ê^!
o^av) " Ao

Cela étant, posons

/(<^} _ ^j^)
^(av)'" ç^^v) 5

.. _ ,/ \. "'v ; Xillli .^ ̂  — - -—- := •— ,

et considérons les n nombres
f^il

<?' ( ̂ v )
û^ — <2v "4- E,v — (^v — ^•—---•-, ^ 'v —: ï y '^, . . ,, /À } ;

formons là fonction

Ci (,r) ss IIv(^ — Ov) s .^^y1 Av.^-^
———V

AV^^((%^, ('^3, • * . , ^/^v?

et cherchons une limite supérieure des modules des différences

Cy — Ay

Pour cela, remarquons que

5) y,(^)^Iï,(^-av-£v)s9(^)-V ^^^««Ï [^,^-.,^:IF^-^
^—'^ •̂  —— M.̂  .-——l^

(v==; i , a, .... n)y (/j.=2, 3, . . . , w),

[^, ^î • • •? ^/z](j. désignant une fonction entière de ^, ^» • • * » ^
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de degré p-, et n'ayant pas de termes de degré inférieur à 2. De là on
11 re
/(.)-^)^(.)-^ -2^^^ [̂ ,, ..„£„],."-..

• — — — M - 5 ' — — " V (? \ a ' ^ ) ^^V-

Or, d'après la formule d ' interpolat ion deLagrange,

^ f ^_V ?(.T) ^(«v) _„.^•r) A^-«v y'(^)='0'
on a donc

/(.r) - yi(.^) sV (C. - A;/),r»-"sV [^, £,, ..., 'in^'-v-
^awsH^ ^asâ^

( y = z i , -i, .. ., /î), (^==2, 3, . .., n);

on en conclut
Ci — A[ = o, (..ïp, — A.^ == [Çiy Ça? • - * ? ê/J im-

posons, pour abréger,
A=A(Ai ,A,2, ..., A/O^II.c?^^);

de l ' identité (5) on tire

A^[ÊÎ.^..^^](.^-"^
9(-y)Ay , ( ^ )+A9 (^ ) -AV ̂ ^

.iliiilliilHHI n »X' """"- (̂
iV

(^) < .̂  - iiv[(^ - ̂ v) ^^(av) + ̂ (ay)] + nv(^ - ̂ v) y^)li.vl̂ .-^ — c<v; 'f \My; -r- ' f^^v/ j "T" A A V Y ^ — M'Y;

^) . . . 0-- ̂ ) y ^ ^ a ) . . . o/^/) '^(^i.+ (.z '—a^) ... (.z'— ̂ ) y^^a) ... y^^/) .p(^i)

. ( .z---ai) . . . ( .^—a^Oy^^i ) • - • y /(^-l)^(^),

q u i nous prouve que les produits
A[^i, ^2, ..., ^Jp.

sont des fonct ions ent ières de a^ a^, . . . , a^ ^iÇci^ ), . . . , ^(^); ^t si
nous posons

^1^ *->^]p-^j^ l , .-,^; ^(<^l), • • ^ +(^)} [A?

nous en conclurons que les fonctions

\a^ ..., an; ^(^i), - .? ^(^^iy-
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sont des fonctions entières de a^, . . . , ci^ ^(<^ ), ... , ^(a^) qui sont
de degré ;J- par rapport à ^(<^), . .., ^(^/O» et /^ contiennent pas. de
termes de degré inférieur à 2 par rapport à ces quant i tés , p u i s q u e les
fonctions [Ç,, ^2, . . . » Ç//|^ sont de cet te na ture par rapport a '$, ,
? ?
Sa» " - • •» ^n.'

On a d'ailleurs

(7) C i—Ai=o, (^—A^=:^ j^ , .. ., r//,; ^(f/i), . . . , ^ (<^ ) j ( x

(^:=: a, 3, . . ., /z).

Soit alors à le plus grand des modules des quant i tés C< — A < ,
C^— A^, on aura

l^)!^- S (Cv—A^X^ <ôV a-^
-«——V' -A-rt^'

| Ov 1 < a.

7= 2^^ (^=1,2, . . . ,^);

|'H^)|<oy.

car

Posons

on aura

Désignons, enfin, par

\\a,, .. ., ff,,,; ^(aj, .. ., ^(a/J J j p ,

la fonction de a^ . .., a^ ^(a,), . . . , ^(a,,) qu'on dédu i t de

\C(^ . . ., a/,; ^(ai), . . ., ^(^) j^,

en remplaçant chaque coeiïlcient négatif par sa valeur absolue, on
aura évidemment

\\a,, . .., ^;^(a0, ..., fK^)gpJ<i{a, ..., a; By, ..., ây j j^

Or, puisque la fonction \\a^ ..., a^ ^ ( a ^ ) , . , . , ^(a/ , ) j j^ n'a pas de
terme de degré in fé r ieur à 2 par rapport à ^(^O» " - » ^C^)» on

pourra mettre ^ en facteur dans \\ a, . , . . , a; Sy, . . , , ây [ j^ et l 'écrire
sous la forme

^ J j a , .,.^a; êy, .... c^gj^ô^a, y, â)p

^'. :
-^ 1
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(a, y, o)^ étant une fonction entière de a, y et à à coefficients numé-
riques tous positifs.

Des égalités (7) on conclut, alors,

C.-A^o, |C^A,|<^a-^i)P (^.,3,...^).
A()

Ces limites supérieures trouvées, déterminons une quanti té posi-
tive ^/o, telle que l'on ait à la fois

(8) d^h^ €lo((x, y, ^o)^$A<,, (fJ-= a, 3, ..., n),

et supposons^ en outre^ que les quantités a^ a^, ..,, a^ soient telles que
tous les modules des différences

C i — Ai , . . . , C^"-- Art

soient plus petits que d^. Nous pourrons poser

ô rr; £<'4? 0 < 6 < '

et, dans ces conditions, on aura

ôs(a, y, ô);,=:Ê^(a, y, s^),,< e^/oA,,.

Si nous désignons, alors, par s/d^ le plus grand des.m.odules des diffe^jîî*., '^"i,^,
renées ^ 1 1 / "̂-", , / /•,, i / <,»

t^—~"A^, ..., ^^• -—21^, ^.'

on aura . ^i" ••
e'<s\ ^

La quant i té e ' d ^ joue, par rapport aux nombres a\, a^ . . . , a^^è^ 1 ^ ^
înême rôle que srfo par rapport aux quant i tés a^ a^ . . . , a,^ Nous^^^^
pouvons donc énoncer les conclusions suivantes :

rfo étant un nombre positif satisfaisant aux conditions (8), s ' i l existe
n quantités a^ a^ . . . » a^ vérifiant les conditions

(9) ] Cv— (Oi, Og, . . ., a/,)v| <^o (V=I, 2, . . ., /Q,

on pourra, de proche en proche, déduire de ce système d'autres sys-
tèmes

a\, . - . , <'4î a"^ • • "> ^it'i ' • • - »
^^/î. ̂  ^À". Normale. 3° Sério. Tomo XII. NOVEMBRE i8(}5. 4'2
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tels que

/y / ————a.v .—

/./a^ —

G.

= a^ —

, '(%v —

BOURLET.

.A^)n^v~«pj
/(r4)

Iïp.(^—^^)

(v:=r, 2, . . .,/?.),
(^.),

et les quantités a!) ainsi définies (v == i, 2, . . . , n; X = o, T , 2, ...
ont toutes des valeurs finies. SI l 'on pose, pour chaque valeur de X,

A^= (a^, a^ .. ., ^)v

et si l'on désigne par s^^o la plus grande des valeurs absolues des
différences

r -»- A ^ r A*^ui — .A ,p ..., ^,/, •—" -'i^,
on a

£'<S\ 8 f f<S / ; ^<£\

en général,
fi^^e^.

Posons

^,(.r) ̂ /(^) ~ (p,(^) ̂  ̂ (C,~ A;).r^^,

on a, en appliquant les résultats précédents,

|/(a;)|=]^(^)|<y£0)^<y^^

car chacune des quanti tés^ est, comme les quanti tés a^ plus petite
que a en valeur absolue. D'ailleurs, si l'on appelle A^ le d iscr iminant
de y>.(.z"), en vertu du. lemme I,

I A^) | > Ao,

on aura aussi, comme précédemment,
|çi(^)|<P (^=Ï, 2, , . . , /Q

et, par suite, aussi
^r".i

•/.(s/y,(aî)| ^ "A;113

donc
Z l̂ ^/'i3"-1^^

/ / -;Â . '̂  """"" ' A """"11"1'"1 c' '<?\W) A,,



NOUVELLE DÉMONSTRATION DU THÉORÈME DE DA.LEMBERT. 33 £

Posons, enfin, —-^ '—...").
Les quantités x^ x^ . . . , x,, sont des quantités bien définies, car ce
sont des sommes de séries convergentes. Chaque terme de l 'une de
ces séries est plus petit que le terme correspondant de la série

y 7?-1^
A A,"""0 -i

qui est une progression géométrique décroissante, puisque

0 < £ < 1 .

Mais, si nous désignons par r un nombre entier quelconque, on a

^ f(aï;),/•.„.,.,. v ^^)•/v•"l••--ua-2.,^^^^^^
d'où

./., ^7^--1^
A., ^>;

ce qui montre qu'on peut choisir r suffisamment grand pour que les
différences.^— assoient plus petites qu'un nombre donné à l'avance.
A^ étant une fonction entière de a\, . . . , af^ on pourra donc choisir r
.assez grand pour que les différences

{ • ^ " î , X^y . . . 7 ^H ) v — — — A.V

soient plus petites qu 'un nombre donné à l 'avance; comme, d'ailleurs,
il en est de même pour les différences

Ci — A\, . . . , Cfi — A^,,

on en conclut, comme

) {X^, X^ . . . , Xn )v — GV 1 ^ 1 («^l» ^2» ' <» ^n )v — Ay' ,' -h | A', — Cy ,
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que

c'est-à-dire que
(.TI,^, . . ., .y,,)v=: Cv ( v = = i , 2 , . . . , / ? , ) ,

/(.r)EsII,/(^—^).

Le théorème est donc démontré si l'on peut trouver n quantités a^
a^ . . . , a^ vérifiant les condit ions (9); c'est ce qu'il nous reste à
prouver.

Pour cela, gardons les mêmes notations que dans le lemrne .II, et
désignons, pour abréger, par/(.r; T) la fonct ion f\x, ̂ t^li J .

Posons
f(x^ T)^^+ y c;,̂ ,̂-—"^

on aura
r - tLriî IrtÎ ^̂
^ """°""" î •41- " k v i

et on pourra, év idemment , dé te rmine r n nombres C^ C^, - . . , C^ tels
que, pour toutes les valeurs de T comprises entre o et î , on ait

C,> Cl|, . . . ,C .> | ( :%[ .

Par suite, toujours avec les nota t ions précédentes, on aura

}/^ ...,^,q, . . ^ (^ j <[h]

lorsque
îh\<h, . . . ^ 1A,J<A.

De plus , D0 étant lô nombre déterminé dans le lemme II, si l'on choisit
xleux nombres A^» et À() tels que

Ao"HÂo]:il)o,

et, si l'on désigne toujours par a, p, -y, d^ les mêmes quant i tés , on
remarquera que ces quanti tés ne dépendent que de Ao, h^ C < , Ça, . . . ,
C/,, et non des coefficients C^ Ça, . . . » (^ de^/(.r). Il est donc évident
que la quantité d^ définie par les relations (8), a la même significa-'
ûon^ow taules los fonctions f{x ; T) que celle qu'ellô avait précédem-
ment pour/(^), qael que .soit ^ compris entre o et î . Si l'on peut
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trouver n quantités a^ a^, . . . , a^ telles que
[ CÏ— (a,, . . .,a,,)^| <^o (v = î , 2, . . .,n),

on pourra donc, comme précédemment, au moyen des formules où
f(oc) est remplacé paî\/(,'r; T), déduire du système a^ a^, - . , , a^ un
autre système a,, ci^ ..., a,^ tel que les modules des différences

G;— (ai, . . ., an}.,

soient tous plus petits qu'un nombre donné à l'avance, aussi, petit
qu'on le voudra.

Ceci posé, prenons n nombres différents, d'ailleurs quelconques,
a^, » . . , ^, et posons

f,W ̂  Ïl^v - ̂  ) ̂  x- +V CS.r—,
^asus^

le discriminant de/» (a?) est différent de zéro.
D'autre pari', prenons pour la fonction j\ (<r) du lemme II la fonc-

tion/(^") elle-même
Q = (^.

Soit g un nombre entier. Donnons à T les valeurs

°» -^ "5^ " "3 ^w5 !-^ & »*'?
Nous allons mont re r que, en prenant ff suffisamment grand, on pourra
calculer g systèmes de valeurs

^ ï , l ? ^I /2» k t - » ^1»/0' ^2,1» - • • ï ^ 2 ) ^ 5 • • • î ^,1» * " ' • » a^^ï

pour lesquelles les modules des différences
^ /7. :=ï ,2, . , . , ^ \

CÏ — ( a\^ ..., ^>., ^ )v \z» =: ï , 2, . . . , n /

soient tous plus petits que d^. On a, en effet,

,..:,. _] I 4-/i7, /p po\
/ ^ ft / 'rt »..,..„.„ »__.«^w.~______.-.»,-.„-.-———-————«—_>—-—"-—. l ^i—— 11,̂ 1 y )cv -^-^...aj-i^i^^yL ^ J \ ^ /

pour 'À == o, î , . . . , g — î' ; v == r » 2, ...,".
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Choisissons alors §• de façon que

^-+-/a)(Cv-C?)|<^,
on aura

). ••+-1 ).

C^-CJ <6/o.

On en conclut, comme

/ ( . r ;o)-^(^)^II , (^~^)
et

Cî=(a î ,aS, ...,^), ( ^=1 ,2 , ...,/,),

que les conditions
[ CÇ— (^1,1, . . . , a i , , , ) v [ <^o

sont reroplies si l'on prend

a^^a^ . . . , ^ i , / / — : ^ ^ .

D'une manière générale, si l'on a trouvé un système

^A,!? ^).,â» • • • » ^>.,//»

tel que
CS— (a^i, - . . , a},,/,)v| <^,,,

en appliquant la marche précédente, o u / ( ^ ; ^ ) remplace/(<r) et
\ f") /

^i. • - • » ^\H remplacent a^ . . . , a,̂  on pourra, comme nous venons
de l'expliquer, trouver un nouveau système

^),4-1,1» <^A 4" 1 , î2 » " • - ,» (^Â-}-1, // f

tel que les modules des différences

LV—— (<^) ,4-1,1» - < * y ^>."M,/<, )v

soient tous plus petits qu'un nombre positif donné à l 'avance 5. On a,
alors,

+ 0.

Ly —— (<^)v+l,lî . . . , ^).4-l,/?,)v

1^ ). 1

_ n ê p5 , ng ( .,.
— l̂ v — LV •̂•- l^v — { ^>»-n, l » •l» • • • ? <^),-n, /Ov

7, 4- 1 "/,

LV "M' <^v
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Si donc on prend à suffisamment petit , on aura
x_^_i

Cy — ( ci\+1^1, ..., a.}^. i ^ /, )^ < c/y.

Ayant déterminé a , , , , . . . , a^,on pourra donc déterminer a^,. . . ,
a,,^, efc ainsi de suite ; de proche en proche, on parviendra à un système
a^, i , . . . » ag^, tel que si l'on prend

<7,i =r <^ ,1, Oa ̂  ̂  2» • • •. ^«, == ̂ , /,,

/<?.? modules des différences

C i — (r / i , . . . , ^,)i, . . . , G,,— (^, .. .,a/J«

,s'o^^ tous plus petits que d^ pu isque , pour T == i ,

/(.z-;i)-/(,:r).


