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NOUVELLE DEMONSTRATION

DU

THEOREME DE DALEMBERT,

Par M. WEIERSTRASS.

EXPOSITION FRANCAISE,
Pax M. C. BOURLET,

DOGTEUR ES SCIENCES.

= 7

Le théoreme de Dalembert, quiest un des théoremes fondamentaux
de la théorie des équations algébriques entieres, a ét¢ maintes fois
démontré d’une fagon absolument rigoureuse. La plupart des démon-
strations prouvent I'existence d’une racine pour une équation entiere
sans donner le procédé du Caleul numérique de cette racine et heau-
coup d’entre elles font appel au Caleul intégral. 1l était du plus haut
intérét de posséder une démonstration de ce théoreme ne s’appuyant
que sur Uemplot des séries enticres et donnant, en méme temps, un
procéde de calcul numérique des racines.

En septembre 1891, M. Méray a publié, dans le Bulletin des Sciences
mathématiques et astronomiques, une démonstration hasée sur ces prin-
cipes. Deux mois apres, M. Weierstrass communiquait & I'’Académie
des Sciences de Berlin une démonstration, toute différente, qui rem-
plissait les mémes conditions (*). Nous avons pensé rendre service

(Y) Neuer Beweis des Satzes, dass jede rationale Function. ... K. Weierstrass (Sil-
zungsherichie der K. P. Akad. d. Wiss. zu Berlin, 17 déc. 1891).
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aux mathématiciens francais en faisant une exposition francaise du
Mémoire de M. Weierstrass.

Nous n’avons pas fait une traduction lttérale de ce travail. Pour
dégager la partic essentielle de la démonstration, nous nous sommes
permis d’en séparer deux lemmes que nous avons placés au début.
Sauf cette légere modification de forme et quelques changements de
détails, nous avons conservé le texte méme du Mémoire presque en
entier par crainte de lui enlever le cachet de parfaite rigucur que
M. Weierstrass donne & tout ce qu’il fait.

[

Lenwe [. — Etant donnée une fonction entiére [(x)
Slr)y=sut 4 Crat=t -4 Gyt =2 .+ Gy,

a coefficients réels ou complexes, si elle n’admet aucun diviseur commun
avec sa dériée premicére, ¢'est-a-dire si son discriminant est différent de
zéro, on pourra determiner un nombre positif hy tel que cecd ait aussi licu
pour toute fonction ()

telle que U on ait

Ci— Ay << g, [Cy— Ay | << Ay, N | Co Ap| << 1oy
Posons, en cllet,
C— Al:“' iy, Co— Ay == ly, ) Co—Ap=ly,
ct désignons par A(A,, A,, ..., A,) le discriminant de ¢ (). On aura
A(AL Asy ooy AR = A(CH Gy, vv oy C) = S gy hgy oy By €y Coy oo, Gl
olt lexpression {4,,...,%,,C,, ...» G, | désigne un polynome entier
en fgy ooy by, Gy oo, G, ¢est-a-dire une somme de termes dont
chacun est un produit de puissances entieres et positives de &, ..., A,

Cys ..., C, par un nombre (positif, négatif ou complexe). Dans chacun
de ces termes, remplacons alors le coefficient par sa valeur absolue,
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'expression {/ln ey by, Gy ol C,Lg se transformera en un nouveau
polynome que nous désignerons par [%,, ..., A,, C,, ..., C,]. Dési-
gnons cnsuite par G,, C,, ..., G, » nombres positifs, tels que I’on ait

IC1[<El7 IC'2I<—C“2’ MRS |CIII<EII’

et par 2 un nombre positif supérieur aux modules de toutes les quan-
tités &y, by, ..., hy,, on aura évidemment

I{/a,,/zz, corfy € oy oy Gl <Ll oo 1,€4L, G, L T

Mais [/z, hyoo. b, C,,Co,n. o, (m,],,], que nous désignerons plus brieve-
ment par [£], est une fonction entiere de 4 a coefticients réels et posi-
tfs, sans terme indépendant de A : on pourra donc déterminer un
nombre A, (positif) tel que, pour toutes les valeurs de Z plus petites
ou au plus égales & A, | /2] soit plus petite qu’un nombre donné a
lavance. Si done on choisit 4, de telle facon que pour

oy
on ait
[A]<[A(Cy .. C) s
on aura certainement
AN, Agy o ALY [ > 05

le discriminant A(A,, ..., A,) sera, pour les valeurs de 4, 4y, ..., 4y,
telles que
| 2y | << Dy cie, | 2oy | << Frgs

certainement différent de o.

ReMArQUE. — [Etant donné un nombre positif quelcongue A, plus petit
que la valeur absolue de A(C,, ..., C,), on pourra méme toujours choisir
h, de telle fagon que U'on ait

[A(As, .. An) | > A,
chaque fois que
[ Joy | < Troy ey [fon | < Pge

Remarquons, en effet, que, puisque [£] a tous ses coefficients posi-
tifs, Uinégalité A << A, entraine I'inégalité de [A2] < [2,]. Soit, alors,
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D® un nombre positif plus petit que le module de A(C,, ..., C,) et
plus grand que A,, choisissons %, de facon que

[A]ZD0— A,
on aurd
[A(Ag, s Au | >D0—[4,]
pour toutes les valeurs pour lesquelles

|/lll</1(n ey I/I'/z,</107

par suite ‘
IA<A11 RS} An) l > AO“" (Do— Ay— ‘4/1"])’

et comme
DO— Ay — [/’0] Zo,

on aura done
A(AL oy AW) [ > A,

I1.

Lesme 1. — Soient

Jo(w) == ar v-{—z Gy pn—v
v
(voma,0, .00, 0)

Silw) = a2y Chan
v

deux fonctions enticres de x, de méme degré; soit s un parameétre arbi-
lraire; posons

S, 3) = (1= 3) ful@) - 5 fi(2) 5

J(x, 2), considerée comme fonction de x, a un discriminant D(z) qui
est une fonction enticre de s. On peut déterminer un nombre réel k et un

.. . , AT
nombre positif D' tels que, quel que soit-le nombre réel t > 1, D 7«:{77)

sou différent de zéro et que, de plus, on ail

st les discriminants de [, (z) et f,(x) ne sont pas nuls.

Remarquons d’abord que D(z) n’est pas identiquement nul, car
¢’est une fonetion entiere de z différente de zéro pour z = o ¢t z =1.
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On peut donc assurer que D(=) ne s’annule que pour un nombre find
de valeurs de z. Posons

T8

T sl

tets étant récls. A chaque valeur de =, sauf pour o et 1, correspond
un couple de valeurs de s et ¢ ct, par suite, il ne peut exister qu’un
nombre /ini de couples (s, ¢) pour lesquels

1-&— 8¢
£+ st
Done, si 'on donne & s une valeur £ ne figurant dans aucun de ces

couples, D < '—j:—~/~[~> sera une fonction de ¢ qui ne s’ annulera pour aucune
L~ A
valeur de t
I’existence du nombre £ est done établie; il reste & montrer com-
ment on pourra déterminer une valeur telle que £, sans connaitre les
valeurs pour lesquelles D (z) = o. Pour cela, mettons D(z) sous la
forme

D(z) :::X (ot -+ (31,‘[) g (pr==0,1,...,m),
i

m élant le degré de D(z) et «,, 8, des constantes réelles.
On a alors

L 8¢ (¢ 4§50 )" ek

D ( - ") = ! S‘ (atp = Pul) (14 sE)m=1 (£~ s0)¥;
W

on peut done poser

(1) D(l—l»-s,,") G4, s) 4+ CH (¢, 9

L-si) (L si)m

ot G(¢,s) et 11(¢,s) désignent des fonctions entieres de z et de s &

coefficients réels. On voit alors immédiatement que, si 'on donne 4 s

- A
Y

ol les deux fonctions G (¢, £) et (¢, £) s’annulent simultanément pour

une valeur finie de ¢ [ car G(¢, k) + ¢ H(¢, £) est une fonction entiere

de ¢ dans laquelle le coefficient de ¢” est o, + B,,¢ = D(0), qui est dif-

férent de zéro]. On en conclut que, si 'on forme le résultant des deux
Ann. de U'fic. Normale. 3* Série. Tome X1J. — Ocronre 18y5. 41

une valeur déterminée £, I)< ) ne peut s’annuler que dans le ca
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équations
(2) G(Ls)=o, H(¢s)=o,

obtenu en éliminant ¢, qui est une fonction entiere R(s) & coefficients
réels, il suffira de prendre pour k un nombre reel tel que R(k) soit diffeé-
rent de zéro, ce qui sera possible pourvu que R(s) ne soit pas identi-
quement nal.

Il est, d’ailleurs, facile de voir que R(s) n'est pas identiquement
nul. Ceci ne pourrait arriver, en cffet, que si les coefficients de ¢ dans
G(t.s) et H(t,s) étaient tous les deux nuls ou si ces deux fonctions
avaient un diviseur commun en ¢, quel que soit s. Or, le coefficient
de ™ dans G(¢, s) + tH(¢, s) est a,~+ B, = D(0) qui est différent de
zéro; donc, les coefficients de ¢ dans G et H ne sont pas nuls tous les
deux.

D’autre part, si G(¢,s) et H(¢,s) avaient un diviseur commun ¢n ¢,
quel que soit s, ce diviseur commun serait entier en s et ¢, et il ne
pourrait arriver que deux cas : 1° Ce diviseur est indépendant de s;
dans ce cas, il devrait diviser les cocfficients de toutes les puissances
de s dans G et H; en particulier, les coefficients de s™ qui sont deux
constantes dont 'une au moins n’est pas nulle, car le coefficient de s
dans G (¢,s) +2H(¢, 8) est i D (1) qui est dilférent de zéro. 2° Ce divi-
seur dépend de s; ce serait alors un diviseur commun de G(¢,s) et
H(7s,s) considérées comme fonctions de s. Or, G(¢,s) et H(s,5) ne
peuvent pas avoir un diviseur commun en s, quel que soit £, car le
résultant R, (2) des équations (2), obtenu en ¢liminant s, n’est pas
identiquement nul. On a, en eflet, en faisant, dans larelation (1),7 =17,

G(r,s) (1, 8)=D0)[1~+si]™,

ce qui montre que G(r,s) et H(r,s) ne peuvent avoir un diviseur
commun, a coefficients réels, puisque D(1) =4 0. Donc R, (r) est dif-
férent de zéro, R,(¢) n’est pas identiquement nul, et il en est de
méme de R(s).

Cela étant, £ ayant été choisi de facon que R(%) =% o, formons, ce
qui est toujours possible, deux fonctions entitres de ¢ ct 4, 4 coeffi-
cients réels, telles que 1’on ait U'identité

G4y k)G (8, k) -+ Wy (4, k) VI (2, ) == c2m=1 R (k)
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et soient, par rapport a ¢, de degré au plus égal & (m — 1). Posons
I
t= = G(¢ k) =z g(z, k), H(s, k) =7 (s, k),
(3
Gy (L, k) ==+ o (7, k), L (¢, Ay =m0y (7, £).

Si ¢ reste supérieur a4 1, T restera compris entre o ¢t r. On aura,
d’ailleurs, ‘
@1 (7, k) o(z, k) 4+ §y (7, k) (7, k) = R(k),

et, comme on a évidemment

[¢% (7, k) + 43 (r, £)] [9* (7, k) + ¢*(x, £)]
i[‘Pi (7, k) CP(T’ k) + (7, k) q’(f’ 9N

on en conclut que
(1 ki)t
D -
U ki
Choisissons alors un nombre K tel que pour toutes les valeurs de =,
comprises entre o et r, on ait

2 K2 (k) )
(1= &)™ [o3 (r, &) + (7, £)]

@3 (7 k) +di(r, £) < K;

on aura, par suite, pour toutes les valeurs de =,
D (1 -+ ki)Y
14 ATi

Désignons alors par D un nombre positif tel que

2 R2( k)
-+ K

R2( k)

(D)= Ak

pour toutes les valeurs de T comprises entre o ¢t 15 on aura
D “(x A+ ki)t

1+ kti
¢’est-a-dire que, pour toutes les valeurs de ¢ plus grandes que 1, on

aura )
’D<x+/u>,>])o.

> D,

b ki
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II.

TutoriyMe. — Iltant donnde la fonction enticre
S(z)=ar+4 Cizn—t1+ Cuan—2+. ..+ C,,

o Gy, C,, ..., C, designent n nombres, réels ou complexes, on peut

trouver n nombres, réels ou complexes, x,, x,, . . ., x,, tels que l'on ait

Uidentite ‘
Slz)y=1l,(z —a,) (ve=1, 2, ..., n).

Remarquons, tout d’abord, qu’il suffit de démontrer le théoreme
dans le cas ot /(x) n’a aucun diviseur commun avec sa dérivée pre-
mitre, c¢’est-d-dire dans le cas ol son discriminant est différent de
zéro. Nous savons, en effet, que, dans le cas ol le discriminant de
J(2) est nul, on peut, par de simples opérations algébriques, décom-
poser f(«) en un produit de facteurs de méme forme, mais pour cha-
cun desquels le discriminant est différent de zéro. Si le théortme est
yrai pour chacun des facteurs, il sera vrai pour leur produit /().

Nous supposerons done dans tout ce qui va suivre que le diserimi-
nant A(C,, Cy, ..., C,) de f(x) soit différent de zéro.

Désignons par

(g, Zay ooy Tndy (ve=1, 2, oo, 1)

le coelficient de 2"~ dans le développement de
I, (2 — &) == (r—a,) (e —a2y) ... (2 —2,).

Pour démontrer la proposition, il suffira de prouver que, étant don-
nées n quantités quelconques C,, C,, ..., C,, il existe toujours un sys-
teme de valeurs bien déterminées z,, x,, ..., x, vérifiant les n éga-
lites

(Z1y Xay o vvy Zp)y==Cy (v==1,2, ooy 1)

Soient C,, C,, ..., G, n nombres positifs respectivement supéricurs
aux modules de C,, C,, ..., C,. Déterminons deux nombres positifs £,
et A, satisfaisant aux conditions du lemme I, ¢’est-d-dire en gardant
les mémes notations, tels que

(3) [ho]Z D7 — A,
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Admettons d’abord qu’on puisse trouver n quantités a,, a, - . ., a,,
telles que, si ’on pose
Av=(a, ay, ..., a,), (v=r1,2, ..., n),
on ait
l Cy — ;&y i < /lo,

et satisfaisant, en outre, a d’autres conditions restrictives que nous
définirons plus tard. On aura alors

[Ay] < Cy—+ Iy (v=1, 2, ..., 1)

et, par suite, pour toute valeur de z,

3 Y <y bl
vz v |z ]

Choisissons un nombre positif « tel que

(4) 3 bl

;
v (74

on aura alors, pour toutes les valeurs de « dont le module est plus

grand ou égal & o,
PE
v Y

HEY

<1

Donc en posant

—
() =Il,(r—a,) = .zrn-l—z Ayan,
v

on en conclut que le module de ¢ ()

A,
an g I—%—Zv :;: i

sera différent de zéro pour toutes les valeurs de « dont le module est
supérieur ou ¢gal 4 . Or, comme 9 (x) s’annule pour x =a,, on en
conclut que

Jo(e)|=

[ay | <o (ve=1, 2, ..., 1)

¢t, par suite, que

[ (a)| < /m”“«i—z (n—v) (T - he) a1,
v
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Posons encore

B=nar? —1-2 (n—v) (a.{_ /10) or=v=1,
v

on a, comme on sait,

AA, Asy oo A =119 (@) (v=1,2, ..., n).

Donec
1 1T, o' (ay)

ey = A(An Ae L, A bewr ey

et, par conséquent,

I ﬁ/z—-l
f?’(“v) A, '

Cela étant, posons

Y(z)=f(2)—¢(x) EEV((;‘,_ Ay,

g ﬂ-_:.l.'(_(f.l.). DI e —-———Lp(((.’)'
v ¢ (ay) @' (cty)’
et considérons les » nombres
J() (v=1,2, ..., n);

lev: av+£,,: iy — m
formons la fonction
o1(2) =1 (2 — @) =a"+ ¥ Ajzr-,
v
Ay=(al, @y -y an)v,
et cherchons une limite supéricure des modules des différences
Cy— AL
Pour cela, remarquons que

) @) =lh(e—a—b)=g(2) = 3 2 b= 2 L b oo Bl

(v=1,2, ..., 1), (p=2,3, ..., m),
[Z:, &sy ..oy By désignant une fonction entiere de §,, &, ..., &,
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de degré p., et ’ayant pas de termes de degré inférieur a 2. De Ia on
tire
Jl@) —ai(z) =g (a) — 3 2L pla) SN W

vZ —ay ¢'(ay)

Or, d’apres la formule d’interpolation de Lagrange,
| grang

q)(x)__z ___f_}_ "H(a:) =o;

VE—ty @ (a,)

on a donc

f( L) - (Pl & ~~2‘ (C/ - )\y) T"_V"‘E [E“ Eay vy E_;;:l!;,il"l_!"

(ve=1, 2, ..., 1), ([J._.fl,s,..., n);

on en conclut
h—Al=o, C[,‘-——AE,,::['gl, Egy o ny ‘E":IP“

Posons, pour abréger,
A=A(A, Ay, .., A) =1 0" (@)
de identité (5) on tire
z LEh G2y + vy En,'lp Zr-
oz
Eﬁ'—A’Px(v’")"’rA(P(Z)"AZ 7 >c

v —a,”
(6) sz My [(2 — @) @' (@) + Y(a))] + Ty (2 — @) ¢'(a,)
d(z—ay) ... (x—ay) ' (ay) ... 9" (a,)d(a)
I T T
i H(z—ay) o (B—ap—yg) @' () ... 0 (tp—y)Y(ay),

qui nous prouve que les produits
A[ah 52’ R Elt][}.

sont des fonctions entitres de a,, @y, ..y @y $(ay), ..., Y(a,); ot si
nous posons

A[gh Ea: ceey Z.lz]y.: 1 Ay ooy Up; q/(al): ey ‘-P(“n)g[u
nous en conclurons que les fonctions

{“1; ceey @y Play)y -n ey 4‘(“”)#
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sont des fonctions entieres de a,, ..., a,, Y(a,), ..., $(a,) qui sont
de degré p. par rapport a gb(a .. Y(a,), et ne contiennent pas de
termes de degré mfuwur @ 2 par rapport & ces quantités, puisque les
fonctions [E', Car +-vs &y lp sont de cette nature par rapport a %,
oy ey Epe

On a d’ailleurs

(7) C,— A, =o, Cp— A= .AJ,a,, oo s (), o, b(an)
3

Soit alors ¢ le plus grand des modules des quantités C, — A, ...
C,— A,, on aura

N v AN y
[d(a,)| = Zv/( Co—Ay)alt="" | < d Zv‘a“ V's
car
la, | < a.
Posons
'y'.::z o (Ve=1, 02, o.., n);
v
on aura

[b(a,) | << dy.
Désignons, enfin, par

Hal, o @y Y(ay), oo d(ay) “(14
la fonction de @, ..., a,, ¥(a,), ..., ¥(a,) qu on déduit de
fay, ooy ans Ylag), oo, blay) Joo

en remplacant chaque coelficient négatif par sa valeur absolue, on
aura ¢videmment

li Ayy ooy @y Y(@y)y ooy blan)ip] < Ha, caey 05 07, o, '}/H}L'

Or, puisque la fonction {fa,, ..., a,; Y (a,), ... J/((t,,)“,,_ n’a pas de
terme de degré inféricur & 2 par rapport a .]/(a ) , Y(a,), on
pourra mettre ¢* en facteur dans [{o, ..., a; 2y, ...,y ‘v» et écrire
sous la forme

- g{d, ey O 6‘/, ...,6'/‘§!L:3’(a, 7 B)W
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. ~N , . - Y Ve ’
(%, v, 9)p étant une fonction entitre de «, v et ¢ & coefficients nume-
riques tous posulifs.

Des égalités (7) on conclut, alors,

’\ﬁ - N
Ci—Al=o0, |Cu—Ap|< L(E’X/’_f’ﬁ" (B=2,3,... 1)
0

Ces limites supérieures trouvées, déterminons une quantité posi-
tive d,, telle que I'on ait a la fois

(8> du;hoa (I(,(OC, }/’ ([0)[]4'_,:. Am ({J: 2 35 ey ”)7

et supposons, en oulre, que les quantités a,, a., ..., a, soient telles que
tous les modules des différences

Ci—Ayn ..., C,—A,
soient plus petits que d,. Nous pourrons poser
0 =¢ed,, 0<e<1
et, dans ces conditions, on aura
0*(a, 7, (B)I,,:f:?clﬁ(a, vy edy)<<e*d,A,.

Sinous désignons, alors, par ¢'d, le plus grand des modules des difféyg<%. ¢,

rences P
Cie AL, oy Cu— AL, P
on aura djo -
el < et L
| {
La quantité ¢'d, joue, par rapport aux nombres a, a, ..., a,le, ‘.

=

méme role que ed, par rapport aux quantités a,, a,, ..., a,. Nous¥ra >
pouvons donc énoncer les conclusions suivantes :

d, étantun nombre positif satisfaisant aux conditions (8), s’/ existe
n quantités a,, a,, ..., a, vérifiant les conditions

(9) | Gy (g, gy « ooy @n)y| < dy (v=1,2y ..., n),

on pourra, de proche en proche, déduire de ce systeme d’autres sys-

\
temes
! !. " Il' .
Wyy vovy Gps Qpy ooy Ays ot one,

Ann. de U Ee, Normale. 3° Série. Tome X11. Novemsre 1895. b2
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tels que
vy L)
vy My (ay— ay)
f( ) (ve=r1,2,...,n0),
[ al
y == @&y p(av (7[;) s (r52v),

et les quantités al ainsi définies (v=1,2,...,05A=0,T1,2,...)
ont toutes des valeurs finies. Si l’on pose, pour chaque valeur de 2,

U::(al,f(',, e al)y (v=1,2, ..., 1),

et si I'on désigne par £¥d, la plus grande des valeurs absolues des
différences ) )
Gl"‘A,f’ ) C/L""A:b
on a
en général,
E()')*\/, 52)’.
Posons .
oy () == 11, ( x —ab),
() == fe) — @ (@) =3 2y (G~ A’) rn,

on a, en appliquant les résultats précédents,
/(@) | = [da(al) | < e dy <y dyeih,

car chacune des quantités a est, comme les quantités a,, plus petite
que « en valeur absolue. D’ailleurs, si l'on appelle A® le discriminant
de 93(2), en vertu du lemme I,

|A®) | > A,,

on aura aussi, comme précédemment,

]cpé\(a'{;))|<f) (po=1,2, ..., 1)
et, par suite, aussi
1 _pr
T
donc
a"”l(/" 2A

] JS(ah) -

,'A(v
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Posons, enfin,

7,::.r1,-——z f(a,) (v=1,2, ..., n).

.@,(a

Les quantités x,, x,, ..., @, sont des quantités bien définies, car ce
sont des sommes de séries convergentes. Chaque terme de 'une de
ces séries est plus petit que le terme correspondant de la série

o

on— 1
/ 2 d, 2
T y

qui est une progression géométrique décroissante, puisque

0<le<1I.

Mais, si nous désignons par 7 un nombre entier quelconque, on a
! /'( ak
7’1’“ (e )
d’ol

w4 n—1
l Ay e /’v,/. l - /‘J ,_(/Q S 5:5-";
) W 7

ce qui montre qu’on peut choisir r suffisamment grand pour que les
différences @, — @ soient plus petites qu'un nombre donné a I'avance.
AJ étant une fonction entiere de @, ..., @), on pourra donc choisir 7
assez grand pour que les différences

(24, @4y ooy @)y A}

soient plus petites qu’un nombre donné a Pavance; comme, d’ailleurs,
il en est de méme pour les différences

Cy—A%, ..., C,—AL,
on en conclut, comme

l(wn Zay ooy Zp)y— Gyl (@1, @2y « 0 Za)v— Avi+ AT =Gy,
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que

(21, Zay ooy 2y)v=0C, (v=1,2, ..., n),
¢’est-a-dire que

S(2)=1l,(z — ).

Le théoreme est donc démontré si 'on peut trouver » quantités «,,
a,, ..., a, vérifiant les conditions (9); c’est ce qu’il nous reste a
prouver.

Pour cela, gardons les mémes notations que dans le lemme II, et

. . . 1-+ki)z
désignons, pour abréger, par f(x; ) la fonction f I'x, LTTT?)T]
Posons

Sz 7)== 7:”—0—2 C5 xn—
on aura

v (1—=7)C) 4= (1~ k)T ()

PU— v 2

1 kti

et on pourra, ¢videmment, déterminer n nombres G, Cyy --ry G, tels

que, pour toutes les valeurs de © comprises entre o et 1, on ait

o G > CE .

Par suite, toujours avec les notations précédentes, on aura

' {/t,, Y P D T 3

<[4]

lorsque
[ A | <<, ey [ 2| << .

De plus, D¢ étant le nombre déterminé dans le lemme 11, si 'on choisit
deux nombres A, et %, tels que

Ay~ [ o] Doy

et, si Pon désigne toujours par o, B, v, d, les mémes quantités, on
remarquera que ces quantités ne dépendent que de A, 4,, C,, C,, ...,
C,, et non des coefficients C,, C,, ..., C, de J(x). 11 est donc évident
que la quantité ,, définic par les relations (8), a la méme significa-
tion pour toutes les fonctions f(z;7) que celle qu’elle avait précédem-
ment pour f(x), quel que soit v compris entre o et 1. Si l'on pewt
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trouger n quantités a,, a,, ..., a, telles que
[C'\f——(a,,...,an)\,l<d0 (v=r1,2,...,n),
on pourra donc, comme précédemment, au moyen des formules ol
f(x) est remplacé par f(x; ), déduire du systeme a,, @,, ..., a, un
autre systeme a,, a., ..., a, tel que les modules des différences

\T - -
Cy— (a“ cey a,,).,

soient tous plus petits qu’un nombre donné & I'avance, aussi petit
quon le voudra.

Ceci posé, prenons n nombres différents, d’ailleurs quelconques,
ai, ..., a,, et posons

"
Jo(z) =1l (& — af) = a" —|—z Clan=,
v
le discriminant de /, () est différent de zéro.

D’autre part, prenons pour la fonction /, (z) du lemme II la fone-
tion /() elle-méme

Al Al
o= Gy

Soit g un nombre entier. Donnons & = les valeurs

1 i) &1
O, [ ] ) > I.
& & &

Nous allons montrer que, en prenant g suffisamment grand, on pourra
calculer g systemes de valeurs

(s iy veey Oyns Gty veesy Gagns  ceoi gy «ovy ga

pour lesquelles les modules des différences

P K;’:l,Z,...,é’)
C— (a1, "-,“).,n)v V=1,2, ...,

soient zous plus petits que 4,. On a, en effet,

b1 3

e 1 ki
TR (e — (0
CFf =G T 7 e (G—CG9)

g1 _._.__6_’—-._— (I -+ -;;—-

POUr A==0, 1, ..., 8 — T3 V=1,2,...,
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Choisissons alors g de fagcon que

| (1 4 ki) (Cy— €3) | < gy,
on aura ’

A1 Py

Cvg “"CT;’ <(,[0.

On en conclut, comme

Sxs0)= fo(x)=1l,(z — a))
et
Cy={(al, a3y, ...,al), (ve=1,2, ..., 1),
que les conditions

1
N )
G5 — ((/1,1’ HRRE} ”’l.n)’/ <d,

sont remplies si 'on prend

ey 0 o— 0
ARE=NIN RN @y gl

) une 1ere géné , si’on a trouvé un systeme
D’une maniere générale, sil'on a t n systeme

Wh1y A oy v ovy (U ny

tel que .
I

(‘:3"— (“7.,17 ey Wy g )’l‘ < ’/m
1 oo 3 20 \
en appliquant la marche précédente, ol /<w;:) remplace /(x) ct
o
@, ..., @, vemplacent a,, ..., a,, on pourra, comme nNOUs venons
de 'expliquer, trouver un nouveau systeme

1,1y Wrger,0y oo vy Whgq py

tel que les modules des différences

»
cs . .
Ay (a/« 1,1 ¢ 00 “l.'m, n )‘l

soient tous plus petits qu’un nombre positif donné 4 'avance 2. On a,
alors,
"8 N . )
ay (‘1/‘4—1,17 vy @t n )y
At X A
Cv“ -—'Cﬁ—%-— Cﬁ""’(“’l.l—l,ly vy Chy )y

21 7.

Cyf —Cf

< 3,
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Si donc on prend ¢ suffisamment petit, on aura

bt

s . )
Go" = (@er1s - G,y | < o

Ayant déterminé a, , ..., a, ,, on pourra donc déterminer a, , . ..,
a,,, et ainsi de suite; de proche en proche, on parviendra 4 un systeme
Qg 1y . nns Qg n tel que sion prend

g
A= Uy, Ay == (g, 9y PN U= (g, pn,
les modules des différences
Com gy ottty oy Cum (s ooy aty)n

sotent tous plus petits que d,, puisque, pour T==1,

Slas 1) e ().



