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SUR LES

INTEGRALES DES EQUATIONS LINEAIRES

AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE
A DEUX VARIABLES INDEPENDANTES,

Par M. J. LE ROUX,

PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES SPECIALES AU LYGEE DE BREST.

e Y S

INTRODUCTION.

Les équations linéaires aux dérivées particlles du second ordre se
rencontrent fréquemment en Géométrie et en Physique mathématique.
Aussi desle siecle dernier elles se sont présentées i I'étude des mathé-
maticiens.

Les premiers résultats importants sur ce sujet sont dus & Euler.
Laplace, en 1773, donna une méthode générale, permettant d’intégrer
toutes les équations linéaires de la forme

%{Ty + P (‘)); 4+ Q 3}/ + Rz +8=o,
qui admettent une demi-solution explicite s’exprimant a I'aide d’une
fonction arbitraire d’une variable ct de ses dérivées en nombre limité.

Toutefois la méthode de Laplace présentait le grave inconvénient de
conduire & un nombre illimité d’essais dans le cas des équations non
intégrables sans offrir aucun caractére permettant de reconnaitre
a priori si clle devait, ou non, réussir. Pour résoudre cette difficulté,
M. Moutard, prenant le probleme inverse, montra comment on peut
construirel’¢quation linéaire la plus générale susceptible d’étre inté-
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grée entitrement sous forme finie avec deux fonctions arbitraires et
leurs dérivées en nombres déterminés m et n. Cet important Mémoire,
présentéal’Académie des Sciences en 1870 (Comptes rendus du 18 avril),
disparut dans les incendies de la Commune, et nous n’en connaissons
que U'Introduction et la troisitme Partie relative aux équations de la

forme
s

dx dy

=iz

(Journal de UEcole Polytechnique, XLV® et LVI® Cahier).

Depuis M. Darboux a reprisl’étude de laméthode de Laplace (Cours
de 1883 et Legons sur la théorie des surfaces). 11 'a notamment perfec-
tionnée en introduisant la notion des invariants, et il a entitrement
résolu le probleme de M. Moutard en donnant explicitement la forme
générale des équations pour lesquelles Ia méthode de Laplace fournit
une intégrale débarrassée de tout signe de quadrature. En outre, par-
tant d’une idée de Riemann, M. Darboux a montré que toute équation
linéaire et homogene de la forme de Laplace peut étre completement
intégrée par deux quadratures quand on en connait une intégrale par-
ticulicre dépendant de deux parametres et satisfaisant a des conditions
déterminées.

Le LVI¢ Cahier du Journal de I’ Ecole Polytechnique contient deux M-
moires au sujet des équations linéaires : 'un de M. R. Liouville, Sur
les formes intégrables, 'autre de M. Lucien Lévy, Sur une transformation
analogue a celle de Laplace.

M. Picard (') s’est également occupé des équations lindaires !
deux variables indépendantes, en se placant surtout au point de vue
des variables réelles et de la détermination des intégrales par leurs
valeurs sur un contour fermé.

Le présent travail a pour objet 'étude de quelques propriétés des
fonctions définies par une équation linéaire et homogne aux dérivées
particlles du second ordre, de la forme de Laplace. Il est divisé en
trois Parties :

Dans la premiere, j’ai démontré 1’existence d’une infinité d’inté-

(1) E. Picap, Acta mathematica, t. XI1; Journal de Math. pures et appliquées (1890);
Journal de I’Ecole Polytechnique, LX¢ Cahicr.
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grales particulieres dont on peut déduire des solutions plus générales
par des quadratures 4 limites variables portant sur une fonction arbi-
traire. Je les ai appelées intégrales principales. 1ai étudié les dévelop-
pements en séries de ces fonctions et de quelques-unes des intégrales
qui s’en déduisent.

La deuxieme Partic est consacrée a 'étude des lieux de points sin-
guliers accidentels. Jappelle ainsi ceux qui dérivent des données ini-
tiales définissant les intégrales et non de la forme particuliere des
coefficients de I'équation. Jai défini les intégrales normales et démontré
qu’ellesne peuvent admettre d’autres courbes singulitres aceidentelles
que des caractéristiques. Apres avoir ¢tudié¢ la forme des intégrales dans
le voisinage des points critiques, j’ai montré comment on peut intégrer
I'équation en partant des solutions particulieres qui admettent des
caractéristiques singuliecres mobiles.

Dans la troisicme Partic, j’ai fait Vapplication des théories précé-
dentes & quelques équations simples.

Je me suis attaché, autant que possible, & déduire tous les résultats
d'une méthode générale et uniforme.

PREMIERE PARTIE,

1. Je commence par rappeler quelques propriétés bien connues des
équations linéaires et homogtnes aux dérivées partielles du second
ordre & deux variables indépendantes. La forme générale de ces équa-
tions est la suivante
(1)

)% i3 )5 )5 Ld3
A ()__M, - o -,Qm..,. -+ ().... - )f__“ o k== 4 Fzs=o,
duwdy Dxdy Jdy* dx dy
A, B, ¢, D, &, F étant des fonctions continues de @ et de y.
Je supposerai, en général, ces fonctions holomorphes dans le do-
maine ol varient z ot y, sauf sur certaines courbes analytiques qui
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seront des courbes singulicres des coefficients. Cependant, plusieurs
des résultats obtenus sont indépendants de cette hypothese.
Effectuons le changement de variables indépendantes

&b‘:(p(g, ),

) y=d(E ),

les fonctions £ et v définies par ces équations étant holomorphes en «
et y, et telles que, dans le domaine considéré, le déterminant fonc-
tionnel

Fays
J— Jdx  Jdy
dx  dy

soit différent de zéro.

Cette dernitre condition suppose que les courbes & == const. et
1 = const. n’ont pas de points multiples dans le domaine et méme
dans le cas des variables réelles, que ces courbes ne sont pas fermées
si le domaine considéré est & contour simple. Ce changement de va-
riables conserve la forme de I’équation (1) qui devient

VG S o, ),.;M (A,‘j: . zl)lz., 2B, j - F,
On a
(3) B,= A(-}i) <%-f;> +B ((‘))-% S-£ + 3; f2) e g; o
P N SOt

Ces trois coefficients ne sont pas nuls & la fois, & moins que A, B, C
ne s’annulent pour les mémes valeurs des variables; car le détermi-
nant des coefficients de A, B, C dans les équations (3) est égal a

OE gn _0F 00\ _
dz dy  dy ();1(:) 2

il est donc constamment différent de zéro.
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Supposons A, >4 o sur la courbe analytique £ = &,; nous pourrons
alors, d’apres le théoreme général de Cauchy, déterminer une solution
holomorphe de I'équation (r) par les valeurs que prennent sur la

courbe £ = £ la fonction = et sa dérivée 0—'- Mais, pour que ce théo-
0é

reme soit applicable dans toute I’é¢tendue du domaine, il faut, non
seulement que A, soit, en général, différent de zéro sur la courbe con-
sidérée, mais qu’il ne s’annule méme pas en des points particuliers
de la courbe. Le théoreme fondamental est en défaut sur la courbe
£=£,, quand A, s’annule en tous ses points. Ce résultat met en évi-
dence le role important que jouent, dans la théorie, les fonctions sa-
tisfaisant & Uéquation aux dérivées partielles du premier ordre

p Jy , , 09 dy <(_)?>2w
(4) A({) - 2B I ())’ -+ G oy == 0.

Les courbes analyliques ¢ = const. définies par cette équation ont
requ le nom de Caractéristiques de Véquation (r). Aux points ot la
courbe £=¢, considérée plus haut touche une caractéristique, le
coefficient A, sannule. Pour qu’il soit nul sur toute la courbe, il faut
et il suffit que cette courbe soit elle-méme une caractéristique. Dans
tous les autres cas, nous aurons A, 4 o, sauf aux points ot I'on a si-
multanément A = B = C == o.

I’équation (/) étant du second degré, en général, par tout point
analytique, il passe deux caractéristiques. Elles sont distinctes dans
tout domaine ol le discriminant

AC — B®
est différent de zéro.

Supposons cette condition vérifiée dans tout le domaine; prenons
pour nouvelles variables (£, 7) deux intégrales distinctes de I'équa-
tion (4). L’équation aux dérivées particlles (1) prend alors la forme
réduite

3 )

;)El)fﬁ— 1)£+ o [y —— —f—Iq..__o

ou bien, en divisant par 2B, qui est différent de zéro, et en écrivant
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x ety au lieu de & et 7,

(5) U SN N A —
' de dy ox dy T

Cette équation rentre dans le type considéré par Laplace.

Si 'on a constamment AC — B*=o, les caractéristiques ne sont
pas distinctes; en prenant pour variable (%) une intégrale de I'équa-
tion (4) et pour variable n une fonction arbitraire distincte de la pré-
cédente, on met I’équation (1) sous la forme

0%z l ”(): , /()s e
e e (= = ) — - €
o0z

G
(6) JE dJdn

(2]
il
il
o

Nous ne nous occuperons dans ce travail que des équations du

type (5).

2. Bien que les caractéristiques soient sulfisamment définies par
ce (ui précede, j'ai cru qu’il serait intéressant de déduire leur défi-
nition de la propriété d’indétermination qui les caractérise. Cette
méthode aura en outre I avantage de montrer le genre de Pindétermi-
nation et de mettre sur la voie de certaines propriétés générales.

Supposons que 'on se donne sur une courbe L l(.ss valeurs de = et
de I'une de ses dérivées ou, ce qui revient au méme, la valeur de z en

. Js Js .
un point et celles de -~ et 2, Sur la courbe. Cherchons a calculer les
dérivées secondes en un point de L. Les d désignant des différentielles
relatives & un déplacement sur cette courbe, nous aurons, en partant

de Péquation (1),

05 %z )%z
d dz — 0t dx + 07 Jdy A
_()z 0% 0%z
(7) oy T o ()y : ;f;';dy’
L s 0%z J0%3 Jz
0_“‘/\().7;"'403()11)‘)/ + ‘())f +2D- ox 2 l—}'}‘l

Les valeurs des dérivées sont completement définies par ces trois
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équations si le déterminant suivant n’est pas nul

dr dy o
(8) A=| o dz dy
A 2B C

Les dérivées des ordres supéricurs seront déterminées dans les
mémes conditions; on pourrait, en effet, les calculer par groupes de
trois en résolvant des équations linéaires dont le déterminant est tou-
jours le méme. Si donc on veut développer s en série par la formule
de Taylor, les coefticients du développement se calculeront sans indé-
termination.

La discussion du systeme (7) est tres importante et il en serait
évidemment de méme dans le cas des systemes d’équations linéaires
d’un ordre quelconque. Dans la démonstration du théoreme fonda-
mental de Cauchy, on suppose les équations résolues par rapport a
certaines dérivées. Cest évidemment la méthode la plus simple quand
on a seulement en vue Uexistence méme de intégrale; mais il n’en
est plus ainsi lorsqu’il s’agit d’en étadier les propriétés.

3. Supposons maintenant que Pon ait A == o, ¢’est-d-dire

(9) Adyt— aB dz dy + C dr? = o.
(Cest le résultat de I'élimination de :jq; et 3; entre les deux équations

‘(»)).ﬁ dr —1— dy =o0,

Jp dyp dy ()o>
A (a“.z-) 2B oe gy ¢ (()y =

L’équation (9) est donc vérifiée aux points olt la courbe L touche une

caractéristique. Elle a lieu en tout point si la courbe est elle-méme

une caractéristique. Dans ce cas, le systeme des équations (7),

linéaires par rapport aux dérivées secondes, est incompatible ou

indéterminé. Si 'on suppose da différent de zéro, la condition de
Ann. de 'Ee. Normale. 3° Série. Tome XIL. Aour 1895. 3o
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compatibilité est Ia suivante :

, 05
(Z-.L' dy —Cl()?
05
10 o dx - —d = —=o0.
(10) 5
A aB 2D el L Fs
dzx dy

Les dérivées premieres g—z et %j—/ ne sont donc plus completement
arbitraires sur la courbe L. Du reste, la condition que nous venons
d’obtenir peut facilement se transformer en tenant compte de I'équa-
tion (9). Elle se réduit & I'équation aux dérivées partielles proposées
apres qu’on a divisé tous les termes par da*. En particulier, dans le cas
de Péquation réduite (5), la condition (ro) devient

(10)’ _(;l_i)_i-}_.“.(.)i.*_])g_;-}_c»-—
1o dz Jdy dx Jdy T

S et

Quand on se donne sur la caractéristique y =y, les valeurs de z,
Jz . . .
celles de 5= se trouvent déterminées par cela méme, et la scconde

dérivée Iy doit vérifier I’équation linéaire (x0)’, ot I'on fera y = y,,
x étant alors la seule variable indépendante.
Jds . \ S

Donc(—);se trouvera aussi completement définie quand on con-
naitra sa valeur pour une valeur particulicre , de @. Le méme fait
se présente pour toutes les dérivées prises par rapport a la seule va-
riable y. On voit que 'on est conduit, par la seule discussion des
équations linéaires (7), 4 important théoreme de M. Darboux.

Toute solution holomorphe d’une équation de la forme (5) est définie
par ses valeurs sur deux caractéristiques x = x,, y =1y,.

Nous avons montré seulement la possibilité de calculer les coeffi-
cients du développement. M. Darboux démontre la convergence de la
série obtenue par Ja méthode ordinaire, en prenant comme fonction
majorante I'intégrale d’une équation d’Euler.



SUR LES INTEGRALES DES EQUATIONS LINEAIRES, ETC. 235

4. En se placant au point de vue des variables réelles, M. Picard a
démontré le méme théoreme sans supposer les coefficients a, b, ¢ ho-
lomorphes, non plus que les valeurs initiales de I'intégrale sur les
deux caractéristiques. Cette démonstration est, d’ailleurs, applicable
sans modification aux fonctions de variables complexes. La méthode
est la suivante.

Soit I’équation

0%z 3 3
(A) 0z dy _(()_)—Z+ 3}/+c:.

Pour déterminer une solution =z prenant des valeurs données surles
caractéristiques & ==, et y =y,, on résout d’abord le probleme
par I’équation plus simple .

¢ 2 -

=0

Jxdy

Soit «, une fonction satisfaisant & cette équation et aux conditions
initiales données. Désignons par w, une nouvelle fonction s’annulant
pour & =, ¢t pour y = y,, et vérifiant ’¢quation

A “ duy b duy - o
oxdy " ow dy "
De «, nous déduirons w, par un calcul identique, et ainsi de suite.
La série
5ET Uyt Uy o= Uy L

est uniformément convergente et représente une intégrale de I'équa-
tion (A) satisfaisant aux conditions proposces. Si I'on désigne par

() z > o
S (z) et o(y) les valeurs des dérivées = et - ay S les caractéristi-
ques respectives y = y, et = z,, le premier terme u, est donné par
la formule
ty =52y, ¥o) "f"/ J( (z)dx +f 9 ( dy;
Yo
je suppose les intégrales rectilignes.
Les autres termes sont donnés par la formule de récurrence

zL,,:/' f ( (2”_1':__ -+ /)f)—:—l)—'-‘;{—’ -+ (:u,l._,> de dy.
o

Yo
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Supposons
|z — x| <o, ly =yl <B-

Si, dans le domaine ainsi défini, on a

Lp—1 A duy -4

modlaoi)x Jy +eu, | <M,

nous aurons aussi
|u,| <Map,

f)i‘ﬁl<M;3,

Jdx

_(Z_{I_ﬁ <M

dy 7
Ol 4 594 | < AR+ Boa Cof | Mop
@ Jdx dy A * ’

en désignant par A, B, C les limites supérieures des modules de «,
b, ¢ dans le domaine considéré. Donc la convergence est assurée si
I'on a
AR +Bo-+ Cap <<1.
L’intégrale ainsi calculée est holomorphe en méme temps que les
coefficients a, b, ¢ et les valeurs initiales de s.

5. Une autre remarque essenticlle pour ce qui va suivre est encore

la suivante : supposons que l'on regarde z, et y, comme des variables

, . , ., 03 Js
dont dépendent les valeurs initiales des dérivées = et %

0z Js

(T‘Z y=ys :/<'T, Ay ,}'0)7 ()J’ .r:;m,,:: ﬁ?()’, Xy ,)’u )-

Supposons, en outre, que ces fonctions soient holomorphes dans le
domaine du systeme de valeurs

&X iz Xy, Ly== Xy Y=Y Yo = V1,

et que la méme condition soit vérifice par les coefficients de I’équa-
tion (5). Dans ce cas, U'intégrale déterminée par la méthode de
M. Picard est holomorphe dans le méme domaine par rapport aux

quatre variables
Xy Xos5 Yy Yor
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les points a et x, étant supposés intérieurs & un cercle de centre x,
B
2

Elle sera méme développable suivant les puissances de z, — « ¢t de
~¥,—y, les coclficients du développement étant des fonctions holo-
morphes de « et de y; lesrayons de convergence de cette série sont au

moins égaux respectivement

o . N
et de rayon -, les points y ety, dun cercle de centre y, etderayon

x B
— et -
4 4’
pourvu que I'on ait aussi
v | < 2 _ B
|z ‘”‘~1‘1|\7;’ ].)"“}’1]‘\7"‘

6. Les équations différentielles lin¢aires et homogenes & un nombre
quelconque de variables indépendantes jouissent d’une propriété com-
mune et qui leur est spéciale. C’est qu’une combinaison linéaire et
homogéne d’un nombre quelconque de solutions particulieres est une
nouvelle solution. Par exemple, si 'on connait une suite limitée ou
illimitée d’intégrales

I
on en déduira une nouvelle solution dépendant d’un nombre limité ou
illimité de constantes arbitraires

Gz Cyzyt. ..~ G, 5,.

Considérons en particulier, dans le cas de deux variables indépen-
dantes, une solution
s(x,y,a)

dépendant d’'un paramétre arbitraire «. L’intégrale
JSI(@)3 (@, y, @) de,

prisc entre des limites fixes ou le long d’un chemin d’intégration indé-
pendant des variables satisfera aussi a I'équation proposée, pourvu que
Uon puisse différentier sous le signe d’'intégration par rapporta x et
ay.

Une combinaison d’¢éléments analogues & cette intégrale donnera
Pintégrale générale de I’équation s’il est possible de déterminer les
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fonctions arbitraires qui y figurent, de maniere & satisfaire aux condi-
tions aux limites les plus générales. Ce sont la des propriétés bien
connues et dont on a fait depuis Poisson et Cauchy de nombreuses ap-
plications.

Mais proposons-nous de passer des intégrales & limites fixes aux
intégrales & limites variables. La premitre question quise présente est
celle-ci :

Existe-t-il des solutions particulicres dépendant d’une constante arbi-
traire o, 5(x,y, o), telles que U'intégrale

[7(2) 5(2, 3, @) da

sou encore une solution de I équation proposée lorsque les limites sont des
Jonctions convenablement choisies de x et de y, la fonction f(o.) élant
arbitraire?

Je vais examiner ce probleme dans le cas des équations de la
forme (5).

7. Je supposerai que lalimite supérieure seule est fonction des va-
riables ; le cas ol les deux limites en dépendraient se ramene évidem-
ment & celui-la et peut d’ailleurs se traiter directement de la méme ma-
niere.

sonsidérons I'intégrale

f)
(r1) Z:f/(a):.(x,y,oc)a’cx.
%y
Nous devons avoir

o S 0L 0T,
—'dx()y dx jyy- -

)z Jz 03
—f/ <()“)y+a-(jz+ba—}—’+cz>da

(12) 00Y (s 00 ()0 0*0 |
/O 53, 0) | G+ 032+ S0
(00 00 0: 0s 00 05 0
/<0)( xz Jy d0  dz dy + dy dx
Ay 9 90 99
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L’intégrale s’annule identiquement, puisque z(,y, o) est une so-
lution de I’équation (5); la partie intégrée doit donc étre nulle quelle
que soit la fonction /(«); nous aurons done

09 09
3 (. 0y 2 27—
(27,0 oz dy ©
On peut satisfaire a cette condition de deux manieres :
20 99
1° En supposant s(z,y,0) =oect 7= % # 03

2° Fn faisant (20— 99 0.
dx Jy
Examinons le premier cas; si 'ona z(x,y, 0) = o, I'équation (12)
nous donne
(13) 299905 | 09 03 L9005
da dy 00 dy dx ~ dx dy

D’autre part, la condition z(w,y, 0) = o entraine les deux relations
suivantes :
(95 0309
) dr  J0 dx
dz  Jz 0
%+ iy

(14)

Des équations (13) et (14) on déduit

s Js Jds
0'; IO, 7);, 0, ()—-a == 0.

Done I'intégrale =(x, y, «) s’annule sur la courbe analytique 0 = «,
en méme temps que ses dérivées premieres. Or cette courbe n’est
pas une caractéristique d’aprés notre hypothese. Par suite, U'intégrale
est completement déterminée par ses valeurs et celles de 'une de ses
dérivées; ces valeurs étant nulles, il en est de méme de 5(z,y, ).
La formule (11) nous donnerait donc la solution unique Z = o.

8. Considérons maintenant le second cas

99 99 _,,
Jdz dy
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nous pouvons écarter ’hypothese ot 0 serait une constante; les deux
dérivées partielles ne sont donc pas nulles 4 la fois; supposons
d9

(—):‘;, =

donne alors

99 : e ﬁ
o et 5— £ 0; 0 est fonction de  seul. L’équation (12) nous

J
1 as(x,y,0) 4+ -—sz(x,v,0)=o0.
(13) (2,2,0) + 32 5(2,7,0)

On arrive donc & cette conclusion que, sur les caractéristiques définies
par 'équation 0(z) = «, la solution z(z, y, &) doit vérifier I'équation
Js

(16) — 4~ @5 == 0.

dy

Réciproquement, si cette condition est vérifice, I'intégrale (11) sera
une solution de I'équation proposée. Il suffit, pour le démontrer, de
remarquer que I'équation (12) est identiquement satisfaite par cette
expression. :

Les résultats sont évidemment analogues si I'on suppose que 0 dé-
pend de y seul. On trouverait que, sur les caractéristiques définies
par U'équation 0(y) = «, Uintégrale considérée doit se réduire i une
solution de I’équation

s

e = b3 0.
dx

Les intégrales particulieres dépendant d’un paramétre arbitraire
et telles qu’on en puisse déduire, par la formule (r1), une intégrale
plus générale de I’équation proposée, se partagent doncen deux séries.
Je donne a ces solutions le nom d’intégrales principales de I'équa-
tion (5). Je dirai que U'intégrale z(«, v, ) est principale par rapport
4  ou par rapport & y, suivant que lalimite 0 correspondante est fonc-
tion de @ ou de y. On peut, sans changer la forme des résultats, rem-
placer a par une fonction de «; nous supposerons, par conséquent,
dans la suite, que, par une substitution convenable, on ait amen¢ la
limite supérieure 0 de I'intégrale (11) & étre ¢gale @ ou & y. La ca-
ractéristique = o ou y = « sera dite paramétrigue pour I'intégrale
principale.
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9. L’équation (16) est liée, d'une maniere remarquable, & la pro-
posée. Posons
s 03

) ul o= C s
D(s)= ()y+a()_—1~b()y+c

On peut regarder lc qccon(l membre de cette identité comme un

9% cye
polynome entier en ) 5 et o la dérivée 5 oIy étant considérée comme

produit»i X == Dési"nons par D), et D les dérivées du polynome D
dx ()y @

J
par rapport & —= ot ) - Les expressions D), et D) sont de nouveaux

symboles différentiels
_du
D,(uw)== = o, hau,

(17) o
( D} () = »-5; -+ bu,

I/équation (16) peut done s’¢erire
D.(3) =o.

Cette notation symbolique s’étend, sans difficulté, a une équation
linéaire d’ordre quelconque. Elle a Pavantage de simplifier diflérentes
expressions, ct de préciser la loi uniforme qui sert & les déduire de
I'équation considérée.

Ltant donnée une équation linéaire d’ordre quelconque, & deux va-
riables indépendantes,

D(z)=
on considere le eymbolc différentiel D(z) comme une fonction entiere
)+
des symboles - et =, les dérivées de la forme -, 55 Clant regardées
) Jdy 0 Qyf

0

Jy > - Représen-

comme des produits symboliques de la forme ( > <
du

. f e . ) . 0 n
tons par D7, la dérivée de D, prise p fois par rapportd = et ¢ fois

N7 S . , , .
par rapport & -=- Ces définitions conduisent au développement sui-

vant, analogue i la formule de Taylor, et que I’on peut regarder comme

dnn, de ' Fic. Normale, 3° Série. Tome X1l — Aovr 1895. 31
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unc extension de la formule de Leibnitz :

D(ue) = ub(v) -+ gﬁo'( 0) -+ ‘)” 73 D3 ()
1 Nu., ()" B () w,
s [ G 2 T b )+ TR0
I Ru c) w Pu oy o Pu,
T3 3[T W2 (v )+3)1 > dy Dy (v )+37—_0—)’“§ Wy () ()v)”‘l)f“(")] "

Dans le cas de I'équation du sccond ordre (5), on a simplement

J%o

n,odv o, de o ;
D(ue)=9D(u)+ 5 D (u) (7)7 D5.(er) 40 L ()}’

Nous appellerons équations dérivées les ¢quations D) (5) =0 et
D’ () =o. D’apres cela, les intégrales principales sont assujetties &
la condition de se réduire sur une caractéristique paramétrique & une
solution de I'une ou Tautre des équations dérivées.

10. L’existence des intégrales principales est une conséquence
immédiate du théoreme de M. Darboux que nous avons déja cité. En
effet, I'équation dérivée

~

e (0520

dy

admet pour z = 2, une intégrale holomorphe par rapporta y ct ,

¥
- f ady
¥

0 -
?

c

on peut d’ailleurs multiplier cette solution par une fonction holo-
morphe quelconque de x,, f(x,). Cela posé, nous savons qu’il existe
une infinité d’intégrales de I'équation (5), holomorphes par rapport
4, et qui prennent sur la caractéristique x = 2, les mémes valeurs
que la fonction
—\/‘J’“[y
S(zg)e "7
Ce sont des solutions principales par rapport 4 «. Ces solutions dé-
pendent encore d’une fonction arbitraire que I'on peut définir par la
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valeur de I'intégrale sur la caractéristique y =y,. On en déduit qu'il
existe des intégrales principales & la fois par rapport aux deux va-
riables z et y et dépendant de deux paramitres x, et y,. Telle est la
fonction u, solution de I'équation adjointe, considérée par M. Darboux
dans 'exposition de la méthode de Riemann; en effet, on sait que la
fonction w(x, y, x4, ¥,), quand on y regarde x,, y, comme les
variables, « et y comme les paramétres, vérifie I'équation proposée el
annule aussi les dérivées D), et D) sur les caractéristiques paramé-
triques correspondantes.

Nous venons de démontrer existence d’intégrales principales holo-
morphes en supposant les coelficients de P'équation également holo-
morphes. Mais il existe aussi une infinité d’intégrales principales
simplement continues; expression

S(a)s(x, y, z)do

7 %y

aura néanmoins un sens bien défini quand le chemin d’intégration sers
bien déterminé ainsi que la valeur initiale de =.

11. Etudions maintenant les solutions plus générales que Pon peut
déduire d"'une intégrale principale par la formule (r1). Supposons
) = et considérons U'intégrale

7 / S(a)s(x, y, o) da.

Voyons s’il est possible de déterminer /() de maniere que Z prenne
des valeurs données en fonction @, pour y = y,.

Ce probleme ne differe pas du suivant que je vais (raiter d’une
maniere générale :

Etant donnée I'intégrale

f(cc) o(x,a)da,

vy

ot f(a) est une fonction indéterminée, disposer de cetie fonction de telle
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Jagon que Uintégrale soit égale & une fonction donnée Y (x) s’annulant

pour & = x,.

Pour résoudre le probleme, je ferai usage de la méthode d’approxi-
mations successives dont M. Picard a tiré un si grand parti dans son
beau Mémoire sur les équations du second ordre. Je suppose que ¥ ()
admette une dérivée hien déterminée et continue et que I'on puisse
différentier sous le signe d’intégration. Soit

(18) way=[ Sl o(a,a) dx.
Je déduis de I
X )(‘
(19) ¢’(.r):f(d7)@(41’,$)+f f(oc)%)écla.
Supposons que, dans tout lec domaine considéré, lafonction ¢ (z, x)

soit continue et différente de zéro, et que la dérivée o/ (, &) soit aussi
continue.

Posons
oy = V(@)
o () o(z, z)
() == Yir) ..ur,(a) o, (2, o) dz,

o(x,x) ola, ), e

V(@)

u,(x)= (2, ) — ‘P("L "’—’)l; -y () (2, a)do.

Chacune des fonctions w ainsi définie est continue et bien déter-
minée, en supposant que fe chemin d’intégration se réduise i la droite
x,2. Je dis en outre que, si le module de la différence x — x, est
suffisamment petit, u, a une limite lorsque n croit indéfiniment.

Nous avons, ¢n cifet,

1

¢ (L:_;')‘

Upiy () — wp(2) =

f' [wn(e) — wpmy ()] ooz, o) de,

la fonction $= (%2 %)
' ¢(z,2)
sidéré lorsque @ et « varient indépendamment I'un de lautre;

est finic et continue dans tout le domaine con-
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elle admet donc un module maximum A. Désignons aussi par
o [w,(x) —t,—,(z)] le module maximum de la différence u,(x) — u,_,(x)
dans le méme domaine. On a

M (Upgy = p) <A |z — 20| (10— tt,,y),
N (U — Upey) << A2 | -— 220 2OV (1), — t11_y),
et ainsi de suite. Par conséquent, sil’on a
Al — 2| <1,
la série
(20) o+ (s — 1) (= t1y) - (ty = Uy

sera plus convergente qu’une progression géométrique décroissante,
et par suite u, tend vers une limite bien déterminée /().
Il reste & démontrer que I'on a bien

i Y () de = /.. J(a)o(x, a) de.

e )
Considérons I'intégrale
ot
I, () '/ wy(a)o(x, o) da.
;

o,

Nous avons
< X'y

/' Flo) 0@y @) du==To (@) 4 [ [S(ex) = ta(a)] @ (ay ) s

or la série (20) converge uniformément; on peut donc supposer r
assez grand pour que 'intégrale

fl‘/(a) ()] 9, ) o

ait un module plus petit que toute quantité donnée ¢, quel que soit .
Done

limI,(x) ::‘::fluf((x) CP("L" o) do = I(x).
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Prenons la dérivée de I, ()
dl
67—[3_._11”(1)9 +/ (n(a)o(x, o) dz,

ou, en tenant compte de la valeur de «,

dl, v

o = V' (x) + [ep(a) — twpeq ()] 05 (2, ) da,

Pintégrale du second membre tend vers zéro lorsque n croit indéfini-
ment. Nous avons donc, en passant aux limites,

1 r/l
im —2 — l/
lim e (),
et enfin
"(2) da = / S z, o) da.

Il vésulte de cette démonstration que, si Vintégrale principale
z(x, ¥, «) ne s'annule pas pour z = « ¢t que ses dérivées soient finies
et continues, on pourra disposer, ¢n général, de la fonction arbitraire
J(a) de manitre que la solution

7 = / Ja)s(x, y,a)da
e,
soit, pour y==y,, une fonction déterminée de 2, sannulant pour
x =2z, et admeltant une dérivée finie et continue pour les valeurs
de 2 considérées.

Le calcul de cette fonction sera tres simple, si expression z(z, y,, o)
satisfait A une équation difféerentielle linéaire dont les coefficients sont
indépendants de . Je vais considérer seulement le cas ol cette équa-
tion est du premier ordre et de la forme

Jz

eiu ) AV
e + P(z)s=o.

Nous aurons alors, pour y =y,,

o/
57 + P(@)L= f(2) 5 (2, yy ).
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Par conséquent, pour vérifier la relation Z(x, y,) = J(x), il faudra
prendre

oy B )

s(ay Yy @)

,
o h-
27

Il reste & vérifier I'égalité

4 X “l)
o= L

Le second membre devient, en in tégrant par parties

&}J(l?):';‘i’.'.l)( 0)~'(Iwb1na 70) / ‘P/d) [P ~(;j'_,_:)"x,f/~_) J ~(’, Do /)
) (s Yoo - u)

J.. (@ Y #) 0% 3% g 7).

dz.

L'intégrale restante est nulle, car nous avons

R
- PLE) a
sty Yo, 2) L
< (a! '}’rn U)

On a done, en supposant b(x,) == o,

L, yy) = Plx).

Dans le cas ot f(x,) n’est pas nulle, Uintégrale déduite de la solution

principale considérée, et qui est égale i Y () pour y = y,, est repré-
sentée par la formule suivante

B ,.1~’1,J/(a) e [’(a)’]}(ﬂ), T o) do
}'['q 3(’1:,)’0, “) ( 7 )

Ltudions, en particulier, Uintégrale doublement principale de
M. Darboux

s(xy ¥y % )

le satisfait aux conditions suivantes : quand on y fait 2 == 2, elle est
2 )Y

v
 dy -—/ bdr

+/ . o . M
éale he P et pour y == 3 clle devient e ; on peut donc lui

dp[)ll(]ll(‘l‘ le caleul précédent; par suite, la solution Z de I'équation
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proposée, qui est définie par les conditions aux limites

Lz, yo) =f(2),
L(zyy)=9()),

est donnée par la formule suivante :

S L="1(x0,y0)5(2, ), Ty ¥y) +f LS/ () -+ b (e, y0) S ()] (25 s @, yo) de
(21) o
( +/ [9'(B) +a(zy, B)o(B)]5(x, ¥, 2, ) dB.
“ Y
C'est, sous une forme un peu différente, I'expression générale de
I'intégrale donnée par M. Darboux.

13. Supposons maintenant que I'on connaisse deux intégrales
5('7": e @), 5i(e, Y ﬁ)’

la premiere principale par rapport & «, la seconde par rapporta y.
Nous en déduisons la solution plus générale

/Z.__/ S(&)s(z, y, (lcc—{mf o (B) =5 (x, ¥, B)dB,
b e}
J () et o(B) désignant encore deux fonctions arbitraires.

Sil'on a u(r/.,'y(,, a) o0 et z,(x,, B, B) =~ o0, et que les dérivées
soient continues, on pourra disposer de ces fonctions, de maniere
que Z prenne sur les cxractunstnqucs x =z, ¢t y =y, des valeurs
données a 'avance, mais s'annulant au point z,, y,. Ce n’est done pas
encore la solution la plus générale de I’équation proposée, mais il est
facile de la compléter. Soit, en effet, z,(2, ) une troisieme intégrale
quelconque, par exemple celle que 'on obtient en particularisant la
constante z ou { dans I'une des intégrales pringipales. La formule

i, 1) = 160 30) Z L [ e, 3,

Y

+ [ e (B)si(zy,p)db
Yo

(22)
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définit une solution qui n’est plus assujettie 2 aucune restriction. Elle
peut prendre des valeurs données a I'avance sur les deux caracté-
ristiques @ = x, ¢t y = y,. C'est donc U'intégrale générale de 1'équa-
tion (5).

La formule (22) comprend, comme cas particulier, celle que nous
avons donnée au numéro précédent, car il n’est pas nécessaire de
supposer que les deux intégrales principales z(z,y, «) et z,(z,y, B)
soient distinctes, une méme solution pouvant étre d la fois principale
par rapport aux deux variables. Les paramétres o et B peuvent aussi
n’étre pas distincts U'un de DPautre; par exemple, le point analytique
@, § peat &tre assujetti i déerire une courbe donnée, telle quune
ligne de points singuliers des coefficients de I’¢quation. Dans ce cas,
la formule (21) n’est plus applicable, mais I'équation (22) sub-
siste.

Le résultat précédent est important; il montre que Uintégrale gé-
nérale d’une équation linéaire du second ordre & deux variables indé-
pendantes peat toujours étre obtenue au moyen de deux quadratures
quand on connait deux intégrales principales z (@, y, @) et z,(z, ¥, ),
satisfaisant aux conditions indiquées. Ces solutions jouent ici un role
comparable i celui des intégrales complétes des ¢quations du premier
ordre. Au point de vue des applications, Ia formule (22) pourrait
étre d’un usage peu commode pour déterminer les intégrales par des
conditions initiales données, sauf dans les cas simples que nous avons
signalés. Cependant, dans Iétude des propriétés analytiques des fone-
tions, elle peut dtre utile, et ces propriétés clles-mémes ne sont pas
toujours indillérentes dans les applications.

14. Quand Pintégrale principale s’annule sur la caractéristique pa-
ramétrique, les conclusions précédentes sont en défaut. Cependant on
peut résoudre la difficulté dans un cas tres étendu de la maniere sui-
vante. Supposons, par exemple, que z(@, y, @) s’annule pour z =,
quel que soit y, les dérivées prises par rapport i o étant aussi nulles
dans les mémes conditions, jusqua 'ordre n — 1 inclusivement, la
dérivée nitme gtant dillérente de zéro et continue.

0z J"z

E oy Js
VS (NOPIVO RS e ) o 5 o 0 n g e
Les (l(/[lV(/LS p] '9 p) 37 ) Dok

Ann. de UEe. Normale. 3 Série, Tome XIL. — Aour 18g5. 32

sont des solutions particulieres, et il
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en est de méme de la somme
0z oz

Coz"'l‘ C1 a"' R o C,;"()‘o‘c‘;‘

Cela posé, considérons l'intégrale
x
I:i/‘/m(a)z(x,y,a)da;

elle devient, en intégrant par parties,

pr—2 ()..»()", Y T())

()n»
e =1 . 0l e (=
I= (eg) ~ ('77’ Y ‘1'0) () ()l, . I f ./ ()Ju ad.

I est une solution de I’équation proposée, ct la partie intégrée du
second membre est aussi une intégrale particuliere; donc il en est de
méme du dernier terme
()n,-
/n‘f d)” .

et comme cette condition est vériﬁéz quelle que soit lafonction arbi-
traire /(a), j’en déduis que ) =~ est une intégrale principale. Par hy-

pothese, clle est dilférente de zéro pour e =ax. On peut donc lui

appliquer tous les raisonnements du n°® 11, pourva que la dérivée
()n-+-1z )

do" )
est d’autant plus importante que toute intégrale qui s’annule sur une
caractéristique x==a, & désignant toujours un parametre, est une inté-
grale principale. On voit par ce qui précede que, sielle est holomorphe
en «, la premiere de ses dérivées prise par rapport au parametre ct
qui ne s'annule pas pour « =« est aussi une intégrale principale.
Les deux intégrales de la formule (22), quand on y regarde z, et y,
comme des parametres, jouissent de la propriété précédente.

Les limites inférieures a, et y, sont arbitraires, on peut donc les
négliger dans la représentation analytique des solutions. En mettant
en évidence la seule limite supérieure, les deux derniers termes de la
formule (22) deviennent

soit finie et continue dans le domaine considéré. Cette remarque

x Y
[ r@s@radn [ Co()aa 8 db.



SUR LES INTEGRALES DES EQUATIONS LINEAIRES, ETC. 251

On peut les regarder comme des intégrales en quelque sorte indé-
finies, et représentant non plus une intégration unique & partir d’une
limite inférieure déterminée, mais la somme d’un nombre limité ou illi-
mité d’intégrations prises & partir de limites inférieures quelconques,
la limite supéricure étant toujours la méme. Dans ces conditions I'in-
tégrale générale est représentée par la somme des deux intégrales
indéfinies

W ] WY
[ reysteyiaydn o) e, . 8) e

15. Occupons-nous maintenant des intégrales principales holo-
morphes. Nous en avons déja démontré Pexistence; d’apres la re-
marque du n® 5, la solution z(x, y, «), regardée comme fonction de la
variable «, sera développable en séric convergente ordonnée suivant
les puissances croissantes de o — . La possibilité de ce développement
étant démontrée, naus allons en chercher les coeflicients, qui sont des
fonctions de @ et de y. Posons
(23) O = 1! (ot — )% (&~ a )"

S,y o) ity -ty - P I~ 1y oy, R +a..

En éerivant que z est une solution principale vérifiant Iéquation
proposée quel que soit le parametre «, nous avons les relations sui-
vantes

D (uy) =0,

])_;.(ltl ) e ])([‘0)’
(24) ? D (wy) =D (uy),

Dy () =D (tty—y).
On voit que chaque coefficient se déduira du précédent par la for-
mule de récurrence
== DD (teyey),
en désignant par D' 'opération inverse de D). Donc
w, = e*f“‘ly/’])(ttﬂ_.1)ef“ dy dy.

On peut encore donner une autre forme 4 ce résultat. Nous avons,
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en effet, quelle que soit la fonction u, les deux identités

DD () =D (u) + hu,
DDy (w) =D (u)+ ku,

h et % désignant les deux invariants de M. Darboux

da
h = P +ab—c,
k= ﬁ)ﬁ ~+ab—c.
dy

De ces relations on déduit: D7' D(u) = D/ (u) — D' (ku),
11 T Jdu / ~Ja ‘I @ /
Dxll)((,l.):;j;+l)u——e 4 ’{/Aucf v dy,

les intégrales étant indéfinies et comportant 'addition de fonctions
arbitraires de a.
Désignons par I 'opération fonctionnelle D) D,

I(u) =D D(u),

et par ¢(2, y) la fonction =4,
Les relations (24) nous donnent

ly==19,
Uy == [((P),
uy= () =1*(9),

u,=17(9).

L’intégrale principale se développe donc en série par la formule

. oL — I o — ), o — )"
(25) sz y,0)=¢+ ——1(9) + (“TT)“ P(g)+. ..+ ('"‘“T“)” I"(9).
Cette formule représente une infinité de fonctions. Kn effet, la fonc-
tion @ n’est pas complétement définie; on peut la multiplier par une
fonction holomorphe quelconque de z. En outre, chacune des opéra-
tions I est indéfinie, assujettie seulement & rendre convergente la
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série (25); il est évident, cn effet, qu’il existe pour ces opérations une
infinité de déterminations qui rendent la série divergente.

16. Btudions, en particulier, I'intégrale principale que ’on obtient
en prenant pour I(«) la signification définie

die /.u
(26) l(u):—- + bll—-(Df dy.
O ) cp
Yo
Pour y =y, les diflérents coeflicients de la série (25) deviennent
alors
x xr
- bdr bdx
Ay f J < f >
i e = ity e T = \uye’ ™
! da ! dx 0 ’
a x
Ju e [ bdx 2 < f b rl.x->
1 o .
gz e o= by me U - wy e’
s dr ! da? > ’
Py - I' dr < [ b /lx>
— n=1 s ' ] ] .
Un=2 = e Ol yq=2 ¢ ()[,L uy e’ ;
le développement de la formule (25) devient done
( o) = (,h.. a bar ‘V - o —x Jy (a — _x)* 0%¢ 1
5@, yo, o) = ¢ ] T dz 1.2 Oz? K

v désignant dans cette expression la fonction ge/®®.
Lafonction ¢ est développable en série suivant la formule de Taylor;
on a, par consé¢quent,

a—ax dy  (a—ax)? )
ole ) = 0@, ) 4+ T S B S

et nous pouvons écrire

X x
— / bdx - / bleyye) de
) o .

(27) a(&y Yo @) == € (e o) = ¢ (o y0) €
Cette expression est une solution quelconque de I’équation dérivée

Dy(s)=o0
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Si donc on regarde y, comme un paramétre variable, la série (25)
définira une intégrale doublement principale qui ne differe de I'inté-
grale « de Riemann et de M. Darboux que par un facteur fonction de o
etde y,. Cependant, pour que cette conclusion soit rigoureuse, il faut
démontrer que la série qui admet un domaine de convergence pour
Yy =Y, est encore convergente pour y suflisamment voisin de y,. La
convergence résulte immédiatement des considérations suivantes, et
sans qu’il soit nécessaire d’effectuer un calcul direct : 1° Pintégrale
doublement principale est développable suivant les puissances de « —
et admet un rayon de convergence minimum différent de zéro (*),
lorsque y varie dans un domaine suffisamment petit autour du point y,,
pourvu que les coefficients a, b, ¢ de I'équation (5) soient holo-
morphes; 2° le développement est univoque; d’une manicre générale
les cocfficients u,, u,, ... sont completement définis quand on connait
les valeurs de Iintégrale principale sur une seconde caractéristique
y=>%o-

17. Cherchons maintenant I'expression générale du coefficient w,,
quand on laisse les opérations I indéfinies. Désignons par u,, u«,, ...
les valeurs particulieres que I’on obtient en attribuant d’abord & cette
opération une signification définie quelconque, par exemple celle qui
est déterminée par I’équation (26). Soient U,, Uy, ..., U,, les valeurs
les plus générales des coefficients. U, est donné par la formule de ré-
currence

D,(U,)=D(U,_,).

La valeur la plus générale de U,, quand U,_, est connu, est donc de
la forme

U,= M, (z)u,~+ u,,fwﬁ:i) dy,
wu,
Ay () désignant une fonction arbitraire de @ et I'intégrale étant prise
a partir d’une limite inféricure quelconque. Il en résulte que, U,,
étant donné, les diverses valeurs de U, ne diflerent que par le terme
A, (x)u,. Bn s'appuyant sur ce résultat, on voit facilement que 'ex-

(1) Poir n° B.



SUR LES INTEGRALES DES EQUATIONS LINEAIRES, ETC. 255

pression générale de U, est de la forme suivante
(28) U= o (@) g+ (@) g o+ pp (@) ey,

les fonctions g, 4y, .., |-, ¢tant arbitraires et assujetties seulement
a rendre la série convergente. La forme (28) du coefficient ne montre
pas suffisamment la relation qui existe entre U, ct les coelficients qui
le précedent. Cette relation peut s’obtenir tres facilement de la maniere
suivante. Le coefficient U,,, sera dela forme (28); posons donc

(29) Uperr = vo (@) tty = vy (&) g =« == Vg (2) Uy
La loi de récurrence donne

Doe(Uppr) =D (U,) == g () D () 4 py (@) D (1) 4o o =y (2) D (22)
b 2 () D (1t -y () Dt ) oo ook iy (2D (10

En tenant compte des relations D) (w,)=o0,..., D, (u,) = D(u,_,),
nous pouvons mettre ce résullat sous la forme suivante :

D (Upis)
= (ot ) ) D Cttg )= (g == oy YD (eg) == o oo (g =t 1) D (et )= D ().

En comparant le développement précédent a celui qui se déduirait
de la formule (29), nous trouvons

(30) wy== [*o -t 1) Vg == fhy [1-127 ) Vi—1 == [Ap—1 -t ["';u Vi1 == [y«

Le coefficient v, est arbitraire. Les valeurs des coefficients v déter—
minées par ces équations sontles seules admissibles lorsque u,, «,, ..
up,, regardées comme fonctions de y, sont linéairement indépendantes.
Dans le cas contraire, ces valeurs sont encore acceptables, mais la forme
obtenue n’est pas la seule possible. Quand on passe d’un coelficient U,
au suivant, on introduit 4 chaque fois une nouvelle fonction arbi-
traire v,. Pour uniformité des notations, nous représenterons par

n dhy—y nin—1) d*h,—q + dnd,
dz T 1.3 dx* U dan

le coefficient de w, dans le développement de U, suivant les fonctions u;
les A désignent des fonctions de z seul.
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Nous aurons alors, d’apres les équations (30),

Uy= A, &y,
Ul._(h—k— !lo)uo—l- holey,
U2~<7\2 % + Céj") £(=_,+<7\1 -+ 2_‘{}__),,1 -+ Ay ey,
et, en général,
U,L:< L2 ”f‘ C,,d 7‘-’—‘1- . >u0
(31) +<)\,M-1 C’dil’;”" L,i e ,‘;ﬂ —+—...>u,

(7\1 “+n ll) >u,,_ = ho tp.

Le symbole C? désigne dans cette expression le nombre des combi-
naisons de » quantités p a p.

18. Le développement obtenu pour le coefficient U, va nous per-
mettre d’¢tablir la forme générale des intégrales principales holo-
morphes. Mais nous allons commencer par étudier certaines intégrales
particulieres que I'on obtient en choisissant convenablement les di-
verses fonctions A. Posons

ko == o0, A== 0, Ap—y = 0, hp==1,

et supposons que tous les A dont I'indice est supérieur & p soient nuls.
L’intégrale correspondante est représentée par le développement sui-
vant :

(GC —_— m)p‘-M (a —— x)n-kp )
W o Uy ————

5p== 1(oz-—-a:) -+ Uy L

cette série est convergente en méme temps que U'intégrale (23); le
coefficient «, (,tantsupposc différent de zéro, la solution pmnupdl(m,,
s’annule pour « = x ainsi que ses dérivées par rapport & « jusqu’a
Pordre p — 1 inclusivement, et ’on a de plus

a7z,

y :z($7y’ OC),

dar



~

SUR LES INTEGRALES DES EQUATIONS LINEAIRES, ETC. 227

le symbole z(x, y, «) désignant toujours I'intégrale principale repré-
sentée par la formule (23).

Reportons-nous maintenant & Pexpression (31) du coefficient U,.
Les termes qui dépendent de A, dans ce coefficient sont

n db, n(n —1) d*, nln—un)...p~+1)d—rj,

~=Etty gL o
1.2 da? TP ot (rn—p)l dx?

oty - ; —_— "

C’est le coefficient de
(et — )"
nl

dans le développement du produit A,(«)z, suivant les puissances
de a — .

Done I'expression la plus générale des intégrales principales holo-
morphes est la suivante

L, y,a)=h(a)s(x,y,z) ()5 4 h(a)sy+ ...+ hy(a)s,-+....

Cette suite est limitée ou illimitée, assujettie seulement i étre abso-
lument convergente dans un domaine fini. Les fonctions A(«) sont
nécessairement supposées holomorphes.

19. Le calcul précédent montre que toute intégrale principale par
rapport & « est développable en série de fonctions =, z,, 54, ..., 2,
les coefficients du développement étant des fonctions de « seul. Les
fonctions z, qui se déduisent d’une méme intégrale principale pour
laquelle le coefficient u, est différent de zéro ne sont completement
déterminées que lorsque cette intégrale Uest elle-méme; or nous
savons que I'expression la plus générale de Uintégrale z (a2, y, o) dé-
pend d’une fonction arbitraire de x. Les solutions z, peuvent varier
de forme avec z(x,y, o); mais, quelle que soit la fonction initiale,
elles peuvent servir & représenter par un développement en série les
intégrales principales les plus générales. On peut encore modifier la
forme de ces développements d’une infinité de manieres; mais je n’y
insiste pas davantage, les résultats précédemment établis étant les
seuls dont nous aurons i faire usage.

20. Un cas particulier intéressant est celui ol la série (23) se réduit
dnn, de U’ Fe. Normale., 3° Sévie. Tome X1 -~ Aout 1895, 33
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d un polynome entier en o — z, ¢’est-d-dire le cas ot le développement
de I'intégrale considérée est limité. Quelle que soit1’équation, il existe
toujours une infinité d’intégrales principales pour lesquelles le déve-
loppement est illimité, puisque le calcul de chaque coefficient intro-
duit une fonction arbitraire. Proposons-nous donc d’abord la question
suivante : Ktant donnée une intégrale principale développée suivant
les puissances croissantes de o — x, le coefficient u, étant supposé
différent de zéro, etle développement se poursuivant au dela du terme
de degré n, reconnaitre s’il existe une intégrale de la méme forme pour
laquelle le développement se limite au terme de degré 7.
Soit I'intégrale proposée '
o — & (o a)? (ot — 2 )"

5 Uy e Uy e e Qg s s e e e gy A
~ M I ! 1.2 2 nl " ’

toute solution principale holomorphe sera de la forme suivante

Z—U,+U, 27 oA
1 1.2

le coefficient U,.,, a pour valeur
Upr== po(®) o+ (@) == o o= 2y ()t =+ iy () thyyiys

les fonctions g, ey, « -+ Pnry pouvant étre choisies arbitrairement, ce
qui détermine tous les coefficients précédents. Si la seconde intégrale
se limite au terme de degré n, on aura U, , = o, ¢’est-d-dire

(. 32) o lly -+ 1 Uy el R L I o Mo Up =t [y Uy 1 == O

Cette relation montre que les fonctions «,, «,,...,u,,,, considérées
comme fonctions de y seulement, sont liées par une relation linéaire;
elles vérifient donc une méme équation différentielle linéaire d’ordre
n 4+ 1 de la forme

dr+t dru
Po H;T/L4-l "I‘])l ‘[511 [ b‘—pll‘f"l Um0,

les coefficients p,, pi, ..., p,i( désignant des fonctions de z et de y.
Réciproquement, si cette condition est vérifiée, il sera possible de
prendre U, ., = o sans que tous les coefficients qui le précedent soient
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&
U
i)

nuls. Le coefficient U, ., est défini par I'équation
D,: ( Un +-2) =D (Url+1 );

par suite, quand on alU,,, = o, on peut aussi prendre U, ., = o et de
méme pour tous les coefficients suivants. Donc I'intégrale Z corres-
pondante sera bien limitée au terme de degré n.

Quand u,, u,, ..., u, regardées comme des fonctions de y sont li-
néairement indépendantes, il n’existe pas d’intégrales principales
holomorphes dont le développement se limite & un terme d’ordre in-
férieur & n. Les résultats que nous venons d’établir se résument dans
la propriété suivante :

Pour qu’il existe une intégrale principale holomorphe a développement
limité au terme d’ordre n, ( faut et il suffit que toute autreintegrale prin-
cipale holomorphe regardée comme fonction de la seule varable y vérdie
une équation differentielle lincaire d’ordre n -1 dont les coefficients sont
indépendants du paramétre .

21. Il est facile de former cette équation différenticlle ou, plus gé-
néralement, 'équation linéaire & laquelle satisfait I'expression géné-
rale du coefficient U, quand on y regarde y comme la seule variable,
quelle que soit, d’ailleurs, P'équation proposée.

Pour y arriver, rappelons d’abord que toute intégrale holomorphe
par rapport & o qui s’annule pour « == a est une intégrale principale,
et que ses coefficients vérifient les lois de récurrence (24). Si l'on a,
par exemple,

- A\ e ey
Splxyy, o) = (a”:;‘“l“‘)‘, g (d(;)»l{)])/lil—‘ 3 B I

les coefficients ¢,, ¢,, ... sont donnés par les équations suivantes
D (0y) = o0, D..(e1) =D (o).
Cela posé, considérons I'intégrale principale

. o — & (o)
s(x, ¥, o) =y -+ e - T Up~F .. .s

et effectuons sur elle 'opération D). On a

— — 2
D)= EE DL () f»?‘«.,«;’il DL () 4+ ..
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Or I'expression
. ds
5 =D(s5)= ay +as
est unc solution de 'équation D, (z) = o qu’on déduit de la proposée
par la premitre substitution de Laplace. Elle s’annule pour o = x;
¢’est donc une intégrale principale de la nouvelle équation, et le pre-
mier coefficient est une solution de I'équation dérivée D (u) = o.

On a donc
D) D (u) =o.

Effectuons maintenant sur s, U'opération D) ,
/ (o0 — ;);')2 , ,
Dy (s) = = o DD () o

la nouvelle expression z,==01)" (z,) est une solution de D'équation
2 1.0 1

D,(5) =0, obtenue en effectuant de nouveau la substitution de La-

place. On a, par conséquent,

D, D) LD () = o.

24 | O iy

Cest 'équation différenticlle du troisicme ordre & laquelle satisfait
«,. Le raisonnement précédent est général. En continuant Papplica-
tion de la méthode, on arrive done 4 I'¢quation différentielle suivante
qui définit u,
(33) D) D e DD (1) = o
Le premier membre de cette équation est le produit de n —+ 1 facteurs
différentiels symboliques du premier ordre. Nous allons lui donner
une autre forme en introduisant les invariants £, A,, ..., A,.

Le cocfficient «; de I'équation D;(z) == o, obtenue par I'application
réguliere de la méthode de Laplace, a pour valeur

4= a— dlog(hhy...hiy)
dy

D’autre part, nous avons

’ ' ‘ 0
D (u) = emJudy Jy (weleidy),
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¢’est-a-dire

n: J
Die (1) = M- iy emiety b‘< ity 1’/1:1 emy>

L’équation (33) devient donc, identiquement,

J 1 0 1 0 1 0
9 Jarly_ — — - Sady —
(‘M) /LII' e ())' /(,, —1 ()y /1,, ()y n ()y Unel® = o0.

Sous cette forme, elle s’integre immdédiatement et donne
Uy =z e“f’“‘f/‘/z dy/‘h, dy... /7111.—«1 dy.

Les intégrales étant indéfinies, chacune d’elles entraine une fonction
arbitraire de X. Si nous mettons les limites en évidence, le résultat
sera de la forme suivante, ot les X désignent ces fonctions arbitraires,

/ Ll /“Y(lr[y LY WY

== Xye o / h (ly/ fy dy .. / /z,t 1 dy

Y “Yo Y

ady

X, ..r,, / /I([)/ hydy.. / /1,, o dy ..
¥

1

«-/ ady .y

. Xu e Y

La fonction X,, qui figure comme coefficient dans le premier terme de
cette expression, ﬁgur(* de la méme maniere dans le premier terme de
tous les coefficients d’indices moindres. On a, en particulier,

WY
- ady

ty == Xye % (="

Il est facile de vérifier directement cette propriété; elle résulte, d’ail-
leurs, du calcul que nous allons effectuer. Nous avons donné aun© 47
une premitre expression générale du coefficient U,, connaissant les
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coefficients d’un développement particulier. Or il résulte immédiate-
ment de la forme obtenue que les coefficients d’indice inférieur i »
sont completement déterminés quand U, est connu.

Je me propose de les calculer. Pour cela, considérons I'intégrale
principale

(ot — a)? (e — &))"
T+ ) e S ey
1.2 nl

5= uo—}- -
Par I'application de la substitution de Laplace, on en déduit les fonc-
tions
s=D,(5), 2=D,,D,(s), ..., =®0=D, D), ....Di(a).
Cette derniere fonction est de la forme

(ot ~— z2)"* , (ot —- 1)/14»1
— e e - (IL+1)1 ey
e premier coefficient ¢, étant égal a
lep flicient v, étant égal

n,ll ~1, 'xn’n 2,0 .[):‘.(ltu).

Cela posé, la seconde substitution de Laplace permet de calculer

U =2 = ~
gh=t, g2 0L, 2 5,
connaissant z*. On a
1 Jdzn
gl [)’ gH e w_,‘-... (,_ T - bgn
/‘n 1 hyey \ O

¢’est-a-dire

it L (@) 1 (0% g ) (A )"
STt Vn (=11 —+-h”_—1 oz oy 0,4 (,&..;{:.i,)..l_~+...

le premier coefficient de ce nouveau développement est égal &

I

I n-1, Z’Dln -2, 'D:;,-(.Un),

fipy

le second contient ¢,,,; il semblerait tout d’abord qu’il devrait dé-
pendre de u,,,, mais il n’en est rien; nous avons, en effet,

Bl e n' ' y o— )" [ r
sl = =i DisesaDhgze o D () + (o - !») D g e Do)
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d’ou il résulte que le coefficient de (=)

1~ s'exprime directement en

fonction de w,.

En continuant ainsi, on voit que les » premiers cocfficients de =
pourront s’obtenir au moyen de «, par une suite de différentiations.
L’expression de 5 au moyen de z” est la suivante (')

_{) 1 7 I

— __ ) D/ " (gn — e -j'l)(l.l: .
l D ) I /tl "z /z,,_1 ()x

— ) ghelbdx
y/Ll Ty 7 (a%e )-

L’application de cette formule donnera tous les coefficients d’in-
dice inférieur & n». Nous aurons, en particulier,

’
(Il

AV
= (=) YR

Or le coefficient ¢,, d’apres I'équation (33), a pour valeur
O Xpe IRy Ty

Donc
= ( i I)”’XO G"'f“ (l_"’.

22. Quand U'invariant 2, ., est différent de zéro, il est impossible de
supposer w, nul sans que tous les coefficients précédents le soient.
En effet, les » -+ 1 termes qui figurent dans 'expression (35) sont li-
néairement indépendants; leur somme ne peut donc s’annuler que si
chacun d’eux est nul séparément, ce qui donne X,=o0, X,=o, ...,
X,L == 0.

Dans ce cas, les coelficients «,, u,, ..., u,_, sont évidlemment nuls.
La méme conclusion résulte aussi du calcul précédent, qui est appli-
cable, pourvu que les invariants considérés soient différents de zéro.

Done, si le développement d’une intégrale principale se termine au
terme en (o —a)”, I'invariant &, devra étre nul. Réciproquement, quand
cette circonstance se présente, il existe des intégrales a développement
limité; on le voit immédiatement par les résultats connus de la mé-
thode de Laplace; on le déduit aussi avec facilité des principes que
nous avons démontrés dans ce travail; en effet, supposons 4, == o. Les

(') DArnoux, Lecons sur la Théorie générale des surfaces, t. 1, p. 31.
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intégrales principales par rapport & « de I’équation D,(z) = o véri-
fient alors I'équation dérivée D), ,(z) == o. Donc tous les coefficients
de =" sont des solutions particulieres de cette derniere équation et,
par conséquent, u, ., vérifie aussi I'équation différentielle (33), qui
admet déja, comme solutions particulieres, les coefficients «,, «,, ...,
u,. D’ol résulte la propriété énoncée.

23. L’¢tude du développement en série des intégrales principales
va nous conduire & un mode de représentation des solutions qui s’en
déduisent.

Soit z(w, y, ) une intégrale principale holomorphe ne s’annulant
pas sur la caractéristique paramétrique. Nous en avons déduit une
demi-solution de I'équation proposée par la formule

(36) 7 == /r‘f(a.)z(.-r, ¥, a)do.

[intégrale principale considérée dtant développable en série sui-
S |

vant les puissances de « — a, intégrons terme & terme Iexpression
de Z; les intégrales & calculer sont toutes de la forme

B (a — ")‘))”

—ty f(o) do;

nl

u, est indépendant du parametre; par conséquent, si nous désignons
par S, /() I'intégrale ¢ indéfinie de la fonction /(a), nous aurons

Gl (C{ — )

~oe flo) do = (= )" S,y f(2).

n N o
n!

Par suite, I'intégrale (36) équivaut au développement suivant
Z=u,Sf(x)—uS, f(z)+...(—1)"10,8, [(2)+...,
ou bien, en remplacant S /(x) par. X,
(37) L= g X — 1, 8K A4 1,8, X o A= (- 1)2 1,8, X -

Cette série n’est pas nécessairement convergente, quelles que soient
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les intégrales indéfinies; mais elle admettra toujours un domaine de
convergence uniforme quand on considérera des intégrales définies
prises a partic d’'une méme limite a, et que la fonction f(«) sur la-
quelle porte le signe d’intégration dans la formule (36) sera finie et
continue.

Supposons maintenant que le développement de I'intégrale princi-
pale soit limité; si nous remplacons dans la formule (37) I'intégrale
rneme, S X par le symbole X, nous avons le développement suivant

nY 1n—1
(38) 7Z=u, %.3‘ — ﬁ(,.’f{ e (— )P, X

daxh

C'est la forme bien connue de I'intégrale considérée pour la premiere

fois par Euler; elle s’exprime au moyen d’une fonction arbitraire X et

d’un nombre limité de ses dérivées. Elle appartient, comme on le sait,

aux demi-solutions des ¢quations intégrables par la méthode de La-
place.

24. Nous avons déja remarqué que U'intégrale

ot
[ ryste, e
ey
est une nouvelle solution principale de I’équation proposée, dépen-
dant du paramitre x, ¢t s’annulant pour & == x,. 1l est facile d’en dé-
duire 'expression la plus générale des intégrales principales par rap-
port &  : c’est la suivante

(39) Iz, y, xy)=0(x,)5(x, ¥, &) “"'f' J(o, zy)5(z, y, o) da,

z(z, y, a) désignant une intégrale principale donnée quelconque, par
exemple I'une des intégrales holomorphes que nous avons étudiées.
La fonction Z(, y, z,) se réduit pour z = x, 4 une solution de Ié¢-
quation dérivée D, (z) == o et elle peut prendre sur une seconde ca-
ractéristique y ==y, des valeurs quelconques données en fonction de z
et de @,. Si 'on détermine la fonction f(a, x,) qui figure dans la for-
mule (39) de maniere que Uintégrale Z soit, pour y = y, égale & une

Ann.de l’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XII. — Sgpreysne 1895. . 34
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solution de I'équation dérivée
Di(5)=o,

['expression obtenue sera unc seconde intégrale, principale par rap-
port aux deux variables & et y, et dont on pourra déduire par deux
quadratures I'intégrale générale de I'équation proposée. Cette déter-
mination est possible ainsi que nous I'avons démontré ; mais il n’est
pas certain que le calcul de la fonction f(«, x,) soit, en général,
pratiquement plus simple que la détermination directe de I'intégrale
doublement principale de M. Darboux. Je ne veux donc pas présenter
la remarque précédente comme une méthode d'intégration. Cest seu-
lement une simplification dans les cas ot la fonction f(a) peut étre
facilement déterminée par les conditions énoncées. Toutefois, il n’est
pas sans intérét de remarquer que le nouveau probleme auquel on est
ainsi ramené comporte sculement la détermination d’une fonction
d’une seule variable, car x, doit élee traité comme une constante.

25. Ltudions en particulier les intégrales principales des équations
intégrables par la méthode de Laplace. La formule (38) représentera
une intégrale principale par rapport & «, si I'on prend pour X une
fonction de « ¢t d’un paramétre @, s’annulant pour @ = x,, ainsi que
ses n — 1 premieres dérivées, la ni®m¢ ¢tant continue. On posera, par
exemple,

X= (& —x)"¢(x, 2,),
la fonction @ étant continue pour @ = x,.

La nouvelle intégrale principale sera aussi & développement limité
si le facteur g (x, a,) est indépendant de 2.

La détermination de la solution doublement principale s¢ ramene
au probleme suivant :

Trouyer unc fonction X verifiant l'équation différenticlle suivante, ot
Uon suppose y = y,,
»
-‘/ by
Uy XMW — g XD e e (=), X = 0

el qui s’ annule ainst que ses derivées jusqi’a ordre n — 1 inclusivement
pour x = x,.
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Le premier membre de cetie équation lindaire d’ordre n peut élre de-

composé en un produit symbolique de facteurs différentiels du premier
ordre en faisant usage de la substitution de Laplace.

26. Revenons a la formule (37), qui donne le développement d’une
demi-solution en fonction des intégrales d’une fonction arbitraire. Si

o — P
( 1’ '-~)—~, nous retrouvons les solutions désignées par le

'on pose X =

symbole =,

o — )P o — 2P+
L (10(—»~A~ ) - 161( ) -
(p-+1)!

p!
On voit que z, peut &tre représentée par D'intégrale définie sui-

vante
_._(or__/)l) = ,
5, __./ 7 -»»1)! (e, y, t)dt.

La considération de ces intégrales particulieres va nous conduire a
un développement en série treés remarquable pour les intégrales holo-
morphes. Désignons par ¢, (2, y) une intégrale définie par les condi-
tions aux limiles suivantes

(2 —ay)"

Yn ("1'7 V) = ————)

nl

Pu(Zgy y) == 0.
Soit de méme b, (2, ¥) 'intégrale qui satisfait aux conditions analogues

"Pu,(-‘lf'”, = (_}’ y(n) "

Tl
q)u (‘1"7 ‘)'(l) = 0.
Les fonctions g, sont des cas particulicrs des intégrales z,.

Il est facile de les représenter par des intégrales définies en se ser-
vant de la formule (21).
On a

" o~y )t ! —
o :/ (‘”"“('71‘.“::.“}77' bl )’ "”771“ "IL'J 3y gy o5 yo) do

et de méme

ST n- o
bo [ B2 o, ) B e, )

¥




268 J. LE ROUSX.

en désignant par
s(a, 2, B)
'intégrale doublement principale de Riemann et de M. Darboux.
Soit aussi 9,=1, l'intégrale qui se réduit & l'unité sur les deux
caractéristiques. Nous avons

?Oz‘{"o:z(aﬂ’ e xo:)’o)"“f b(a’)’o)z(x: Y &%, )'o)da
¥

-+‘f a(wo,@)z(a‘,%xo,@)dﬁ-
Yo

Toute intégrale holomorphe de 1'équation proposée sera dévelop-
pable en une double séric de fonctions ¢ et .

En effet, cherchons & déterminer une solution 5 qui soit égale a des
fonctions holomorphes, données pour x = x, et pour y = y,,

. b Sy 4 ()o() (.’l’«'-—.?ﬂ',, )2 ) Sy
s(2, yo) = 5(20, yo) -+ ; Iz, - P ()” -+

Y — Yo 03 (y =) ()2~'o

s(@y, y)=5(xy, Yo) -+ e 7)}70 - P ())/" A

Cette intégrale sera représentée par I'expression
5= 5 (), )’u) (z, Y, Ly, Yo)
—1‘-f [O (00" 20) o b(a, o) 5(, .}’o)] Z5 ¥ o Yo) da

oSy

y o o
"}"‘/ [i):m -+ “(*’”07 @) 5('7"07 [3)] 5(‘7"7 Y Zos (-;‘) d(j’

(<
Jo ()(J
ou bien, en intégrant terme & terme,

~ ()w() 0 uq
5 =599 *"J—? el yory dac? Pat..

/)uo 4}1 () "’0 (l)2+

En général, 4 tout développcment en série absolument convergente
des valeurs initiales, on peut faire correspondre un développement
analogue de I'intégrale.
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DEUXIEME PARTIE,

ETUDE DES LIGNES CRITIQUES DES INTEGRALES.

27. Les intégrales de I’équation linéaire

D(s)=o= 2 al% b2 4o
dax dy '
peuvent présenter deux sortes de lignes singulitres :

1° Celles qui sont completement définies quand on connait les coef-
ficients a, b, ¢;

2¢ Celles qui dépendent seulement des conditions initiales.

Nous appellerons les premieres lignes critiques propres de I’équation
ou lignes critiques fixes; les secondes seront dites accidentelles; nous
qualifierons celles-ci de mobiles quand elles dépendront d’un para-
métre arbitraire.

Je ne m’occuperai d’'une maniere spéciale que des courbes singu-
lieres accidentelles. 11y a lieu d’en déterminer d’abord la nature et de
chercher ensuite la forme analytique de I'intégrale dans le voisinage
des différents points de ces courbes.

Dans I'¢tude de cette question, je ne prends pas pour base la for-
mule (22) qui représente I'intégrale générale. Elle peut se trouver en
défaut dans le voisinage d’un point critique. Je me propose de déduire
directement de ’équation méme les principaux éléments de la solu-
tion. La méthode dont nous allons faire usage pourrait s’appliquer,
pour ainsi dire, sans modification i une équation linéaire d’ordre quel-
conque.

28. 1l faut d’abord définir le genre de singularités considérées et
les propriétés sur lesquelles nous aurons a nous appuyer. Soit f(x, y)
une fonction de deux variables admettant la ligne singuliere z = a.
Faisons déerire & la variable 2 dans son plan un chemin de longueur



270 J. LE ROUKX.

finie aboutissant en @, sans tourner une infinité de fois autour de ce
point, ni passer par aucun autre point singulier. Dans ces conditions,
je suppose que la fonction varie d'une maniere continue et tend vers
une limite /(a, y) holomorphe en y, & moins qu’elle ne devienne
infinie. Le symbole /(a, y) désigne, comme on voit, non pas précisé-
ment la valeur de la fonction pour = @, mais une limite relative & un
chemin déterminé décrit par la variable 2.

La fonction g(@,y)= f(x,y)— f(a, y) tendra vers zéro quand
x tendra vers @ par le chemin considéré; nous pourrons done nous
borner & étudier les fonctions qui deviennent nulles ou infinies sur la
droite analytique x = @, et qui sont caractérisées parla propriété com-
mune que la partie réelle de leur logarithme devient infinie. La dé-
rivée logarithmique %’ ne peut pas avoir une limite finie dans cette
hypothese; nous supposerons done qu’elle croit indéfiniment. Il en
est de méme du rapport des dérivées %—; St ce rapport élait égal & une
fonction A(z, y), continue et finie lorsque « tend vers @ sur un chemin
déterminé, la fonction ¢ (2, y) ne pourrait étre ni nulle ni infinie pour
x = a, quelle que soit la variable y, & moins d’étre nulle ou infinie
pour toutes les valeurs de & et de y; aux hypotheses deji faites nous
sommes donc amenés & joindre la suivante, que le rapport des déri-
vées 22 croit aussi indéfiniment lorsque x tend vers a.

Y

Nous appellerons fonctions normales dans le domaine de la droite
singulicre celles qui jouiront de toutes les propriétés que nous venons
de considérer, et qui sc réduisent en résumé aux suivantes :

1° Quand z tend vers @ suivant un chemin déterminé, la fonction
devient infinie ou tend vers une limite holomorphe en y.

2° Sila fonction ¢(a, y) devient infinie ou nulle, les deux rapports

,

‘b‘

’
) et Ci;,i croissent indéfiniment.
Yy

(L’expression croitre indéfiniment s’applique, bien entendu, aux mo-
dules des quantités considérées.)

Les hypotheses que nous faisons sur les fonctions pourraient en
définitive se réduire & une seule : ¢’est que, sur un chemin aboutissant
au point critique et ayant une longueur finie, elles sont bien détermi-
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nées et n’admettent d’autre discontinuité que I’infini, et que la méme
propriété a licu pour les dérivées et leurs rapports.

Les fonctions analogues aux intégrales régulieres des équations dif-
férentielles linéaires & une variable indépendante présentent tous les
caracteres précédents; elles sont égales & des sommes d’éléments de la
forme

uz==(r—af|[L(x—a)]"o(x,y),

o(x, y) désignant une fonction holomorphe en z et y, non nulle pour
x=a; p pourrait ¢tre une fonetion holomorphe de y; n est un nombre
entier positif. Il est facile de vérifier que I'élément fonctionnel « est
une fonetion normale, ¢t que la méme propriété a lieu pour la somme
d’un nombre limité ’¢léments analogues.

Le principal ecaractere dont nous aurons & faire usage dans nos

/
raisonnements est celui qui est relatif aux rapports %; :f Nous
dirons que la dérivée par rapport & x est infinie l'clativelgunt a g
et & gL, Cette considération nous permettra d’introduire dans nos
caleuls certains résultats de la théorie des infiniment petits, en regar-
dant, suivant l'usage, les quantités infiniment grandes comme des
infiniment petits d’ordre négatif. On peut avoir & comparer des déri-
vées d’un ordre supéricur au premier. Supposons que les dérivées
d’une fonction normale 2 soient aussi normales aux environs du point
erilique x = a.

o L, ., Ot . . .. , ey

Si la dérivée (77_7;;{ est nulle ou infinie, ainsi que toutes les dérivées
: . , e, P
d’ordre moindre pour cette valeur de , la dérivée rio, 5;}:; sera

infinie par rapport & toutes les autres dérivées du méme ordre, ou
d’ordre inférieur, prises par rapport aux deux variables = et y.

29. Reprenons maintenant 'étude des lignes critiques accidentelles
des intégrales de I'équation linéaire D(z) = o. Je supposerai que le
point analytique (xy) varie & Uintéricur d’'un domaine limité E, ol
les coelficients de I’équation sont holomorphes. Soit £(2,y) une fonc-
tion holomorphe dont tous les zéros situés a I'intérieur du domaine E
sont des points critiques d’une intégrale 5. La courbe analytique L,
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représentée par I'équation £(x, y) = o, est une courbe singulitre ou
critique de la solution considérée. La fonction £(2, y) est 'une quel-
conque des fonctions holomorphes qui s’annulent sur la courbe L;
nous admettrons que ses dérivées gf: et % ne s’annulent pas simulta-
nément i U'intérieur du domaine. Effectuons un changement de variable
analogue 4 celui que nous avons déja considéré et prenons pour nou-
velles variables la fonction & et une autre fonction holomorphe 1,

. . \ [V ’ . » . ();: K (): )'
assujettie & la condition que le déterminant fonctionnel —= Jn _ 03 0

dx dy — dy dx

ne soit pas nul. L’équation transformée devient, en metlant en évidence
2z
le terme en o

(40) dx Jy 0 + Dils) =o.

L’intégrale = que nous étudions se transforme en une fonction
z(%, 1), que je suppose normale sur la courbe singulitre ainsi que
sa dérivee 22

A
Si cette dérivée n’est pas infinie pour & == o, z ne 'est pas non plus,
. . . 03 _

et par suite les deux fonctions z et 0 tendent vers des limites holo-

morphes en v ou égales & zéro. Examinons d’abord le cas olt chacune
. < (o, 0% . .

de ces fonctions est nulle ou infinie; la dérivée =& sera infinie par
o 3

apport aux fonctions

Jds 0z 0%z J*z

Bt T e

D) R 7 ) PE R T 2

[’équation (40) ne pourra donc é&tre vérifiée, lorsque la variable &

, . . 0t OE
tend vers zéro, que si 'on a en méme temps 5> == == o.
oz Jy
Donc la courbe singulitre doit étre une caractéristique.
. Jds . . vrps \ . ,
Le cas olt 5 et JF e seraient ni nulles ni infinies se ramene immdé-
diatement & celui-la. En effet, supposons que L ne soit pas une carac-
I . . , , . Js
téristique et que, la variable £ tendant vers zéro, les fonctions s et 5
£

tendent vers des limites holomorphes en v. On pourra alors déterminer
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une intégrale holomorphe z, prenant pour £ = o des valeurs égales &
ces limites. La dilférence z — z, sera une nouvelle solution & laquelle
nous pourrons appliquer tous les raisonnements précédents. On devrait
donc encore conclure que la courbe L est une caractéristique, ou que
la différence = — z, est identiquement nulle; dans ce dernier eas,
les points de la courbe & = o ne scraient pas, & proprement parler,
des points critiques de Uintégrale =z, puisque celle-ci pourrait étre
étenduc analytiquement d’une seule manitre dans le domaine d'un
point quelconque de la courbe ct y serait égale & une fonetion holo-
morphe.

30. Des considérations que nous venons d’exposer résulte ce théo-
reme :

Les intégrales normales d’une équation linéaire aux déripées partielles
du second ordre de la forme (5) ne peuvent admetire d’autres courbes
critiques accidentelles que des caractéristiques.

On peut remarquer que notre raisonnement est encore applicable
lorsque la courbe analytique £ == o0 est pour Uintégrale un licu de
zéros ordinaires d’un ordre supérieurd 'unité, et non un licu de points
critiques proprement dits.

Ce résultat permet de préciser la portée du théoreme fondamental
de Cauchy relatif & I'existence des intégrales. Toute solution normale
définie par la condition que ses dérivées premitres soient des fonc-
tions holomorphes sur une courbe donnée autre qu’une caractéris-
tique est elle-méme holomorphe dans le voisinage de cette courbe.

Toute intégrale normale qui s’annule ainsi que ses dérivées du
premier ordre sur une courbe, autre qu'une caractéristique, est iden-
tiquement nulle.

D’apres la méthode dont nous avons fait usage, nos résultats ne sont
applicables qu'aux licux de points critiques représentés par une équa-
tion analytique £(z, y) == o.

Les caractéristiques singulivres ne sont pas nécessairement isolées.
Elles peavent former une suite continue ou discontinue, comme les
points singuliers d’unec fonction d’une seule variable.

31. Supposons maintenant qu’une intégrale z admette une carac-

ar

Ann, de U fic Normale, 3* Série. Tome XII. — Serreupre 1895, 09
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téristique singuliere @ = «. Proposons-nous de trouver la forme de
la fonction dans le voisinage de cette valeur de x. Nous pourrions
pour cela nous servir de la formule (22), qui représente I'intégrale
générale; les résultats établis précédemment, en ce qui concerne la
nature des courbes singulitres, rendent cetle méthode légitime. Cepen-
dant je ferai encore usage d’une méthode directe; je reviendrai a la
formule (22) pour compléter les résultats ainsi obtenus. Nous pourrons
supposer que I'intégrale normale considérée = tend vers zéro ou vers
I'infini quand @ tend vers «; dans‘le cas contraire, elle aurait une
limite holomorphe et il existerait uné infinité d’intégrales holomorphes
prenant sur la caractéristique les mémes valeurs que z. Cela posé,
considérons I’équation
d*s Js )3

e e (e o b S 5=o0.
oxd b Jdx ! ;()y+c ©

L., 03 C R
Quand @ tend vers «, la dérivée = est infinie par rapport & z et

A

3

by 5—5,; les coefficients @, b, ¢ conservent des valeurs finies; d’autre
part le nombre des termes du moindre ordre infinitésimal de I'équa-
tion est au moins ¢gal d deux; done, si @ est différent de zéro, les deux

dérivées Oz Js
i ():71;()_)/7 o

. 0%z . . .
—a(a,y).Sil'onaa(x, y)=o, Jwoy Depeutpas étre d’un ordre infini-
' ds
dy
niment petite par rapport i da. de sorte que le rapport

petite | pporta 5=; de s que le rappor

[ J*s
&i)_:zc dy

sont du méme ordre et leur rapport a pour limite

tésimal supérieur a celui de z ou de -~ ; cette dérivée sera donc infi-

aura pour limite zéro. Nous pourrons par suite écrire, quel que
soit @,
J*z
0z dy
05 T (a-e),
Jdx
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e désignant une fonction infiniment petite. Cette équation peut étre
intégrée; on en déduit
y
) —f (a-+e)dy
a3 g
I — =X'e
(41) o
en représentant par X' la dérivée d'une fonction X de x seul.
L’expression obtenue est de la forme

0z
(42) ;)';—‘X,”'("Z’y),

. -— ' (a+=¢€)dy . . . .
la fonction u = ¢ fw. est continue par rapport & x sur le chemin
considéré et tend vers la limite

u(o,y)= St nar,

Elle est, par conséquent, différente de zéro pour les valeurs de @
voisines de . De I'équation (42) nous tirons

(43) 5= /'X’ wlx, y)de.

La limite inféricure de l'intégrale sera prise égale 4 « si Z doit
s’annuler. Si la solution considérée devient infinie, il faut que X’ soit
infinie pour la méme valeur de ;3 nous prendrons alors pour limite
inférieure un nombre @, trés voisin de la valeur singuliere. Le chemin
d’intégration peut étre défini par la succession des valeurs que doit
prendre 2 en se rapprochant indéfiniment de o. On doit supposer
que sur ce chemin, dans le voisinage du point e, il n’y a pas d’autres
points critiques de la fonction X'.

Il est remarquable que la forme (43), obtenue pour 'intégrale par
un calcul direct, est justement celle qui serait donnée par 'applica-
tion immédiate de la formule (22).

On peut, en général, modifier cette expression de la maniere sui-
vante. Considérons le rapport

qu’u(‘(), ¥) d:z:.
[Xrdz

7w

le numérateur et le dénominateur sont nuls ou infinis pourz =oa;
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X . , ) . , .., 0 »
I'expression se présente donc sous la forme indéterminée - ou —.

Le rapport des dérivées est une fonction bien déterminée de x et dey
Pl )

valeur du rapport < si elle existe, sera égale & cette limite. La regle

de L’Hospital sera toujours applicable a4 ce rapport si la fonction X’
est eontinue sur le chemin d’intégration, saul & Uextrémité o, et si
sur ce chemin, dans le voisinage immédiat du point critique, la varia-
tion de "argument de I'élément X" dx est inféricure & un angle ¢ qui
soit lui-méme inféricur 4 deox droits. Dans ces conditions nous
pourrons éerire

=X ’1)(!, '}’),

la fonction g étant continue et tendant vers la Timite e/“4 ] est,
d’ailleurs, facile de trouver directement cette limite. Nous avons, ¢n
effet,

D(s)==XD(9)+ XD (g) o0
ou bien

D g)+ ilg) o

Quand @ tend vers o, X tend vers zéro, ot par hypothese, D(%)

< X7 » Ob » V(%)
conserve une valeur finie. Donce expression D), (¢) a pour limite zéro.
On en déduit immédiatement la valeur de ¢ (e, y).

Il 'y a une certaine analogie entre la méthode précédente et celle
qui donne les asymptotes d'une courbe algébrique en Géométrie ana-
lytique. Cette analogie peut encore étre poussée plus loin, et la mé-
thode donnerait licu, dans un cas trés étendu, au développement
d’une solution Z suivant les intégrales d’une fonction arbitraive de .
Considérons, par exemple, I’¢quation qui donne g,

' X ,
D,(%) -+ X7 D(g)=o.
Posons

o= eledy - pom gy .

La fonction ¢ tend vers zéro quand x tend vers «; ¢’est, en général,
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dapres I'équation précédente, un infiniment petit du méme ordre

que —\—,
Or, pour unc classe tres étendue de fonctions, les seules que nous
1 4 . . . X  SX
considérerons pour le moment, les deux infiniment petits T et

sont de méme ordre, SX désignant Pintégrale de X prise i partiv d’une
limite inféricure convenable. On peut done poser
SX
[ gy (101 _,w\.;_.
Portant cette valeur dans I’équation, et ¢galant i zéro I'ensemble
des termes du moindre ordre infinitésimal, on en déduit, pour la
partic principale de ¢, 'expression

u, designant le coefficient de SX dans la formule (37). Nous retrou-
vons ainsi un résultat déjh obtenu par une autre méthode plus rigou-
reuse et plus générale.

Remarque. — Nous avons, en général, qualific de singulivre la ca-
actéristique @ =23 cependant nos résultals sont encore exacts
lorsque celte caractéristique est un lieu de zéros ordinaires.

32. Apres avoir déterminé la nature des lignes critiques el la
forme des intégrales dans le voisinage de ces courbes, il reste a traiter
le probleme inverse :

Trouper une intégrale de forme donnde dans le domaine d’une carac-
térustique délerminde.

Nous ¢tudierons encore sculement le cas oit la solution considérée
est nulle ou infinic sur la caractéristique. La solution se déduit im-
médiatement de la formule (22). Soit /() une fonction arbitraire
admettant le point singulier @ == « ol clle est nulle ou infinie; dési-
gnons par 5,(x, y,¢) une intégrale principale ne s’annulant pas sur la
caractéristique paramétrique; intégrale

3 ::fﬁ/. St so(x, y, )
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satisfait, en général, & la condition que le rapport j( - — soit une fonc-
tion continue dont la limite n’est ni nulle ni infinie, quand 2 tend
vers 9. Pour que cette conclusion soit exacte, il suffit que I’on puisse
appliquer au rapport considéré la regle de L’Hospital.

Nous pourrons alors écrire

/h JI()so(z, y, ) dt = f(x)u(x,y);

la fonction « est continue par rapport & x. Elle est, de plus, holo-
morphe par rapport & y en méme temps que Iintégrale principale
3, (2,9, 0).
En effet, soit
Y —Yo . (.)’“}{(;Xf
1

1.2

Pyt 3

ce développement sera uniformément convergent par rapport a ¢,
pourvu que y — y, soit sulfisamment petit; par suite, l'intégrale z sera
la somme de la série

”.[/zmpnom

Or, on a, d’aprés nos hypotheses, en désignant par ¢, (2, «) une
fonction continue qui tend vers la limite ¢,(«, «) quand 2 tend
vers o,

Done

2= @) e 520y 2Ly,

I 1.2

et la série qui figure dans cette formule est uniformément conver-
gente dans un domaine suffisamment petit.

Nous avons ainsi obtenu une solution dont le rapport & une fonc-
tion donnée /() est une fonction continue non nulle pour z = a. Ce
n’est évidemment pas la seule satisfaisant & la condition énoncée. Il
en serait encore de méme de 'expression

f F(0) S0 5ol y, 0) dL,
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ott F(¢) désigne une fonction continue et bien déterminée sur le
chemin décrit par la variable @, ne s’annulant pas pour z = «.

Les conclusions auxquelles nous sommes arrivé peuvent se résumer
ainsi :

1° Si 'on considere une intégrale normale de I'équation D(z) = o
qui admet la caractéristique singuliere accidentelle x = e, il existe
en général des fonctions X de x seul telles que Ie rapport :;i soit une
fonction continue différente de zéro pour x = «;

2° Réciproquement, étant donnée une fonction X de « seul, nulle
ou infinie pour « = «, il existe une infinité d’intégrales telles que le
rapport % soit une fonction continue différente de zéro pour cette va-
leur de .

33. Nous allons étudier quelques intégrales régulitres simples. Re-
marquons d’abord que dans le voisinage d’une caractéristique singu-
liere accidentelle @ == «, il n’y a pas d’intégrales de la forme

(# —a)? P u(x, y),

la fonction « Gtant continue et différente de zéro pour x == «; au con-
traire, si I'on désigne par p une constante, il y a lieu de chercher les
intégrales de la forme
Gy o= (@ — o) u(z, y).
D’apres les résultats précédents, il en existe une infinité que I'on peut
représenter par I'expression

\/."'./(L) Zy ('7‘".}’: [) (t - 01)[)‘_1 .

Ltudions, en particulier, le cas ol I'intégrale z,(2, ¥, ¢) est holo-
morphe et développable suivant les puissances de (¢ — x),

t—z L — z)?
so( 2y s t) = to+ Tt '+‘(‘ ) L

VS

Nous en déduisons immédiatement le développement de z,, en po-
sant

Sy == / (b — a)=13y(z, ¥, t) dt.
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Nous avons, en cffet,

i, (o0 — ) :l

A P A 3 - o —~— X = o
(1) 5= (@ o)t | o (o= @) e 4 B,

Cette séric est uniformément convergente en méme temps que I'in-
tégrale principale dont elle est déduite, pourva que (x ne soit pas un
entier négatif.

La formule (44) s’obtient par une détermination particuliere de I'in-
tégrale de forme indéﬁnief . En supposant la partie réelle de p. posi-
tive, nous avons

Sy, = / Pl — o)t 5o (e, 7, L) L
b3

Quand la partie réelle de . est négative, on peut encore représenter
i [ 8 » 0D ] /

s, par une intégrale définie prise le long d’un lacet partant du pointa

et dontle cercle a pour centre le point o :

(45) e R - / (o= W=V sy (o, y, L) dL.
- (i, &)

T
iette formule est en défaut quand . est un entier négatif.
34. La méthode directe qui nous a donné I'intégrale principale nous
donnerait aussi z,. Eerivons que I'expression
Aj(a—z)W Ay (o — )Pt e Ay (ot = Y2,

olt Ay, Ay, ... sont des fonctions de z et de y, vérific I’équation propo-
sée, quand on y regarde « comme un paraméetre. Nous trouvons, pour
déterminer les coefficients, les relations de récurrence

DAY =0, (p4+0DL(A)=D(A,), ...,

d’ott Pon déduit immédiatement la formule (44), en désignant par
Wy, Uy ... les coefficients du développement d’une intégrale princi-
pale.

Quand on connait une intégrale z,, ot I'on regarde o comme un
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parametre, on peut en déduire par différentiation une infinité d’autres;
nous avons, en général,

E2 = p(p—1) o (o p A+ 1) Sy

Cette propriété permet de passer des exposants & partie réelle posi-
tive & ceux dont la partie réelle est négative.

35. L'intégrale 5, que nous venons de définir dépend du paramitre
., et comme elle vérific 'équation proposée quel que soit ce para-
metre, les dérivées par rapport & g sont aussi des solutions.

Sp.

P, . J . .
Prenons, par exemple, la dérivée premiere T et faisons ensuite

p-==0, nous obtenons une nouvelle intégrale que nous appellerons z_,

S sy glilo—x) +u (o —2)[Li(a—ax) —1]

e o )2 ‘ Ot — L) — ] — L
(/I(j) ' 'L .2 ( ’ 'IL) [‘( ‘1') ' ")‘] } o
(,” ~ i Y A e v L e R -[—
i - s (ot - )" I-L(a a) 1 5 ‘e ” | -+

En général, les expressions que Pon trouve en prenant les dérivées
par rapport & . sont des intégrales régulieres représentées par la for-
mule suivante

sy,
Jdp.r

== / [(J.(l — )t L (L —a)” 4 p (L — a)P=1L({ — a“y'”] 5y (e, y, t)dt.

36. Nous avons exclu jusqu’ici le cas ol g est un entier négatif. La
formule (44) n’est plus alors applicable. Posons p. == — n; I'intégrale

ak

nzo(m, ¥, 1L

Bog = _.._..f/'A(-,.’..:lf.,..,) di
( O e l)lL—f-l

..

devient
—_— ) M e =12 ___.{12_____ — p\2-n g
By =y (o —— )" P (ot—— )t =7 - =y (5=n) (ao— &))" 4-...
g
(4 / - ST o — 2 )1
17) +(r——-n)(2—n)...(n——-l—n>( )
— n u
e ~(nl' u, Lo —a2) -+ —-fiﬂ (¢ —z)[L(aa—x) —1]+...¢.

Ann. de U’Fe. Normale. 3° Sévie. Tome XII. Sepremsre 1895, 36
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On voit immédiatement que les intégrales a indice entier négatif
different des autres par une propriété importante. L’intégrale z, repreé-
sentée par la formule (44) est de la forme (o — x)*u(x,y, ), la
fonction u étant développable suivant les puissances de o — 2. L'in-
tégrale z_,, définie par I’équation (47), est bien aussi de la forme

(x— )y "u(x,y, o)

la fonction w étant continue lorsque la variable 2 tend vers o sur un
chemin de longueur finie et sans tourner une infinité de fois autour du
point critique; mais elle n’est plus uniforme en général dans la région
de ce point.

Cependant il existe un cas olt le logarithme disparait pour une va-
leur suffisamment grande de 7; ¢’est celui ot Uintégrale principale est
un polynome entier en ¢ — 2. Nous savons que, dans ce cas, la premicre
suite de Laplace est limitée, et que 'une des fonctions arbitraires qui
figurent dans I'intégrale générale peut étre débarrassée de tout signe de
quadrature. Ce résultat pouvait étre prévu. En effet, supposons qu’il
existe une intégrale de la forme suivante

« désignant un parametre variable et u(a, y, «) une fonction uniforme
de « qui n’est ni nulle ni infinie dans le domaine du point . Nous en
déduirons une demi-solution de I'équation proposée par la formule

g 1 (L) uley, 2)

= : do
ami, (o — a )" ’

Pintégrale ¢tant prise le long d’un contour fermé entourant le point 2.
Sila fonction /() est holomorphe & 'intérieur du contour, Pexpres-
sion de Z se met immédiatement sous la forme suivante :

Ao f(z) 4+ A 1 () 4o A4 Ay S ().
Les coefticients A sont, en général, des fonctions des variables x
ety.

Il résulte de [a que I'équation proposée est intégrable par la méthode
de Laplace. Réciproquement il est évident que toute équation pour la-
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quelle la premivre substitution de Laplace donne une suite limitée se
terminant au bout de n — 1 opérations, admet une infinité de solutions

w(a,y, o) . w(a, y, )

v s > s T % ale _____._’__._
de la forme considérée ou, plus généralement,

(l*—wl) ° (z—aynr’

Si la solution z regardée comme fonction de 2 admet le pole «, nous
donnerons & la caractéristique « = o le nom de caractéristique po-
latre.

Nous pouvons done énoncer la proposition suivante :

Les équations intégrables par la méthode de Laplace sont les seules dont

les intégrales puissent admettre des caractéristiques polaires acciden-
telles.

37. En introduisant les dérivées i indices quelconques ('), on peut
donner une forme remarquable aux intégrales que nous avons dési-
gnces par z,. Appelons dérivée d'ordre n de la fonction f(x) prise i
partir de la limite 2, intégrale

l(l?-ﬂl) Vel
':)71'[ /(~,-——~I)I”l
prise le long d’un lacet & bords rectilignes partant du point x, et en-
tourant le point ;5 nous représenterons cette dérivée par le symbole
“dr S , . . L. . .
(;h{,> - L'expression précédente de la dérivée est illusoire quand »
ol Xy

est un entier négatif. On la remplacera alors par

(=) ds

[\ (v-'ll) (z — g)+t’

qui est ¢quivalente a la premiere lorsque 2 n’est pas entier.
Lintégrale =, est définie par la formule suivante, en supposant fa
partic réelle de @ positive :

,,,,, / (L-"C( 11—150(‘1',')’,5)615-

(1) Foir LavaenNr, Traité & dnalyse, L1, p. 487.
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D’apres la définition de la dérivée, on peut done la représenter par

. Otz (2, ¥, )| . d~Vsy(z, v, 8)|*
e™vp T, 2.7 =™, v ,
I (9). D=t . (pt-1) e Y

ou bien, en changeant les limites

O-Va (2, y,0)

%
o= '

em W= T

a

Quand la partie réelle de . est négative, en général, Uintégrale est
encore représentée par le méme symbole; mais il n’en est plus de
méme quand (. est un entier négatif. Dans ce cas, intégrale ne peut
plus étre regardée, & un facteur pres, comme une dérivée de la fone-
tion z,. Les formules que nous venons d’établir contiennent un facteur
qui devient alors infini. La dérivée %[? est bien une solution, mais
ce n’est pas celle que nous avons appelée s_,. Les intégrales i indice
entiernégatif se déduisent par différentiation de Uintégrale =  définie
par la formule (46).

On a
(=t 0ts oy, )

ST =0l T Jan
38. Les intégrales que nous venons d’étudier sont des fonctions
holomorphes de y en méme temps que Uintégrale principale 5, (2, y, ).
En général, toutes les intégrales représentées par 'expression

/'I S8 sy (@, y,t) dt

jouissent de la méme propriété; nous savons dailleurs que z, peut
étre supposée holomorphe dans le cas ot @ et y varient dans un do-
maine suffisamment petit, ol il n’existe aucun point critique des coef-
icients de 'équation; le parambtre ¢ varie dans la méme aire que la
ficients de I'équation; le parambtre ¢ varie dans la 1 ire que |
variable z.

i sé, considérons une intégrale Z qui possede deux caractéris-
CGela posé, considérons une intégrale Z qui possede deux téri
tiques singulitres o = «, et y = §,. Il existe une infinité de solutions

1 Y 21
de cette nature que I'on peut déduire de la formule (22); il suffit
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pour cela de prendre pour /(a) une fonction qui possede le point eri-
tique o = o, ¢t de méme pour ().

On voit que Z est la somme de deux termes Z, et Z,; la premitre
de ces fonctions admet le point critique «,; elle est, en général, holo-
morphe par rapport & y et développable suivant les puissances en-
tieres et positives de y — B,. Laseconde jouit de propriétés analogues.

Done, en général, toute intégrale possédant deux caracteristiques sin-
gulieres d’espéces différentes est la somme de deux iniégrales particu-
licres dont chacune admet une seule de ces caracteristiques singuliéres.

Notre raisonnement et, par suite, la conclusion précédente seraient
en défaut si le point («,, f,) était un point singulier des coefficients
de Véquation. L’intégrale principale, considérée comme une fonction
de y, ne serait plus nécessairement holomorphe dans le domaine du
point B,, quand a ¢t e varient dans une aire si petite qu’elle soit,
comprenant le point a,. Supposons, par exemple, que I'intégrale
z(x, y, o) posstde un lieu de points critiques propres G(=,y) =o.
La caractéristique paramétrique rencontre cette courbe en un certain
nombre de points définis par I'équation

G(a,y)=o0.

Soit B ordonnée d’un des points d’intersection. Dans le domaine de
la caractéristique y = @, I'intégrale principale ne sera pas, en général,
holomorphe.

Bien que I'étude des courbes singulieres propres n’entre pas dans
ce travail, je vais considérer le cas d’une équation simple qui mettra
en évidence des propriétés remarquables.

Soit I"équation

)%z n dG dJds m Jdx s

dedy TG dy dr TG oz gy T @
G désignant une fonction entitre irréductible, m et n étant des con-
stantes. Nous allons chercher la forme des intégrales normales dans
le voisinage de la courbe singuliere G(z, y) = o. Prenons suv cette
courbe un point ordinaire (x,, y,) ol la tangente ne soit pas une
caractéristique, et dans le domaine duquel il n’y ait pas de caracté-
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ristiques singulieres accidentelles de 1'intégrale ¢tudice. Il existe une
intégrale holomorphe dans le domaine du point considéré, pourvu que
la somme m+n ne soit ni nulle, ni égale & un entier négatif. En effet,
erivons I'équation sous la forme

\ L5 6oz oGz
(A) "o dy dy dx dedy T

En y faisant G = o, nous trouvons la relation suivante, qui doit étre
vérifice sur la courbe
a6 05 G ds

(B) "oy 9z T 0% dy

Il suffira de connaitre les valeurs de I'une des dérivées pour que "autre
se trouve completement déterminée. L'intégrale dépendra done seu-
lement d'une fonction arbitraive. Supposons que I'on donne sur la
courbe les valeurs de z en fonction holomorphe de 23 les dérivées
d’un ordre quelconque prises par rapport i cette variable seront dé-
terminées au point (2, y,). Pour développer Uintégrale en série de
puissances, il faut calculer les autres dérivées. On les obtiendra en
différentiant I'équation (A) par rapportd x et y et en faisant, dans
chacune des dérivées obtenues, G = o. La série calculée admet un
domaine de convergence, comme il est facile de le démontrer. Elle
représente donc une fonction holomorphe satisfaisant & I'équation (A);
elle vérifie aussi la condition (B) en tous les points de la courbe G=o,
bien qu’on n’ait pas tenu directement compte de cette relation dans le
calcul des coefficients. Lexistence de l'intégrale holomorphe é¢tant mise
en évidence, proposons-nous de trouver les intégrales normales plus
générales. D’apres ce qui précede, on pourra les supposer nulles ou
infinies sur la courbe. Lorsque le point variable (, y) tend vers le point
(4, y,) en décrivant un chemin non situé sur G, les dérivées %} et gf—,
sont du méme ordre; leur rapport est une fonction continue différente
dezéro, pourvu qu'aucune des caractéristiques du point (2, y,) ne soit
un lieu de zéros ou de points singuliers. La dérivée, prise paralltle-
ment & la tangente & la courbe, sera infiniment petite par rapport aux

\ C1o 03 0z .
autres; d’olt on déduit que le rapport == : == a pour limite la valeur
dz " dy
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Y

)G

de JdG o,

(. .
— = au point (a,, ¥, ). Posons :
oz oy AUl (24, ¥o)- Posons done

ds .05 _ (0G . dG |
dr " dy — \dr " dy e

e désignant une fonction infiniment petite, dont nous supposerons que,
dans le domaine considérd, ovdre infinitésimal reste supérieur & un
nombre positif suffisamment petit quand on prend G comme infini-
ment petit principal. Portons les valeurs obtenues dans I'équation :
nous e¢n déduirons

J*s  Js 1 O

D A N P v

ce qui nous conduit i poser

()i = (ymmen f){l u,

o e

w désignant une fonction qui conserve une valeur finie; par suite,
s sera, en géndéral, de la forme

(‘llmllz—«ll .

On aurait trouveé directement ce résultat en supposant d’abord les in-
tégrales régulieres dans le domaine de la courbe (). Si 'on pose
z = G"u, on trouve pour définir r équation déterminante

P(r =1 - n~n)=o.

La racine nulle correspond & I'intégrale holomorphe; la seconde, i
celle que nous venons de définir. Le multiplicateur «, peut se calculer
comme la premiére intégrale en fonction de données initiales.

Des résultats que nous venons d’établir, je conclus que toute inté-
grale normale sur la courbe sera de la forme suivante, ot w et ¢ dési-
gnent des fonctions continues ne s’annulant pas sur la courbe dans
le domaine du point (z,,y, ), & moins d’étre identiquement nulles dans
ce domaine

gz 4 Gl

(1) Poir V. HonN, deta mathematica, t. XII.
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Cette forme ne convient plus quand I'une des caractéristiques du
point (x,,y,) estlieu de zéros ou de pointscritiques. Examinons main-
tenant ce qui se passe pour I'intégrale principale =z(x,y, ), holo-
morphe sur la caractéristique paramétrique, saul aux points ol elle
rencontre la courbe G. Pour # = «, nous avons a un facteur pres

s(a,y, o) = Gl

Or, il est en général impossible d’avoir dans le domaine du point
g

I

Y
w(os y) =+ Gilgyi™ o (e y) = Gy,

si les fonctions u et ¢ satisfont aux conditions énoncées. Donc, I'une
des caractéristiques du point («, 8) sera un licu de points singuliers
ou de zéros de I'intégrale principale; ce sera la caractéristique y == §.

Cette discussion sommaire met en évidence les propriétés curicuses
et intéressantes des caractéristiques singulicres accidentelles qui se
coupent sur un licu de points critiques propres de P'équation. En gé-
néral, il n’est plus possible, quand une intégrale possede deux carac-
téristiques de cette nature, de la décomposer en une somme de deux
autres, dont chacune soit holomorphe dans le domaine de Tune des
caractéristiques considérées.

39. Unc intégrale peuts’annuler sur deux caractéristiques sans étre
identiquement nulle dans le voisinage de ces deux courbes si elles
se coupent sur un lieu de points singuliers propres de 'équation.

Supposons que I'on ait 5 =0 pour « =« quel que soit y, ¢t pour
y = B quel que soit x. L’intégrale étant supposée normale dans le voi-
sinage de ces caractéristiques, nous pouvons écrire

s=Xu,

X s’annulant pour @ = « et « étant une fonction continue de x ayant
pour limite e~ quand x tend vers «. Cette limite deyra s’annuler,
par hypothese, pour y = f; donc le point (e, 3 ) appartientd une courbe
singuliere du coefficient «. Il appartient aussi & une courbe singuliere
du coefficient b.
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Quand deux caractéristiques peuvent étre des lieux de zéros acci-
dentels, les intégrales ne sont plus déterminées par leurs valeurs sur
ces droites.

40. Les intégrales qui posseédent des caractéristiques singulieres
mobiles sont liées étroitement aux intégrales principales. Elles peu-
vent aussi étre utilisées pour Iintégration de I'équation proposée, ou
du moins pour en calculer des solutions plus générales dépendant de
fonctions arbitraires. Cest ce probleme que nous allons maintenant
étudier.

Considérons une solution z(, y, «) qui possede une caractéristique
singuliere == a dépendant d’un parametre variable; I'intégrale

L::/f(v) s(x,y, a)de,

prise le long d’un contour fermé simple a 'intérieur duquel est com-
pris le point critique o == «, vérific encore I'¢quation proposée et dé-
pend en général d’une fonction arbitraire de 2. On peut d’ailleurs
supposer que le contour d’intégration se déforme et varie avee a; ce
sera par exemple un lacel issu d’un point fixe o, et dont le cercle au-
rait pour centre le point variable . Dans d’autres cas, au contraire, il
y aura lieu de considérer des lacets partant de et entourant des points
critiques de la fonctionf(a), ou des chemins d’intégration non fermés
4 limites variables ou fixes. S'il existe une seconde caractéristique sin-
gulitre mobile y == fnous déduirons encore de I'intégrale proposée une
seconde série de demi-solutions dépendant d’une fonction arbitraire
de y. L’ensemble des solutions ainsi obtenues représentera l'intégrale
géncrale s’il est possible de disposer des fonctions arbitraires qui y fi-
gurent de maniere & satisfaire aux conditions les plus générales qui
définissent les intégrales.

I n’est pas nécessaire que les deux parametres o et § soient dis-
tincts : I'un peut étre fonction de Pautre; ¢’est ce qui aura lieu, par
exemple, quand le point analytique («, ) décrira une courbe critique
propre de I’équation proposée. Dans ce cas, I'intégrale regardée comme
fonction de o a deux séries de points critiques, les uns dépendant de
x, les autres de y, parmi lesquels on considérera un de chaque famille.
A chacun de ces points critiques, on peut faire correspondre par I’in-

Ann. de ’fic. Normale. 3¢ $éric. Tome X1, Sepressre 1895, 37
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tégration une fonction arbitraire, ce qui donnera une intégrale de la
forme suivante :

:/f(ﬂ)S(x,y,a)da +f<p(oz)z(x,‘}’,a)zla;

la premiére intégration est relative au point critique 2, la seconde au
point critique dont 'affixe est fonction de y. Toute intégrale relative i
un contour enfermant & la fois les deux points est en général décom-
posable en une somme d’intégrales simples analogues aux précédentes.
Quant 2 I'étendue et & la généralité de la solution trouvée, on ne peut
la définir avec précision qu’apres avoir étudié la forme de Ja fone-
tion z(x,y, a), autour de ses points critiques.

41. Nous allons montrer cependant la possibilité de calculer desin-
tégrales principales ne s’annulant pas sur la caractéristique paramé-
trique. Considéronsunesolution z («, y, &), possédantla caractéristique
singuliere mobile x = «, surlaquelle elle est nulle ou infinic. Il existe
des fonctions f (@, ) telles que le rapport z & /(, «) soit une fonction
continue quand 2 tend vers «.

Posons
(48) Lz, y)= —j SE Yo%) gy,

Sy, o) (o — 2)

L’intégration est relative & un contour fermé dont 'origine se trouve
en un point z, infiniment voisin de «, et dont 'aire r(,nfcr'mt, les deux
seuls points critiques x et a,. La fonction f(x, ) n’étant pas en gé-
néral uniforme, nous désignerons par f(z,, «) lavaleur que prend cette
fonction quand le point « tend vers «, par un chemin de longueur finie
intérieur au contour d’intégration. Cela posé, faisons x = x,, 'intégrale

devient
1 5(""07_)/’“)
g : dot,
27'55‘/.,;/(-:(,'0;0‘)(0“"5”0) ”

ou bien, en posant z(z,y,2) = (=, «)u(x, y, «),

s ”(’m..l’_’-;l
L(xyy)= iwi) Ta— o) de.
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Nous pouvons, sans changer la valeur de I'intégrale, remplacer le
contour d’intégration primitif par tout autre chemin fermé ayant la
méme origine et renfermant le point 2,. Comme le point «, est infini-
ment voisin de «,, il est aussi permis de supposer le contour d’intégra-
tion infiniment petit; ce sera par exemple un cercle de centre x,, dé-
crit dans le sens positif. Les valeurs que prend o sur ce contour sont
infiniment voisines de @, ; par conséquent, silafonction u est continue
par rapport au paramétre, la valeur limite de I'intégrale quand la dis-
tance x,x, tend vers zéro cst égale &

u (."I,‘(,, .}', *7/'()) H
¢’est une solution de I’équation dérivée
D, (u)=o.

Donc, dans la méme hypothese, la valeur limite de Z(«, y) est une
intégrale principale ne s’annulant pas sur la caractéristique paramé-
trique @ == x,.

Pour que notre raisonnement soit applicable, il faut évidemment
que la caractéristique singuliere soit située & une distance finie de
toute autre de méme nature, que l'intégrale (48) ait un sens bien défini
et tende vers sa limite d’'une maniere continue lorsque le paramétre x,
varie.

Quand la fonction z (, y, @) n’est ni nulle, ni infinie pour = «,
on peut, dans un cas tres général, en déduire une autre intégrale qui
s'annule sur la caractéristique singuliere. Faisons décrire & la variable 2
un contour fermé aussi petit que I'on voudra autour du point «; en
général, la fonction ne reprendra pas sa valeur primitive, mais se
transformera en une autre intégrale z, telle que la différence s — z,
tende vers zéro quand « tend vers «; & cette différence, notre raison-
nement est applicable.

L’intégrale principale Z, définie par 'équation (48), n’est pas la seule
qu'on puisse déduire de la solution considérée z (z,, y,, «) par la
méthode que nous venons d’indiquer. Il en existe une infinité d’autres
dépendant d’une fonction arbitraire et représentées par I'expression

__1___"/'[‘,(0‘) s(x,y,a) da

2Tl 3 (Zgy Yoy *) O — X
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Le contour d’intégration est toujours celui que nous avons défini
plus haut ou tout autre chemin équivalent; la détermination du déno-
minateur z (x,, y,, ) sera choisi de telle facon que = tendant vers 2z,
le rapport % conserve une valeur finie. La fonction F () n’est
pas nécessairement indépendante de «, ni holomorphe en ce point.

De ces généralités, quoiqu’elles soient nécessairement fort vagues,
résulte pourtant la possibilité d’intégrer complétement une équation
linéaire de la forme (5) quand on en connait une intégrale qui possede
deux caractéristiques singulieres mobiles de familles différentes.

Considérons, par exemple, I'intégrale s, dont nous avons donné le
développement en série; en appliquant la méthode précédente, on en
déduit une intégrale principale par la formule

. I ‘(e o
/A?TZ :———-- /-Jd—-*’ '}/’ ) r/a.
2me /.

(o =y o1

On retrouve identiquement le développement de Pintégrale
Ly
3T Uyt e T PP

D’ailleurs, la connaissance du développement en série d’unce inté-
grale z, donne immédiatement le développement correspondant d’une
intégrale principale qui ne s’annule pas sur la caractéristique paramé-
trique.

Soit

Sy zm (o= 2 )W A -+ Ay (o — ) 4 Ay (ot — )2~ .
nous en tirons pour les coefficients u,, «,, . .. les valeurs suivantes :

wy== Ay, = (1) Ay, cey Up== (L 1) (P ~=2) .+ n)A,

42. Les fonctions de trois variables
5 (2,5, @)

qui vérifient une équation linéaire aux dérivées particlles du second
ordre de la forme (5) 4 coefficients indépendants de « sont des solu-
tions d’une équation aux dérivées partielles a coefficients constants.
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Considérons ’équation

(A) 0%s 0z 0s

dray "oz Tl oy =

Nous savons que toute équation linéaire du second ordre d caracté-
ristiques distinctes peut étre mise sous cette forme quand on en connait
une solution particuliere quelconque. Pour que la fonction z («, y, o)
vérifie cette équation, quelle que soit la troisitme variable «, on doit
avoir

s p q
ds  dp  Idg
(B) de.  da  da | =o,

Jdrs  J*p g
dar  Jdat  Ja?

en posant, suivant 'usage,

Sy L,
dz 17 Jdy 7

——— TS,
. dy
Réciproquement, toute solution de I'équation (B) vérifie une équa-
tion linéaire aux dérivées partielles de la forme (A).
Cherchons les solutions de I'équation B, qui sont égales au produit
d’une fonction de 2 et de « par une autre fonction de y et de «.
Soit

s5=XY;
nous poserons
-{—[-}S = X/ E{—Y- =Y.
dao 77 dy —

On a
p=X'Y, qg=YX, s=X"Y";

en portant ces valeurs dans I’équation (B), on en déduit

@Y ary’ A X X!

@ A TN aav N TR o ax
Y Ay Ay TV da T X s T X s
y 4l yZL X
do o do der

Le premier membre de cette équation ne dépend pas de «, le second
p
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ne dépend pas de y. Chacun d’eux est donc une fonction de « que je

représente par @—,@
9’ (e)

On a donc, en intégrant par rapport & «,

AX g dX
X c(a X do.

i =¢ (@) ¥ ()

et, par suite,

De méme,
g = @ (@) Ui(y) -+ 0 (x),

D (), 0(x), b,(y), 0,(y) désignant des fonctions arbitraires.
L’équation aux dérivées partielles qui correspond & ces valeurs sera

y LI % b () L0 Wiy |
dxdy — de y ()0 (r)=0(x)hi(y) — dy $e) hily) =) b (y)

Iin prenant comme nouvelles variables

on laramene & la forme simple

(E) Pz 0zl (n) s () e
o JEon  0EE—n T ni—uq "

La substitution considérée peut étre en défaut quand I'un des rap-
ports £ ou 7 est une constante.
Nous intégrerons dans la troisieme Partie toutes les équations de la

forme E.



o
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TROISIEME PARTIE.

43. L’équation d’Euler et de Poisson

0?5 pros “ K

E(B, ¢ - Ty
4(1 ’ | ) Ja (),'}’ x—y ) &Ly ()VV

== 0

a été, de la part de M. Darboux, I’objet d’une étude approfondic. Je me
propose d’appliquer & cette équation remarquable les résultats géné-
raux démontrés dans les deux premieres Parties.

L’équation considérée admet I'intégrale particuliere suivante

(49) (i, y, ) = (@ — )b (a — y)Fb.

On reconnait immédiatement qu’elle présente tous les caracteres que
nous avons établis. Elle possede deux caractéristiques singulieres
mobiles x = «, y = a, se coupant sur la droite  — y = o qui est licu
de points singuliers propres de 'équation. Quand « tend vers o, il
existe une fonction de @ scul, (o« —2)®, telle que le rapport

soit, dans le voisinage de la caractéristique considérée, une fonction
continue, holomorphe en y et différente de zéro dans toute région du
plan des y qui ne comprend pas le point singulier y = a. De plus, ce
rapport est une solution de I’équation dérivée
du pu

Di(u)=0= i a=y

’

ot I'on fait 2 = a.

De lintégrale particuliere (49) nous allons déduire la solution
complete de Péquation d’Euler et de Poisson. Comme la nature des
chemins d’'intégration dépend des valeurs particulieres des nombres
et #, je supposerai d’abord qu’aucun de ces nombres n’est entier.
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44. La formule suivante nous donne alors une intégrale dépendant
de deux fonctions arbitraires

(50) Z:ff(a)(a ——x)"ﬁ(cx—y)'ﬁ'da—!—fcp(cc)(cx-——x)—ﬁ(a—y)"f"do:.
X Y

La premiere intégration doit étre effectuée le long d’un contour fermé
simple dont I’aire renferme le point x; la seconde est relative & un
contour analogue renfermant le point y, mais non le point .

Pour définir la généralité de la formule (50), je vais considérer suc-
cessivement les deux termes et chercher si I’on peut disposer des fonc-
tions arbitraires et des chemins d’intégration de maniere a satisfaire
aux conditions aux limites les plus générales.

Posons

le-:_ff(oz) (o0 — 2)~F (00 — y)=F do.

Je dis que, ¢tant donnée une fonction holomorphe @(2), il scra, en
général, possible de déterminer la fonction arbitraire f(a) de la for-
mule précédente de manitre que Z, soit pour y =y, égale i ¢(x).

Il s’agit de satisfaire & 'identité

(51) //(a)(oc——x')—ff'(a--y(,)‘f"cla:(p(.'r:).
Je prendrai pour chemin d’intégration, C, un lacet ayant son entrée au
pointx, et entourant le point & ou hien tout autre contour équivalent.
Je supposerai, en outre, que le point y, est extérieur au contour d’in-
tégration et que f(«) est holomorphe.

Le produit f(a) (& —y,)~* sera lui-méme, dans cette hypothise, une
fonction holomorphe, et nous poserons

J(a) (o —yo)F= l;(fl.)xp(a).
L’équation (51) peut alors s’écrire
@) [ 4o _
(52) 27“-/0(m_x)ﬁ--~<p(a:').

En adoptant la notation des dérivées & indices quelconques, cette
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dB-1 ,1]',(2,.)' X
[ drB-1 Jm“: 9 (z).
Nous sommes donc conduit & poser

Y (o) = [-——————‘Zl”ﬁ@(“)]“

[¢
dat~8 |,

N
O
3

relation devient

ou bien

. 1‘ % — 3 d
(53) oy == =B fo 0y (1 — s
la nouvelle intégrale est relative & un lacet partant de o, et entourant
le point o. I1'y a licu de vérifier si la fonction ¢ (a), définie par la for-
mule précédente, satisfait bien & la relation (52).

Nous devrons remplacer la fonction par sa valeur; mais, comme dans
Uéquation (53) le contour d’intégration varic avec «, nous le rempla-
cerons par un contour fixe équivalent qui soit e méme pour toutes
les valenrs que doit prendre le paramétre dans la formule (52).

On ohtiendra un pareil contour €, en décrivant une courbe fermée
simple partant de x, et entourant le lacet 2,2 ou le contour équiva-
lent C.

L’intégrale de V'équation (52) devient

(54) [ = TR) T(»—P) /l(a-—x)“fizlafqa(l)(t——a)ﬁ'"‘l(lt.
Y ¢,

27T L ATL

Les deux chemins C et G, ayant des longueurs finies, nous pouvons
intervertir 'ordre des intégrations.

Intégrons d’abord par rapport i «.

L’intégrale a calculer est la suivante

l-—-cc)(’ da
\[(a-—x (¢t — o)’

Le point ¢ est extéricur et le point 2 intérieur au contour fermé C
qui part de , ety revient apres avoir entouré une seule fois le point
critique . Nous le supposons décrit dans le sens positif.

Ana. de 0’ Ee. Normale. 3° Série. Tome X1I. — Ocronne 18y5. 38
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La valeur de I'intégrale est donc

1 (xy— x)t-B e‘”‘"ﬁ—t__zisinnﬁ x—az\1-B 1
t—z (t—ax)'=F 1—3 7 11— t— z, t—x

En portant cette valeur dans I’équation (54), nous avons

T(B)YT(2—p) 2aisinmf (t)<x——fco> -B dt

2. 2T 1—B 2, L —x

ou enfin
« . 2 \'-B  dt
(59) I= o 9 (¢ )(t—x0> (—x

Le point ¢ =, est situé sur le contour d’intégration; par consé-
quent Vintégrale I n’a de sens que si la partie réelle de B est positive,
4 moins que le point «, ne soit, pour la fonction ¢(z), un zéro d’un
ordre suffisant de multiplicité. Mais si I'intégrale a un sens, elle est
égale 4 o (x), puisque le point z est intérieur au contour d’intégration
et que ¢ (¢) est holomorphe.

Ainsi, quand on a B > o, il existe toujours une fonction holomorphe
J(a) telle que, pour y =y,, l'intégrale Z, soit égale 2 une fonction
holomorphe donnée ¢ («); la valeur de /() se déduit immédiatement
de celle de la fonction . On a donc

1—f ,
fle) = __[m—giﬁg(“—‘%)ﬂ‘[‘?(’:)(l—“)ﬁ_z’u'

‘

Remplacons f(«) par cette expression dans la formule (51); linté-
grale Z, devient

Z%“.i“alﬁ.@_fc(a——x)—ﬁ <%E§i’>gdaf o (L) (¢t —a)B~2dt,

ou bien, en intervertissant I'ordre des intégrations,

. B—1 [ t—a\B/a—y\F do
(56) h= [msmnﬁj <)dtf(:<u-——:i> <oc-—-y> (t—a)

L’intégrale
f(l-—-a ﬁ(a——yo B de
c\Na&—x) \a—y | (L—oa)
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est une solution particuliere de 1'équation E(B, §) dépendant du
parametre Z et se réduisant, pour y =y, &

—1 [ t—ax, \B |
(————") 2 i sinmp.
(—x \x— X

Représentons-la par Z(x, y, t, y,). La solution, qui est égale 3 ¢ ()
pour ¥y = y,, est représentée par I'intégrale définie

(57) T [ 9O L@,y 6 ) de.
) €,

Quand (3 est un nombre entier, les formules que nous venons d’éta-
blir deviennent illusoires, mais la méthode subsiste. Nous étudierons
plus loin ce cas simple.

45. Sil’on suppose la partie réelle de {§ négative ou nulle, les ré-
sultats paraissent tout d’abord perdre une partic de leur généralité,
puisque ’expression trouvée pour /(«)n’a plus de sens que lorsque le
point , est pourla fonction ¢(2) un zéro d’un ordre suffisant de mul-
tiplicité. Il ne résulte pas de Ia qu’on ne pourra trouver une fonction
JS(a) et des contours d’intégration de manitre & satisfaire aux con-
ditions aux limites comme dans le cas précédent, mais seulement que
/S () ne sera pas holomorphe. La méthode que nous venons de suivre
sera encore applicable avee quelques modifications que nous allons
indiquer. Soit # un nombre entier supérieur i la partie réelle de — f3.
Toute fonction ¢ (x), holomorphe dans la région considérée, peut étre
mise sous la forme

(&)= g+ (& — 2y) .o o= Apey (2 — )" 4 (2 — 2)" @y (2).

La formule (55) aura un sens quand on y remplacera ¢(z) par le
dernier terme de cette expression. 11 suffit donc de chercher la modi-
fication & laquelle donnent lieu les premiers. L’intégrale

S (o= 2)=B (o — @) Brr=1 da,

relative & un lacet ayant son entrée en z et entourant le point x,, est
égale a

2ﬂ£@(5+1)...({3—4~/9-1)
p!

(‘x - xo)p)
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quand on détermine convenablement la valeur initiale de la fonction
intégrée. Ce résultat nous donne immédiatement les premiers termes
de la fonction ¢ (), et méme les termes quelconques.

Considérons dans I’équation (51) le symbolefcomme relatif & une

x
intégration en quelque sorte indéfinic effectuée sur un contour fermé
arbitraire, ou méme sur plusieurs contours différents. L’expression Z,
représentera alors, dans toute sa généralité, une demi-solution du
probleme susceptible de prendre pour y =y, des valeurs données en
fonction de «. Le second terme de I'intégrale (50) jouissant évidem-
ment des mémes propriétés, la formule considérée donne Iintégrale
générale de Péquation d’Euler et de Poisson.

On pourrait varier d’une infinité de manitres les contours d’inté-
gration et les fonctions arbitraires de fagon & obtenir des intégrales
possédant un nombre quelconque de caractéristiques singulitres.

46. Au lieu de déduire directement I'intégrale générale de la solu-
tion particuliere considérée, on peut chercher d’abord une intégrale
principale holomorphe ne s’annulant pas sur la caractéristique para-
métrique. La méthode générale est ici applicable. Soit (a,)) un point
intérieur au contour d’intégration et /() une fonction holomorphe;
I'intégrale

: — 2z \-B
(58) :—-{//(m(j:—f—) (O o i

o —
prend, pour z = x,, la valeur suivante
J(z) (2g—y)F,

qui est une solution de I’équation dérivée. Donc z, est une intégrale
principale. On peut lui donner différentes formes en variant la fonc-
tion f(a).

Cherchons Ia condition pour qu’il existe une intégrale principale
entiere et de degré » par rapport & #,—a; c’est en méme temps la
condition pour que la premitre substitution de Laplace conduise i
une suite limitée. Dans ce cas, toute intégrale principale de la
forme (58), considérée comme fonction de y, satisfera 2 une équation
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linéaire d’ordre » + 1, & coefficients indépendants de z,,

dn.»l—lz d"z
dyn+! -+ P 76,—7; +.o A pps=o.

En exprimant cette propriété nous avons

' p — a0\ B , o .
o= [ 7o) (222 ) amyy ot L g (). (8 )

o — o — &,
+ Ay (a—y) Ay (a—y)+...],

les coefficients A,, A,, ... ne dépendant que de 2 et de y.

L’intégrale doit s’annuler quelle que soit la fonction holomorphe
J(a) et quel que soit le contour d’intégration, pourvu qu'il renferme
les deux points @ et 2, mais non le point y. Pour cela, il faut et il
suftit que la fonction soumise & intégration soit holomorphe en «.

Le degré du point critique x, est B — 1; cet exposant devra done
étre enticr et positif, ou bien le point critique devra disparaitre.
D’ou deux cas & distinguer :

1° § entier ct positil; soit par exemple f = 2~ 1; nous pourrons
alors déterminer les coelficients Ay, A,, ... de la parenthese de ma-
niere qu’elle se réduise a

Il n’ya plus aucun point critique dans le domaine limité par le con-
tour; donc 'intégrale est nulle.

2° B quelconque. Le point critique «, doit disparaitre, et comme
la parenthtse est indépendante de x, clle devra étre nulle quel que
soit «, ce qui exige les relations

B (B -1)...(f'+n)=o, A=A, =...=o.

Donc ' scra un entier négatif, inférieur ou égala n.

Réciproquement, quand 'une des conditions précédentes est vé-
rifiée, I’équation proposée donne lieu a une suite limitée par I'appli-
cation de la premicre substitution de Laplace.

Ces résultats sont faciles & déduire de la forme des invariants suc-
cessifs ou du développement en série des intégrales principales; mais
j’ai pensé qu'il était intéressant de les établir directement comme. ap-
plication des théories générales exposées précédemment.
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47. Ktudions quelques intégrales principales particulieres. Soit
d’abord

—z\-B ,

(59) = [ (222) @yt 2

omi o —x, o — X,

Nous ramenerons z, & la forme ordinaire des fonctions hypergéo-
métriques en posant

o« —2=—0(x—a,),
X — 2

=u,
x—=Y

0 désignant la nouvelle variable d’intégration.
La solution =, devient, & un facteur constant pres,

@ =2)F o g, gyp-1 2
W =207 [9-B (s — 0YB=1 (1 — Ou)-F dI),
o / (1 WB-1 (1 — Ou)
I'intégrale étant prise le long d’un contour enfermant les deux points
critiques o et 1; nous prendrons, par exemple, un lacet ayant son
entrée en l'un de ces points et dont le cercle entoure 'autre.

D’apres cela nous pourrons écrire, en négligeant encore un facteur
constant et en désignant par F la séric hypergéométrique de Gauss :

. X2 —
so=(y — .’L‘)"ﬁ ¥ <(3r, 11— B, 1, _‘2_:;9>

On déduitde Ia immédiatement la condition trouvée plus haut pour
que le développement soit limité.

On peutaussi retrouver directement, par le développement en série,
I'intégrale que nous venons d’obtenir.

Considérons la solution

(¢ — .:t:)"fﬁ (et -—y)“ﬁ’,

que nous désignerons par la notation z~#. Développons le second fac-
teur (o — y ), suivant les puissances de « — 2. On a

o F —@ prao—a BB+ (z—oa
(¢ —y)F=(2—y)-B [’+TZU—]+ — F=y -—l—]

La méthode indiquée au n® 41 nous donne immédiatement le dé-
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veloppement de I’intégrale principale sous la forme

(!-—@)B’a~—w+(r—@)(‘2—5)ﬁ’(f}’+1) (oc—a')‘-'_|_ ]

1.1 y—x 1.2 1.2 (y—ax)r 77

5= (z ——y)‘?'[l +

(60) . zo—_—(x_y)~r3'F<1—(5, B, x;:a>

x

Déterminons maintenant l'intégrale doublement principale de

M. Darboux. Quand on y fait # = z,, elle est égale & (5(;_:31)—@ et
0 Jo

. —z\-B . ,
pour y =y, elle devient <})/LL”E;£> - Nous sommes conduit & déter-

[ ]

miner la fonction /() dans I'expression suivante

1 ‘ .

- j_/(a)(xm )y F (y — o)~F da

par ces conditions aux limites. Prenons pour chemin d’intégration
un contour fermé renfermant les deux points @ et @,, 'origine étant
infiniment voisine de ,. Les résultats du n° 44 nous donnent immé-
diatement la détermination de /'(e). On aura donc, en désignant I'in-
tégrale cherchée par z (2, y, 2., y,) :

; . o a—a\Bla—y\F (y,— ) da
.,(!l',}’,%o,)’o)——;‘n‘zt[<a__wo> <GC*‘“)’0> (a—él'o)(d—)'o).

Les points y et iy, sont supposés extérieurs au contour d’intégration.
Cette intégrale est évidemment principale par rapport 4 «; elle 'est
aussi par rapport & y d’apres la détermination de la fonction /(o).
Vérifions directement ce dernier résultat. L’intégrale de la fonction

t—2 \"B /o — v \—F Yo— &y
<a—-—-.¢(;o> <oc-—')/(,> (¢ —a9) (& —y)°
relative A un cercle de rayon infini, est nulle. La fonction est d’ailleurs
uniforme 4 'extérieur de tout contour simple renfermant les quatre
points critiques. Dol I’on déduit que I'intégrale, prise dans le sens
positif le long d’un contour fermé relatif aux deux points et x,, est
égale & I'intégrale prise dans le sens négatif le long d’un second con-
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tour ayant la méme origine ct entourant les deux points y et y,. La
conclusion s’en déduit immédiatement.

Nous allons mettre la fonction = (=, y, ,, y,) sous la forme ordi-
naire des fonctions hypergéométriques. Effectuons une transformation
homographique ‘

it+m
o= ———
L~ n
choisie de maniere 4 faire correspondre aux points critiques z,, 2, y,
du plan des «, les points o, 1, o du plan des ¢; il faudra prendre
o — &
v

. .

0 — &

=y, m:xo‘y n="20"%,
x— &, X —,

L’intégrale devient
(ro—2a)P+F (@ — yo) =B (y —20)~F ,—;;—;—L-fl(‘“‘(l — )P (r—e)~Fdi,

en pOSZlnt
T = (,)’ —-.70) (.’I.-' J— mu) )
(y —x0) (2 —y0)

Nous avons donc
(61) =(2,y, 2o, yo) = (Yo -%'(»)ﬁ'k'ﬁl(]'(b‘_x)"ﬁ (r —@)~B1(B, B, 1, o).
C’est le résultat obtenu par M. Darboux, 'sauf le changement de z
et yen xz, et y, et inversement.
La connaissance de cette intégrale permet de représenter par des

intégrales définies toute solution définie par des valeurs initiales don-
nées, soit sur des caractéristiques, soit sur une autre courbe.

48. Ltudions maintenant d’autres intégrales qui permettent de
représenter les solutions par des développements en séries. Soit
ou(, y) I'intégrale qui se réduit, pour y = y,, a

__.__.E._._._(z'._.x )ll:
Clp+1)™ ¢
et qui est en outre de la forme

(# =z u(z, y),

u désignant une fonction holomorphe.
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Ces intégrales sont encore représentées par I'expression
/f(“)(d — &) P(a—y)Fda,
I,
olt Pon détermine convenablement la fonction /() ’apres la méthode

dun®44; on trouve, en supposant la partie réelle de B -+ p. positive

)

S ()=

— (g — o, 1 o — fj'.
ami l((J.--f-FJ)( 0) (&—=04)
On a, par conséquent

— N oo 2 \=B /g \ =
Dy, == "l‘ 11 (.J) i ( — > ' ( it 4 > (Of —_ J"())P"l de.
n 2L l,(p.—}-(:,),.r o — 2, = Yy

La transformation homographique, dont nous avons fait usage pour
Pintégrale doublement principale, vaméne la fonction g, & la forme des
intégrales hypergéométriques.

Posons

L (=2 )y —y,)

T (y — ay) (2 — Yo) ’
&x

g et
x— ¥,

Lexpression précédente devient )
. ;g1 T
() — y“)f‘a-[i (o }’u)"ﬁ'""‘(” — ,1,0)11.(%___},)—-[1 emfim W{j—(——%)‘ﬁ)
[ B (r— 1) (1= E) B (1 — e )~ dlt

d’ot enfin
3 34 -3 I ol .
(62) Pp~— (“‘”o“‘)'o)['“'{j i (,z-—-—"y“)‘ﬁ"l" (= )P (‘[0_.}/) B W_{:T)‘ F (ﬁ‘*‘H, ﬁ” Pt -1, 6, ).

Fla, B, 8, v, & n) désigne ici la série hypergéométrique a deux va-

riables de M. Appell, du moins dans les régions ol elle est conver-

gente,

(o, m~n) (B, m)(p'n)
(yy m=4n)ymlnl

F(a, B, ﬁ/7 7 & n)‘“z

m,n

Zm .nn7

en posant, pour abréger

(o m)y==at(a+1)...(a+m—1), (o, 0) =1.
Ann. de l*Ee. Normale. 3° Série. Tome X11. — Ocrosre 1895, 39
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Il existe une seconde série d’intégrales analogues aux précédentes, et
qui s’en déduisent en permutant simplement les variables et les expo-
sants correspondants. Nous les désignerons par le symbole {,. Enfin
I'intégrale qui se réduit & 'unité sur deux caractéristiques est con-
stamment égale & 1. Toute solution holomorphe de I'équation d’Euler
et de Poisson est développable en une double série de fonctions ¢ et ¢
4 indices entiers et positifs.

Considérons encore les intégrales suivantes qui donnent également
lieu & un développement en série des solutions générales.

Soit

Sp= Af(oc — &) B(a— y)yB(a— ) da,

A désignant un facteur constant. Cette intégrale s’exprime encore i
I'aide de fonctions hypergéométriques, et'on a, en déterminant conve-
nablement la constante A,

’ ~pryp (@ R}

ap= (0= wo)H (2o = ) I B Py 1, et )
\ . L]
pourvu que (. ne soit pas un entier négatif.
L’intégrale

Jre(GZE) e

ot la fonction /(«) est développable suivant les puissances entiires ou
non de « — x,, peut étre représentée par une série convergente de
fonctions z,.

Dans tout ce qui précede le point a, est supposé intérieur au con-
tour d’intégration ou sur le contour méme.

49. Ltudions maintenant d’une maniere plus particuliere le cas ol
Pun des nombres § ou f’ est entier.
t* Supposons que 3 soit un entier positif, f = n 1.
L’intégrale
L) (@ =)

( o o )Il-»i 1 lld

x
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se met immédiatement sous la forme

an
o [ X (2 —)~F],
X désignant une fonction arbitraire de x.
Si en méme temps (3’ est aussi un entier positif m -+ r, Uexpression
devient, & un facteur pres,
gman X
dam oy @ — 7y’

Le second terme de la formule (50) est évidemment susceptible
d’une représentation analogue

Qmn Y

T 0w gy Ty
Donc I'intégrale générale se met alors sous la forme simple sui-
vante
()Ill -n X — \’
7

R P I

Avee la signification ordinaire des dérivées cette forme n’est appli-
cable que lorsque les nombres et 87 sont entiers et positils; mais en
introduisant la notation des dérivées & indices quelconques on peut la
regarder comme générale, et 'on a

OB +p—-2 X —Y
Qub=19yf—1 @ —y :

e

2° Supposons que B’ soit entier et négatif ou nul; §'= — n. Les
chemins d'intégration déerits autour du point y devront étre remplacés
par des chemins dont'une des limites soit en y. Cela posé, considérons
intégrale

7= [ (0= — @) f(a) da

Soit V une fonction de « et de @ définie par I’équation

n—MV
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Nous prendrons par exemple

”'j SO (e —a)y=B(o— 1)7 dt.

L’intégrale Z, s’exprime en fonction linéaire de V(a, x) ct de ses
dérivées jusqu’a 'ordre n, et 'on voit que Vest une fonction arbitraire
de . Il est facile d’avoir I'expression, sous forme de dérivée, de cette
solution, soit directement, soit en partant de I'intégrale principale dé-
finie par la formule (60), qui devient ici

—[/_La—.'x‘kgﬁ—x)( 5—2) n(n—u) (a—ux)* )
11 y—u 1.2 1.2 (y——~1) .

5(, y, a)=(z - )" [1 4B

On en déduit immédiatement que Z, sera de la forme suivante

drX  n(f-—r1)dr1X X n(n—1) (B — 1_)_(y =) dnEX . |

o\ e e
(r—y) [clw" r 12—y dar! 1.2 (i~ y)* oyt

ce qui peut s’éerire enfin
()"
() r Il

L= (z—y)*(z —y)" [X (o= )t

Si 8 est lui-méme un entier négatif, — m, on a

X . X 1 g X

(x .—‘y)'"—fj Tyt el (T)’T‘ P 'V}"

ot, par suite, & un facteur pres
)/n t-n ‘\
‘ el O A VAV T Al ren— $
1 ( .)/) ()1/1 ()ym X -y
L’intégrale générale est done
)
()!)l-i-ll X o Y
().’I»'”‘ ()_V”L A — },

VA (_1; — ),«)r/H-u»M

En généralisant cette expression par les dérivées d indices quel-
conques on peut encore représenter Uintégrale par la formule suivante,
quels que soient § et §/,

oF-B X —Y
dx-boyBba—y’

VA== (1 _‘y)l_ﬁ”.l@’
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50. Etudions enfin quelques nouvelles formes d’intégrales que I'on
obtient en prenant un contour d’intégration renfermant i la fois les
deux points critiques 2 et y. Nous les représenterons par

/. J(a) (2 — )y B(a—y)Fda.
oy

En déduisant une intégrale particuliere, nous pourrons supposer
que le contour d’intégration a pour origine un point infiniment voisin
de 2 (ou le point 2 lui-méme, quand la partie réelle de — § est supé-
rieure i — 1).

Considérons 'intégrale

/ (o — ) Bl — y)F(o— u)BrBrr=2 e,
oy
le point w ¢tant supposé extérieur au contour d’intégration.
lelte expression se ramene encore aux fonetions rgéométriques;
Celte expression se ramene encore aux fonctions hypergéométrique
mais le résultat se simplifie quand on a v = o. L’intégrale devient
alors de la forme

Li (i, gy ) == A (= )1 (y — ) =1 (y — )=,

olt 'on désigne par A un facteur constant. La solution ainsi obtenue
dépend d’un nouveau parametre u; elle admet les deux caractéristiques
singulitres mobiles @ =u, y==u qui se coupent sur le licu des points
critiques propres. On pourrait aussi en déduirve toutes les intégrales
de Péquation proposée.

A Paide des deux intégrales

s(x,y,o)=(o — ) B(o — y)'ﬁ
et
si(yy, o) = (y —2) =B (2 —a)f=t(y — a)P,
M. Appell a représenté pour la premiere fois I'intégrale générale de
I'équation d’Euler et de Poisson dans le cas. ot § et (3 sont quel-
conques. La formule de M. Appell devient, avee les notations ci-
dessus,

(63) 7 -f J(a)s(a, y, o) da —{--/ ¢(x) s (a, y, a)da.
oY Y
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51. L’é¢quation d’Euler et de Poisson est un cas particulier de la
suivante, trouvée au n° 42,
0%z Y(y) Iz x) 03
K Yl 05 9(x) 95

6/ AN, AV R A —o.
(64) dxdy a—ydx a—y dy

Celle-ci admet également une intégrale particuliere dépendant d’un
pavametre et égale au produit d’'une fonction de y par une fonction

de »
wlr) 11.1'4‘/-'.',113‘111,)'
‘5(‘7'7.)’: O() ==ed #TF &=y,

De cette solution particuliere on peut déduire une intégrale qui
s’exprime au moyen de deux fonctions arbitraires,

(65) Z::/yf(oc):.(w,y, o) da —’,—f(P(a) (e, y, o) de.

La premitre intégration est relative au point @, ¢t la seconde au
point y.

En particulier, le calcul des intégrales principales se fait tres sim-
plement. Définissons d’abord les intégrales qui figurent en exposants

o(x) ., "Y(y)
f w— o / ey

Nous évaluerons la premiere a partic d’une limite inférieure x, et
le long d’un chemin déterminé x,. De méme, la seconde sera éva-
luée le long d’un chemin y,y. Considérons maintenant un contour
fermé simple ne coupant aucune de ces lignes, mais renfermant les
deux points critiques x, et x, le chemin y,y étant completement exté-
ricur. Soit, d’autre part, f(«) une fonction holomorphe dans I'aive
limitée par ce contour. L’intégrale

S e f" LI
. . ) , O &~y f{d
(66) L, = —m _/(oc)a o Yo S,

ami,), o —

évaluée le long du chemin que nous venons de définir, est une inté-
grale principale admettant la caractéristique paramétrique @ = x,.



b

SUR LES INTEGRALES DES EQUATIONS LINEAIRES, ETC. 31t

Ce résultat rentre encore dans la méthode générale que nous avons

indiquée.
L’intégrale doublement principale de Riemann est représentée par
I'expression
° A
Qlr) j 1!J(_)'|
e (X —dy
- ! @=L AT (ee— ) da
6 s(x xZ, — e e X Yo o— Yo
(67) (2,9, o, ¥o) a7l (OC_‘J'O)((/.—J’O)’

le contour d’intégration ¢tant toujours le méme. Ce résultat se vérifie
comme dans le cas de I'équation d’Euler. Tracons dans le plan des «
deux contours fermés simples de méme origine, le premier renfermant
la ligne 2y« et le second la ligne y,y, les aires de ces deux contours
n"empiétant pas I'un sur autre. La fonction de «

' i Y Wi
i »"l/,:'+ "y dy .
’ ¥ ¥ Lo Yo

" £y

‘ CEFNICETY

est holomorphe dans toute région du plan completement extéricure
aux contours considérés et, de plus, Uintégrale de cette fonction, éva-
luée suivant la circonférence d’un cercle de rayon infini, est nulle. Le
alsonnement du n® 47 est done applicable, et nous pouvons consi-
dérer I’équation (64) comme completement intégrée.

52. Cherchons la condition nécessaire et suffisante pour qu’elle
soit intégrable par la méthode de Laplace.

Si la premivre substitution donne une suite limitée au bout de 722 opé-
ations, toute intégrale principale par rapport d x, s(z, y, x,), regardée
comme fonction de y, vérifiera une équation linéaire d’ordre 7 -+ 1 &
coelficients indépendants de ,. Iin raisonnant comme pour I'équation
d’Buler, nous trouvons qu’il existe une intégrale principale & dévelop-
pement limité, quand ['une des expressions

glr)—=1, —(y)

est un entier positif ou nul.
Considérons successivement ces deux cas.
1° Soit g (x) == n -+ 1; le premier terme de la formule (G5) donne
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LARRD
on [ X ‘{‘;:—;(1) J
—_— Ae N

();1.7;[

une intégrale de la forme

olt X désigne une fonction arbitraire de 2.
)

20 Supposons Y (y)= — n. L’intégrale relative & a dans la for-
mule (50) devient

(68)

Soit

prarydy

X(qo)::fl/(a)m = (g,

L’intégrale (68) peut s’éerire

(=) X(9)+ Ly =y X (p— 1) - 2 VX (g =) X (=),

1.9
D’autre part on a
d .
aj;x(ﬁ”)w? X(¢-+1)
et, par conséquent,

(-
;%;X(¢m n)y=(0—n)X(p —nrn+1),

d: dy , .
e X(p —n)= T X(@-=n-t1)4 (¢ —n)(p—n-1)X{(w--n-42),

ol? d*o. 7y
pre X(¢ —n) == -Czig)((cp—n 1) 4= 2 (@ — /1)—%(@-—«/1,-%-1);—[5 X(o —n-+2)

+ (¢ —n) (¢ —n-1)(9—rn-+2)X(g—nr-+3),

On voit que toutes les fonctions X (9 — @), ol I'indice ¢ est égal ou
inférieur & n, s'expriment linéairement a P'aide des dérivées de la
fonction arbitraire X(g — n): il en est donc de méme de 'intégrale
considérée, ce qui montre que 'équation est encore dans ce cas inté
grable par la méthode de Laplace.

La considération des invariants successifs conduit sans peine au
méme résultat.
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53. L’équation (64) est intéressante parce qu’on peut y ramener
toutes les équations qui admeltent trois intégrales distinctes de la
forme

XY,

sauf quelques cas simples exceptionnels.
En effet, supposons que I'équation
)%z 05 k]
W q—a()—m: - /)72; ~“+c3==o0

ait trois solutions de cette forme. En prenant comme fonction inconnue
le rapport de s & 'une d’entre elles on fera disparaitre le dernier terme
de I'équation; nous pourrons donc nous borner i considérer les équa-
tions olt = figure seulement par ses dérivées et qui admettent deux
solutions

XiY, X,Y..

En exprimant que ces solutions vérifient I'équation

0tz - s b 4):_ Y
dx dy Jda dy —

’

=

on calcule @ et 6. On trouve pour ces coeflicients des valeurs de
forme suivante

7 ¢,
o — )
Uy y— 011l Oy U0y
o 1y
1
— u,
() = = )
)y Uy $g Uy
0 U

en désignant par u, ¢t w, des fonctions de , par ¢, et ¢, des fonctions
de y.
Prenons comme nouvelles variables indépendantes

Uy o

-
= - ) ==
©T U 4

Ann. de I'Ee. Normale. 3* Série. Tome XI1. — Ocrosre 1895. 4o
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et posons

1 I

- ':(P(E.)v ;::4’(’7),

uy

nous trouvons enfin la forme (64)

s g(0) 05, g(s) s
dedn  E—ndi  E—-a On

Nos calculs seraient en défaut au cas ot 'une des quantités par les-
quelles on a divisé serait nulle, ou bien encore au cas ot I'un des rap-
ports

Y, D
u, h
serait égal & une constante.

Nous avons dé¢ja trouvé ce résultat en cherchant les solutions de I'é-
quation (B), du n® 42, qui sont de la forme XY.

54. Le résultat obtenu aun®52, pour les équations de la forme (64)
intégrables par la méthode de Laplace, peut étre facilement géné-
ralisé. :

Considérons une équation linéaire n’ayant pas de terme en z

'z 03 03

e ) e

(69) dwdy o5 Ty

a coelficients uniformes. Supposons que «, regardé comme fonction
de y, admette une ligne de poles représentée par une équation ana-
Iytique

G(a, y) =o.

Soit y = 0(x) une valeur de y satisfaisant & celte équation, uni-
forme dans un domaine suffisamment restreint; nous pourrons alors
éerire

A() Al A ) e ]
[y — 0@l [y =o(aye T Ty TR ),

Ay Ay, ooo, Ay désignant des fonctions de « scul, que je suppose
uniformes et continues dans le méme domaine, et ¢(x, y) désignant
une fonction holomorphe de x ¢t de y.



SUR LES INTEGRALES DES EQUATIONS LINEAIRES, ETC. 315

Dans la méme hypothese, le coefficient b, regardé comme fonction
de x, se mettra sous la forme
Bo0' B0 B, .0

st ()/___0)/[ -+ (}l——-—@)’l"l ++]—0 +KIJ(.I', }/),

les coelficients B,, B,, ... dépendant de y seul.

Cherchons les invariants 4 et £, dans lesquels nous tiendrons compte
seulement des termes du plus bas degré en y — 0.

Nous aurons

I 2.1 AB, 0
(70) h = (u»y____(j)[pkl -+ (_)’—0)"‘“/ ...,
f B0 ABY

=0y =y
L’invariant &, se calculera par la formule bien connue (')

0*logh
hy=oah—k — 208",
da dy
Nous distinguerons différents cas :
1© Soient d’abord p>1 et ¢ >r1. — Le terme du plus bas degré en
o s AyBy 0

y — 0 est égal & O 0y
Done équation ne sera pas intégrable par la méthode de Laplace.

2° p=1, ¢ >1. — Le terme du plus bas degré de Uinvariant / a
pour coefficient A B,. Dans les invariants suivants on retrouve le
méme terme avece les coefficients

il est Te méme dans tous les invaviants.

(Ao ¢)Boy, (Ag+2¢4)By, -, (Ao ng)By;

pour que la premiere suite puisse étre limitée, il faut done que A, soit
un entier négatif multiple de ¢.

3 g=1, p>1. — Le coefficient du terme du moindre degré de 4
est encore A,B,. Le terme analogue des invariants suivants s’obtient
¢n changeant B, successivement en

Bo+p, Bo+2p, ..., By--np.

(1) Dansoux, t. II, p. 28.
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Celte suite ne pourra donc se limiter que si B, est un entier négatif
multiple de p.

4° g =p =1. — Les coefficients des termes du moindre degré for-
ment la suite

Au(Bo+1)y (A1) (By+2), ..., (Ag-+n—1) (B~ 1n);

pour qu’elle soit limitée, il faut que I'un des nombres Ay, B, soit un
entier négatif, ou que 'on ait A, = o.

5° p>1, g =o0 ou bien ¢ >1, p=o0. — La suite ne peut pas se¢
limiter.

La seconde substitution de Laplace nous donnerait des résultats
identiques, sauf le changement des nombres négatifs e¢n nombres
positifs.

De ce caleul, il résulte que, lorsqu’une ¢quation de la forme (69)
est intégrable par la méthode de Laplace, 'une des équations dérivées
a son intégrale régalicre au voisinage d’une courbe critique propre
quelconque, et que la racine correspondante de I'équation détermi-
nante est entiere.

On voit I'analogie qui existe entre les équations intégrables sous
forme finie et les équations différenticlles linéaives ordinaires dont les
intégrales sont rationnelles.



