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SUR LES

INTÉGRALES DES ÉQUATIONS LINÉAIRES
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU SECOND ORDRE

A DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES,

PAU M'. J. LE ROUX,
P R 0 F E S S E U R ,Ï) 13 M A ï H K M A T Ï Q U E S S P É G l A L 13 S A U L Y C É K D 15 H î\ E S T.

I N T B O D U C T I O N .

Les équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre se
rencontrent f réquemment en Géométrie et en Physique mathématique.
Aussi, dès le siècle dernier elles se sont présentées à Fétude des mathé-
maticiens.

Les premiers résultats importants sur ce sujet sont dus à Ealer.
Laplace, en 1773, donna une méthode générale, permettant d'intégrer
toutes les équations linéaires de la. forme

(P s y. àz ^ as ,.. ^4- p + Q » . + {{z 4- S == o,
ôx ùy àx 1 ' ()y ' ,

qui admettent une demi-solution explicite s'exprimant à l'aide d'une
fonction arbitraire d^une variable et de ses dérivées en nombre limité.

Toutefois la méthode de Laplace présentait le grave inconvénient de
conduire1 à un .nombre illimité d'essais dans le cas des équations non
intégrables sans offr i r aucun caractère, permettant de 1 reconnaître
a priori si elle devait, ou non, réussir. Pour résoudre cette difficulté,
M. Moutard, prenant le problème inverse, montra comment on peut
construirel'équation linéaire la plus générale susceptible d'être inté-
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grée entièrement sous forme finie avec deux fonctions arbitraires et,
leurs dérivées en nombres déterminés m et n. Cet important Mémoire,
présenté à l'Académie des Sciences en 1870 (Comptes rendus du, 18 avril),
disparut dans les incendies de la Commune, et nous n'en connaissons
que l'Introduction et la troisième Partie relative aux équations de la
forme

-^=^
àx ày

(Journal de F École Polytechnique^ XLV^ et LYP Cahier).
Depuis M, Darboux a repris l 'étude de la méthode (leLaplace (Cours

de i883 et Leçons sur la théorie des surfaces). Il l'a notamment perfec-
tionnée en introduisant la not ion des invariants, et il a entièrement
résolu le problème de M. Moutard en donnant expl ic i tement la forme
générale des équations pour lesquelles la méthode do Laplace fou rn i t
une intégrale débarrassée de tout signe de quadrature. En outre, par-
tant d'une idée de Iliemann, M,'. Darboux a montré que tonte équation
linéaire et homogène de la forme de Laplace peu t être complètement
intégrée par deux quadratures quand on en connaît une intégrale par-
ticulière dépendant de deux paramètres et satisfaisant à des condit ions
déterminées-

Le LVl,6 Cahier an Journal de l'Ecole Polytechnique contient deux Mé-
moires au, sujet des équations linéaires : l'un de M. IL Liouville, Sur
les formes intégrahles, l 'autre de M. Lucien Lévy, Surune transformation
analogue à celle de Laplace.

M. Picard ( ^ ) s'est également occupé des équat ions linéaires à
deux variables indépendantes, en se plaçant surtout au point de vue
des variables réelles et de la détermination des intégrales par leurs
valeurs sur un contour fermé.

Le présent travail a pour objetFétude de quelques propriétés des
fonctions définies par une équation linéaire et homogène aux dérivées
partielles du second ordre, de la forme de Laplace. Il est divisé en
trois Parties :

Dans la première, j'ai démontré l'existence d'une inanité d'inté-

(1) E. PïCAïU), Acta mcithômaticct, fc, Xll; Joumedde Math. pures et-appUquôes (•i^Y,
Journal de.l'-École Pûtytechniqiie.L^ Giûwt. ^ '
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grales particulières dont on peut déduire des solutions plus générales
par des quadratures à l imites variables portant sur une fonction arbi-
traire. Je les ai appelées intégrales principales. J'ai étudié les dévelop-
pements en séries de ces fonctions et de quelques-unes des intégrales
qui s'en déduisent.

La deuxième Partie est consacrée à l'étude des lieux de points sin-
guliers accidentels. J 'appel le ainsi ceux qui, dérivent des données ini-
tiales définissant les intégrales et non de la forme particulière des
coefficients de l 'équation. J'ai défini les intégrales normales et démontré
qu'elles ne peuvent admettre d'autres courbes singulières accidentelles
que des caractémticfueB. Après avoir étudié la forme des intégrales dans
le voisinage des points critiques, j'ai. montré comment on peut intégrer
l'équation en partant, des solutions particulières qui admettent des
caracté'ri s tiq ucs sic gui ièrcs mobi les.

Dans la troisième Partie, j'ai, f a i t l'application des théories précé-
dentes à quelques équat ions simples.

Je me suis allaché, au tan t que possible, à déduire tous les résultats
d'une méthode générale et uniforme.

PARTIE.

i. Je commence par rappeler quelques propriétés bien connues des
équations linéaires et homogènes aux dérivées partielles du second
ordre à deux variables indépendantes. La forme générale de ces équa-
tion s est la suivante

(, ) A à^ + .B ^ + C ̂  + I) ̂  + . E ̂  + F.. = o,• / àa:<)y ôxôy ày^ à^ , ày

A, B, C, I), E, F étant, des fonct ions continues de oo et dey.
Je supposerai, en général, ces ,fonctions liolomorphes dans le do-

maine où varient x et y , sauf sur certaines courbes analytiques qui
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seront des courbes singulières des coefficients. Cependant, plusieurs
des résultats obtenus sont indépendants de cette hypothèse.

Effectuons le changement de variables indépendantes

(2)
x= ç(Ç, n},
y=:4^, Y]),

les fonctions ^ et Y] définies par ces équations étant holomorphes en ^
et y, et telles que, dans le domaine considéré, le déterminant fonc-
tionnel

î l̂
,. 0^ ày

àri à'n
ôx à y

soit différent de zéro.
Cette dernière condition suppose que les courbes ^ == const. et

Y] == consL n^ont pas de points 'multiples dans le domaine et même
dans le cas des variables réelles, que ces courbes ne sont pas fermées
si le domaine considéré est à contour simple. Ce changement de va-
riables conserve la forme de l'équation ( i ) qui. devient

•"! A ^!1 sç 4-2Bi j^z
à^h\

On a

(3)

Aï = A

Bi = A

Ci==A

^Y^}
^V^^Osc ) \ àx
^y
^ôx]

4-aB

2B

r y
' { J l (h

/ ^ \
\^)

.»(
an à'n p/<-„— » ™ , » j ^ , ̂  i
()ûû ôy \

a + 2!

(^\
\àYf
à^ (h^
àx ày

as
1)1 ̂  "

..c(
1 ^

'' ày

'^y
, à y } '

„ 03-1- a lîi -.-m\

<Yi\~
•Ï)y)'
ô-n\
ô x ) +

. à'£, â'n
J à y ày'

Ces trois coefficients ne sont pas nuls à la fois, à moins que A, B, G
ne stimulent pour les mêmes valeurs des variables; car le détermi-
nant des coefficients de A, B^ C dans les équations (3) est égal à

'<^ an
^àûc ôy

^ ^Y
à y à x ) ;.?;

il est donc constamment différent de zéro.
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Supposons A^o sur la courbe analytique Ç = ^ o ; nous pourrons
alors, d'après le théorème général de Cauchy, déterminer une solution
holomorphe de l'équation (ï) par les valeurs que prennent sur la
courbe Ç == Ço ^a fonction z et sa dérivée — Mais, pour que ce théo-
rème soit applicable dans toute l'étendue du domaine, il faut , non
seulement que A< soit, en général, différent de zéro sur la courbe con-
sidérée, mais qu'il ne s'annule même pas en des points particuliers
de la courbe. Le théorème fondamental, est en défaut sur la courbe
^ = ̂ , quand A< s'annule en tous ses points. Ce résultat met en évi-
dence le rôle important que jouent, dans la théorie, les fonctions sa-
tisfaisant à l'équation aux dérivées partielles du premier ordre

2 ^)m /)m / /')rn \ 2
Af.^.V'-i-.lî^^-i-C/^Y
^r; + î " ûx ûy ' '\<),y)(4) A ^ -|-.B-l-f-,-C

Les courbes ana ly t iques y==cons t . définies par cette équation ont
reçu, le nom de Cciracl.émtu/ues de l 'équation ( r ) . Aux points où la
courbe S = So considérée plus haut louche une caractéristique, le
coefficient A^ s'annule. Pour qu'il soit nul sur toute la courbe, il f au t
et il suff i t que cette courbe soit elle-même une caractéristique. Dans
tous les autres cas, nous aurons A^o, sauf aux points où. l'on a si-
mul tanément A. = B == G == o.

L'équation (/i) é tant du second degré, en général, par tout point
analytique, il passe deux caractéristiques. Elles sont distinctes dans
tout domaine où le discriminant

AG - B2

est différent de zéro.
Supposons cette condition vérifiée dans tout le domaine; prenons

pour nouvelles variables (^.T]) deux intégrales dis t inctes de l 'équa-
tion (4). L'équation aux dérivées partielles (.ï) prend alors la forme
réduite a".ê;+:••"^+^E•^+F•c=°
ou bien, en divisant par îli, qui cet dilTérent de zéro, et en écrivant
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^ et j au lieu de ^ et yj,

^,5 ^ - àz( 5 ) _ -i_ a —4- b — 4- cz =r o.
(̂ ..r ̂ j d.z1 ^y

Cette équation rentre dans le type considéré par Laplace.
Si, l'on a constamment A C — B ^ o , les caractéristiques ne sont

pas distinctes; en prenant pour variable ( ^ )une intégrale de l'équa-
t ion (4) et pour variable Y) une fonction arbitraire distincte de la pré-
cédente, on met l'équation (i) sous la tbrïïie

y s à^ , âz(6) —— 4- a -r^ "h b — -1- cz •:= o.
' (W à£, û'n

Nous ne nous occuperons dans ce t ravai l que des équat ions du
type (5).

2. Bien que les caractéristiques soient suffisamment définies par
ce qui précède, j 'ai cru qu'il serait intéressant de déduire leur défi-
nition de la propriété d ' indétermination qui les caractérise. Celte
méthode aura en outre l'avantage de montrer le genre de l ' indétermi-
nation et de mettre sur la voie de certaines propriétés générales.

Supposons que l'on se donne sur une courbe L les valeurs de z et
de l'une de ses dérivées ou, ce qui revient au même, la valeur de z en
un point et celles de — et — sur la courbe. Cherchons à calculer les1 àx ûy
dérivées secondes en un point de L. Le-s r fdés ignantdes différentiel les
relatives à un déplacement sur cette courbe, nous aurons,, en partant
de l 'équation (i),

(7)

,àz (PS , (^s ,
ci —• =: ——, dx -4- -,——• dy.

àx û^, ().'€ ()y J

.àz à^z , ^z ,d — = -,—~ dx 41- •T-; dy
()y ôx (îy <^fs t/

, (y s ^ (PZ ^^z ,,, as. ^àz ,,
0 = A -Y-, ! "•+- a Iî -.——r- 4« C -.-, 4- îî D1 Y" -h 2 E —— 4- Fàx^ (),v ày ( ) y 1 àx ()y

Les valeurs1 des dérivées sont complètement définies par ces trois
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équations si le déterminant suivant n'est pas nul

clx cly o
(8) A=: o dx cly .

A aB C

Les dérivées des ordres supérieurs seront déterminées dans les
mêmes condi t ions ; on pourrait , en effet, les calculer par groupes de
trois en résolvant des équations l inéaires dont le dé te rminan t est tou-
jours le même- Si donc on veut développer z en série par la formule
de Taylor, les coefficients du développement se calculeront sans indé-
terminat ion.

La discussion du. système (7) est très importante et i l en serait
évidemment de même dans le cas des systèmes d'équations l inéaires
d 'un ordre quelconque. Dans la démonstrat ion du théorème fonda-
menta l de Cauchy, on suppose les équations résolues par rapport à
certaines dérivées. (Test évidemment la méthode la plus simple quand
on a seulement en vue Inexis tence même de l ' intégrale; mais il , n'en
est plus ainsi, lorsqu'il s'agit d'en é tud ie r les propriétés.

3. Supposons m a i n t e n a n t - q u e l'on a i t A = = o , c'est-à-dire

(9) K d y ^ — ^ d ^ d y ^Cdj^—o.

C'est le résultat de l ' é l imina t ion de ̂  et ̂  entre les deux équat ions()x ôy 1 A'

()y ., ()^ y"y'-^zM1- —a y =•= o,
ôx ày u

/^V .,à^ ()^ ^/^VA^A ,"..,.1. 4, %}$ L ^ 4.- G -»J- :=o.
\ôx ô^ ()y \()yJ

L'équation (9) est donc vérifiée aux points où là courbe L touche une
caractéristique. Elle a l ieu en tout point si la courbe est elle-même
une caractéristique. Dans ce cas, le système des équations (7),
linéaires par rapport aux dérivées secondes, est incompatible ou
indéterminé. Si l'on suppose doc différent d e , % é r o , la cond i t ion 'de

Âart. de l'Éc. Normcdc. 39 Sérîô. Tome Xïl. AOUT 1895. 3o ,



î34 J. LE ROUX.

compatibilité est la

(10)

dx

0

A

suivante :

dy

dx -

/) "
aB a D —Ox

-d^àx
,àz— cl —ày
^ 03 .^4- a E — -4- F sày

: o.

Les dérivées premières — et (— ne sont donc plus complètement
arbitraires sur la courbe L. Du reste, la condition que nous venons
d'obtenir peut facilement se transformer en tenant compte de l'équa-
tion (9). Elle se rédui t à l 'équation aux dérivées partielles proposées
après qu'on a divisé tous les termes par<fo;2. En particulier, dans le cas
de l 'équation réduite (5), la condi t ion (10) devient

(ioy d àz <)z
dx ()y àx ày . o.

Quand on se donne sur la caractéristique y = y ^ les valeurs de z,
celles de — se trouvent déterminées par cela même, et la seconde

dérivée — doit vérifier l 'équation linéaire (xoy, où l'on fera y==jo,
x étant alors la seule variable indépendante.

Donc (— se trouvera aussi complètement définie quand on con-
naîtra sa valeur pour une valeur particulière x^ de oc. Le même fa i t
se présente pour toutes les dérivées prises par rapport à la seule va-
riable y. On voit que l'on est conduit, par la, seule discussion des
équations linéaires (7), à l ' important théorème de M. Darboux-

Toute solution holomorphe d'une équation de la forme (5) est définie
par ses valeurs sur deuoc caractéristiques x == a^, y ===y^.

Nous avons1 montré seulement la possibilité de calculer les coeffi-
cients1 du développement. M. Darboux démontre la convergence de la
série obtenue par la méthode ordinaire, en prenant comme fonction
majorante l'intégrale d'une équation d'Euler.
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4. En se plaçant au point de vue des variables réelles, M. Picard a
démontré le même théorème sans supposer les coefficients a, 6, c ho-
lomorphes, non plus que les valeurs initiales de l'intégrale sur les
deux caractéristiques. Cette démonstrat ion est, d'ailleurs, appl icable
sans modification aux fonctions de variables complexes. La méthode
est la suivante.

Soit l 'équation
, ,, à^z àz , àz( A ) -.—.-- = a — 4- b -..- 4- c z.v / àxày àx ày

Pour déterminer une solution z prenant des valeurs données sur les
caractéristiques x = x^ et y==j^, on résout d'abord le problème
par l 'équation plus simple

(riz _
àx ày '"m " *

Soit UQ une fonction sat isfaisant à cette équation et aux condi t ions
ini t ia les données. Désignons par u^ une nouvelle fonct ion s 'annulant
pour a? == x^ et pour y ==jo, et vérifiant l 'équation

(PU <)//(, ()f/^
'"".'•••••——,•"'" 2»,;:-; Ci "•"i""-w i-\- ( ) ——;,—— """l1- C H (j «

àx ôy ox ÔY

De u, nous déduirons u^ par un, calcul identique, et ainsi de suite.
La série

z = u^ 4- Ui 4-... 4- u,t 4-...

est uniformément convergente et représente une intégrale de l'équa-
tion (A.) satisfaisant aux conditions proposées. Si l'on désigne par
f{x) et 9 (y) les valeurs des dérivées ^ et (— sur les caractéristi-
ques respectivesy==jo e^ x ==^o» 1^ premier terme u^ est donné par
la formule

/"•r r7
ï(^o.Jo) 4- / f^}dx^r / 9(j)^7î

^o ^r"

je suppose les intégrales rectilignes.
Les autres termes sont donnés par la formule de récurrence

rn^^r-"^-M/,=: 1 [ a-
^se, fy»
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Supposons
x — .ro 1 < a, | y — }\ \ < (3.

Si, dans le domaine ainsi défini, on a
àu^ , Ù Un . 1b-^l^-cu^ < M,,mod a àx

nous aurons aussi
u^\ <Map,

(htn_ < M;3,

<Ma,

à^
ài^
^ày

^ + /A + C^, < | Ap + Ba + Cap | M<^
<J<2? r/^'

en désignant par A, B, G les limites supérieures des modules de a,
b, c dans le domaine considéré. Donc la convergence est assurée si
l'on a

A ( 3 + B a + C a ( 3 < r .

L'intégrale ainsi calculée est holom,orphe en m,ême temps que les
coefficients a, b, c et les valeurs ini t iales de -s.

5. Une autre remarque essentielle pour ce qui va suivre est encore
la suivante : supposons que l'on regarde ,T() ety^ comme des variables
dont dépendent les valeurs init iales des dérivées ̂  et —

(h
à^

— j (.T, XQ, y o ) ,
i.y ==.r»

^
àf

r: y (y, .yo,Jo).

Supposons^ en outre, que ces fonctions soient holomorphes dans le
domaine du système de valeurs

<^==.a7i; y=y^ jû^./i?

et que la mêm.e condition soit vérifiée par les coefficients de l'équa-
tion (5). Dans ce cas, l'intégrale déterminée par là méthode de
M. Picard est holomorphe dans le même domaine par rapport aux
quatre variables

X y ' OÛQ $ y y y^y
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les points «r et oc^ étant supposés intérieurs à un cercle de centre .y;
et de rayon a? les points y ety^ à un cercle decentreyi et de rayon ^-
Elle sera même développable suivant les puissances de XQ— x et de
jo—y, les coefficients du développement étant des fonctions holo"
morphes de x et de y; les rayons de convergence de cette série sont au
moins égaux respectivement

a , (3
4 et V

pourvu que l'on ait aussi
, a . , p

X^ X, |<^, )y^yJ< y.

6. Les équa t i ons différentiel les linéaires et homogènes à un nombre
quelconque de variables indépendantes jouissent d'une propriété com-
m u n e et qu i leur est spéciale. C'est qu 'une combinaison linéaire et
homogène d ^ u n nombre que lconque de solutions particulières est une
nouvelle solut ion. Par exemple, si. l'on connaît une suite l imitée ou
illimitée d'intégrales

Z^y S^, . . . » -S/,,

on en déduira une nouvelle solution dépendant d'un nombre l imi té ou.
il l imité de constantes arbitraires

G) s^ 4" Câ-^ 4-... --i" C//,^,.

Considérons en particulier, dans le cas de deux variables indépen-
dantes, une solution

z { x , y , a)

dépendant d'un paramètre arbitraire a. L'intégrale

ff^)z{x,y,a)dy^

prise entre des limites fixes ou le long d'un chemin d'intégration indé-
pendant des variables satisfera aussi à l'équation proposée, pourvu que
l'on puisse differentier sous le signe .d'intégration par rapporta oc et
^y-

Une combinaison d'éléments analogues à cette intégrale donnera
l'intégrale générale de l'équation s'il est possible de déterminer les
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fonctions arbitraires qui y figurent, de manière à satisfaire aux condi-
t ions aux limites les plus générales. Ce sont là des propriétés bien
connues et dont on a fait depuis Poisson et Cauchy de nombreuses ap-
plications.

Mais proposons-nous de passer des intégrales à limites fixes aux
intégrales à limites variables. La première question qui se présente est
celle-ci :

Existe-t-il des solutions particulières dépendant d'une constante arbi-
traire a, zÇx,y, a), telles que l'intégrale

ff(oi) s(^,y,a)da

soit encore une solution de V équation proposée lorsque les limites sont des
fonctions convenablement choisies de x et de y, la fonction fdx) étant
arbitraire?

Je vais examiner ce problème dans le cas des équations de la
forme (5).

7, Je supposerai que la limite supérieure seule est fonction des va-
riables ; le cas où les deux limites en dépendraient se ramené évidem-
ment à celui-là et peut d'ailleurs se traiter directement de la même ma-
nière.

Considérons l'intégrale
.0

(r i ) Z= ( f{a)s^,y,a)da.
J^

Nous devons avoir

^Z ai ,à7.; -—— 4- ^ 4- ^ ^ ̂ /
ux à y àx à y

(J,2)

. / (PS àz.U

=//(
»•/a,.

çç i i -»——-»«. »j_ (^ »„—
\ ox à y àx cz ) daày

-A8)^,y,9) a^-^,-^-^'W (^Q
ôy àx

as ()Q àz à6. f C O M 0 9 0 0 0 . _ — „„
•" ' ( àx ày àQ ̂  'àsc ày 'T" ôy àcc
n i r\ i ni ÔQ ()8-r^^'y^^ry'
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L'intégrale s'annule ident iquement , puisque z^x, y , a) est une so-
lution de l 'équation (5); la partie intégrée doit donc être nulle quelle
que soit la fonction/(a); nous aurons donc

, ., à9 àO
^J,0)^^-o.

On peut satisfaire à cette condit ion de deux manières :
r. . / n\ i ^ <W ,ï° En supposant sÇx,y, 0) == o et y- y- ̂ o;ôy

. ,, . . . àQ ûQ2° En faisant — -y- = o.àx ôy
Examinons le premier cas; si l'on a sÇx^y, 0) == o, l 'équation (12)

nous donne
àe à0 f)s 00 as àO os _

( ) (te âf 1)7) + Jy <)ï + 7)7^ 7)f ^": ot

D'autre part, la condi t ion sÇ^^y,. 0) == o entraîne les deux relations
suivantes :

( i4)

! àz as à0 _^ 4. ̂  ̂  ,:: o,

as ()z ()0
1)f ̂  ̂  Jy ^ °-

Des équations (i3) et (i4) on déduit
os us as
J^ = <•>. Jy =0. JQ = 0-

Donc l ' intégrale ,s(o?, y, a) s 'annule sur la courbe analytique 0 === a,
en même temps que ses dérivées premières. Or cette courbe n^est
pas une caractéristique d'après notre hypothèse. Par suite, l'intégrale
est complètement déterminée par ses valeurs et celles de l 'une de ses
dérivées; ces valeurs étant nulles, il en est de même de ^(.r,y,a).
La formule (n) nous donnerait donc la solution un ique Z = o-

8, Considérons maintenant le second cas

^Q àO
ùx ()y

: o;
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nous pouvons écarter l 'hypothèse ou 0 serait une constante; les deux
dérivées partielles ne sont donc pas nulles à la fois ; supposons
^ == o et — =^o; 0 est fonction de x seul. L'équation (12) nousày àx / ' i \ /
donne alors

( 1 5 ) a z ( x, y, 0 ) 4- — 3 ( .2,, r, 0 ) =: o.

On arrive donc à cette conclusion que, sur les caractéristiques définies
par l 'équat ion 0(,^) = a, la so lu t ion z Ç x . y , a) doi t vérifier l 'équation

(16) — -h a^-^o./ ôy

Réciproquement, si cette condi t ion est vérifiée, l ' intégrale (u) sera
une solution de l 'équation proposée. Il suffit , pour le démontrer , de
remarquer que l 'équat ion (12) est ident iquement satisfaite par cette
expression.

Les résultats sont évidemment analogues si l'on. suppose que 0 dé-
pend de j seul. On trouverait que, sur les caractéristiques déf inies
par l 'équation 0(y) == a, l ' intégrale considérée do i t se réduire a u n e
so lu t ion de l 'équation

ô^ ,
~ 4- hz ^= o.
<)^

Les intégrales particulières dépendant d 'un paramètre arbi t ra ire
et telles qu'on en puisse déduire, par la formule ( r i ) , une intégrale
plus générale de l 'équation proposée, se partagent donc en deux séries.
Je donne à ces solutions le nom à'intégrales principales de l 'équa-
tion (5). Je dirai que l 'intégrale ^(.x',j,a) est pr incipale par rapport
à oc ou par rapport à y, s u i v a n t q u e l a l imi t e 0 correspondante estfbnc-
tion de a? ou dey. On peut, sans changer la forme des résultats, rem-
placer a par une fonction de a; nous supposerons, par conséquent ,
dans la suite, que, par une substitution convenable, on a i t amené la
limite supérieure 0 de l'intégrale (ï ï) à être égale à x ou à j. La ca-
ractéristique x === a ou y == a sera d i t e paramétrique pour l ' intégrale
principale.



SUR LES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS LINÉAIRES, ETC. 2.^1

9. L'équation (i6) est liée, d'une manière remarquable, à la pro-
posée. Posons

,.. , . à^z ()z as
.1) ( z ) = -!—— 4- a — -t- b — -l- cj.

• ' àa^ùy àx ày

On peut regarder le second membre de cette ident i té comme un
polynôme entier en —- el -r-î la dérivée ——— é tan t considérée comme1 ^ ( j ' y 0 y o^' oy

produit—: X —• Désignons par 1)̂ , et D^. les dérivées du polynôme I)

par rapport à — et •(. - Les expressions 1)̂  et IX. sont de nouveaux
symboles difÏeren fiels

( I)^)==^+a^

[^W^^^bu.

I /équat ion (i;G) peut donc s'écrire

IU5)=0.

Cette notat ion symbolique s^élend, sans diiï iculté, à ono équat ion
l inéaire d'ordre quelconque. Elle a l 'avantage do simplif ier d i f f é r e n t e s
expressions, et de préciser la loi u n i f o r m e qu i sert à les déduire de
réquaLion considérée.

Étant donnée une équation l inéa i re d'ordre que lconque , à deux va-
riables indépendantes,

ï ) (^)=o,

on considère le symbole différentiel D(^) comme une fonction entière
f) {) ^a+fïdes symboles y:; et j-. les dérivées de la forme j^^ étant regardées

comme des produi ts symboliques de la forme ( — 1 , ^_-j - Représen-

tons par D;̂  la dérivée de'D, prise p fois par rapporta j^ et y fois

par rapport à 1 — - C e s défmi t ions 1 conduisent au développement sui-
vant, analogue à la formule do Taylor, et que l'on peut regarder comme

Anit. de l ' É c . ^/ormcdc. 39 Série. Toxae XU. -— AofT ïH^S. ' o î



2.42 J. LE R O U X .

une extension de la formule de Le ibn i t z :

S ) ( ^ ) = ^ D ( P ) + ^ ^ ( . ) + ^ D , ( . )

i [ ( y u^ . , . , ^ a
-T-,^""-'-3^^"^^"'''"'']

1 r^'n'/// . a ^ rv" / \ ^ ^;î" •n'" ( \ ()ï u w" ( \1-^ ——^ .-̂  j) " ( p^ 4. 3 ̂ ^̂ ,. j) ( c ) 4. 3 — j ) ,, ( (. ) »i... j) ,, ( ̂  \^.
ï . 2 . 3 L^"2'1 à^ ày ' J 1 ' àxàf1 " ch^ J

Dans le cas de l ' équat ion du second ordre (5), on a s imp le rnen fc

:I)(^):=:^I)(^) + àL D^^) + ̂ 1);.(^) 4- / / ^ ^ .
J.r ()/ •ï ()'c à y

Nous appellerons équations dérivées les équat ions I )^ , (5)==o et
î)' ( z ) == o. D'après cela, les inlé^'rales pr inc ipa les ' soni assiijellies à
la c o n d i t i o n de se réduire sur une caractér is t ique pa ramét r ique a une
solut ion de l ' u n e ou l 'autre des équa t ions dérivées.

1,0. 17 ex i s t c n ce d e s 1 n té g ra 1 e s p ri n c i pa 1 e s e s t u n e co n se q u e n c e
imméd ia t e du théorème de M.. Darboux que nous avons déjà ci té . En
effet, l ' équa t ion dérivée

as
— 4- a z == ô
ày

admet pour x == x^ une intégrale holomorpbe par rapport à y et x^
^

- S ndy
*-' v«

/< dy
' y »

on peut d 'ai l leurs mul t ip l ie r cette so lu t ion par une fonction holo"
morphe quelconque de x^,f{x^. Cela posé, nous savons qu'il existe
une inf in i té d'intégrales ' d e l ' équat ion (5), holomorphes par rapport
à x^ et qui prennent sur la caractéristique oo = «z^ les mêmes valeurs
que la fonction

/-».>•
- y ndy

J\X,)6 ̂  .

- Ce sont des solutions principales par rapport à x. Ces solutions dé-
pendent 'encore d'une fonction1 arbitraire que l'on peut définir par la
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valeur de l ' in tégrale sur la caractérist ique y ==j^. On en dédu i t qu'il
existe des intégrales pr incipales à. la fois par rapport aux, deux va-
riables x et y et dépendan t de deux paramètres x\ e fc jo . Telle est la
fonct ion u, solution de l ' équa t ion adjoin te , considérée p a r M . D a r b o u x
dans l 'exposition de la méthode de Ilieinann; en effet, on sait que la
fonction uÇx, y , a^p yo)» quand on y regarde x^, y^ comme les
variables, x et y comme les paramètres, vérifie l 'équation proposée,*et
annule aussi, les dérivées 1)̂  et D'y. sur les caractérist iques paramé-
triques correspondantes.

Nous venons de démontrer l'existence d'intégrales p r inc ipa l e s holo-
morphes en supposant les coefficients de l ' équa t ion également holo-
morplies. Mais i l existe aussi une i n f i n i t é d ' in tégra les p r inc ipa les
simplement cont inues ; l'expression

r

f /(a) ^(.'y, y , y.}da
•-^ <-/...

aura néanmoins un sens bien défini quand, le chemin d/intégration sera
bien déterminé ainsi, que la valeur initiale de ^.

il. Etudions maintenant les solutions plus générales qu(î l'on peut
déduire d'une intégrale principale par la formule (iî). Supposons
0 == x et considérons .l'intégrale

...r

%::::: 1 f(a)z(.T, j, a)da.
*-• .ro

Voyons s ' i l est possible de déterminer/(a) de manière que Z prenne
des valeurs données en fonct ion. r , poury^/o.

Ce problème ne diffère pas du su ivan t que je vais t ra i te r d'une
manière générale :

Etant donnée l'intégrale
...r

^ /(a) ̂ (/r^a)^
J^

oà/(a) est une/onction indéterminée,, disposer de cette fonction de telle
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façon que V intégrale soit égale à une fonction donnée 'sp(,r) s'annulant
pour x == XQ,

Pour résoudre le problème, je ferai usage de la méthode d'approxi-
mat ions successives dont M, Picard a tiré un si grand parti dans son
beau Mémoire sur les équat ions du second ordre. Je suppose que ^(^')
admette une dérivée bien déterminée et con t inue et que l'on puisse
différent ier sous le signe d ' in tégra t ion. Soit

(18 ) ^)=r /(a)y(^a)^.
<r(,

Je déduis de la

( 1 9 ) ^) ==/(.r) y(..r, x) +r/(a) ̂  d^
•^'a

Supposons que, dans tout le domaine considéré, la fonction y(^, x)
soit con t inue et différente de zéro, et que la dérivée 9^(^", a) soit aussi
cont inue.

Posons
, ^ ^(^)^(.:r)== -J?-—.~,

y(^^)
^f^\ r /*•r

z^(.:r) =: -ï——/- — —";———- / ^o(^) ÇrC^? a) ̂ ?1 v / y ( .r, ;z; ) ç ( ,r, J; ) J ^ ^ T.̂  > ^

^(^)^^^^^^ ^,(a)y,(^a)^.

Chacune des fonctions u ainsi (léfinie est cont inue et bien déter-
minée , en supposant que le chemin d'intégration se réduise à la. droite
x^x. Je dis en outre que, si le module de la différence x~x^ est
suff isamment petit, u^ a une l i m i t e lorsque n croît indéfiniment-

Nous avons, en effet,
ï r ' " '

Un+i W — ̂  ( «r ) == -7~7~r / [ u,, ( a ) — .̂.,.1 ( a )") y^. ( ̂ , a ) da,
V V ^ y ^ / J ^

la fonction î^-i^ est finie et cont inue dans tout le domaine con-.vf[x,œ)
sidéré lorsque x et a varient indépendamment Van de l'autre;



SUR LES 1NTÉGIULES DES ÉQUATIONS LINÉAIRES, ETC. 2^5

elle admet donc un modale maximum A. Désignons aussi par
DlL[^//.2?)—^-i(^')1 le module maximum de la dif férence Un(x)'~~un-\(T)
dans le même domaine . On a

;X ( Un+.i — Un )< A l X — X^ \ J1L ( U,^ — ^_i ),

ÎL ( ̂ +2 — /^i ) < A.21 .r -- .a?o l2 ̂ f ( ̂  -— ̂ -i ).

et ainsi de suite. Par conséquent , si l'on a
A [ X ——— <Z"() 1 <^ I y

la série

( ao ) ^o ""H ( ̂  i — ^o ) + ( uï ••""" ^•i ) +. .. -h ( ̂ rt — ^//-i )

sera plus convergente qu 'une progression géométrique décroissante,
et par suite u^ tend vers une l i m i t e bien déterminée/^).

Il reste à démontrer que Fon a bien

f 4/(^) dx = F /(a) y(.r, a) rfa.
Jy^ J,y'n

Considérons l^intégrale
^'

I/ ,(^)= 1 ^ (oe )y (^a ) r f3c .
(8,/j,.

Nous avons
^r ^•r

^ /(a) çO, a) rfa := I/, (.•r) -h ^ [/(a) - u^W] ? (^ ^) ̂  î
Jro </»•o

or la série (20) converge un i fo rmémen t ; on peut donc supposer n
assez grand pour que l'intégrale

.̂r
& [y( ̂  ) — un ( c% );] y ( -:,r, oe) ̂

^.ro

ai t un module plus petit que toute quantité donnée £, quel que soit ^.
Donc ^

IirnU^)=: \ /(a)ç(.r,^)rfa==I(<r).
.̂rn
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Prenons la dérivée de ï ^ ( x )

r/i r ' 1
-^ = ,̂,, (.v) (p(,r,.:y) -h J ^,(a)9;.(.:r, oc)^a,

*<yo

ou, en tenant compte do la v a l e u r de u^
71 /•».'.("

^ = ̂ (.2-) + J [«.(a) - ̂ (a):| y;.(.̂  a) r/a,

l ' i n t é g r a l e du second membre tend vers zéro lorsque n croit i ndé f in i -
men t . Nous avons donc , en passant, a u x l i m i t e s ,

i. ^L ^1 , / / .li m— =: — = (y(^),dx dx •
et enfin

r1' r^
J ^(^)^=( /(a)9(.^,a)rfa.

^ro '̂ .r,,

12. I l résu l te de celte d é m o n s t r a t i o n que, si l ' in tégra le p r i nc ipa l e
^(x, y, a) ne s ' a n n u l e pas pour x == a et que ses dérivées soient f in i e s
et continues, on pourra disposer, en général , de la f o n c t i o n a rb i t ra i re
/(a) de manière que la solution

Z-==J f(a) s (a?, y, a) doc
*' j'i,

soit , pour y==j^, une fonct ion dé te rminée de .r, s ' a n n u l a n t pour
;r == x^ et a d m e t t a n t une dérivée finie et cont inue pour les valeurs
de x considérées.

Le calcul de cette fonct ion sera-très s imple , si l'expression ^(,r,jo, a)
sat is fa i t à une équat ion d i f férent ie l le l inéaire d o n t les coefficients sont
indépendants de a. Je vais considérer seulement le cas où cette équa-
tion est du premier ordre et de la forme

^+P(,Z.)^0.

Nous aurons alors, pour y =y^i

^ +P(A')Z==/(«-)5(^,y(, , x).
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Par conséquent, pour vérifier la relat ion Z(,r,jo) = ^C'^)? il faudra
prendre

.,. ^^±1!^^)
• / w~- ^,.ro,^)

I I reste à vér i f i e r l 'égalité

, / ^ r^ra^PÇa)^) , , ,^ ( ̂  ) ̂  1 . / — — . ^ ^ ^ ^ J ^ (.̂ , ̂ ^ ^ ) cla.
J,r^ ^\^î yo» a^

Le second membre devient, en in tégrant par par i tés ,

w = -n^ ̂ -^ -i- fw ̂ w ̂ f^ " i ̂ ^ ^
^V" ' (»? . / (>» ^o / J y L ' "v-^î . /Uï y-/ (/^- ^ ^ y j o » • /-/.

I / in tégra le res tante es( nu l l e , car noos avons

, . ""- / P ( S » ^^(.r , y,,, ( % ) _ ^ J^
z ( a , y^ a) """" "

On a donc, en supposant '^(^o) =::: < i i ) »

Z(.•z(,.yo)=(.K^)-

Dans le cas où f{x^) n'est pas nu l l e , l ' intégrale d é d u i t e d<3 la so lu t ion
pr inc ipa le considérée, et qui est égale à ^(^) pour y ==yo, est repré-
sentée par la fb r rnu le s u i v a n t e

z.^(^o4:^^^^^ + rî .̂̂f v ^(.-^yo, ,z<,) J^ 5(a,jo,^)

É t u d i o n s , en p a r t i c u l i e r , l ' in tégra le doub le inen t pr incipale de
M,. Darhoux

^(.^y,^f5).

Elle satisfait aux. c o n d i t i o n s su ivantes : quand on y f a i t .2?== a, elle est
- f"\r/y -"/ f)lu

égale à e ' p et pour y == ^ elle devient <? ' a ; on peut donc lo i
appliquer le calcul précédent; par sui te , la solut ion Z de 1/équation



^48 .r. LE ROUX.
proposée, qui est définie par les condit ions aux limites

Z^jo)^/^)»
Z(^o?y)=?( j )?

est donnée par la formule suivante :
/-•r

Z == Z(.TQ,y^)s(^,y, ̂ 7o) + / [/'(^ + ̂ (^yo)/^)]3^./? <^Jo)^
^r,.

( 3 T )

] .̂.y
+ tf [9 /(P)+^(^o.P)?(p)J^(•^y.^(),

'yo
+ / Ly(p)+a(.ïo,P)?(p)]^(^y,^,(3)^.

\ t /y

C'est, sous une forme un peu di f férente , l^expression générale de
F'intégrale donnée par M. Darboux.

13. Supposons maintenant que l'on connaisse deux intégrales

5(^y, a), s,{x,y, (3),

la première principale par rapport à x, la seconde par rapport à y.
Nous en déduisons la solution plus générale

Z ̂  f /( a ) z (.r, j, a) da + F 9 ( ? ) .̂  (..r, y, ? ) ̂
..y

,j, a)^a+ f 9(p).Si(..r,
" y »^.î-,, *-v,,

y(a) et 9(p) désignant encore deux fonctions arbitraires,
Si l'on a ^(a,yo, a) ̂  o et ^(^o, P, P)7^o, et que les dérivées

soient con t inues , on pourra disposer de ces fonct ions, de manière
que Z prenne sur les caractéristiques OD=X^ Q t y ' = = y ^ des valeurs
données àFavance, mais s 'annulant au point ,^o»,y<p Ce n^est donc pas
encore1 la solution la plus générale de l 'équation proposée, mais il est
facile 'de la compléter. Soit, en effet , z ^ ( x , y ) une troisième intégrale
quelconque, par exemple celle que l'on obtient en particularisant la
constante a ou p dans l 'une des intégrales prir^ipales. La fo rmule

(22)
Z^^^Z^.yo)^^^ f f{a)z^,y, a) da

/ îitfLZL "lr

^(^'^./OJ•^îv^^yo) j y

('\^)z,(x,y,^d?>
^y.
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définit une solution qui n'est plus assujettie à aucune restriction. Elle
peut prendre des valeurs données à l'avance sur les deux caracté-
ristiques x == XQ e ty==yo. C'est donc V intégrale générale de l'équa-
tion (5).

La formule (22) comprend, comme cas particulier, celle que nous
avons donnée au numéro précédent, car il n'est pas nécessaire de
supposer que les deux intégrales principales ^(.-r,j,a) et z ^ x ^ y , (î)
soient distinctes, une même solution pouvant être à la fois principale
par rapport aux deux variables. Les paramètres a et ^ peuvent aussi
n'être pas distincts l 'un do l 'autre; par exemple, le point analytique
a, ^ peut être assujetti, à décrire une courbe donnée, telle qu'une
ligne de points singuliers des coefficients de l 'équation. Dans ce cas,
la formule (21) n'est plus applicable, mais l 'équation (22) sub-
siste.

Le résultat précédent est important; il montre que l ' intégrale gé-
nérale d'une équation linéaire du second, ordre à deux variables indé-
pendantes peut toujours être obtenue au. moyen de deux quadratures
quand on conna î t deux intégrales pr inc ipa les z ( x , y , a) et ̂  (,'??, y , P),
sat isfaisant aux condi t ions indiquées . Ces solut ions jouen t ici un rôle
comparable à celui des intégrales complètes des équations du premier
ordre. Au point dû vue des a p p l i c a t i o n s , la formule (22) pourra i t
être dVn usage peu commode pour déterminer les intégrales pas* des
condi t ions imiiales données, sauf dans les cas simples que nous avons
signalés. Cependant, dans l 'étude des propriétés analyt iques des fonc-
tions, elle peut cire u t i l e , et ces propriétés elles-mêmes ne sont pas
toujours inxii fie rentes dans les applications,

14. Quand l ' intégrale principale s 'annule sur la caractéristique pa-
ramétrique, les conclusions précédentes sont en défaut. Cependant on
peul résoudre la difficulté dans un cas très étendu de la manière sui-
vante. Supposons, par exemple, que z { x , y , a) s'annule pour , r==a ,
quel que soit y , les dérivées prises par rapport à a étant aussi nulles
dans les mêmes conditions, jusqu'à l'ordre n—.î inclusivement, la
dérivée ^ùme é tant diflerente de zéro et continue.

Les dérivées à1^ (r^^ - -? ^f sont des solutions particulières, et ilàa â^ w^
Ami, de ï ' É c , Normale. 39 Série. Tome XÏL -- AOUT 189:5. 3a
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en est de même de la somme
r --4 r àz i ^r J/^C^+Ci^+...+C,^-^

Cela posé, considérons l'intégrale

r "1= j f^a)s(.x,y,a)c^;
^ro

elle devient, en intégrant par parties,

I ̂ /^ z (,r, y, ̂ ) - /K2 ̂ .̂ ^ -h... ̂  (-1 )- F /( a)
^•^'O «7»,

1^ / /(a) ̂ Ja.
^o ' • " * ^ /^ l/^/(^

1 est une solution de Inéquation proposée, et la partie intégrée du
second membre est aussi, une intégrale particulière; donc il en est de
même du dernier terme

O^z)^^'v ,m ^
ffw^

et comme cette condition est vérifiée, quelle que soit la (onction arbi-()^ ^
traire /(a), j'en déduis que y"^ est une intégrale principale. Par hy-
pothèse, elle est dilîérente de zéi'o p o u r a = = . r . On .peut donc lui
appliquer tous les raisonnements du n° 11, pourvu que la dérivée
-^—-3- soit finie et continue dans le domaine considéré. Cette remarqueàof:^ àx 1

est d'autant plus importante que toute intégrale qui, s 'annule sur une
caractéristique o?= a, a désignant toujours un paramètre, est une inté-
grale principale. On voit par ce qui, précède que, si elle est holomorphe
en a, la première de ses dérivées prise par rapport au paramètre et
qui ne s^annule pas pour a=^es t aussi une intégrale principale.
Les deux intégrales de la formule (2^), quand on y regarde x^ c ty^
comme des paramètres, jouissent de la propriété précédente.

Les limites inférieures ^ ^tj^ sont arbitraires, on peut donc les
négliger dans la représentation analytique des solutions. En mettant
en évidence la seule limite supérieure, les deux derniers termes de la
formule (22) deviennent

ÇfWz{^y,a)d^ f y((3)^(^y,(3)^.
^x , ^y

(a)
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On peut les regarder comme des intégrales en quelque sorte indé-
finies, et représentant non plus une intégration unique à partir d 'une
limite inférieure déterminée, mais la somme d'un nombre limité ou illi-
mité d'intégrations prises a, partir de l imi tes inférieures quelconques,
la limite supérieure étant toujours la même. Dans ces condit ions l'in-
tégrale générale est représentée par la somme des deux intégrales
indéfinies

f fWz^,y,a)da^ ( cp(P)^(.^y^)4:L

15. Occupons-nous ma in t enan t des intégrales principales liolo"
morphes. Nous en avons déjà démontré l 'existence; d'après la re-
marque da n0 5, la solution z ( x , y , a), regardée comme fonct ion de la
variable a, sera développable en série convergente ordonnée suivant
les puissances croissantes de a — x. La possibilité de ce développement
étant démontrée, nnps allons en chercher les coefficients, qui sont des
fonctions de x et dey. Posons

/ o v , ,. a — <r (a — .z")^ / a — .T)'1(a3) xï(.^ y, a) .-1:1::: //o 4- u\ ••IIIB•11--••••-1—"" -h u^ — ——/-- -h . . . -4- a,,{-- -...—..-,-—- -h.. ..
l , 1 . 2 ' a !

En écrivant que z est uno so lu t ion principale vé r i f i an t l 'équat ion
proposée quel que soit le paramètre a, nous avons les relations sui-
vantes

i I^O/JrrO,

| l)^(^ï)=:î)(^),

W \ l.^(^)=::l)(^),

\ I)^(^)=I)(a^O.

On voit que chaque coefficient se déduira du précédent par la for-
mule de récurrence

i^^n^'ûiu^),

en désignant par D^1 l'opération inverse de D^. Donc , / ,

Un = e^ ̂  fï) ( u^ ) e^ ^y ciy.

On peut encore donner une autre forme à ce résultat. Nous avons,
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en effet, quelle que soit la fonction M, les deux identités

D'D^) = D ( ^ ) ̂ hu,.y
TI )^ I ) / (^ )==:D(^Q4- /c^^.y

À et k désignant les deux invariants de M. Darboux

, àa y
h .= — ~{- au — 6,àx
f àb ,k == — 4- cw — c.^y

De ces relations on déduit : D^ D(u) == î)y(u) — D^' (/^),

^
Ar

I)^11) ( a) =: ̂  + &^ — e-^^yf/cue^^y dy,

les intégrales, étant indéf inies et comportant l ' addi t ion de fonc t ions
arbitraires de x.

Désignons par 1 l'opération fonctiormelle D^ D?

I(a):=l)^l)(a),

et par ç(^^y) la fonction e^1^.
Les relations (24) nous donnent

^o^ 9?
1̂::= 1(9),

, ^=5 I (y )=F(y ) ,

^,==:P(y),

L'intégrale principale se développe donc en série par la forniule

(25) ^j, a)^ y+ fL-^lÇy) + [a_^)!p(y) +, . .^ (5̂ 1' p(y).
•I , I • J; /'(, [

Cette formule représente une inf in i té ,de fonctions. En effet, la fonc-
tion ç n'est pas complètement définie; on peu t la multiplier par une
fonction holomorphe quelconque de x.En outre, chacune des opéra-
t ions-I est indéfinie^ assujettie seulement à rendre convergente la



SUH LES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS LINÉAIRES, ETC. ^53

série (25); il est évident, en effet, qu'il existe pour ces opérations une
infinité de déterminations qui rendent la série divergente.

16. Étudions, en particulier, l'intégrale principale que Fon obtient
en prenant pour l(u) la signification définie

,, . , au . /ty ku ,
(26) i{u)^.^ ^ b u ^ ^ j ^ ^dy,

Pour y ==yo les différents coefficients de la série (a5) deviennent
alors

/-:r / /-•r \
. - / /. tU . ( 6 //.r 1
ôu^ .. j ^ à \ ./,, /

^ ^ ^ ^ =. -» ^V^^"-" ^

y' / r''' \
^ , "X b(îx à- ( ,/, l)fu}^ ^ + ̂  =e • - " ^^e1^ /,

/"T / /lt \, .- I hdx ^,, I I lnl.v \
à(hi-\ / Jv () \ ^r )Un^ -^.1 -h ôu^= e • ^° j^ \^o^ '" / î

le développement de la formule (aS) devient donc

. -f^^'r a-^àv {a-xY^v 1
.(^y, a) = . -.. [p + ——— ̂  + ̂ "^ ̂  •+.. .J ,

^ désignant dans cette expression la fonction y^^.
La fonct ion p est développable en série suivant la formule de Taylor;

on a, par conséquente
, , , , a—^ àv (a—.r ) 2 ^ 2 ^

via, rc) =: t'»(,a7, 'yo) ""+" •*'"""'••'— "T" "+" ^———~"""1-"1" T~5 -f-. . .,' 9 •/ v / \ 7./ " -/ .( ,̂ ^ ^ ^ ^^-i

et nous pouvons écrire ^.r ^y- 1

". ^ ÀJ.r - f , 6(.r,yo)^.r

(27) z(^,y,,a)=€ * ^ ^ ( a , y o ) = ? ( ^ y o ) ^ < a

Cette expression est une solution quelconque de l'équation dérivée
I)^)^
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Si donc on regardejo comme un paramètre variable, la série (a5)

définira une intégrale doublement principale qui ne diffère de l'inté-
grale u de Riemann et de M. Darboux que par un facteur fonction de a
etdejo* Cependant, pour que cette conclusion soit rigoureuse, il faut
démontrer que la série qui admet un domaine de convergence pour
y=y^ est encore convergente pour y suffisamment voisin de yo. La
convergence résulte immédiatement des considérations suivantes, et
sans qu'il soit nécessaire d'effectuer un calcul direct : 1° l'intégrale
doublement principale est développable suivant les puissances de a —x
et admet un rayon de convergence min imum différent de %éro (1),
lorsque y varie dans un domaine suffisamment petit autour du point yo?
pourvu que les coefficients a, b, c de l 'équation (5) soient holo-
morphes; a0 le développement est imivoque; d'une manière générale
les coefficients u^, u^ ... sont complètement définis quand on connaît
les valeurs de l'intégrale principale sur une seconde caractéristique
y==JV

17. Cherchons maintenant l'expression générale du coefficient u^,
quand on laisse les opérations 1 indéfinies. Désignons par ^o, u^ ...
les valeurs particulières que l'on obtient en a t t r ibuant d'abord à cette
opération une signification définie quelconque, par exemple celle qui
est déterminée par l'équation (26). Soient Uo, U ^ , ..., U^ les valeurs
les plus générales des coefficients. U^ est donné par la formule de ré-
currence

D^(U,0=I)(U^,,0.

La valeur la plus générale de U^, quand U^ est connu, est donc de
la forme

U,=X,(^o+^ f^^dy,
J u^

\{oo) désignant une fonction arbitraire de x et l'intégrale étant prise
à partir d'une l imite inférieure quelconque. Il en résulte ,que, U/^
étant donné, les diverses valeurs de U^ ne diffèrent que par le terme
^(oî)uo. En ^appuyant sur ce résultat, on voit facilement que l'ex"

(i) rwn0^.
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pression générale de U^ est de la forme suivante

( 28 ) U,, -:.- [J.Q ( X ) UQ -+- ̂  ( ̂  ) U^ -I- . . . -4- ̂  ( ̂  ) U^

les fonctions (Xo? p - i» • • • » ^ étant arbitraires et assujetties seulement
à rendre la série convergente. La forme (28) du coefficient ne montre
pas suffisamjnent la relation qui existe entre U^ et les coefficients qui
le précèdent. Cette relation peut s'obtenir très facilement de la manière
suivante. Le coefficient U/^ sera d e l à forme (28); posons donc

(29) U,,̂ == Vo(.T)uo 4- Vi (j;) r/i 4-.. . -h V/^H (^)a,,+i.

La loi de récurrence donne

1)^ ( U,, M ) = 1) ( IL ) = F.o ( .̂  ) 1) ( ̂ o ) • •1 - f^i ( X ) l) ( U, ) + ... 4- [J.n ( ̂  ) I) ( Un )
+• p, ( x ) 1)^ ( u, ) "1- ̂  ( .r ) .1)^ ( ui ) 4-.. . + ̂  ( x ) 1)^ ( ̂ /, ).

En tenant compte des relat ions I)^(^o) = °^ • • » •t^.(^) ̂  D(^-i)?
nous pouvons mettre ce résultat sous la forme suivante :

D.(U,,M)
=(^o4- ^)D(ao)+(^i"h ^^^(^i)^-- • .+(p-^r+- ^)D(^/^i)4- ^D(^).

En comparant le développement précédent à celui qui se déduirai t
de la formule (29), nous trouvons

( 3o) ^ = ̂  4- p.[, ^ = p^ 4- ^^, . . ., v/,-i ==1 ^,^1 4- ̂  ^^+1 ̂  ̂ ^

Le coefficient Vo est arbitraire. Les valeurs des coefficients v déter-
minées par-ces équations senties seules admissibles lorsque ^o, u^ . . , .
u^ regardées comme fonctions dey, sont linéairement indépendantes.
Dans le cas contraire, ces valeurs sont encore acceptables, mais la tonne
obtenue n'est pas la seule possible. Quand on passe d'un coefficient U/^
au suivant, on introduit à chaque fois une nouvelle fonction arbi-
traire VQ. Pour rumfbmiité des notations, nous représenterons par

. ^ JÀ^i L̂""lll dî1[n^ -j d/!10
f /r' î ^d^T ' La d^ •dx^

le coefficient de u^ dans le développement de Vn suivant les fonctions^;
les X désignent des fonctions de x seul.
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Nous aurons alors, d'après les équations (3o),

Uo:= ^o ^o?

Ui==(\-+- — j î )^ /o+ Â o^ l?
\ ^^ /
^ <:Ûi ^(A /. <^o\ .U,=^+^+^^+^+2^^+Ào^,

et, en général,

U.=^^C^4-Cl^^...).o

(3.) , +(^^C^.^C:^^.^

A ^o\ ./ 7^^ ..̂  n ̂ ,» ^^_^ 4- Âo Un,-

Le symbole C^ désigne dans cette expression le nombre des combi-
naisons de n quanti tés^ à/^.

18. Le développement obtenu pour le coefficient U^ va nous per-
mettre d'établir la forme générale des intégrales principales bolo-
morphes. Mais nous allons commencer par étudier certaines intégrales
particulières que l'on obtient en choisissant convenablement les di-
verses fonctions X» Posons

Ày^^O, À 1^=0, Â^——l=~0, Àp "^ l y

et supposons que tous les X dont l ' indice est supérieur k p soient nuls.
L'intégrale correspondante est représentée par le développement sui-
vant :

u, , , ( a — x Y-^ ( a — x )-^^=^(a-^)^^^^^..^^^^

cette série est convergente en même temps que l ' intégrale (aS); le
coefficient u^ étant supposé différent de zéro, la solution principale^
s'annule pour a = x ainsi que ses dérivées par rapport à a jusqu'à
l'ordre p — i inclusivement, et l'on a de plus

à^ '"-^f=.(^y,a),
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le symbole ^(^y,a) désignant toujours l'intégrale pr incipale repré-
sentée par la fo rmule (23).

Reportons-nous ma in tenan t , à l'expression (3i) du coefficient U^.
Les termes qui dépendent de \p dans ce coefficient sont

//. cÛn n(n - ï ) J2^, n ( n — î ) . . . ( / ? -+ -1 ) cî'1-^^
Â,^,+ ...̂ ^^+ ~^^^^^^^^^ ^.n^,^. . .4- --^^——— -..̂ ,,,

C'est le coefficient de
f a — . z - ) ^..,,.,.........̂ ,̂...,..._

dans le développement du produit À^(a)^ suivant les puissances
de a — ;r.

Donc l 'expression la plus générale des intégrales principales holo-
morphes est la s u i v a n t e

Z(/r,y, oî) ̂  \ (^) ^ (•'^ Y» 0 '+" ^i (^).si + À â ( a ) ^2-4- .. . + }̂  (a)^^+ . - . .

Cette suite est l im i t ée ou i l l im i t ée , assujettie seulement à être abso-
l u m e n t convergente dans un domaine f i n i . Les f o n c t i o n s ^(a) sont
n é ces s a i re m e n t s u p p o s é e s 1 K) 1 o m o rp lies.

19. Le calcul, précédent montre que toute intégrale pr incipale par
rapport à oc est développable en série de fonct ions s, ̂  s ^ , . . . , ̂ ,
les coefficients du développement étant des fonct ions de a seul. Les
fonctions ^ qui se déduisent d 'une même intégrale principale pour
laquelle le coefficient u^ est dif ierent de xényne sont complètement
déterminées que lorsque cette intégrale l'est e l le-même; or nous
savons que l'expression la p lus générale de l ' intégrale ^(^?,y,a) dé-
pend d 'une fonction arbi traire de .z\ Les solutions Z p peuvent varier
de forme avec ^(<r , j ,a) ; mais, quelle que soit la fonction in i t ia le ,
elles peuvent servir à représenter par un développement en série les
intégrales principales les plus générales. On peut encore modifier la
forme de ces développements d 'une inf ini té de manières; mais je n'y
insiste pas davantage, les résultats précédemment établis étant les
seuls dont nous aurons à ' f a i r e usage. ! !

20. Un cas particulier intéressantestcelui ou la série ( a3) se rédui t
Afin. de i ' E c . Normale. 3* Série. Tome X ÏL — AOUT 1895. , ^
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à un polynôme entier en a — x, c'est-à-dire le cas où le développement
de l'intégrale considérée est l imité . Quelle que soit I n é q u a t i o n , il existe
toujours\ine infini té d'intégrales principales pour lesquelles le déve-
loppement est i l l imi té , puisque le calcul de chaque coefficient in t ro-
duit une fonction arbitraire. Proposons-nous donc d'abord la quest ion
suivante : Étant donnée une intégrale principale développée suivant
les puissances croissantes de a — a ? , le coefficient u^ étant supposé
différent de zéro, elle développement se pour su ivan t au. delà du terme
de degré n, reconnaître s'il existe une intégrale de la même forme pour
laquelle le développement se l imi t e au terme de degré n.

Soit l'intégrale proposée
a — .y; ( y . — x^ ( a — x^z = UQ -4- -——— u^ 4- -—-"••";--—" ̂  4" . . . 4- -—-_. u.,, + . . .,l i . A '*' *

toute solution principale holornorphe sera de la forme suivante
„- ,„. a—x -,, ( a — a' ) .>

Z == Uu4- Ui —— + IL "-—^^^^^ + ...,
I J • <i

le coefficient U^n a pour valeur

U,̂  "=:= ^o(^') ^0+ ^l (^) ^1 + . . . 4" ^n (^) ï < n 4- P-^\ (•z>) ^-Kl,»

les fonctions (J-o, [j-^ . . , , [ ,̂, pouvant être choisies arbitrairement, ce
qui détermine tous les coefficients précédents. Si la seconde intégrale
se l imite au terme de degré n, on aura lî^+.i == o, c'est-à-dire

( 3% ) ^o ^o 4- ^i ^i 4- p-a ^2 4- . . . 4- f^. ^/,, 4- .̂.+.i ^/<,-(-1 = 0<

Cette relation montre que les fonctions u^, u^ ..., ̂ i-n considérées
comme fonctions dey seulement, sont liées par une relation l inéaire;
elles vérifient donc une même équation différent ie l le l inéaire d'ordre
n + ï de la forme

^/«n ̂  ^ ̂
p, ̂ .^ +p, ̂  .^... ̂ .p.^, u = o,

les coefficients p t ^ p ^ • » -y/Vu désignant des fonctions de <z? et de j.
Réciproquement, si cette condit ion est vérifiée, il sera possible de

prendre U,,.^ == o sans que tous les coefficients qui , le précèdent soient
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nuls. Le coefficient U,/,^ est défini par l 'équation
D;.(U//^)-.:D(U,^.0;

par suite, quand on aU^.+.i =-=0, on peut aussi prendre U^,.^'^ 0 e*' ^e

même pour tous les coefficients suivants. Donc l'intégrale Z corres-
pondante sera bien l imitée au terme de degré n.

Quand ^o, u^ ..., u^ regardées comme des fonctions de y sont li-
néairement indépendantes , il n'existe pas d'intégrales principales
bolomorphes dont le développement se l i m i t e à un terme d'ordre in-
férieur à n. Les résultats que nous venons d 'établir se résument dans
la propr ié té su ivante :

Pour (fu il existe une intégrale principale holornorphe à développement
limité au terme (F ordre n, il faut et U suffit yue toute autre intégrale prin-
cipale holornorphe regardée comme fo ne (ion de la seule variable y vérifie
une équation différentielle linéaire d'ordre n 4- ï dont les coefficients sont
indépendants du paramètre a.

21. Il est fac i l e de former cette équation di f férent ie l le ou, plus gé-
néralement, l 'équation l inéa i re a l a q u e l l e sa t i s fa i t l'expression géné-
rale du coefficient U^ quand on y regarde y comme la seule variable,
quelle que soit, d 'ai l leurs, l 'éqimlion proposée.

Pour y arriver, rappelons d'abord que toute intégrale holomorphe
par rapport à a qui, s 'annule pour a ̂  ^ est une intégrale principale,
et que ses coefficients vér i f ient les lois de récurrence (24). Si l'on a,
par exemple,

( a — / r ) ^ ( a — x Y ^ 1 1
^(.r,j, a) :•::,.:: -^^^^ ^+ ..̂ ^^^^^^^ , .;

les coefficients P()» ̂  — • sont donnés par les équations suivantes
I)^)-o, I)..(^)-D(^).

Cela posé, considérons l ' intégrale principale
a — x (a — x'f

z ( x, y, a ") ::= u^ + -.—."— ^i 4- -..--....—^^^^^^^ ^ 4- - < ,j ï , , A

et effectuons sur elle l'opération 1)̂ . On a

I), ( z ) - ̂ x !)„ (u, ) 4-{a^^ I), ( u, ) 4-....
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Or l 'expression
s,^ï)^3')=.^^az

est une solut ion de l 'équat ion I) i(^) = o qu'on d é d u i t de la proposée
par la première subst i tut ion de Laplace. El le s 'annule pour a==.r ;
c'est donc une intégrale pr incipale de la nouvelle équat ion , et le pre-
mier coefficient est une solut ion de l ' équat ion dérivée D^.C^)==o.
On a donc

Dt.^^l)^0-

Effectuons maintenant sur ̂  l 'opération D^,

D^^^Î^J^-^l'D,^^

la nouvel le expression ^^ ï^ ./;(^<) est' une solut ion de l 'équat ion
I)^(^)r=:o, obtenue en effectuant de nouveau la subs t i tu t ion de La-
place- Un a, par conséquent ,

»...î)i,..ï)^^.)=<>-

(Test l 'équation différentiel le du t rois ième ordre à laquel le satisfait
^. Le raisonnement précédent est général. En c o n t i n u a n t l 'applica-
t ion de la méthode, on arrive donc à l'équation dif férent ie l le su ivante
qui dé fini t u^

(33) I.)^..I">l..l,^-•^l„:J^(^^:=:o•

Le premier membre de cette équation est le p r o d u i t de n + i facteurs
différentiels symboliques du premier ordre* Nous al lons lu i donner
une autre forme en i n t r o d u i s a n t les invariants À, h^ ..., /^.

Le coefficient a^ de l 'équation QiÇz) ~= o, obtenue par l 'appl icat ion
régulière de la méthode de Laplace, a pour valeur

à k)^(/ î..Ji(7,.,,,.i),,,._^^^^^^^^^^^

D'autre part, nous avons

1)^0) •1^ e'-^.^' â (ue^^r),
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c'est-à-dire
1);,,(<Q^^,...A,-.^^^(«^^^^.

L'équation (33) devient donc, ident iquement ,

(34) hh^.Jt^e^y0 ,-^ à' T1—"^- 'î ^^nc^^^o.v ' / 1 à y /in-i ày / /„-<, ày h ày

Sous cette forme, elle s^intè^re immédiatement et donne

u^ e-^^fh dyfh^ dy . . .fh^.^dy.

Les intégrales é t a n t indéfinies , cliacune d'elles en t ra îne une fonction
arbi traire de X. Si nous met tons les l imites en évidence, le résultat
sera de la forme su ivan te , où. les X désignent ces fonctions arbitraires,

...r
-/ ^ày y y y

Un :•:= X o e ' -r" ^ h dy j Ai dy ... j h,,,.,. i dy
« V. ^-'r.. ^v,,

r'- I ^'y ^ ...r -y
-.h- X i e '" ̂  j f) dy j Ai dy ... 1 //.„.„.„ g dy + .. .

-'.y» />•„ /ro
(35) .+ . . . . . . . - . . . . . . . . . . . . . • - . . . . . . . . . . . • • -

/>>y
-/ ^^ /,y

4-X,,.-^ ̂  ; A^y
^ro

-/\.^
+x/^ J" .

La fonction Xo, q u i figure comme coefficient dans le premier terme de
cette expression, figure de la même manière dans le premier terme de
tous les coefficients d ' indices moindres. On a, en part iculier ,

ry- f ndy

^:=X^ ̂  ( -x)^ 1 , .

Il est fac i le de vérifier directement cette propriété; elle résulte, d'ail-
leurs, du calcul que nous allons effectuer. Nous avons donné au n° 17
une première expression générale du coefficient IL,'1 connaissant les
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coefficients d'un développement particulier. Or il résulte immédiate-
ment de la forme obtenue que les coefficients d'indice inférieur à n
sont complètement déterminés quand U,^ est connu.

Je me propose de les calculer. Pour cela, considérons l'intégrale
principale

a — x (a -•- x Y (a — x )/l

s == UQ -h -——— ^i + —-—— u^ -+-.. .+ — „ . , a,, + . . . .
I 1 « <Û fil J>

Par l'application de la substitution de Laplace, on en déduit les fonc-
t ions

^==D,,(^), ^^D^D^), . . . , ^^ )=D;,„.„l^D^„.^,, , . . .D^(^).

Cette dernière fonction est de la forme
(oL—xY1 (a — a'Y'^,^^^^^^^^^^^

le premier coefficient ^ étant égal à
I^^^D^.^,.r...'D,(u,),

Cela posé, la seconde substitution de Laplace permet de calculer
Z " , S "" , * « . » Z y Z,

connaissant ̂ . On a
^-=——^/^,-i J h,,^ \ àx )'

c'est-à-dire
, ï ( a — .y)^"1 i / àvn , \ ( ̂  — .y ") / î

5/t-1 == - A^ (;/l T.-T)!- + k7-\ (^ + bvH -('"--1} ( /r^)T + • • • ;

le premier coefficient de ce nouveau développement est égal à

— 7,—" ^^i^K^-î ,,y - .I)^(^),/<rt»-.i

le second contient ^.^ ; il semblerait tout d'abord qu'i l devrait dé-
pendre de ^n, mais il n'en est rien; nous avons, en effet,

^i^ ̂ ,̂̂  D^,,D^^.. .D, ( ̂ ,., ) + ̂ ..̂  D^,,^. J)^.) +...;
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d'où il résulte que le coefficient de ^——L s'exprime directement en
fonction de u^

En con t inuan t ainsi, on voit que les n premiers coefficients de z
pourront s'obtenir au moyen de u,, par une suite de différentiations.
L'expression de z au moyen de z ' 1 est la suivante (1)

- — T IY JLîy _î_iy (^ , — /, -s^cix L .̂ L -1- . . . - . ' - —L- ^L (^n^bdx\^ „— •—• s.f v ~.— .x./... . * . .a./ y ( •w j .,.—. L - * ' r \ î \ î i v — — — /'h y Ai y /in-\ ^ v / h àx Ai àx A,,-.i àx

L'application de cette formule donnera tous les coefficients d'in"
dice inférieur à n. Nous aurons, en particulier,

//„-:=(— ïY ,-.-— ̂ — .v / hh^.Ji^

Or le coefficient (^, d'après l 'équation (33), a pour valeur
ç^^e^^hh^^h^

Donc
U^^iY^G^^.

22. Quand l ' invariant h,,.^ est diiïerent de zéro, il est impossible de
supposer u^ nul sans que tous les coeff ic ients précédents le soient.
En effet, les n -+- î termes qui figurent dans l'expression (35) sont li-
néairement i ndépendan t s ; leur somme ne peut donc s'annuler que si,
chacun d'eux est nul séparément, ce qui donne X,o== o, X< === o, ...,
X^o.

Dans ce cas, les coefficients u^ u^ ..., u^^ sont évidemment nuls.
La même conclusion résulte aussi du calcul précédent, qui est appli-
cable, pourvu que les invariants considérés soient différents de xéro.

Donc, si le développement d 'une intégrale pr incipale se termine au,
terme en (a—^, l ' invariant/^ devra être nul . Réciproquement, quand
cette circonstance se présente, il existe des intégrales à développement
limité; on le volt immédiatement par les résultats connus de la mé-
thode de Laplace; on le déduit aussi avec facilité des principes que
nous avons démontrés dans,ce, travail; en effet, supposons h^ •== o. Les

( ! 1) DAnBô'ux, I^ons wr la Théorie ^énôrciîe •des surfaces,, t. Il, p. 3 i .
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intégrales principales par rapport à x de l 'équat ion 1)//,(^) === o véri-
fient alors l 'équation dérivée I)^(^)==o. Donc tous les coefficients
de ^ sont des solutions part iculières de cette dernière équat ion et,
par conséquent,, u^^ vérifie aussi l 'équation d i f férent ie l le (33), qui
admet déjà, comme solut ions part icul ières, les coefficients ̂ , u^ ...,
u,^ D'où résul te la propriété énoncée.

23. L'étude du développement en série des intégrales principales
va nous conduire à un mode de représentation des solutions qui s'en
déduisent.

Soit -s(^,y,a) une intégrale pr incipale liolomorphc ne s 'annulant
pas sur la caractéristique paramétr ique . Nous en avons déduit une
demi-solution de l 'équat ion proposée par la formule

/.r

(36) X=: / /(a)^(,y,7,aK/a.

L'intégrale pr incipale considérée é tant développable on série sui-
vant les puissances de a -- x, intégrons terme à terme l 'expression
de Z; les intégrales à calculer sont toutes de la forme?

/^•(a—,^.j ._.....^.—^/(a)^/a;

u^ est indépendant du paramètre; par conséquent , si nous désignons
par S^y(<r) l'intégrale /z10"^ indéf in ie de la fonction/(a?), nous aurons

^ F ^r:,^!y(a)^ •=: (.- t^A.V^)-
j ' t t

Par suite, l 'intégrale (36) équivaut au développement suivant

Z-= u^S/Ç^ - ̂ Sa/(.z-) +.. .4-" (- ̂ u^^/Çx} +-....

on bien, en remplaçant Sf(^) par-X,

( 87 ) Z == u^ X — u^ SX "h Uï Sa X 4" ... 4- (~- 1 Y1 Un S/, X 4-....

Cette série n'est pas nécessairement convergente/quelles que soient
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les intégrales indéfinies; niais elle admettra toujours un domaine de
convergence uniforme quand on considérera des intégrales définies
prises à partir d 'une même l imite x^ et que la fonction/(a) sur la-
quelle porte le signe d'intégration dans la formule (36) sera finie et
continue.

Supposons ma in tenan t que le développement de l'intégrale princi-
pale soit l imi té ; si nous remplaçons dans la formule (37) l'intégrale
^îeme, S,,X par le symbole X, nous avons le développement suivant

(38) Z=««^-«,^+...-,-(-r)»^X.

C'est la forme bien, connue de l'intégrale considérée pour la première
fois par Euler; elle s'exprime au moyen d 'une fonction arbitraire X et
d'un nombre l imi t é de ses dérivées. Elle appartient, comme on le sait,
aux demi-solut ions des équat ions intégrables par la méthode de La-
place.

24. Nous avons déjà remarqué que l 'intégrale

r '1j /(^)^(^"^)'? ^)
*•• .r.,

est une nouvelle solut ion principale de l 'équation proposée, dépen-
dant du paramètre .x"o et s 'annulant pour oc == .r^. Il est facile d'en dé-
dui re l'expression la plus générale des intégrales pri'ncipales par rap-
port à x : c'est la suivante

(89) Z(.r, y, .y,,) == 9(^0) s{x, y, x^ 4- f /(a, .̂ ) z{x, y, a) da,
<r,,

z ( x , y , a) désignant une intégrale pr inc ipa le donnée quelconque, par
exemple l'une des intégrales holomorphes que nous avons, étudiées.
La fonction Z(^,y, x ^ ) se réduit 'pour x === x^ à une so lu t ion de l'é-
quat ion dérivée ï)'^.Çs) ==0 et elle peut prendre sur' une seconde ca-
ractéristique y === y^ des valeurs quelconques données en fonct ion de x
et de XQ. Si Von détermine la fonction,/(a, ;T(,) qui figure dans la for-
mule (29) de manière que 1/intégrale Z soity pour j===yo égale à une

Ânn. de l ' R c » '.Normale. 3w Série» Tome Xïî . — SEim'.MBni-; 1896. • 34
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solution de l ' équat ion dérivée
I);.(^)=o,

l'expression obtenue sera une seconde intégrale, pr inc ipa le par rap-
port aux deux variables œ et y, et dont on pourra déduire par deux
quadratures l ' intégrale générale de l ' équat ion proposée. Cette déter-
mina t ion est possible ainsi que nous l 'avons d é m o n t r é ; mais il n'est
pas certain, que le calcul de la fonction /(a, ^'y) soi t , en général,
pratiquement plus s imple que la dé t e rmina t ion directe de l 'intégrale
doublement principale de M. Darboux. Je ne veux donc pas présenter
la remarque précédente comme une méthode d ' in tégra t ion . C'est seu-
lement une s impl i f icat ion dans les cas on la fonction y(a) peut être
fac i lement déterminée par les condi t ions énoncées-Toutefois , il n'est
pas sans intérêt de remarquer que le nouveau problème auquel on est
ainsi ramené comporte seulement la dé te rmina t ion d 'une fonct ion
(F une seule variable, car ̂  doi t être t ra i t é comme une constante.

25. Etudions en par t icul ier les intégrales principales des équa t i ons
intégrables par la méthode de Laplace. La f o r m u l e (38) représentera
une intégrale principale par rapport à «r, si l'on prend pour X une
fonction de x et d 'un paramètre .^o s ' annulan t pour ^ == ̂ , ainsi que
ses n — î premières dérivées, la n^1^ étant con t inue . On posera, par
exemple,

X= (.r—^o^?^ ^o).

la fonct ion cp é tant c o n t i n u e pour x == .-r^
La nouvel le intégrale p r inc ipa le sera aussi à développement l imi té

si le facteur <p(.r, ^o) est i n d é p e n d a n t de /x^.
La détermination de la solution doublement principale se ramène

au problème suivant ;

Trouver une/onction X vérifiant l'équation différentielle suivante, où
l'on suppose y ===== jo,

"- ( f/(I,r

^X^— ^X^--1) 4"... + (— Q^ ̂ ,,X = fi " ^

et qui 3'annule ainsi que ses dérivées jwqu à l'ordre n — ï. inclusivement
pour x == x^, 1 1 ! , ! ' ! , ! ! ^
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Le premier membre de cette équation linéaire d'ordre n peut être dé-
composé en un produit symbolique de facteurs différentiels du premier
ordre en faisant usage de la substitution de Laplace.

26. Revenons à la formule (37), qui. donne le développement d 'une
demi- so lu t ion en fonct ion des intégrales d'une fonc t ion arbitraire. Si
l'on pose X == ^—^—, nous retrouvons les solutions désignées par le
symbole ̂

(a —.r)^ (a — .•y;)^"1

=,=.»-^,--4-.<,^^-.-....

On voit que ^ peut être représentée par rintégrale déf inie sui-
vante

/*r — ( y _ / \p—i^=^ .̂ .̂̂ ,(.,,̂ ,,)̂ .

La considérat ion de ces intégrales part icul ières va nous c o n d u i r e à
un développement on série très remarquable pour les intégrales holo-
morphes. Désignons par 9,<(^,j) u n e intégrale déf inie par les condi -
t ions aux l i m i t e s su ivantes

^ ^ (.r—.r,,)^
9^1 ^9 Vi) ) ̂  ..^y».————— ,

9/z (^0.7) ^"û,

Soit d e , m ê m e ^^(.r^y) l 'intégrale qui. sa t i s fa i t aux condi t ions analogues

(L ( -T '\r'\ — ^ y ^ / 0 ;
Y/^.^-o» 7; "••1--" ""-"1—^ç—'j

tp,,(.y,Jo)= 0,

Les fonc t ions y^ sont des cas particuliers des intégrales ^.
II est fac i le de les représenter par des intégrales dé f in i e s en se ser-

van t de la f o r m u l e (21) .
On a ^ ! "

/>>r f " ( a_T ' y 1 - 1 (oc_ r V1 \c^ =J ,̂.»̂  + (, ( a, ,ro. ) •——^y—— ^ ( .r, y, ^, j-o ) c/a

et de même

^, = F' [CP ~Z»^ 4- ̂ (.r,, p) (-i--̂ L(,., r, ,.,, p) d^
Jy^ l.. V^ —— I / * /( * J
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en désignant par
5(^,7,^(3)

l'intégrale doublement principale de Riemann et de M. Darboux.
Soit aussi 90== 4^0 l'intégrale qui. se réduit à Funité sur les deux

caractéristiques. Nous avons
/"r

<po== ̂  s (a-, y , x,, jo) +• f b{a, y ^ z { x , y , a, y^doc
J^

^y
^ a(^o,P)5(^,J^o?P)r fi3•

''^

Toute intégrale holomorphe de l'équation proposée sera dévelop-
pable en une double série de fonctions y et ^.

En effet, cherchons à déterminer une solution s qui soit égale à des
fonctions holomorphes, données pour x == x^ et pour y =y^

.'r-.T-o^o f .r—.ro)2 (PS,
z ( x, y, ) = z (.ro, Jo ) + —,— ̂  + —^—— ̂  + - -

y — y o â 5 o ( y — y o ) 2 ^ ^ » .
z(^,y) = ̂ ^, yo) 4» —^— ̂  -h —-^^^^^^^^ ^ 4-....

Cette intégrale sera représentée par l'expression

z -= z{x^ yo) -s(.-r, y, ^o, Vo)

+ f'' riî (̂ 2£l 4- 6(a, yo) ^(a, yo)1 ̂ ^, y, ^. yo) da

+ fÏ^^J3! 4-0(^0, P) ^(.^o, (3) 1^^ y, .̂  (3) rf?,

ou bieBi, en intégrant terme à terme,
r),5o à^Zo^^y,+^y,+^-^+...

<)-3() , ^^-^o r .
-^^J^^--

'En, général, à tout développement en série absolument convergente
des valeurs 'initiales, on peut faire correspondre un développement
analogue de l'intégrale.
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PARTIE.
ETUDE DES LIGNES CRITIQUES DES INTÉGRALES.

27. Les intégrales de l'équation l inéa i re
». , , à^z àz , ̂I) ( z ) == o = -r—F- •+- a T~ ""h ^ T" "̂  cz

' ' à ( K O y àx à y

peuvent présenter deux sortes de lignes singulières ;
i° Celles qui, sont complètement définies quand on connaît les coef-

ficients a, &, c;
2° Celles qui, dépendent seulement des conditions initiales.
Nous appellerons les premières lignes critiques propres de l'équation

ou lignes cri t iques fixes; les secondes seront dites accidentelles; nous
qualifierons celles-ci, de mobiles quand elles dépendront d 'un para-
mètre arbitraire.

Je ne m'occuperai d'une manière spéciale que des courbes singu-
lières accidentelles. II y a lieu d'en déterminer d'abord la nature et de
chercher ensuite la (orme analyt ique de l'intégrale dans le voisinage
des différents points de ces courbes.

Dans l'étude de cette question, je ne prends pas pour base la for-
mule (22) qui, représente l'intégrale générale. Elle peut se trouver ea
défaut dans le voisinage d'un point crit ique. Je me propose de déduire
directement de l'équation même les principaux éléments de la solu-
tion. La méthode dont nous allons faire usage pourrait s'appliquer,
pour ainsi dire, sans modification à une équation linéaire d'ordre quel-
conque.

28, II f au t d'abord définir le genre de singularités considérées et
les propriétés sur lesquelles nous aurons à nous appuyer. Soit/(;r,y)
une fonction de deux variables admettant la ligne singulière x=€i.
Faisons décrire à la variable oc dans son plan un chemin de longueur
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finie aboutissant en a, sans tourner une i n f i n i t é de fois autour de ce
•point , ni passer par aucun autre point s i ngu l i e r . Dans ces condi t ions,
je suppose que la fonc t ion varie d"'une manière cont inue et tend vers
une limite/(a, y) holornorphe en y, à moins qu 'el le ne devienne
infinie. Le symbole/(a,y) désigne, comme on voit, non pas précisé-
ment la valeur de la fonction pour,x == a, mais une l imite relative à un
chemin déterminé décrit par la variable x.

La fonction cp(;r,y) ==/(^,y) — f(a, y) tendra vers zéro quand
x tendra vers a par le chemin considéré; nous pourrons donc nous
borner à étudier les fonctions qu i deviennent nu l les ou i n f i n i e s sur la
droite analytique x = a, et qui sont caractérisées par la propriété com-
mune que la partie réelle de leur logarithme devient inf inie . La dé-
rivée logarithmique ^ ne peut pas avoir une l i m i t e f in ie dans cette
hypothèse; nous supposerons donc qu'elle croît i n d é f i n i m e n t . l i e n
est de même du rapport des dérivées •(F— Si ce rapport é ta i t égal à une
fonction A(^;, y), cont inue et f in ie lorsque x tend vers a sur un chemin
déterminé, la fonction <p(.2?,y) ne pourrai t être n i nu l le n i i n f in i e pour
a?==a, quelle que soit la variable y, a moins d'être n u l l e ou inf in ie
pour toutes les valeurs de x et dey; aux hypothèses déjà faites nous
sommes donc amenés à jo indre la su ivante , que le rapport des déri-
vées ïf croît aussi indéf in iment lorsque x tend vers a.

Nous appellerons fonctions normales dans le domaine de la droite
singulière celles qui. j o u i r o n t de toutes les propriétés que nous venons
de considérer, et qui se réduisent en résumé aux suivantes :

i° Quand x tend vers a suivant un chemin déterminé, la fonction
devient inf in ie ou tend vers une l imi te holornorphe en y.

^ Si la fonction <p(^, y) devient inf inie ou nu l le , les deux rapports
^ et 2? croissent i ndé f in imen t»
îp Cfy

(L'expression croître indéfiniment s 'applique, bien entendu, aux mo-
dules des quantités considérées.)

Les hypothèses que nous- faisons sur les fonctions pourraient en
définitive se réduire à une^eule ; c'est que, sur un chemin aboutissant
au point critique et ayant une longueur finie, elles sont bien détermi-
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nées et n ' admet ten t d'autre discont inui té que l ' in f in i , et que la même
propriété a l ieu pour les dérivées et leurs rapports.

Les fonctions analogues aux intégrales régulières des équations dif-
férentielles l inéaires à une var iable indépendante présentent tous les
caractères précédents; elles sont égales à des sommes d'éléments de la
forme

u rr (.r ~ a)P [L(x — ci}]11 cp(.r, j),

ç(^, y ) dés ignan t une fonct ion holomorp'he en x etj, non nulle pour
gc= a', p pour ra i t être une fonct ion holomorp'he de,y; n est un nombre
entier posi t i f . Il est facile de vérifier que l 'élément fonctionnel u est
une fonction normale, et que la même propriété a lieu pour la somme
d'un nombre l i m i t é d 'éléments analogues.

.Le pr inc ipa l caractère don t nous aurons à faire usage dans nos
ra isonnement^ est celui qu i est relat if aux rapports î^? "kp^ Nous

* l A (f Cpy

di rons que la dérivée par rapport à x est i n f i n i e relat ivement à 9
et à (p... Cette considération nous permettra d ' i n t rodu i re dans nos
calculs certains résul ta ts de la théorie des i n f i n i m e n t petits, en regar-
dant , su ivan t l'usage, les q u a n t i t é s i n f i n i m e n t grandes comme des
i n f i n i m e n t pe t i t s d'ordre négatif. On peu t avoir à comparer des déri-
vées d 'un ordre supér i eu r au premier. Supposons que les dérivées
d'une fonction normale ç soient aussi normales aux environs du poin t
c r i t ique x = ci.

Si la dérivée (7—^, est n u l l e ou. i n f i n i e , ainsi que toutes les dérivées
Cw^"1 ' *

d'ordre moindre pour cette valeur de x, h dérivée nicïïle» ̂ ? sera

i n f i n i e par rapport à. toutes les autres dérivées du même ordre, ou
d'ordre inférieur , prises par rapport aux deux variables .a? et y.

29. Reprenons maintenant l 'étude des lignes critiques accidentelles
des intégrales de l 'équat ion l inéaire I)(^) == o. Je supposerai que le
po in t a n a l y t i q u e ( x y ) varie à l ' intérieur d'un domaine l imité E, où
les coefficients de l 'équat ion sont liolomorpbes. Soit^(^y) miefonc-
tion holomorphe dont tous les1 zéros si tués à l ' intérieur du domaine ïC
sont, des points critiques d 'une intégrale -s. La courbe analytique L,
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représentée par l 'équation Ç(^,y) = o, est une courbe singulière ou
critique de la solution considérée. La fonction ^(.r,j) est l 'une quel-
conque des fonctions holomorphes qui s 'annulent sur la courbe L ^
nous admettrons que ses dérivées —L et — ne s 'annulent pas s imul ta-
nément à l ' intérieur du domaine. Effectuons un changement de variable
analogue à celui que nous avons déjà considéré et prenons pour nou-
velles variables la fonction S; et une autre fonction holomorphe y],
assu'jettie à la condition que le déterminant fonct ionnel (— ̂  -— —? —n

M 1 û.x1 ày oy ôx
ne soit pas nul. L'équation transformée devient, en met tant en évidence
i . ^le terme en "pp

»»> s â^î-".<-'=»-
L'intégrale z que nous étudions se transforme en une fonction

z(^, y]), que je suppose normale sur la courbe singulière ainsi que
sa dérivée —

Si cette dérivée n'est pas infinie pour i; == o, s ne l'est pas non plus,
et par suite les deux fonctions-s; et — tendent vers des l imites holo"

<^
morphes en Y] ou égales à zéro. Examinons d'abord le cas où chacune

,Vâ^
de ces fonctions est nulle ou inf inie ; la dérivée "•—• sera inf in ie par^ à'cr
rapport aux tondions

as ()z <Ps y szv ^r ^? j^9 j^ô^
L'équation (4o) ne pourra donc être vérifiée, lorsque la var iable ^

tend vers zéro, que si l'on a en même temps —^ — == o1,
Donc la courbe singulière doit être une caracléri,sliqu:e.
Le cas où z et — ne seraient ni nul les ni infinies se ramené iromé-"

diatement à celui-là. En efïet, supposons que L ne soit pas une carac-
téristique et que, la,variable Ç tendant vers zéro, les fonctions ^ et —
tendent vers des limites holom.orphes.en Y], Oo pourra alors déterminer



SUR LES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS LîNÉAî 'RES, ETC. 278

une intégrale holomorplie s,; p renant pour ^ ===- o des valeurs égales à
ces limites. La différence z • ~ ~ - z ^ sera une nouvelle solution à laquelle
nous pourrons appl iquer tous les raisonnements précédents. On. devrai t
donc encore conclure que la courbe L est une caractéristique, ou que
la différence ^ — ^ est ident iquement n u l l e ; dans ce dernier cas,
les points de la courbe $ == o ne seraient pas, à proprement parler,
des points c r i t iques de l ' intégrale s , pu i sque celle-ci pourrai t être
étendue ana ly t iquernen t d 'une seule manière dans le domaine d ' u n
po in t que lconque de la courbe et y serait égale à une fonction holo-
morpbe.

30. Des considérations que nous venons d'exposer résulte ce théo-
rème :

Les intégrales nonn-ciles cl'une éc/ucilion linéaire aux dérivées parUelles
du second ordre de la forme (5) ne pewent cidmeMre d'cuilres courbes
cril'ù/ues accide/zicl/e^ que des careiclérù'lù/ues.

On peut remarquer que notre r a i sonnement est encore appl icable
lorsque la courbe ana ly t ique $ == o est pour l ' in tégrale un l i e u de
zéros ordinaires d 'un ordre sopérieurà l 'uni té , et non un l i en de p o i n t s
cr i t iques p rop remen t di ts .

Ce résu l ta t permet de préciser la portée du, théorème fbndamenta f
de Cauchy relatif à l'existence des intégrales. Toute solution normale
déf in ie par la cond i t ion que ses dérivées premières soient des fonc-
t ions holomorphes sur une courbe donnée autre qu 'une caractéris-
t ique est el le-même holomorphe dans le voisinage de cette courbe.

Toute intégrale normale qui s 'annule ainsi que ses dérivées du
premier ordre sur une courbe, autre qu'une caractéristique, est iden-
t i quemen t nu l le .

.D'après la méthode dont nous avons fait usage, nos résultats ne sont
applicables qu'aux, l ieux, de points critiques représentés par une équa-
tion analyt ique Ç(o'y y) == o.

Les caractéristiques singulières ne sont pas nécessairement isolées.
Elles peuvent former une suite continue ou discontinue, comme les
points singuliers d 'une fonction d'une seule variable.

31. Supposons main tenant qu 'une intégrale z admette une carac-
o/m. de I ' É G .Normale. 3e Série. Tome XÎL — SEPTBMMUÎ 189.5. ^
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tôristique singulière x ==- a. Proposons-nous de trouver la forme de
la fonction dans le voisinage de cette valeur de .z*. Nous pourrions
pour cela nous servir de la formule (22), qui représente l'intégrale
générale; les résultats établis précédemment, en ce qui concerne la
nature des courbes singulières, rendent cette méthode légitime. Cepen-
dant je ferai encore usage d'une méthode directe; je reviendrai à la
formule (22) pour compléter les résultats ainsi obtenus. Nous pourrons
supposer que l'intégrale normale considérée z tend vers zéro ou vers
l ' infini quand x tend vers a; dans"'le cas contraire, elle aurait une
limite holomorphe et il existerait une infini té d'intégrales holomorphes
prenant sur la caractéristique les mêmes valeurs que z. Cela posé,
considérons l 'équation

(PS ôz . os—- 4» a ^ ^ 4- Q^ ̂  0,
ô^<)f w ûy

Quand x tend vers a, la dérivée — est in f in ie par rapport à z et

a —; les coefficients a, 6, c conservent des valeurs f in ies ; d'autre
part le nombre des termes du moindre ordre in f in i tés imal de l'équa-
tion est au moins égal à deux; donc, si a est di lièrent de xéro, les deux
dérivées ——, — sont du même ordre et leur rapport a pour l imite

z ( y (J' . ô^z—a(a^y). Si l'on a a(a, y ) == o, --—— ne peut pas être d'un ordre infini-

tésimal supérieur à celui de z ou de r— cette dérivée sera donc infi-

niment petite par rapporta r— de sorte que le rapport

// ̂
{ à x ô y }̂  ,

\à^j

aura pour l imite zéro. Nous pourrons par suite écrire, q^il que
soit a,

cPs
àxày
~)z^

àx

• (a+e) ,
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£ désignant une fonction inf in iment petite. Cette équation peut être
intégrée; on en déduit

-r -y
( a + E ) dy

.ru/ / \ ^2 •V / r"
(40 ^=xe

en représentant par X' la dérivée d'une fonction X de x seul.
L'expression obtenue est de la forme

(42) ^=x^0r,y);

^y
— i (r t4-e)r /y . v i i •la fonction u == <? /r.» est continue par rapport a oc sur le c h e m i n

considéré et tend vers la l imite
^y^^'^^

Elle est, par conséquent, différente de zéro pour les valeurs de oc
voisines de a. De l 'équation (4^) nous tirons
(4,3) z= f^u\x,y)dx.

La limite infér ieure de l/intégrale sera prise égale à a si Z doit
s'annuler. Si la solution considérée devient inf in ie , il faut que X'soit
infinie pour la même valeur de oc; nous prendrons alors pour l imite
inférieure un nombre .-r, très voisin de la valeur singulière. Le chemin
d'intégration peut être défini par la succession des valeurs que doit
prendre x en se rapprochant indéfiniment de a. On doit supposer
que sur ce chemin, dans le voisinage du point a^ il n'y a pas d'autres
points critiques de la fonction X'.

Il est remarquable que la forme (4,3), obtenue pour l'intégrale par
un calcul direct, est justement celle qui, serait donnée par l'applica-
tion immédiate de la formule (22).

On peut, en général, modifier cette expression de la manière sui-
vante. Considérons le rapport

^ ^ f^u^yyda^
! x " ! , "^X/ dx ! 1 '

le numérateur et le dénominateur sont nuls ouinfinis pour . r===a;
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l 'expression se présente donc sous la forme indé te rminée ° on œ*
i 1 ' 0 " " 00

Le rapport des dérivées est une fonction b ien dé terminée de/r et dey
qui n'est nu l l e , ni i n f i n i e ; elle apour l imi te ^(a,y) =:: ^r^'^-'^^'.La vraie
valeur du rapport — ? si elle existe, sera égale à cette l i m i t e . La règle
de L'Elospital sera toujours appl icable à ce rapport si la fonction X'
est cont inue sur le chennin d ' i n t ég ra t ion , sauf à l 'extrémité a, el si
sur ce chemin, dans le voisinage i m m é d i a t du poin t cr i t ique, la varia-
t ion de l 'argument de l 'é lément X/ doc est in fé r i eure à un angle ^ qui.
soit lu i -même inférieur à deux droits. Dans ces condi t ions nous
pourrons écrire

^::-:rX,y(,r,r),

la fonc t ion cp é tant contin-ue et t endan t vers la l i m i t e ^-r"(a^x>l'. II est,
d 'a i l leurs , facile de trouver directement cette l imi t e . Nous avons, en
eiïet,

l ) ( J ) ^ : X j ) ( 9 ) 4 1 " " X , / , î ) ^ ( 9 ) ^ , o
ou bien

^ »( 9 H-î),( 9 ).:.:-:..: o.

"XQuand x tend vers a, y, tend vers zéro, et, par hypothèse, 0(9)
conserve une valeur finie. Donc l'expression IX, (ç) a pour l imite zéro.
On en déduit immédia tement la valeur de ç(a, y\

11 y a une cer ta ine analogie entre la méthode précédente et celle
qui donne les asymptotes d'une courbe algébrique en Géométrie ana-
ly t ique . Cette analogie peut encore être poussée plus loin, et la mé-
thode donnerait l ieu, dans un cas très étendu, au développement
d'une solution Z suivant les intégrales d 'une fonction arbitraire de x.
Considérons, par exemple, 1/équation qui. donne y,

D^ç î+^BCyî^o .

Posons
ç = <?-JWy,,̂  ^ ̂  ̂  .,,....̂  ^

La'fonction ^ tend vers zéro quand x tend vers a; c'est-, en général ,



SUn, LES ïjNTÉGHALES DES ÉQUATIONS LINÉAIRES, ETC. ^77

d'après l ' équat ion précédente, un inf in iment petit du même ordre
Xque.^.

Or, pour une classe 1res é tendue de fonctions, les seules que nous
considérerons pour le moment , les deux in f in imen t petits .^et8,^'
sont de même ordre, SX désignant l'intégrale de X prise à partir d 'une
l i m i t e inférieure convenable. On peut donc poser

(î == ~1- 91 •
SX
T"

Portant cette valeur dans l 'équat ion, et égalant a. zéro l 'ensemble
des termes du moindre ordre in f in i t é s ima l , on en d é d u i t , pour la.
partie pr incipale de p, l'expression

S X— ̂ ^,

MI désignant le coefficient de SX dans la formule {37). Nous retrou-
vons ainsi un résultat déjà, obtenu par une autre méthode plus rigou-
reuse et plus générale.

Remarque. — N o u s a v o n S y en général, qua l i f i é de s ingul ière la ca-
ractérist ique , r== îc ; cependant nos résultats sont encore exacts
lorsque cette caractéristique est un lieu de zéros ordinaires.

32. Après avoir déterminé la nature des lignes cr i t iques et la
(orme des intégrales dans le voisinage décès courbes, il reste à traiter
le problème inverse :

Trower une intégrale de forme donnée dcrns le domeune d'une carao
térù'lù/ue déterminée.

Nous étudierons encore seulement le cas où la solution considérée
est nu l le ou inf in ie sur la caractéristique. La solution se déduit im-
média temen t de la formule (22). Soi.t/'(<r) une fonction arbitraire
admet t an t le po in t s ingul ier x == a où elle est n u l l e ou infinie; dési-
gnons par 5o(.^,y, t) une intégrale principale ne ^annulant pas sur la
caractéristique paramétrique; l'intégrale

:^ f f'W^(x,y,t)
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satisfait, en général, à la condition que le rapport —— soit une fonc-
' c . J ^x )
tion continue dont la limite n'est ni, nul le ni, inf in ie , quand x tend
vers y. Pour que cette conclusion soit exacte, il suff i t que l'on puisse
appliquer au rapport considéré la règle de L'Hospital.

Nous pourrons alors écrire

f f\t)z^x,y, t)dt=f{x) u(a^y) ;

la fonction u est continue par rapport à x. Elle est, de plus, holo-
morphe par rapport à y en même temps que l'intégrale principale
z ^ { x , y , t ) .

En effet, soit
^^i^^^..y.^,.^....,

1 i . B'<

ce développement sera uniformément convergent par rapport à i,
pourvu que y —y^ soit suffisamment petit; par suite, l'intégrale s sera
la somme de la série

^^p^ffW^.r,n.U.

Or, on a, d'après nos hypothèses, en désignant par 4^(^»^) une
fonction continue qui tend vers la l imite y/,(a, a) quand x tend
vers a,

f f'W^,d^f(x)^^w,a).

Donc
7.=fw\^y^^(^^^. -.fw[^yz^^jL=^^..^

et la série qui figure dans cette formule est uniformément conver-
gente dans un domaine suffisamment petit.

Nous avons ainsi obtenu une solution dont le rapport à une fonc-
tion donnée/(o?) est une fonction continue non nul le pour .r=== a. Ce
n'est évidemment pas la seule satisfaisant à la condition énoncée. Il
en serait encore de même de l'expression

j V{t}f\t}z,{x,y,t}dt,dl.
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où F(^) désigne une fonction continue et bien déterminée sur le
chemin décrit par la variable x, ne s'annulant pas pour x == a.

Les conclusions auxquelles nous sommes arrivé peuvent se résumer
ainsi :

ï° Si l'on considère une intégrale normale de l 'équat ion D(^) == o
qui admet la caractéristique singulière accidentelle x = a, il existe
en général des fonctions X de x seul telles que le rapport ~ soit une
fonction continue différente de zéro pour x •==. a;

a0 Réciproquement, étant donnée une fonction X de x seul, nul le
ou infinie pour x ==: a, il existe une infinité d'intégrales telles que le
rapport ~ soit une fonction continue différente de zéro pour cette va-
leur de x.

33. Nous allons étudier quelques intégrales régulières simples. Re-
marquons d'abord que dans le voisinage d 'une caractéristique singu-
lière accidentelle x == a, il n'y a pas d'intégrales de la forme

(x-a)Wu{^,y),

la fonction u étant continue et différente de xéro pour .x* == a; au con-
traire, si l'on désigne par [A une constante, il y a lieu de chercher les
intégrales de la forme

s^ =: ( x — a )V' u ( .'z?, y ).

D'après les résultats précédents, il en existe une i n f i n i t é que l'on peut
représenter par Fexpression

( /(/)5o(^,y^)(^-a)t^1^-

Étudions, en particulier, le cas où l'intégrale z^Çx, y , l ) est holo-
morphe et développable suivant les puissances de (t — ^).,

t — x Çh—aîY
^,(.y,7, û) = UQ + —^— ^ + —^— ^ •+"....

Nous en déduisons immédiatement le développement de ^p en po-
sant

^= F p.(i -^P-^o^y^) dt.
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Nous avons, en effet;,

(44) ''^(---^^"«^(--•^^-^(^^f^-'^

Cette série est uniformément convergente en même temps que l ' i n -
tégrale principale dont elle est déduite , pourvu que (x ne soit pas un
entier négatif.

La formule (44) s'obtient par une détermination particulière de l'in-

/
1" :rtégrale de forme indéfinie . En supposant la partie réelle de ;x posi-

tive, nous avons
"r

,̂ = 1 pi ( l — a ) M-i ZQ (.r, y, t ) dL
J v.

Quand la partie réelle de p- est négative, on peut encore représenter
^ par une intégrale définie prise le long d'un lacet partant du pointa*
et dont le cercle a pour centre le poin t a :

(43) ^--sriiï^^^^'^^^^

Cette formule est en défaut quand p- est un entier négat i f . '

34. La méthode directe qui nous a donné l'intégrale principale nous
donnerait aussi ̂ . Ecrivons que l'expression

Ao ( a — x ' y ' 4" A,j ( a — .r)^4"1 4" A,â ( a — x}^ .4- ... . ,

où A O , A i , ... sont des fonctions de x et dey, vérifie l 'équation propo-
sée, quand on y regarde a comme un paramètre» Nous trouvons, pour
déterminer les coefficients, les relations de récurrence

îUAo)=<v (^4- ï ) r ^ (AO=D(Ao) ,

d'où l'on déduit immédia tement la formule (44)? <în désignant par
Mo» ^ i / . . < l e s coefficients du développement d 'une intégraie princi-
pale.,

Quand on connaît une intégrale z^ où l'on regarde a comme un



SUR LES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS LINÉAIRES, ETC. 281

paramètre, on peut en déduire par différentiat ion une infinité d'autres;
nous avons, en général,

àpz^ / '. /^..=^(^-i)...(^-p^i)^^.

Cette propriété permet de passer des exposants à partie réelle posi-
tive à ceux dont la partie réelle est négative.

35. L'intégrale ̂  que nous venons de définir dépend du paramètre
a, et comme el le vér i f ie l 'équation proposée quel que soit ce para-
mètre, les dérivées par rapport à ;x sont aussi, des solut ions .

Prenons, par exemple, la dérivée première ̂  et faisons ensui te
a==o, nous obtenons une nouvel le intégrale que nous appellerons s^o

/ s.. o —: u^ L ( a — ,r ) 4" Ui ( a — ,r ) [ L ( a — .r ) -~ i ]

4..,^(^^^)^L(a-^)-i-^1(46) i" TTi

f .4. ^1 (^~^)J.L(a~.^)-i— i~...-l1 4-. . . .
ni L 2 /U

En général, les expressions que l 'on trouve en. prenant les dérivées
par rapport à (x sont des intégrales1 régulières représentées par la for-
mule suivante

^ == Ç [y\t - a)t^ ̂ r^Y +p^ - a^L^T^1''''1]^^^ t)dt.

36. Nous avons exclu, jusqu ' ic i le cas où p- est un entier négatif. La
formule (44) n'est plus alors applicable. Posons ;j-== — n; l'intégrale

^r/^o(^J^) -
j (̂ r:7^ di

devient

^.,,---^,(.-,r)-»-)- -^ (cc-^-"+ ̂ f,-̂ ) (^-^2-B^-..

^7) \ + (Tr-̂ rr̂ ^^Tr-,) (0(—)-1

î }-" ^L(a - .^) 4- ^±! (a - ̂ ) [L(a - s) - i] +...

^///<, ̂  />Àt. NormaU;. 3e Série. Tome XIL 'SEPTEMBRE 1895. 'w
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On voit immédiatement que les intégrales à ind ice ent ier négatif

diffèrent des autres par une propriété impor tante , .[/intégrale 2p. repré-
sentée par la formule (44) est de la forme (a — ^'uÇx.y, a), la
fonction u étant développable suivant les puissances de a — x. î/in-
tégrale^, définie par l 'équat ion (47)» est bien aussi de la forme

(a~.'r)-^(.z-,y,a)

la fonct ion u étant continue lorsque la variable x tend vers a sur un
chemin de longueur finie et sans tourner une i n f i n i t é de fois autour du
point cr i t ique; mais elle n'est plus un i fo rme en général dans la région
de ce point.

Cependant il existe un cas où le logarithme disparaî t pour une va-
leur suffisamment grande de n\ c'est celui où l ' intégra le pr inc ipa le est
un polynôme entier en t —x. Nous savons que, dans ce cas, la première
suite de Laplace est l imitée, et que l ' une des f o n c t i o n s arbi t raires qui
figurent dans l 'intégrale générale peut être débarrassée de tout signe de
quadrature. Ce résul tat pouvait être prévu. En efle( , supposons qu ' i l
existe une intégrale de la forme suivante

^(•t^y^a)
—^r^/r7

a désignant un paramètre variable et uÇûû,y, a) une fonction un i fo rme
de a qui. n'est ni nulle ni in f in ie dans le domaine du point ^. Nous en
déduirons une demi-solution de l 'équation proposée par la formule

z=_ Çf^^^.^^
37uJ { y . — x y 1 1

l ' intégrale étant prise le long d 'un contour fermé entourant le po in t oc.
Si la fonct ion/ (a) est holomorphe à l ' in té r ieur du contour , l'expres-
sion de Z se met immédia tement sous la forme su ivan te ;

Ao/(.y) -h Ai/^r) +...+ A^/^Cr).

Les coefficients A sont, en 'général, des fonctions des variables x
^y- ! /

II1 résulte de là que l'équation proposée est intégrable par la. méthode
de Laplace. Réciproquement il est évident que toute équation pour la-
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quelle la première subs t i tu t ion de Laplace donne une suite l imitée se
t e r m i n a n t au bout de n — ï opérations, admet une in f in i t é de so lu t ions
I I P • ï ' '• u ( x , y, ff.) , , , , , «Cr, y, a.)de la forme considérée^——J—— ou, plus généralement, •-——>^——,.( a 1 — .z')^ l ° (a — .z")^7'

Si la so lu t ion z regardée comme fonction de x admet le pôle a, nous
donnerons à la ca rac t é r i s t i que x == a le nom de caractéristique po-
laire.

Nous p o u v o n s donc énoncer la proposi t ion su ivante :

Les équations intégrables par la méthode de Laplace sont les séides dont
les intégrale:-! puissent admettre des caractéristiques polaires acciden-
telles.

37. En introduisant les dérivées à indices quelconques ( 1 ) , on peut
donner une forme remarquable aux intégrales que nous avons dési-
gnées par z^. Appelons dérivée d'ordre n de la fbnctiony'(.r) prise a
partir de la limite ^o, l'intégrale

V{n. 4".i) /'• f(z}ch^^^.j .̂.̂ ..,̂ ,̂

prise le lon^ d'un lacet à bords rectili^nes p'arlant du |)oint .x'o eten-
tourani le point ̂ ; nous représenterons celle dérivée par le symbole
/' ( î 1 1 1 f \ltt(-7-^ ) * 1,,/expression précédente de la dérivée est illusoire quand n
\ut-^ ' / ,r,,

est un ent ie r négatif. On la remplacera alors par

T r" f^}ch
Ï{-n)J^ {x-z)'^'

qui est équivalente à la première lorsque n n'est pas entier.
L'intégrale Zy, est définie par la formule suivante, en supposant la

partie réelle de p- positive :

^,=^ f {t-^^z^,y,t}dt. ,
Jy,

( 1 ) Poir LA^litîNT, Trente d',///ial};ve, l* ÏU, p. 4^7-
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D'après la défini t ion de la dérivée, on peut donc la représenter par

e^'^Tw
^p^o(.r,.r,<0

àt-V4 == ^'p-r(^•M) ^^5^^ • t

^"-^

ou b ien , en chanseant les limites

^r/-([j---l)r (P.-H)
^-•î^o^f^^l".̂̂ .̂ ^ ,

Quand la partie réelle de [M est négative, en général, l ' i n t ég ra l e est
encore représentée par le même symbole; mais i l n'en est p l u s de
même quand |x est un ent ier négatif*. Dans ce cas, l ' in tégrale ne peut
plus être regardée, à un facteur près, comme u n e dérivée de la fonc -
tion ^o. Les formules que nous venons d'établir con t i ennen t un f ae tou r

()" Zqu i devient alors in f in i . La dérivée "j—1 <est b ien une so lu t i on , ma i s
ce n'est pas celle que nous avons appelée
ent iernégat i fse déduisent par d i f f é ren t i a t ion de l ' in tégrale
par la formule (46)-

On a

. Les intégrales à indiceà indice
o définie

,_ (—i)"-i ^^,,(.r,y, a),̂,~ ̂ ....̂ ^ - , ^ - . — — ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ .

38. Les intégrales que nous venons d'étudier sont des f o n c t i o n s
holomorphes de^ en même temps que l ' intégrale p r inc ipa l e ^(,r^y, ' ( . ' " ) .
En général , toutes les intégrales représentées par l 'expression

( f ( t ) ^ ^ , y , t ) d t

jouissent de la même propriété; nous savons d'ail leurs que z^ peu t
-être supposée holomorphe dans le cas ou x 'et y varient dans un do-
maine suffisamment petit , où il n'existe aucun point critique des coef-
ficients de l ' équat ion; le paramètre i varie dans la môme aire que la,
variable x.

' Cela posé, considérons une intégrale Z qui possède de'ux caractéris-
tiques, singulières1 ^^=== a, e t y = = ^ . Il existe une inani té de solutions
de cette nature ^ue l'on peut déduire de l a , f o r m u l e (23); il suffit
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pour cela de prendre pour/(a) une fonct ion qui possède le po in t cri-
tique a == a ^ , et de môme pour ç(p) .

On voit que Z est la somme de deux termes Z, et Za; la première
de ces fonctions admet le po in t c r i t ique a, ; elle est, en général, holo-
morphe par rapport à y et développable suivant les puissances en-
tières et positives de j — ^. La seconde joui t de propriétés analogues.

Donc, en général, toute intégrale possédant deux caraclénslù/ues sin-
gulières d'espèces différentes est la somme de deux intégrcdes particu-
lières dont chacune admet une seule de ces caractéristiques singulières.

Notre ra isonnement et, par suite, la conclusion précédente seraient
en défaut si le po in t (a,,, [^) é ta i t un po in t s ingul ier des coefficients
de l ' équat ion. L' intégrale principale, considérée comme une fonction
dey, ne serait p lus nécessairement holomorplie dans le d o m a i n e du
poin t p i , quand x et a va r i en t dans une aire si petite qu'elle soit,
comprenant le point a^ Supposons, par exemple, que l ' intégrale
^(^•, y , a) possède an l ieu de points c r i t iques propres G ( œ , y ) ==o.
La caractéristique paramétr ique rencontre cette courbe en un certain
nombre de points dé f in i s par l 'équat ion

G ( a, y )=ro.

Soit [4 l 'o rdonnée d 'un des poin ts d ' intersect ion. Dans le domaine de
la caractéristique y == p, l ' intégrale pr inc ipa le ne sera pas, en général,
holomorphe.

Bien que l'étude des courbes singulières propres n'entre pas dans
ce travail , je vais considérer le cas d 'une équation s imple qu i mettra
en évidence des propriétés remarquables.

Soit l 'équat ion
ô^z n ()(j ûz m à^j as

jï^/ """"'" G 7)y ~()<y G àx f ) y ~ ~ " 9

G dés ignant nne fonc t ion entière irréductible, m et n étant des con-
stantes. Nous allons chercher la forme des1 intégrales normales dans
le voisinage de la courbe s ingul ière G(^ , j )===o . Prenons sur cet te
courbe un po in t o rd ina i re (^o^o1) ou la tangente ne soit pas une
caractérist ique, et dans le domaine duquel il n'y ai t pas de caracté-
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r is t iques s ingul ières accidentelles de l ' intégrale é tudiée . Il existe u n e
intégrale holomorphe dans le domaine (lu point considéré, pourvu que
la somme m-+-fi ne soit ni nul le , ni égale à un ent ier négatif . En e f fe t ,
écrivons l ' équat ion sous la forme

. à^z àG ()z ÔG àz( ,\ ) d --,—r" + n --— — + m ——•==. o.' / àx ày ày ôx àx ày

En v faisant G === o, nous trouvons la relation suivante, qui doit être
vérifiée sur la courbe

/Xx ùz (){\ àz( } } ) fi — — -|- m ,-- — = o.' ' ày Ox ( ) x ôy

11 suffira de connaître les valeurs de l 'une des dérivées pour que l ' au t r e
se trouve complètement déterminée. L'intégrale dépendra donc seu-
lement d'une fonction arbitraire. Supposons que l 'on donne sur la
courbe les valeurs de s en fonct ion holomorpbe de .z''; les dérivées
d'un ordre quelconque prises par rappor t à cette v a r i a b l e seront dé-
terminées au poin t ( ^o»yo)* Pour développer l ' i n t é g r a l e en série de
puissances, il f au t calculer les aut res dérivées. On les obtiendra en
différent iant l 'équation (A) par r appor ta x et à y et en f a i s a n t , dans
chacune des dérivées obtenues, G = = o . La série calculée admet un
domaine de convergence, comme il est fac i le de le démontrer. Elle
représente donc une fonction holomorphe satisfaisant à l 'équat ion (A);
elle vérifie aussi la cond i t ion (B ' )en tous les points de la courbe G==o,
bien qu 'on n'ait pas tenu directement compte de cette re la t ion dans le
calcul des coefïicients. L'existence de l ' intégrale holomorpbe é t a n t mise
en évidence, proposons-nous de t rouver les intégrales normales plus
générales. D'après ce qui précède, on pourra les supposer nul les ou
inf in ies sur la courbe. Lorsque le point variable (^,j) tend vers le point
C^(P ro) en décrivant un chemin non situé sur GJes dérivées <-1 et -r

</ 0^ (J y

sont du même ordre; leur rapport est une fonction cont inue différente
de zéro, pourvu qu'aucune des caractéristiques du po in t (^'o,yo)m s01^
un lieu de zéros ou de points singuliers. La dérivée, prise parallèle-
ment à la tangente à la courbe, sera i n f in imen t petite par rapport aux
autres; d'où Fon déduit que le rapport ^r : (— a pour l imite la valeur
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de — : — au po in t (.ro,jo). Posons donc0 » , / 0 / • •* " ° '/ " *ijl v l " ll v;

<}:î . ̂  -= ̂  . ̂ ° _ .N

<À2" ' ^y \(),T ' f)y c^

£ ( l é s i snan t une fonc t ion i n f i n i m e n t pe t i t e , dont nous supposerons que,
dans le domaine considéré, l'ordre i n f i n i t é s i m a l reste supérieur à u n
nombre pos i t i f su f Ï i samment petit quand, on prend G" comme i n f i n i -
ment p e t i t p r i n c i p a l * Portons les va leurs ob tenues dans l ' équa t i on ;
nous en d é d u i r o n s

(^S ( ) Z , , T ()d
..... ; —— rr: — ( m + n 4- £ ) 7, -r" ;

ux ôy ô.r G ôy

ce (|ui nous conduit à poser

ô.:L-.^,„.-nù{l„,„„..„,-.„. \ a > «,
ÔX (),V

u dés ignant une fonc t ion q u i conserve une valeur f i n i e ; par s u i t e ,
sera, en général, de la formez sera, en gène

^l-M-// ̂

On a u r a i t t rouvé d i r e c t e m e n t ce résul ta t en supposant d'abord les in -
tégrales régulières dans le domaine de la courbe (1). Si l 'on pose
z =: G7'^, on trouve pour dé f in i r r I n é q u a t i o n dé te rminan te

/• ( /- ..»„ 1 «.(.« /^ .̂» /^ ^ ̂  Q ^

La racine n u l l e correspond à l ' in tégra le holornorphe; la seconde, à
celle que nous venons de définir . Le mul t ip l ica teur ^ peut se calculer
comme la première intégrale en fonction de données in i t ia les .

Des résul tats que nous venons d'établir, je conclus que toute inté-
grale n o r m a l e sur la courbe sera de la forme suivante, où u et (^dési-
gnent des fonctions con t inues ne s ' annulant pas sur la courbe dans
le domaine du point (^o»yo)» à moins d'être identiquement nul les-dans
ce domaine ! ! ! . 1 1

s-=u 4- G1-^"^,

( 1 ) Voir V. HOHN, AcUt mcuhemctticci, t. XIL
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Cette forme ne convient p lus quand l 'une des caractéristiques du
poin t (^(pYo) es t l i eu de zéros ou depo in t sc r i t i ques . Examinons main-
t enan t ce qui se passe pour l 'intégrale pr inc ipa le ^(,^,j,a), holo-
morphe sur la caractéristique paramétrique, sauf aux points où elle
rencontre la courbe G. Pour x == a, nous avons à un facteur près

s (a, y, a):=G(a,^

Or, il est en général impossible d'avoir dans le domaine du point
y ^ p

«(a, y) + G-^^ (.'(a, y) -= (%,,

si les fonctions ^ e t p sat isfont aux cond i t ions énoncées. Donc, l 'une
des caractéristiques du point (a, p) sera •un lieu de points singuliers
ou de zéros de Pintégrale p r inc ipa l e ; ce sera la caractér is t ique y== p.

Cette discussion sommaire met en évidence les propriétés curieuses
et intéressantes des caractéristiques singulières accidentel les qui , se
coupent sur un lieu de points cr i t iques propres de l ' équa t ion . En gé-
néral, il n'est plus possible, quand u n e intégrale possède deux carac-
téristiques de cette nature, de la décomposer en u n e somme de deux
autres, dont chacune soit holornorphe dans le domaine de l 'une des
caractéristiques considérées.

39. Une intégrale peut s 'annuler sur deux caractéristiques sans être
ident iquement nul le dans le voisinage de ces deux courbes si el les
se coupent sur un l ieu de points singuliers propres de l 'équation.

Supposons que l'on a i t 5=0 pour x == a quel que soit y, et pour
y= [j quel que soit.r. L'intégrale étant supposée normale dans le voi-
sinage de ces caractéristiques, nous pouvons écrire

z -= X //,

X s'annulant pour x = a et u étant une fonction continue de x ayant
pour limite e^1^ quand oo tend vers a. Cette l imi te devra s'annuler,
par hypothèse, poury == ^ ; donc le point (a, p) appart ient à une courbe
singulière du coefficient a. Il appartient aussi à 'une courbe singulière
du coefficient b.



SUR LES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS LINÉAIRES, ETC. 289

Quand deux caractéristiques peuvent être des lieux de zéros acci-
dentels, les intégrales ne sont plus déterminées par leurs valeurs sur
ces droites.

40. Les intégrales qui possèdent des caractéristiques singulières
mobiles sont liées étroitement aux intégrales principales. Elles peu-
vent aussi être ut i l isées pour l ' intégration de l 'équation proposée, ou
du moins pour en calculer des solutions plus générales dépendant de
fonctions arbitraires. C'est ce problème que nous a l lons ma in tenan t
étudier.

Considérons une solution zÇx, y, a) qui possède une caractérist ique
singulière ^'=== a dépendant d'un paramètre variable; l ' intégrale

%=r=y/(a),G(.r,y, a) da,

prise le long d 'un contour fermé simple à l ' in té r ieur d u q u e l est com-
pris le point cr i t ique a == x, vérifie encore l 'équat ion proposée et dé-
pend en général d 'une fonct ion arbitraire de x. On peut d 'a i l leurs
supposer que le contour d ' intégration se déforme et varie avec A'; ce
sera par exemple un lace1! issu d 'un p o i n t fixe x^ et dont le cercle a u -
rait pour centre le po in t variable x. Dans d 'aut res cas, au contraire, i l
y aura lieu de considérer des lacets pa r tan tdc . re t en touran ides poin ts
critiques de la foriction/^a), ou des chemins d ' intégration non fermés
à l imites variables ou fixes. S'il existe une seconde caractéristique sin-
gulière mobilcy = (Ïnous déduirons encore de l ' intégrale proposée une
seconde série de demi-solutions dépendant d 'une fonction arbi t ra i re
de j. L'ensemble des solutions ainsi obtenues représentera l 'intégrale
générale s'il, est possible de disposer des fonctions arbitraires qui y fi-
gurent de manière à satisfaire aux condit ions les plus générales qu i
définissent les intégrales.

Il n'est pas nécessaire que les deux paramètres a et p soient dis-
tincts : l'un peut être fonction de l'autre; c'est ce qui aura l ieu, par
exemple, quand le point analyt ique (a, p) décrira une courbe cr i t ique
propre de l'équation proposées Dans ce cas, l'intégrale regardée comme
fonction de a a deux séries de points critiques, les uns dépendant de
x, les autres de y y parmi lesquels on considérera un de chaque famille.
A chacun de ces points critiques, on peut faire correspondre par l'in-

Ann.del^Êc» Normale. 3e Série. Tome XÏ Ï . SÊPTKMBRIÎ 1895. 1 ^7
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tégration une fonction arbitraire, ce qui donnera une intégrale de la
forme suivante :

Z=r f/Wz{.r,y,a)da -+- f (f (a) 5(^,7, a) cla;
J ^ «^y

la première intégration est relative au point crit ique x, la seconde au
point crit ique dont Faffixe est fonction dey. Toute intégrale relative à
un contour enfermant à la fois les deux points est en général décom-
posable en une somme d'intégrales simples analogues aux précédenfcos.
Quant à l 'étendue et à la généralité de la so lu t ion trouvée, on ne peut
la définir avec précision qu'après avoir é tud ié la forme de la fonc-
tion 5(.^,y, a), autour de ses points critiques.

41, Nous allons montrer cependant la possibilité de calculer des in-
tégrales principales ne s 'annulant pas sur la caractéristique paramé-
t r ique . Considérons une solut ions {x, y , a), possédant la caractéristique
singul ière mobile x ==a» sur laquelle elle est nulle ou in f in ie . 11 existe
des fonctions/^, a) telles que le rapport z \j\x, a) soit une fonction
continue quand oc tend vers a.

Posons

(48) Z(^ y) = —— f ,^^^^^^^^^^ da.
v / ' v ^^/,,/(^o^)(^-^o)

L'intégrat ion est relative à un contour fermé dont l 'origine se trouve
en un point x^ infiniment voisin de x^ et dont l 'aire renferme les deux
seuls points crit iques x eta^. La fbnction/(^, a) n 'é tant pas en gé-
néral uniforme, nous désignerons pary(<yo»1 a) la valeurque prend cette
fonction quand le points tend vers x^ par un chemin de longueur f in ie
intérieur au contour d^intégration. Cela posé, faisons oo == ^o, l 'intégrale
devient

2.-. Ç ^Jli^i^^_rly.1 ̂  U,. /(^'o» ̂  Ra — .^o) " ' .2711,

ou bien, en posant ̂ (.r,j, a) =/(^, a)a(<r,y, a )»

^/Z(^y)=~f^y-a)Ja.'- o ï / / 27:/,/. (a-,^)
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Nous pouvons, sans changer la valeur de l ' intégrale, remplacer le
contour d'intégration pr imit i f par tout autre chemin fermé avant la
même origine et renfermant le pointa. Comme le pointa est infini-
ment vois in de x^ il est aussi permis de supposer le contour d'intégra-
tion inf in iment pet i t ; ce sera par exemple un cercle de centrer, dé-
crit dans le sens positif. Les valeurs que prend a sur ce contour sont
in f in iment voisines de ̂ ; par conséquent , si la fonction u est con t i nue
par rapport au paramètre, la valeur limite de l'intégrale quand la dis-
tance x^x^ tend vers %éro est égale à

^(.ro>.r,^o);
c'est une solut ion de l 'équation dérivée

l),(^)=o.

Donc, dans la même hypothèse, Ja valeur l imi te de Z(^r,j) est une
intégrale principale ne s 'annulant pas sur la caractéristique paramé-
tr ique x == x ^ ,

Pour que notre raisonnement soit applicable, il f au t évidemment
que la caractéristique singulière soit située à une dis tance f inie de
toute autre de même na ture , que rintégrale (4,8) ai t un sens bien d é f i n i
et tende vers sa l i m i t e d 'une manière cont inue lorsque le paramètre x^
varie.

Quand la fonction s (,y, y, a) n'est ni nulle, ni inf inie pour x = a,
on peut, dans un cas très général, en déduire une autre intégrale qui
s 'annule sur la caractéristique singulière. Faisons décrire à la variable x
un contour fermé aussi petit que l'on voudra autour du p o i n t a ; en
général, la fonct ion ne reprendra pas sa valeur primitive, mais se
transformera en une autre intégrale ̂  telle que la différence s — ^
tende vers zéro quand x tend vers a; à cette différence, notre raison-
nement est applicable*

L'intégrale principale Z, définie par l 'équation (48), n'estpas la seule
qu'on puisse déduire de la solution considérée z Çx^y^, a) par la
méthode que nous venons d'indiquer. Il en existe une1 inf in i té d^utres
dépendant d'une fonction1 arbitraire et représentées par l'expression

_. Ç y (oc) -̂ ."̂ ^«îl- —:^_.
37U J { ) S (XQ, Jo? Oi) OC— A'o
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Le contour d'intégration est toujours celui que nous avons défini
p lus haut ou tout autre chemin équivalent ; la détermination du déno-
mina t eu r z (^,, Vo, a) sera choisi de telle façon que x tendant vers x^
le rapport —i^?-^^^ conserve une valeur f in ie . La fonction F (a) n'estz \^Qf y~{^ a)
pas nécessairement indépendante de »T() ni. holomorphe en ce po in t .

De ces généralités, quoiqu'el les soient nécessairement fort vagues,
résulte pourtant la possibi l i té d'intégrer complètement une équation
linéaire de la forme (5) quand on en connaî t une intégrale qu i possède
deux caractéristiques singulières mobiles de familles différentes.

Considérons, par exemple, l 'intégrale z^ dont nous avons donné le
développement en série; en app l iquan t la, méthode précédente, on en
déduit une intégrale principale par la formule

y — JL f '̂̂ L^iLl ,/.,
'Jl"'1"""' 27T^^,(a—.ro)! /•+l " < '

On retrouve identiquement le développement de l ' intégrale
,y. — ^

,3 = //(.»•+- —~~ (^ -h . . . .

D'ailleurs, la connaissance du développement en série d'une inté-
grale ̂  donne imméd ia t emen t le développement correspondant d 'une
intégrale pr incipale qu i ne s 'annule pas sur la caractéristique paramé-
trique.

Soit
z ̂  ,::.;= ( a — x ) P' A. o -h A i ( a — x ) + A 2 ( ̂  — -^ )2 •+-... ;

nous en tirons pour les coefficients u^ u^ . . . les valeurs suivantes :

^o= A<>, ai== (jj- 4- f)A,i, ..., a/,= (p "H ï ) (^ •4- 2) . . . { [ j . + n} A,,.

42. Les fonctions de trois variables
s { x , y , a )

qui vérifient une équation l inéai re aux dérivées partielles du second
ordre de la forme (5) à coefficients indépendants de a sont des solu-
tions ,d'une équation, aux dérivées partielles à coefficients constants.
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Considérons l 'équation
293

(A)
à^z àz , àz

-.—r~ 4" a — "(- b — == o.ûx a y àx ôy

Nous savons que toute équation l inéaire du second ordre à caracté-
ristiques distinctes peut être mise sous cette forme quand on en connaît
une solution part iculière quelconque. Pour que la fonction z (ce, y, a)
vérifie cette équation, quelle que soit la troisième variable a, on doit
avoir

s p q

ds ()p àq
ÔCX. <)ff. ()a •r= 0,(B)
à^s (Y1? à^ff
J^ ^? J^

en posant, suivant l'usage,
jF's
<).r à y

ds
^:==^ Dy

://.

Réciproquement, toute so lu t ion de l 'équation (B) vérifie une équa-
tion l inéaire aux dérivées partielles de la (orme (A).

Cherchons les solutions de Inéqua t ion B, qui sont égales au produil,
d'une fonction de x et de a par une autre fonction dey et de a.

Soit
^=XY;

nous poserons
€lX ^Y,_ Vf......„,..„ A, , rrT.^<:r """"'" ' ' 9 dy

p =: X/ Y, q = Y X, .1- == X' Y' ;
On a

en portant ces valeurs dans l 'équation (B), on en dédu i t

^ ^X _ d2^^ y
Y' —71^

d^T
^ ^dcê 9. dV dcê Tloê 2i Jlx/

X7 "af^"
(C) dx^ 1 da'Y7^'^

" da ' da
ûfX/

XX' <îfa " " da

Le premier mem,bre de cette équation ne dépend pas de <r, le second
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ne dépend pas de y. Chacun d'eux est donc une fonction de a que je
- , ^Wreprésente par i——'

On a donc, en intégrant par rapport à a,

rfX ^cW
A ——-- — A. —,—•-

dy. aa ,————^——— ^(a)^(.r)

et, par suite,
^ =o(a)^(^)+0(^) .

De même,
^ =îp(a)^(j)-h0i(y),

^ (^), 0 Çr), ̂  (y), 0/y) désignant des fonctions arbitraires.
L'équation aux dérivées partielles qui correspond à ces valeurs sera

/gn Ĵ -i, ^ ___^if')^ ^ fh(->/)
{ ! f ) àxày ^ ôx ̂ {x^^^{x}^[y) ' ày ^{x) 0 , ( y ) - 9(.r)^(j)

En prenant comm.e nouvelles variables

'.-^rl) . . .^^)^,^^, ,̂,̂ .̂

on la ramène à la forme simple

^ ^J ^^ F ^ .^Ij^) ^.
,^^ ^^ ^^n > (hï ^-7} ""

La substitution considérée peut être en dé fau t quand l'un des rap-
ports ^ ou Y] est une constante.

Nous intégrerons dans la troisième Partie toutes les 'équations de la
forme E.



SUR LES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS LINÉAIRES, ETC. 2q5

TROISIÈME PARTIE.

43. L'équation d'Euler et de Poisson
,—, - - ^z ^ ^ (3 ^-E p, f^) -—r- — —— T~ 4" —— — =o(}x à y x — y ox ,:r—y a y

a été, de la part de M. Darboux, l'objet d'une étude approfondie. Je me
propose d 'appliquer à cette équa t ion remarquable les résultats géné-
raux démontrés dans les deux premières Parties.

L'équation considérée admet l ' intégrale part iculière suivante

(4,9) ^j-, a) == (a - ̂ Y^ (a -j)~P'.

On reconnaît immédia tement qu'elle présente tous les caractères que
nous avons établis. Elle possède deux caractéristiques singulières
mobiles oc == a, y === a, se coupant sur la droi te a; — y == o qui. est l ieu
de points singuliers propres de l 'équation. Quand x tend vers a, i l
existe une fonct ion de x seul, (a—,'r)'"^ telle que le rapport

^.^.^

soit, dans le voisinage de la caractéristique considérée, une fonc t ion
continue, holomorphe en y et différente de zéro dans toute région du
plan d e s y q u i ne comprend pas le point s ingul ier y == a. De plus, ce
rapport est une solution de l'équation dérivée

. . , au ^u
l)'. ( U ) -= 0 == -r- 1-- ———— ?"y- ' / à Y x — y

où l'on fa i t oc = a. , ' . .
De l'intégrale particulière (4{)) nous .allons dédoire la solut ion

complète de l/équation d'Euler et de Poisson. Comme la nature des
chemins d'intégration dépend des valeurs particulières des nombres p
et p', je supposerai d'abord qu'aucun de ces nombres n'est entier.
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44. La formule suivante nous donne alors une intégrale dépendant
de deux fonctions arbitraires

(50) Z= ff(a)^-x)-^(a-y)-^da-^ f<p(a) (a - ̂ )-P (a -y)^'dot.
Jy. Jy

La première intégration doit être effectuée le long d'un contour fermé
simple dont l'aire renferme le point x; la seconde est relative à un
contour analogue renfermant le point y, mais non le points.

Pour définir la généralité de la formule (5o), je vais considérer suc-
cessivement les deux termes et chercher si l'on peut disposer des fonc-
tions arbitraires et des chemins d'intégration de manière à satisfaire
aux condit ions aux l imites les plus générales.

Posons
Zi== ff{a) (ce - x)-9 (a -y)"f^.

«̂ .r

Je dis que, étant donnée une fonction holomorphe ç(^)» il sera, en
général, possible de déterminer la fonction arbitraire /(a) de la for-
mule précédente de manière que Zi soit pourj==jo égale à sp(^).

Il s'agit de satisfaire à l'identité

(51) ^/(a)(a~^)-P(a~jo)^^==y(.r).
^x

Je prendrai pour chemin d'intégration, G, un lacet ayant son entrée au
point XQ et entourant le point x ou bien tout autre contour équivalent.
Je supposerai, en out re /que le pointjo est extérieur au contour d'in-
tégration et que /(a) est holomorphe.

Le produit/(a) (a —yo)^sera lui-même, dans cette hypothèse, une
fonction holomorphe, et nous poserons

/(a)(^-~yo)-P'==^^(^).

L'équation (5ï) peut alors s'écrire

(5.) , mr^^=^
^ ̂  (a—^)P T K /

En adoptant là notation des dérivées à indices quelconques, cette
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relation devient

[W]-^-
Nous sommes donc conduit à poser

Vd^vfW-1

^^L-^T-L
ou bien

(53) ^a}^'^^f^t}{t^^

la nouvelle intégrale est relative à un lacet pa r t an t de or^ et entourant
le point a. Il, y a l ieu de vérifier si la fonction ^(a), déf in ie par la for-
mule précédente, satisfai t bien à la relation (52).

Nous devrons remplacer la fonction par sa valeur; mais, comme dans
l'équation (53) le contour d' intégration varie avec a, nous le rempla-
cerons par un contour fixe équivalent qui soit le même pour toutes
les valeurs que doit prendre le paramètre dans la formule (5â).

On obtiendra un pareil contour C, en décrivant une courbe fermée
simple partant de ^o et entourant le lacet x^x ou le contour équiva-
lent C.

L'intégrale de l 'équation (52) devient

(54) Ï^Ïi^ '^^1 f(a^)-P^ f^)(^a)M^v • / 1 a TU a TU J^ J^

Les deux chemins C et G. ayant des longueurs finies, nous pouvons
intervertir l'ordre des intégrations.

Intégrons d'abord par rapport à a.
L'intégrale à calculer est la suivante

A/ / — 5 s \ P _j^_
j^=^) (t-^

Le point t est extérieur et le point x intérieur au contour fermé G
qui part de ^o et y revient après avoir entouré une seule fois le point
critique x. Nous le supposons décrit dans 1e1 sens positif.

Ànn. de i'Éa. Normale. 3e Série. Tome XII. — OcToniuâ i8y5. 38
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La valeur de l'intégrale est donc

i (^o—^)1-!3 t^f^^ _ ^̂ lil7^ Ar—^oY--P i
^ — a ? (^—^)I-P j T ^ ~ ] 3 — • '~7~irp~~ ̂ .—^y ï~^"r"

En portant cette valeur dans l'équation (54), nous avons

— ïlÊl1 !̂̂ ^ tL̂ JIÊ C \ ̂ :îL=l£^V"'p ̂ i^
21U.37U J — ( 3 J^ T v ' \7^1ïQ } t-^~X

ou enfin
, y* //y._ y. \i-8 /•//

(55) I^:-1- ^ 9(Q f^-^) ' ~a'^.% / 2 ni J^ l v / \t-— '̂0 7 ^ — ̂

Le point ^ = = ^ 0 est situé sur le contour d'intégration; par consé-
quent l'intégrale 1 n'a de sens que si la partie réelle de ^ est positive,
à moins que le point oo^ ne soit, pour la fonction ç(^), un zéro d'un
ordre suffisant de multiplicité. Mais si l'intégrale a un sens, elle est
égale à ç(^), puisque le point oc est intérieur au contour d^intégration
et que (p(/) est holomorphe.

Ainsi, quand on a (Ï > o, il existe toujours une fonction holomorphe
/(a) telle que, pourj==yo, l'intégrale Zi soit égale à une fonction
holomorphe donnée ç(<r); la valeur de/(a) se déduit immédiatement
de celle de la fonction ^. On a donc

f^-^^-y^'f^^-^^
Reroplaçons/(a) par cette expression dans la formule (5ï); rinté-

grale Z< devient

PTJ ^(a-^^Pf^-^^Y^ r9(^(^a)M^,
4'3TSin7T(3J^ v \ a — y } J^ f K M / ?

ou bien, en intervertissant l'ordre des intégrations,

(56) z^^— ç^cit n^^^.^-j1"—.
47181071(3^^ / j ^ a - x ) \ x - y ) {t - p-f

L'intégrale
Ç (i^Ll YC^LZ^Y^

Jc\a.—x) \ a — y ) (^—"op
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est une solution particulière de l'équation E((3, R') dépendant du
paramètre t et se réduisant, pour y ==.yo» à

____ , / / ___ ,y \ 8-1— 1 / 6 — a.'^ \ t . . „,——— ———1 a ^ sm7r6*
^ — ^ ' \ ^ — ^ o /

Représentons-la par Z(a?,y, ^./o)" La solution, qui est égale à 9(^)
pourj =jo» est représentée par l'intégrale définie

(57) ^^f^W.,y,t,y,)cU.

Qaand ? est un nombre entier, les formules que nous venons d'éta-
bl ir deviennent illusoires» mais la méthode subsiste. Nous étudierons
plus loin ce cas simple.

45. Si l'on suppose la partie réelle de P négative ou nulle, les ré-
sultats paraissent tout d'abord perdre une partie de leur généralité,
puisque l'expression trouvée pour y(a) n'a plus de sens que lorsque le
point oc^ est pour la fonction op(^) un zéro d'un ordre suffisant de mul-
tiplicité. Il ne résulte pas de là qu'on ne pourra trouver une fonction
y(a) et des contours d/intégration de manière à satisfaire aux con-
ditions aux limites comme dans le cas précédent, mais seulement que
y(a) ne sera pas holomorphe- La méthode que nous venons de suivre
sera encore applicable avec quelques modifications que nous allons
indiquer. Soit n un nombre entier supérieur à la partie réelle de — ?.
Toute fonction y(^)» holomorphe dans la région considérée, peut être
mise sous la forme

9(^ )==a ( r -ha i ( ^—<2îo ) 4"...-(- a,^{x — .ro)^""1 4" (^--"-• .ro^pi^-

La formule (55) aura un sens quand on y remplacera y(^) par le
dernier terme de cette expression. 11 suffit donc de chercher la modi-
fication à laquelle donnent lieu les premiers. L'intégrale

f {a — ^)-P(a — ̂ o)^"1 da,

relative à un lacet ayant son entrée en x et entourant le point XQ, est
égale à

^^^^...(^p-î)^^ t, ————————"-——————— ̂  — a?Q) ' y
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quand on détermine convenablement la valeur initiale de la fonction
intégrée. Ce résultat nous donne immédiatement les premiers termes
de la fonction y(^), et même les termes quelconques.

Considérons dans l'équation (5i) le symbole f comme relatif à unex

intégration en quelque sorte indéfinie effectuée sur un contour fermé
arbitraire, ou même sur plusieurs contours différents- L'expression Z<
représentera alors, dans toute sa généralité, une demi-solution du
problème susceptible de prendre pour j==y^ des valeurs données en
fonction de oc. Le second ternie de l'intégrale (5o) jou issan t évidem-
ment des mêmes propriétés, la formule considérée donne l'intégrale
générale de l'équation d'Euler et de Poisson.

On pourrait varier d'une inf in i té de manières les contours d ' inté-
gration et les fonctions arbitraires de façon à obtenir des intégrales
possédant un nombre quelconque de caractéristiques singulières.

46, Au lieu de déduire directement l/intégralo générale de la solu-
tion particulière considérée, on peut chercher d'abord une intégrale
principale holomorp'he ne s'annulant pas sur la caractéristique para-
métrique. La méthode générale est ici, applicable. Soit (.r^) un point
intérieur au contour d'intégration et /(a) une fonction holomorphe;
t T " / / 1 ^l'intégrale

1 / ^ ^ / ^ - ^ V ^ - . ..̂  ^(58) .^^/(.)(^)'%^^
w x \ — y / ^'27T^. -^.—^y ^ > / / a—^

prend, pour x = oa^ la valeur suivante

/(^o)(^o-.7)^

qui est une solution de l 'équation dérivée. Donc z^ est une intégrale
principale. On peut lui donner différentes formes en variant la fonc-
tion/(a).

, Cherchons la condition pour qu'il, existe une intégrale principale
entière etde degré n par rapporta x^—x; c'est en même temps la
condition pour que la première subs t i tu t ionde Laplace conduise à
une suite, limitée. Dans ce cas; toute intégrale principale de la
forme (58)/considérée comme fonction dey, satisfera à une équation
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linéaire d'ordre n •+• i , à coefficients indépendants de .^o»
^fi-hl T ^n »

•dy^^-P1^^--^^^0-

En exprimant cette propriété nous avons

o= f/(a)(^-^)'p(a-J)-(^"^)——^-[p'(p'-^..)...((3'+/Q
J.,. \^ — ^O/ a — ''"-0

+Ai(a-j)+A,,(a-j)^...:],

les coefficients Ai , A^ ... ne dépendant que de x et de j.
L'intégrale doit s 'annuler quelle que soit la fonction holomorphe

/(a) et quel que soit le contour d'intégration, pourvu qu'il renferme
les deux points oc et x^, mais non le point y. Pour cela, il faut et il
suffit que la fonction soumise à l'intégration soit holomorphe en a.

Le degré du point cr i t ique x^ est [3 — ï ; cet exposant devra donc
être ent ier et positif , ou bien le point critique devra .disparaître.
D'où deux cas à distinguer :

i° p ent ier et positif; soit par exemple ? === n+ r ; nous pourrons
alors déterminer les coefficients A^, A^ ... de la parenthèse de ma-
nière qu'elle se réduise à

p^iS^^)..^^^^^^^.

Il n'y a plus aucun point c r i t i q u e dans le domaine limité par le con-
tour; donc l'intégrale est nulle. •

2° p quelconque. Le point critique a?o doit disparaître, et comme
la parenthèse est indépendante de ^, elle devra être nulle quel que
soit a, ce qui exige les relations

(3^ ( (3^h ï ) . . . (^-4- n) == o, Ai =^ A^=... = o.

Donc p7 sera un entier négatif, inférieur ou égala n.
Réciproquement, quand l 'une des condit ions précédentes est vé-

rifiée, l 'équation proposée donne lieu à une suite limitée par l'appli-
cation de la première subst i tut ion de Laplace. ^ , ! !

Ces résultats sont faciles à déduire de la forme des, invariants suc-
cessifs ou du, développement en série des intégrales principales î mais
j'ai pensé qu'il était intéressant de les établir directement comme ap-
plication des théories générales exposées précédemment.
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47. Étudions quelques intégrales principales particulières. Soit
d'abord

i F ( a — x X-P, , a, <^a
(69) ^ o = = — — • / ————) ( a — y ) - P — — — — •
' y/ 27nJ^.\a—.ro/ a — ^o

Nous ramènerons ^o à la forme ordinaire des fonctions hypergéo-
métriques en posant

a — x == — 0(^? — *T()),
.y — .-3?o———— =: «y^—y

6 désignant la nouvelle variable d'intégration.
La solution z^ devient, à un facteur constant près,

^LZ:^.)ZL^Q^ (j -. 0)P-i (ï — 0 a)-f^ dQ,

l'intégrale étant prise le long d'un contour enfermant les deux points
critiques o et i; nous prendrons, par exemple, un lacet ayant son
entrée en Fun de ces points et dont le cercle entoure Fautre.

D'après cela nous pourrons écrire, en négligeant encore un facteur
constant et en désignant par F la série hypergéométrique de Gauss :

^^(7-^PTf^x-^i,^..^
\ u/ — 7 /

On déduit de là immédiatement la condition trouvée plus haut pour
que le développement soit l imité.

On peut aussi retrouver directement, par le développement en série,
l'intégrale que nous venons d'obtenir.

Considérons la solution
(a-^)-P(a-y)^

que nous désignerons par la notation 5"'P. Développons le second fac-
teur (a —y)-"?', suivant les puissances de a — x. On a

/ \ ^ f ^ s ' F W œ—a f i^S '+ï) ( .y—a) 2 1oî —y)-P =: \x —j)"-P î 4- L« »——— «i- rJJ^Z—' \————) 4-_ . .
L ! I Gc—y 1 1 . 2 {x—yY ^ J

La méthode indiquée au n0 41 nous donne immédiatement le dé-
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veloppement de l'intégrale principale sous la forme

,̂  ̂ -^^(LziÊljË:^^^ 1
L I ' 1 y—^ 1 . 2 1 . 2 (y—;^^"-j*

Donc

(60) . ^(^^Ffi-p,^, 1,^-r^V
\ 7 — x /

Déterminons maintenant l'intégrale doublement principale de
M. Darboux. Quand on y fait x =x^, elle est égale à (-ïi^7-) et

/ _/..\-"(B ' V^o—Jo/
pour y = r o elle devient ( y0—^) . Nous sommes conduit à déter-

\YO—'^o/
miner la fonctionna) dans l'expression suivante

. r/(a)(^~a)~P(y-a)-P'^
x

27T&' .̂r

par ces condi t ions aux limites. Prenons pour chemin d'intégration
un contour fermé renfermant les deux points x et XQ, l 'origine ét<wt
infiniment voisine de x^. Les résultats du, n° 44 nous donnent immé-
diatement la dé te rmina t ion de/'(a). On aura donCy en désignant l'in-
tégrale cherchée par z (^y, ^o^/o) :

^r y x y^J^ r^ri^A'̂ ^fLr^.V^^iZ"^
-^,7^0.JO)-^,^^__^J [^^yj (^^)(^^)

Les pointsyety^ sont supposés extérieurs au contour d'intégration.
Cette intégrale est évidemment principale par rapport à x^ elle l'est

aussi par rapport à y d'après la détermination de la fonction/(a).
Vérifions directement ce dernier résultat. L'intégrale de la fonction

/ a ~ x \ -P / a — y \ -P' , y^ — ^o
\ÛÎ—.TO/ Va—Ju/ ( a — ^ o ) ( ^ — J o )

relative à un cercle de rayon inf in i , est nulle. La fonction est d'ailleurs
uniforme à l'extérieur de tout contour simple renfermant les quatre
points critiques. D'où l'on déduit que l'intégrale, prise dans le sens
positif le long d'un contour fermé relatif aux deux points x et x^ est
égale à l'intégrale prise dans le sens négatif le long d'un second con-
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tour ayant la même origine et entourant les deux points ye tyo - La
conclusion s'en déduit immédiatement .

Nous allons mettre la fonction z { s v , y , ̂ o?.7o) sous la forme ordi-
naire des fonctions hypergéométriques. Effectuons une transformation
homographique

_ l£ -h m
t •^ n )

choisie de manière à faire correspondre aux points critiques x ^ y oo^yo
du plan des a, les points o, i, co du plan des t; il faudra prendre

, Y() — x Yo — x
l == yo, m = ,T;() ——— ? n == ^——— •

L'intégrale devient

(jo-^o)^(^ -yo)~P (r -^o)'P' ̂ /^(i - 0-P (i - o^r^

en posant
cr — t>)l,r:2(ll̂ ,rLfo.).

•""• (j^^)(,:y'__y^)*

Nous avons donc

(61) ^(^y,^jo)=(yo-^)P^^ ^ ^)-

C'est le résultat obtenu par M. Darboux, ^sauf le changement de x
et y en <yo ^t y,, et inversement.

L<i connaissance de cette intégrale permet de représenter par des
intégrales définies toute solution définie par des valeurs initiales don-
nées, soit sur des caractéristiques, soit sur une autre courbe.

48. Étudions maintenant d'autres intégrales qui permettent de
représenter les solutions par des développements en séries. Soit
9(x('^ y ) l'intégrale qui se réduit, poury=jo, à

—J!——(.r—^)P-r(p4"-jo " e/

et qui est en outre de la forme
(v—a!^u{x, y ) ,

u désignant une fonction holoTOorphe.
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Ces intégrales sont encore représentées par Texpression

^/(a)(^^P(a-y)~P^a,

où l'on d é t e r m i n e convenal ' ï le rnent la fonctionna) d'après la méthode
(.lu n° 44; on trouve, en supposant la par t ie réelle de ^ +- p. positive

^^^iin^)^-"0)'^-1^-^)^
On a, par conséquen t

-i: r(p) r ( a-~.r\-^/ a -yV-P . - . ,o.-z:: —-, , , ~ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ l —.—...— ——.^L. a--^)^1^.
• I J - 'î 711 r ( p + p ) J, \ a - .z-,, / \ a - jo / s ° /

La transformation lioniogt^aphiq'ue, ( lont nous avons fa i t usage pour
l ' intégrale ( loub lement p r inc ipa le , ramène la fonct ion yp.à la forme des
i ntégra 1 es l'lyper^éo m é tri q lu^s.

Posons
;,_ (- / • •—.roK^y ""y „)
^ - ^y::̂ ^^^^^ .

.yi ^ .̂._ ,^+

^"1"1""" ^"—'.r^
L'expression précédente dôvient

(^-y^^'^ ̂ y,)^(x - ̂ ^^(^-y)-^^?^ ^1(Ê)^
^ y"^p^-i ( ï _ ^-P(I _ /^-^(î ~ tri )--^-^ dt;

d'où enf in

(62) 9^= (.^o-jo) P^"^-^ (x -ro) ""P-^ (^ - x^ {J:,-y)^' y—p^ F (p H ,̂ (3^ +1 ̂  +1 ̂ , Y]).

F(a, p, ?', Y, ^ ïj) désigne ici la série hypergéométrique à deux va-
riables de M. Appe'II , du moins dans les régions où elle est conver-
gente,

F^ ft ^ ̂  .̂ .̂ (̂ l̂ljllÏÊJL^M^A (af ̂  ^ y ̂  ̂  rl ) "-Zà ~"(y, m 4- n} m i ni cs n ?

m, n

en posant, pour abréger , 1

(a, m) = a(a -h ï ) . . . (ot + m — i), (a, o) == i.
/J///2. de l'Èc. Normale, S8 Série. Tome XII. •"" OCTOBRB 1895. 39
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I l existe une seconde série d'intégrales analogues aux précédentes, et
qui s'en déduisent en p e r m u t a n t s implement les variables elles expo-
sants correspondants. Nous les désignerons par le symbole 4^- Enfin
l ' intégrale qui se réduit à l ' u n i t é sur deux caractéristiques est con-
stamment égale à i. Toute so lu t ion holomorphe de Inéqua t ion d'Euler
et de Poisson est développable en une double série de fonc t ions cp et ^
à indices entiers et posi t i fs .

Considérons encore les intégrales suivantes q u i d o n n e n t également
l i eu à un développement en série des so lu t i ons générales.

Soit
^= A f^- ̂ ^(^ -y)^\^ - ̂ -^ d^

^.r

A désignant un facteur constant. Cette intégrale s'exprime encore à
l'aide de fonctions hypergéométriques, et l'on a, en d é t e r m i n a n t conve-
nablement la constante A,

^= (,.— x^^^yr^V^'^ 4-^ + i, ̂ 1^

pourvu que [j- ne soit pas un en t i e r néga t i f*
I/intégra le

'a-.r\-P,[ ^ ] 'yy(a)(^)^—^"l^-
où la fonction/"(a ) est développable s u i v a n t les puissances ent ières ou
non de a — o c ^ ^ peut être représentée par u n e série convergente de
fonctions ̂ .

Dans tout ce qui précède le po in t x^ est supposé in té r ieur au con-
tour d' intégration ou sur le contour même.

49. Etudions maintenant d 'une manière plus pa r t i cu l i è r e , le cas ou
l'un des nombres [î ou (^ est entier.

• i° Supposons que frS soit un entier positif , [3 = n -h î -
L'intégrale . 1

rfW(a^y)^^^^.^^^^^^^^^^^
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se met immédia tement sous la forme

^,[x(.-^-n,
X dés ignant u n e fonction arbi t ra i re de x.

Si en même temps ^r est aussi un entier posi t i f m •+" r , l'expression
devient , à un facteur près,

()m^n ^

J ,̂m fjyn ^ „„.. y

Le second terme de la formule (5o) est évidemment susceptible
d 'une r e p r é s e n t a t i o n a n a 1 o ̂  u e

f)nwt y

à^^1 ôy'1 a; —y

Donc l ' intégrale générale se met alors sous la, forme simple sui-
vante

ô'^ X,^Y\
ô ^ " 1 ày^ x — y

Avec la signifîcalion ordinaire des dérivées cette forme n'est app l i -
cable que lorsque les nombres ^ et p' sont entiers et positifs; mais en
in t roduisant la notation des dérivées à indices quelconques on peut la
regarder comme générale, et l'on. a

r»/j ::„,
_à^^_ X^Y
^yp».l ^ .̂--1 ^ — — y

2° Supposons que ^ soit entier et négatif ou nul ; [ ^ ^ — / z . Les
chemins d ' intégration décrits autour du pointy devront être remplacés
par des chemins don t l 'une des l imites soit en. y. Cela posé, considérons
'intégrale

' Z^= f(c<-j^(a-^)~fV(a)rfa.
v,»'

Soit V une fonct ion de a et de x définie par réquation
An^ "V . .
^_- =:/(a)(a—.r)^.
àa^1 " "
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Nous prendrons par exemple

V__. -a

' """ ii \V=^- f /(0(^.^P(a-Q^.

L'intégrale Z^ s'exprime en fonct ion l i n é a i r e de V(^*,<r) et de ses
dérivées jusqu 'à l 'ordre n, et l'on voi t que V est u n e fonct ion arbi t ra i re
de x. Il est facile d'avoir l'expression, sous forme de dérivée, de cette
solution, soit directement, soi t en par tan t de l ' intégrale p r inc ipa le dé-
f in ie par la formule (6()), qui devient ici

, r (3 — i n a — x ( 6 — i ) ( S — '->/) n ( n — i} ( a — ̂ )2 15(.:r, Y,a)'=.{x—yY\ i + 1——- - .——— -(- ±——±—~L ————/ 1—.,-.^ +... .
L 1 • ' .y—< z > t - ^ ^^ (j—.r)- J

On en dédui t i m m é d i a t e m e n t que Z, sera de la f o r m e s u i v a n t e

„ /v. r^ n ( (3 ̂ I ) ̂ iî  ^ ( /<î ~Jo ( P ""^) ( ̂  ~"a ) ^/'"">'a x-z"'" l̂ 1 ^ î 'Ï"",7 ̂ rtrr ^-••----•••-y1^^--1'--"-"--1--^ ^^^4...^ ,

ce qu i peut s'écrire enfin

X^ (^ -j)-^ ~.r)1^ ̂  [X (.•r -j)P-^-].

Si p est lui-même un entier négatif, — m, on a

X _ ^ X, _, .1 ^)m X,^^^ ,,. ̂  ̂ ^ .„, ̂  ̂  ̂ -^^^

et, par su i t e , à un fac teur près
(jirï^-n V

y _ / ,y, _ ,v\m+-/i4"l .̂ .^^_^, ^ ^ ^ .̂̂ ^ ̂ .^

L'intégrale générale est donc
! ^^4-^ Y ,— 'y7 — / .r — y )w+^+-i .̂ -̂ L.̂ _ ..„:_—..L.

~ v •/ ; ôx^ ày^ .r — y

En généralisant celte expression par les dérivées a indices que l -
conques on,peut encore représenter l 'intégrale par la f o r m u l e s u i v a n t e , .
quels que soient ^ et ^ / ,

„ ^p-p x~Y
Z'=,;(^—y)1""?^ ^^"•"(^ d/"""P ^ —.y
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50. Etudions enf in quelques nouvelles fornaes d ' intégrales que l'on
obtient en prenant un contour d ' in tégra t ion renfermant à la fois les
deux po in t s cr i t iques x ety. Nous les représenterons par

( f( a ) ( a - .T )-P ( a — y )-?' da.
^r.y

En d é d u i s a n t une i n t é g r a l e p a r t i c u l i è r e , nous pourrons supposer
que le contour d ' intégrat ion a pour origine un p o i n t i n f i n i m e n t voisin
de x (ou le poin t x lu i -mêrne , quand la par t ie réelle de — [3 est supé-
r ieure à — i).

G o n s i d é ro n s F in té g rai e

/ ( y. — .r)-P( a — y)^'(a — // )M-i'+y-2 ̂
^•"r. y

le point u élani supposé ex té r ieur au con tour d ' i n t ég ra t i on .
Cette expression se ramené encore aux fonc t ions bypergéométriques;

mais le résultai se s i m p l i f i e quand on a Y ̂  °- L'intégrale devient
alors de la forme

Z, (^ y, // )..:::: A(..- - u;)^1 (y - u)^ (j - .r)^P-P',

ou l'on désigne par A un (ac teur constant. La so lu t ion a i n s i obtenue
dépend d ' u n nouveau pararnéire u; elle admet les deux caractéristiques
s ingu l iè res mobi les ^===^ , y=^ qui. se coupent sur le l ieu des points
cri t iques propres. On pourrait aussi en dédui re toutes les intégrales
de l ' équat ion proposée.

A. l 'aide des deux intégrales

et
z (.r,y, a) ̂  (a - .r)--P(a .- y)^

,(,r^ a) =, (7 - . '̂-M^ - ̂ (y - a)^-1r,

M. Appell a représenté pour la première fois l ' intégrale générale de
l 'équation d'Euler et de Poisson dans le , cas. où [3 et ^ sont quel-
conques. La fo rmule de M. Appell devient , avec les notations ci-
dessus,

(63) . Z := ( /(a)-5(^,7, a) ^a4- S 9(a)^i(^y,a)^a.
J.rv «--r.v
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51. L 'équat ion d'Euler et de Poisson est un cas par t icul ier de la
su ivan te , t rouvée au n° 42,

(64 ) -^ - -'W- ̂  + -̂ 1 ^ = o.
' (7,r a/ *y — y cw ^ — y oy

Celle-ci admet également une intégrale pa r t i cu l i è re dépendant d'un
paramètre et égale au produi t d'une fonct ion de y par une fonction
de x

/ ;?(.»•»//.r ^^iy)fly

z ( .r, y, a ) = e 'al"::"•Fi " J 'ai::^;.

De cette solulion part iculière on peut déduire une intégrale q u i
s'exprime au moyen de deux fonc t ions arbitraires,

( 63 ) Z = (f( a ) s (.r, y, a ) da 4- ^ y ( a ) ^ (.r, y, a ) ^/a.
^.ï- ^.y

La première in tégra t ion est relative au point «r, et la seconde au
poin ty .

En part iculier , le calcul des intégrales principales se fa i t très sim-
plement. Définissons d'abord les intégrales qui f igurent en exposants

ri^i^ riiii^
J a — ^ J a—y J

Nous évaluerons la première à pa r l i r d 'une l imi t e in fé r i eu re x^ et
le long d'un chemin dé terminé x^x. De même, la seconde sera éva-
luée le long d 'un chemin yo.y. Considérons m a i n t e n a n t un contour
fermé simple ne coupant aucune de ces lignes, mais renfermant les
deux points critiques x^ et oc, le cherrnnyoy é tant complè tement exté-
r ieur. Soit, d'autre part, f(^) une fonction holomorphe dans l 'aire
l imi t ée par ce contour. L'intégrale

. f^.f^ ^
(66) Z^^/(^ ^ ,̂

évaluée le long du chemin que nous venons de définir, est une inté-
grale principale admet tan t la caractéristique paramétrique œ = XQ.
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Ce résultat rentre encore dans la méthode générale que nous avons
i n d i q u ée .

L' intégrale doub lement pr inc ipa le de Biemann est représentée par
l 'expression

/ r'' ^i { r^'j^i,
( 6 n } - ( T y r r }— ~i- <A ^•^'""A. ^ ï ( y (.^o-Jo)^\ °7 / ^ \w ? J» <zl o » y o / ••— ——• € ' ———————————•—- y2-n:^ ( a — . r o ) ( a — j o )

le contour d ' intégrat ion étant toujours le même* Ce résultat se vérif ie
comme dans le cas de l ' équa t ion d ^ E u l e r . Traçons dans le plan des a
deux contours fermés simples de même or igine , le premier r e n f e r m a n t
la ligne x^x et le second, la l i g n e y ^ y , les aires de ces deux contours
r^empié tan t pas l 'un sur l 'autre. La fonction de a

/"r Ç(,r) r'y .L.y.
/ ^.^/ r̂

^ly.»"« l/ r«a.-.r • j ^y ' .r,—y,

( a — ^•<, ) ( a — jo )

est holomorphe dans (:oute région du plan complètement extérieure
aux contours considérés et, de plus , l ' intégrale de celte f o n c t i o n , éva-
luée su ivan t la circonférence (Pun cercle de rayon in f in i , est nu l le . Le
ra isonnement du n° 47 est donc app l i cab l e , et nous pouvons consi-
dérer l ' équa t ion (64) comme complè tement intégrée.

52. Cherchons la c o n d i t i o n nécessaire et suffisante pour . qu 'e l le
soit intégrahio par la méthode de Laplace.

Si, la première subs t i tu t ion d o n n e une suite limitée au bou t de "n opé-
rat ions, toute intégrale pr incipale par rapport à x, zÇy,y, x^), regardée
comme fonc t ion de y, vérifiera une é q u a t i o n l inéaire d'ordre n 4- ï à
coefficients i ndépendan t s de^o. En ra i sonnant comme pour l ' équat ion
d'Eul-er, nous trouvons qu ' i l existe une intégrale p r inc ipa le à dévelop-
pement l i m i t é , quand l ' une des expressions

9(^)-i, -^(J)

est un entier positif ou nul .
Considérons successivement cesdeux cas, ,
1° Soit y(^) === /2 + ï; le premier terme de la formule (G5) donne
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u n e intégrale de la forme

[ /^i.r) "1à! x/-^"<^ Jï

où. X désigne une fonction arbi t ra i re de x.
'2° Supposons ^(j) = = — / ? . L' intégrale r e l a t ive a x dans la for-

mule (5o) devien t
/, f il:!!'̂

( 68 ) j (./ — a )" e^ a-^j^ a ) ^/a.
J^.

Soit
/ -C f . r ) / / . » •

X,(9)== \ /(a)^ "'̂ •lili'1^
^.r

L'intégrale (68) peut s'écrire

( j,- ̂  ̂  )^ X( 9 ) + ̂  ( ,y - x Y^ X ( y - Q -h /^-/^^;'"r.-ï^ X ( y — •2) 4--... -4- X ( o — /<,).

D'autre part on à

^X(y)=9X(9+i)

et, par conséquent,

^ X (? — n) = (y — ^) X(9 — n. 4- ï),

d'1 d^, _ X ( y — 72) = —; X, (9 — /"/- 4- î ) "4- ( 9 — ri. ) ( y — n -h ï ) X. ( 9 — /< + 2 ),
/".!' ï ï' " Cti<',X^'

^ X((p — /z) = ̂ 1 X(9 — /A "h ï) + ;î(? — n ) -.î- (? — ^ 4'" ï) ̂  X (9 - /^ 4- a)

-1-. ( ç, — //^ ( ç — /-^ 4- ï^ ) (y — /i(, ..,:}-. ^ ) X. (ç — n 4"" 3 ),

On voit que toutes les fonctions X(ç — ^'), où l ' indice i est égal ou
infér ieur à n, s^exprunent l inéa i rement à l ' a ide des dérivées de la
fonct ion arbitraire X(ç —" n): il en est donc de même de l'intégrale
considérée, ce qui1 montre que l 'équation est encore dans ce cas inté
grable par la méthode de Laplace.

La considération des invariants successifs condu i t sans peine au
même résultât.
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53. L'équation (64) est intéressante parce qu'on peut y ramener
toutes les équations qui admettent trois intégrales distinctes de la
forme

XY,

sauf quelques cas simples exceptionnels.
En effet, supposons que l 'équation

à^z àz . ùz
.4- a —- -4- b — -4" c .-3 == o

àx à y ' àx à y

ai t trois solutions de cette forme. En prenant comme fonction inconnue
le rapport de s à l 'une d'entre elles on fera disparaître le dernier terme
de l ' équat ion; nous pourrons donc nous bornera considérer les équa-
tions où z figure seulement par ses dérivées et qu i admet tent : deux
solutions

Xi-Y,, X,Y,.

En e x p r i m a n t que ces so lu t ions vér i f ien t l 'équat ion

ô^z àz , û^.,...„ ....).„. a — 4- h ~ =• o,
<)x <7y 0.€ ôy'

on calcule a et h. On trouve pour ces coefficients des valeurs de la
forme suivante

t'i i^

^1 ^s—— (^ U:i ' î  ^2

t'I Ui

en désignant par u^ et u^ des (onctions de œ, par ç^ et (^ ^^ fonct ions
dey.

Prenons comme nouvelles variables indépendantes

ë=^ '^^ii^ ^ {\
Ânn. de l'Éc. Normale. 3'' Série. Tome XII. — OcTonnE 1895. 4^
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et posons

—^(E) , —^(Y]),«i t ' i

nous trouvons enfin la forme (64)

à2^ ^('n) à^ ?(•s) ^z _
rî rî "~ ^ — YJ <^ i; -— 'n c)n """"

Nos calculs seraient en dé fau t au, cas où l 'une des quant i tés par les-
quelles on a divisé serait nu l l e , ou bien encore au cas où l 'un des rap-
ports

uï l!l
^i ? ('i

serait égal à une constante.
Nous avons déjà trouvé ce résultat en cherchant les solut ions de l'é-

quat ion (B), du n° 42, qu i sont de la forme 'XY.

54. Le résul ta t obtenu au n°52, pou r les équat ions de la (o rme (64)
intégrables par la méthode de Laplace, peut être f a c i l e m e n t géné-
ralisé.

Considérons une équat ion l inéaire n 'ayant pas de terme (in ^

,. , à^z as , , ()z
(6q ) •",—,- •+• a -T- 4- v— ""̂  <".S" / àx ày àx ôy

à coefficients uniformes. Supposons que a, regardé comme fonc t ion
de y, admette une l igne de pôles représentée par une équat ion ana-
l y t i q u e

" (x(.-y,j)=o.

Soit y === 0(.z*) une valeur de y satisfaisant a cette équat ion, uni-
forme dans un domaine suffisamment restreint; nous pourrons alors
écrire

„.,„„..... A" _ , _..^A1^..—— «4 i..A^""1 ^fn(T v\
^•^[^l^ l 'h[^^^)].^+••-•h^^^ 1 •n<i^fh

A(,, Ao ..., A^«,^ désignant des fonctions de x seul, que je suppose
uniformes et continues dans le même domaine, et y(;r, y) désignant
une fonction ho'iomorplie de x et de y.
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Dans la même hypothèse, le coefficient b, regardé comme fonction
de oc, se mettra sous la forme

/, Bo^ Bi^ B^ , /
f, = ̂ ^ + ̂ ^ + . . ̂  ̂  ^ ̂ ^ y^

les coefficients B(), B^ . , . dépendant de y seul.
Cherchons les invariants h et A, dans lesquels nous t iendrons compte

seulement des termes du plus bas degré en y — 0.
Nous aurons

^ P-^L. ^AOB»0^(j"rr0)^+ï 4" ^^-^^^^À —— ̂  ̂  A() '^ .^ ^ Ao i>o '•/ ̂ft — _ - 1 / ; ) \ . , „ ^ : 1 '"T" / - , û T 7 > . . i , . . / , , "'» • • • »

(70) /._ - '̂̂ L. ( ^"B^_^
' —— (y __"6)^l • ^^Jy,^ -+••

L' invar ian t À, se calculera par là fo rmule bien connue ( 1 )

h^=^/i—/.k,=^/^^^^
ô.r ôy

Nous d i s t inguerons diiïeronts cas :
1° Soient d'abord p^>i et y > î . — Le terme du. plus bas degré en

y — 0 est égal, à ~^~:.^ \\ est le même dans tous les inva r i an t s .
Donc l 'équation ne sera pas intégrable par la méthode de Laplace.

^° ^ == i , y> î ' . -— Le terme da plus bas degré de l ' i n v a r i a n t h a
pour coefficient AoBo. Dans les i nva r i an t s suivants on retrouve le
môme terme avec les coefficients

( A o -i- q ) B o, ( A o 4" a q ) B o, . < . , ( A o 4- n q ) B y ;

pour que la première suite puisse être l imitée, il faut donc que Ao soi t
un entier négatif multiple de y.

3° q == ï , /;^>ï, — Le coefficient du terme du, moindre degré de k
est encore A,oBo. Le terme analogue des invariants suivants s 'obtient
en changeant Bo successivement en

BO 4- p , Bo 4- 2p, . . ., Bo 4- np. !

(1) DARBOUX, t. n, p. 28.
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Cette suite ne pourra donc se l i m i t e r que si B() est un entier négatif

mul t ip l e de p .
4° y ==p r== i. — Les coefficients des termes du moindre degré for-

me n t la su i t e

A < , ( B o + Q, (Ao+ i) (S îo + a), . . . , (A,)+ n — i ) (Bo + / / - ) ;

pour qu'elle soit l imi tée , i l faut que l ' un des nombres A y , By soit un
entier négatif, ou que l'on ait A^ == o.

5° p > i, q == o ou, bien y> i , /? == o. — La suite ne peut pas se
l imi ter .
^ La seconde subs t i tu t ion de Laplace nous donnera i t des résultats
ident iques , sauf le changement des nombres négatifs en nombres
positifs.

De ce calcul , i l résul te que, lorsqu'une équa t ion de la forme (69)
est intégrable par la méthode de Laplaco, l ' une des équations dérivées
a son intégrale régulière au. vois inage d 'une courbe cr i t ique propre
quelconque, et que la racine correspondante de l ' équa t ion détermi-
nante est entière.

On voit l 'analogie qui. existe entre les équations intégrables sous
forme f in ie et les équations d i f fé ren t ie l l es l inéaires ordinaires dont les
intégrales sont rationnelles.


