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SUR LES

NOTIONS DE LIMITE ET DE CONTINUITE

ET SUR

QUELQUES PROPRIETES GENERALES DES FONCTIONS CONTINUES
D’UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES,

Par M. RIQUIER,

PROFESSEUR A LA FACGULTE DES SCIENCES DE CAEN.

L. La maniere dont il convient de définir les notions de lmite ot de
continuile se présente, au début de UAnalyse, comme un point quelque
peu délicat; les diverses définitions qui en ont été données jusqu'ici,
celle méme qu’avec bien d’autres auteurs j'ai donnée nagutre de la
continuité ('), ne me paraissant pas entiecrement satisfaisantes, je
désire revenir aujourd’hui sur cette question et indiquer les amélio-
rations dont elle me semble susceptible. Pour abréger, je supprimerai
toute démonstration et me bornerai strictement aux définitions et aux
tnonceés.

2. Lesnotions de limite et de continuité, comme on le verra ci-apres,
se rattachent par un lien immédiat a celle de quantité : il convient
done de donner sur cette derniere quelques indications sommaires,
permettant de concevoir comment on peut, avec la seule notion de
nombre entier et sans faire intervenir jamais la moindre considération
relative aux grandeurs coneretes, définir tour a tour les fractions, les
quantités négatives et les nombres incommensurables. Cette question

(1) RiQuier, Sur les fonctions continues d’un nombre quelconque de wariables, et
sur le principe fondamental de la théorie des cquations algébriques (Annales de I Ecole
Normale supéricure; 1890).
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préliminaire si importante a été traitée récemment par M. Méray ('),
dont je vais tout d’abord résumer les idées, en les modifiant sur
quelques points (*).

3. Nous nommerons expression fractionnacre la simple association,
dans un ordre déterminé, de deux entiers dont le premicr s’appelle’
numerateur, et le second, essentiellement différent de zéro, dénomina-
teur. L'expression fractionnaire qui a pour numérateur » et pour déno-
minateur d sera désignée par le symbole

[n,d].
Nous conviendrons de dire que deux expressions fractionnaires
[n!sd" |, [n", ")

Joutssent I une par rapport a 'autre de la propricté (1), si les deux mul-

tiplications
n'd', n"d

donnent pour résultat le méme entier.
Cela posé, on ¢tablit sans peine la proposition suivante :

Les diverses expressions [ractionnaires se partagent en une infinilé de
groupes, contenant chacun une infinite d’expressions, et tels : 1° que dewx
expressions fractionnaires apparlenant @ un méme groupe, ou, comme

(') Les Mémoires de M. Méray sur ce sujet onl pour titres :

Les fractions el les quantités négatives (Nouvelles dnnales de Mathématiques; 189o):

Sur le sens quil convient d’attacher @ expression « nombre incommensurable », ct
sur le criterium de Uexistence d’une limite pour une quantité variable de nature donnée
(Annales de I’ Ecole Normale supéricure; 1887).

Ils se trouvent reproduits dans la premitre Partie d'un Ouvrage de M. Méray, actuclle-
menl en cours de publication, ot intitulé : Lecons nouvelles sur I’ Adnalyse infinitésimeale
et ses applications géomdiriques.

M. Kronecker, de Berlin, s’est également préoccupé de ramencr la notion de nombre
irrationnel & celle de nombre rationnel : le point de vue adopté par M. Méray me semble
toutefois préférable.

(2) Voici les principales modifications que j’ai cra devoir apporter a exposé de
M. Méray : 1° jai adopté pour les valeurs fractionnaires une définition toule difiérento ;
2 j'ai modifié sa définition des waleurs infinitésimales de manidre qu’elle offrit avee celle
des valeurs fractionnaires le plus d’analogic possible; 3° jai 6labli, entre la notion de
valeur infinitésimale et celle de limite, une distinclion que M. Méray ne fait pas, el qui
me parait ulile.
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cas particulier, identiques enire elles, jouissent I”une parrapport @ I’ autre
de la propriéte (N); 2° que dewx expressions fractionnaires appartenant
& deux groupes différents ne jouissent pas U'une par rapport & Uautre de
la propricté ().

On attribue alors, par convention, une valeur unique, dite fraction-
naire, a toutes les expressions contenues dans un méme groupe, et
les valeurs fractionnaires qui correspondent & deux groupes distincts,
sont, également par convention, considérées comme distinctes. Deux
valeurs fractionnaires sont dites dgales ou indgales suivant qu’elles
sont ou non identiques 'une a 'autre.

Parmi les groupes d’expressions fractionnaires dont il vient d’étre
question, il en est un, remarquable entre tous, qui comprend, & Iex-
clusion de toute autre, les diverses expressions fractionnaires de numé-
ateur O; nous désignerons par y la valeur fractionnaire correspon-
dante.

Silon désigne par
r, T,

les groupes correspondant & deux valeurs fractionnaires non iden-
tiques, et si, dans ces groupes respectils, on choisit & volonté deux
expressions

[regs ey ]y [ gy s,

il est facile de se convaincre que entier n,d,, forcément différent de
Uentier nyd,, lud est ow constamment supérieur, ou constamment inférieur,
indépendamment des choix opérés dans les groupes Ty, T, : suivant qu’on
se trouvera placé dans I'un ou 'autre cas, on dira que la valeur com-
mune des expressions du premier groupe est supéricure ou inféricure
la valeur commune des expressions du second. On établit d’ailleurs
fort aisément que s¢ une premicre valeur est supéricure ¢ une deuxiéme,
et celle-ct supéricure a une troisiéme, la premicre est supérieure ¢ la lroi-
siéme.

Pour définir addition des valeurs fractionnaires, on commence par
résoudre le probleme suivant : Construire g expressions fractionnaires.
de méme dénominateur, dont les valeurs sotent données. Cela {ait, si l"on
désigne par ‘

(pvgly Lpsal, oo [Peql
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les g expressions JSractionnaires dont ['ensemble constitue une solution
quelconque du probléme dont il s'agit, I expression fractionnaire

[pitpate Do q ]

déduwite des précédentes par U addition des numerateurs, varwe, il est vrar,
avee la solution considerde, mats garde une valeur constante, qui est, par
définition méme, la somme des valeurs proposces.

St, des valeurs fractionnaires quelconques ctant données, on en consi-
dére des expressions respectives quelconques

[y, 0], [aw 0], o5 | bl
Uexpression fractionnaire
layvay. . .ap, byb,.. . 0],

déduile des précédentes par la multiplication des termes semblables, varie
encore avee les expressions chovsies pour les valeurs proposées, mais garde
une valeur constante, qui est, par définition méme, le product des
valeurs proposées.

Quant & la soustraction et a la division des [fractions (ce mot doit
étre considéré comme synonyme de valeurs [ractionnaires), nous
les définirons, suivant Phabitude, comme les opérations inverses de
Vaddition et de la multiplication. Retrancher d’une fraction donnée
une autre fraction donnée, c¢’est trouver une troisieme fraction qui,
ajoutée a la seconde, régénere la premiere; diviser une fraction donnée
par une autre fraction donnée, ¢’est trouver une troisieme fraction
qui, multipliée par la secconde, régénere la premivre. Dans le monde des
Sfractions, comme dans le monde des entiers, la soustraction est, tantot
possible, tantot impossible; la dipision au contraire, rarement possible
dans le monde des entiers, Uest toujours dans le monde des [ractions,
abstraction faite du cas singulier ol le diviseur est V.

4. Voici comment il convient de définir les quantités positives ct
négatives. |

A toute valeur fractionnaire distincte de Von fait correspondre dewr
valeurs, que I'on qualifie 'une de positive, 'autre de négative; i la
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valeur V on fait correspondre une seule valeur, que 'on qualifie de
neutre : les diverses valeurs qualifices ainsi obtenues sont, par conven-
tion, toutes distinctes entre elles. Deux valeurs qualifiées sont dites
égales ou inégales, suivant qu’elles sont ou non identiques I'une 2
l'autre.

Deux valeurs qualifiées, 'une positive, 'autre négative, correspon-
dant & une méme valeur absolue, sont dites opposées; la valeur neutre
est considérée comme étant son opposee i elle-méme.

Pour ajouter entre elles des quantités qualifiées données, on com-
mence par faire la somme des valears absolues de celles qui sont posi-
tives, puis la somme des valeurs absolues de celles qui sont négatives,
en négligeant les quantités neutres; soient P et N les deux sommes
ainsi obtenues : si P est plus grand que N, la somme des quantités
qualifiées données est positive et a pour valenr absolue P —Nj si P
est plus petit que N, elle est négative et a pour valeur absolue N — P;
si P =N, elle est neutre.

Le produit de plusieurs quantités qualifiées a pour valeur absolue le
produit des valeurs absolues des facteurs; si quelqu’un de ceux-ci est
neutre, le produit 'est ¢galement; dans le cas contraire, il est positif
ounégatif suivant que le nombre des facteurs négatifs est pairou impair.

Dans le monde des valeurs qualifices, la soustraction et la division
se définissent encore comme les opérations inverses de I'addition et
de la multiplication; le division, devenue possible, dans le monde
des valeurs fractionnaires, toutes les fois que le diviseur n’est pas V,
demeure possible, dans le monde des valeurs qualifices, toules les fois que
le diviseur n’est pas neutre; en outre, impossibilité éventuelle de la
soustraction, qui subsiste dans le premier de ces deux mondes, dispa-
rait entiérement dans le second.

En désignant par @, b deux quantités qualifiées quelconques, on voit
sans peine que les différences a — b, b — « sont des quantités opposces,
de valeur neutre ou non neutre suivant que les valeurs qualifiées a, b sont
ou non identiques : dans le cas olt @, b ne sont pas identiques, lavaleur
est dite supéricure ou inféricure i b, suivant que la di fférence @« — b
est positive ou négative. On démontre aisément que, si une premicre
valeur qualifice est supérieure & une deuxiéme, et celle-ci supcrieure & une
troisiéme, la premicre est supérieure & la troisiéme.

dnn. de I’ Ke. Normale. 3° Série. Tome XII. — JuiLLer 1895. 26
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5. Nous nommerons expression infinitesimale une valeur qualifiée
variable dépendant de certains indices, ¢’est-a-dire de certains entiers
indéterminés dont chacun peut varier arbitrairement & partir de telle
ou telle valeur fixe qu’on lui assigne pour valeur minima (*).

Une expression infinitésimale @, ,... dépendant des indices m, n, ...
sera dite tnfiniment petite, si A toute valeur positive ¢ on peut faire
correspondre des entiers déterminés w, v, ... tels, que les relations

simultanées
mzZy, n-v,

entrainent, comme conséquence nécessaire, la double inégalité

Apn,... l <.
opp. Apon,... )

Nous conviendrons de dire que deux expressions infinitésimales

Ay preens /’n,...,p,...y

pouvant avoir un certain nombre d’indices communs p, ..., jouis-
sent l'une par rapport a Uautre de la propricié (0), si l'expression infi-
nitésimale

Appyeviyp’yees™ bn,...,p”,...v

dépendant des indices m, ..., n, ..., p's ..., p”, ..., est infiniment
petite.
Une expression infinitésimale jouissant par rapport i clle-méme de

(1) Exomples : 1” Si, désignanl par m, n des entlicrs indéterminés, on considere les
deux quantités posilives de valeurs absolues [t, m], [1, #], la somme de ces deux quan-
tités, leur produit, Pexces de la premiore sur la seconde, le quotient de la premiére par
la seconde, ele., sont autant d’expressions infinitésimales dont chacune dépend des indices
m, n arbitrairement variables & partir de 1 (mZ1, #21). 2° Si, désignant par p, ¢ des
entiers indéterminéds, on consideére les doux quantités positives de valeurs absolues
[1, p—2], [1,g—5], la somme de ces deux quantités, leur produil, I'exces de la pre-
micre sur la seconde, le quotient de la premiére par la seconde, cte., sont autant d’ex—
pressions infinitésimales dépendant des indices p, ¢, qui peuvent varier arbitrairement,
I'un & partir de 3(p 23), Pautre & partir de 6(¢ 2 6). 3° Le &*m erme d'une progression
arithmétique ou géoméirique, dont le premier terme ol la raison sont des quantités quali-
fibes données, la somme des & premiers Lermes de cetle progression, leur produit, la
somme de leurs carrés, cte., sont autant d’expressions infinitésimales, dont chacune
dépend de Tindice £, arbilrairement variable a partir de 1 (kZ1).
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la propriété (0) sera dite convergente. Telles sont, en particulier :
1° une expression infinitésimale infiniment petite; 2° une expression
infinitésimale immobile, c¢’est-a-dire qui garde toujours la méme valeur
qualifiée, indépendamment des valeurs entieres que U'on attribue aux
indices.

Une expression mfinitésimale non convergente sera dite divergente.

Il est aisé de prouver que, si deux expressions infinitésimales jouis-
sent 'une par rapport i Uautre de la propriété (0), chacune d’elles en
jouit aussi par rapport a elle-méme. En conséquence, une expression
divergente ne peut jouir de la propriété (0), ni vis-i-vis d’clle-méme,
ni vis-h-vis d’aucune autre expression.

Cela posé, on établit sans dilficulté la proposition suivante :

Les diverses expressions convergentes se partagent en une infinité de
groupes, conlenant chacun une infinité d’expressions, et tels : 1° que dewx
expressions appartenant ¢ un méme groupe, ou, comme cas particulier,
identiques entre elles, Jouissent 'une par rapport & Uautre de la pro-
priéee (0); 2° que dewx expressions appartenant & dewx groupes diffe-
rents ne jouwissent pas ' une par rapport & I autre de la propriété (0).

On attribue alors, par convention, une valeur unique, dite infinitési-
male, & toules les expressions contenues dans un méme groupe, et les
valeurs infinitésimales qui correspondent & deux groupes distinets
sont, également par convention, considérées comme distinctes. Deux
valeurs infinitésimales sont dites égales ou inégales, suivant qu’elles
sont ou non identiques I'une & Pautre.

Parmi les groupes d’expressions infinitésimales dont il vient d’étre
question, il en est un, remarquable entre tous, qui contient, & 'exclu-
sion de toute autre, les diverses expressions infinitésimales infiniment
petites; ces dernieéres y sont deux & deux opposées. Dans tout autre
groupe, une expression quelconque conserve, a partir de valeurs suffi-
samment grandes de ses indices, une qualification constante (positive
ou négative) indépendante du choix que I'on peut faire parmi les
diverses expressions du groupe. Enfin, exclusion faite du groupe qui
correspond aux expressions infiniment pelites, les autres se partagent
en couples dans chacun desquels les expressions du premier groupe
sont respectivement opposées i celles du second. Cela posé, la valeur
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infinitésimale qui correspond au groupe des expressions infiniment
petites est dite ¢éléo-neutre; toute autre valeur infinitésimale est dite
teléo-positive ou téleo-négative, suivant que I'une quelconque de ses
expressions finit par rester constamment positive ou constamment né-
gative. La valeur téléo-neutre est dite opposée i elle-méme, et les autres
se partagent en couples de valeurs dites opposées.

Une valeur infinitésimale est dite commensurable ou incommensu-
rable, suivant qu’elle admet ou non une expression immobile.

Si Pon désigne pav
(1) A, B, ..., L
des valeurs infinitésimales données, et par
(2) a, b, ..., {

des expressions quelconques (néeessairement convergentes) de ces va-
leurs, toute combinaison déterminée Q d'additions, soustractions et
multiplications & exécuter sur «, b, ..., { fournit une nouvelle expres-
sion ayant pour indices tous ceux des indices de @, b, ..., [ quisont
distincts entre eux. Cela posé, {expression ainsi engendrée est conper-
gente, et sa valeur infinitésimale est independante des diverses manicres
dont peuvent ére chotsies les cxpressions (2) des valeurs données (1)
cette valeur infinitésimale constante est, par détinition, le résultat de
Uopération Q exccutée sur les valeurs données.

Si on désigne par A, B deux valeurs infinitésimales quelconques,
la seconde non téléo-neutre, el par «, b deux expressions quelconques
de ces valeurs, le quotient de a par b est une cxpression conyergenle
dont la valeur infinitésimale ne dépend pas du cholx que l'on peut faire
parmi les expressions diverses des valeurs données A, B; cette valeur infi-
nitésimale constante est, par définition, le quotient de A par B.

En désignant par A, B deux quantités (') infinitésimales quel-
conques, on voit sans peine que les differences A—B, B - A sont des
quantités opposées, dont la valeur est ou non téléo-neutre, suivant que les
quandtites enfinitésimales A, B sont ou non wdentiques : dans le cas out A, B
ne sont pas identiques, la valeur A est dite supérieure ou inféricure a la

(') Les mots nombre, waleur, quantit¢ doivent éire considérés comme synonymes.
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valeur B, suivant que la dilférence A — B est téléo-positive ou téléo-
négative. On démontre aisément que, si une premiére valeur infinitési-
male est supericure @ une dewxicme, et celle-ci supérieure a une troisiéme.
la premiére est supérieure a la troisiéme.

L’extraction d’une racine, opération presque toujours impossible
dans le monde des valeurs fractionnaires ou positives, devient au con-
traire toujours possible dans le monde des valeurs téléo-positives : on
peut effectivement démontrer qu’étant donnée une valeur infinitésimale
non téléo-négative, il existe une valeur de méme nature, et une seule, rége-
nérant la proposée par son élévation a la puissance r; on la nomme
racine r'é arithmétique de la proposce (*).

6. Ces préliminaires posés, passons i Pobjet direct de la présente
Note.

Nous nommerons variante une expression de tous points semblable
2 une expression infinitésimale, si ce nest qu'a chaque systéme de
valeurs particulivres des indices correspond, comme valeur actuelle de
Pexpression, une valeur infinitésimale au licu d’une valeur qualifiée.

Considérons une variante ¢, dépendant des indices me, n, ..., el
désignons pare, , . uneexpression infinitésimale aux mémes indices,
arbitrairement choisic sous les seules conditions d’étre infiniment
petite et d’avoir des valeurs actuclles toutes positives. A un systeme
quelconque ., v, ... de valeurs particalivres de m, n, ... correspond,
comme valeur actuelle de ¢, ,. ., la quantité infinitésimale ¢, ;5 @
celle-ci faisons correspondre maintenant, suivant quelque loi déter-
minée U, une valeur qualifice a,,,, . telle, qu’en assimilant pour un
instant e, . ct gy,y,... 0 des valeurs infinitésimales commensurables,
les dilférences OPPOSEES Oy = Upy.s Ay .= Py, .. SOIEDL Loutes deux
iféricures i g, , ¢ cette valeur qualitiée, qui varie avee les valeurs
particulieres attribucées & me, n, ..., engendre une expression infini-
tésimalea,, ., dépendant des mémes indices que la variante proposée

(1) Il conviendrail peut-elre de nominer Analyse infinitésimale Pensemble des théories
ressortissant au monde des valeurs infinitésimales et de leurs accouplements en imaginaires ;
I’Analyse infinitésimalo comprendrait alovs cssenticllement, outre le Caleul différenticl et
intégral, un certain nombre de théorics élémentaires telles que le caleul des radicaux
arithmétiques ot la résolution de 'équation du second degré.
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Cm.n. ... Or, le choix variable des éléments arbitraires que comporte la
génération précédente, nous voulons dire de la variante ¢, , .. et de la
loi U", fournit diverses expressions infinitésimales analogues a a,, ,, ...,
lesquelles sont forcément, comme on peut le démontrer, ou towtes de
méme valeur infinitésimale, ou toutes divergentes. Cela étant, nous dirons
que la variantle proposée ¢, , .. est convergente dans le premier cas,
divergente dans le second; dans le cas de la convergence, nous dirons
en outre qu'elle @ pour limite (ou qu’elle tend vers) la valeur infinité-
simale commune aux diverses expressions infinitésimales @, ,, .., - ...

Voici maintenant les principales propositions relatives aux variantes
convergentes et a leurs limites.

Pour qilune variante tende vers la valeur teléo-newlre, il faut et il
suffit qu’'a partir de valeurs suffisamment grandes de ses indices, elle
deyienne, ainsi que son opposée, moindre qu’un nombre téléo-positif ar-
bitrairement choust.

Pour qil une variante ¢, ,, .., aux indices m, n, ..., tende vers quelque
limite, il faut et i suffit que la variante

] B — (1
oy S ny .

14

aux tndices m’, n'y ..., m’, n
Pour que deux variantes

, ..., lende vers la valeur téléo-neutre.

OmyecasDyers Pryipyen.

tendent vers une méme limite, il faut et il suffic que la variante
ey ™ WYu 0,0,

tende vers la valeur téléo-neutre.

Pour qu’une variante ¢, ,. .. tlende vers V, il fauwt et il suffit que
Cmon,.. — ¥ tende vers la valeur téléo-neutre.

St sur des variantes convergentes on exécule une combinaison détermi-
née Q d’additions, soustractions et multiplications, la variante ainsi
engendreée tend vers une limite qu’on obtient en exceutant sur celles des
proposées la méme combinaison Q.

St les variantes u, v tendent vers les limites U, V, la seconde non téléo-

. 174 . . U

neutre, le quolienl P a pour limite v
Lorsqu’une variante tend vers une limite téleo-positive ou téléo-néga-
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wve, elle demeure, a partir de valeurs suffisamment grandes de ses indices,
téléo-positive dans le premier cas, teléo-négative dans le second.

St la variante ¢, aux valeurs actuelles non leléo-négatives, a pour
limite V, la racine ri¢"e arithmétique de ¢ a pour limite celle de V.

7. Nous placant désormais dans le monde des valeurs infinitési-
males, nous nommerons point a h coordonnées tout systeme de valeurs
particulieres respectivement attribuées aux A lettres x, y, ..., et
espace a h dimensions I’ensemble de tous les points 4 4 coordonnées.

La distance des deux points

(1 Y15 o-)y (Zgy Yoy o0 0)
scra, par définition, la racine carrée arithmétique de la quantité
(y—ay)* 4= (Y1 — Y2) e

Pour que dewx points soient identiques, il faut et U suffit que lewr dis-
tance soit téléo-neutre.

Dans 'espace & A dimensions, on a souvent & considérer, 4 'exclu-
sion de tous les autres points, ceux dont les coordonnées satisfont i
certaines conditions analytiques, d’ane nature absolument quelconque
d’ailleurs : leur ensemble constitue ce qu’on appelle un fragment de
I'espace & £ dimensions.

Un point sera dit contigu a un fragment donné, si sa distance & un
point variable du fragment, sans jamais devenir téléo-neutre, peut
tomber néanmoins au-dessous de toute valeur téléo-positive.

Un fragment d’espace sera dit complet, s’il n’existe aucun point qui
lui soil contigu.

Lorsque la distance d’un point fixe de 'espace a tout point d’un
fragment donné reste constamment inférieure & quelque nombre téléo-
positif, un point fixe quelconque jouit de la méme propriété, et le
fragment est dit limite.

Nous nommerons variante complexe un point ayant pour coordon-
nées & variantes simples; les divers indices dont celles-ci dépendent
dans leur ensemble varient chacun a partir de telle ou telle valeur fixe
qu’on lui assigne pour valeur minima.

Une variante complexe sera dite convergente, si ses coordonnées le
sont toutes & la fois, et le point obtenu en remplacant ces dernitres
par leurs limites respectives sera la limite de la variante complexe.
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8. Si & tout point (x, y, ...) d'un fragment de 'espace & 4 dimen-
sions on fait correspondre, suivant quelque loi déterminée, une va-
leur (infinitésimale) f(x,y, ...), cette loi définit une fonction des
o variables z, y, ... dans le fragment considéré.

Une fonction f(z, y,...) de & variables, définie dans un fragment I,
y sera dite continue, si, la variante complexe («, ¢, ...) étant arbitrai-
rement choisie sous les seules conditions d’¢lre constamment située
dans E et de tendre vers quelque point (U, V, ...) de ce fragment, la
variante simple f(«, ¢, ...) a pour limite /(U, V, ...).

On appelle composition des fonctions Uopération qui consiste & sub-
stituer aux variables s, ¢, ... d’une fonction donnée 2 (s, ¢, ...) autant
de fonctions données

(3) S(ey y,.0)y Tlr, vy is), ...

(’autres variables x, y, ..., ce qui engendre évidemment une nouvelle
fonction de ces dernitres

Fla, y, ) =0l8(x, p, .0, T(r,y, .., ... b

relativement & cette opération, les fonctions (3) sont dites sumples,
% (8,4, ...) se nomme la fonction composante, et F(x, v, ...) la fonction
composée. Cela posé, siles fonctions simples (3) sont toutes conlinues
dans un fragment d’espace B, ;5 st la composante o (s, ¢, . ..) jouit de
la méme propriéte dans un fragment d’espace X, . 5 st enfin les valeurs
des fonctions simples en chague point dw premier sont les coordonndes de
quelque point du second : la fonction composée ¥ (x, y, ...) est cerlaine-
ment continue dans le premier fragment.

En rapprochant de ce qui précede les propositions énoncées plus
haut relativement aux limites, on en déduit immédiatement les consé-
quences particulieres suivantes : 1° Le quotient = est une_fonction de x,y
continue dans tout fragment del’ espace & deux dimensions ot la variable y
n’est jamais téléo-neutre; 2° Une fonction entiére des h varvables x, y, ...
est continue dans un fragment quelconque de Uespace & h dimensions ;
30 Siles fonctions P (x, y, ...), Q(z, y, ...), ... sont continues dans un
méme fragment d’espace, toute combinaison enticre de ces fonctions y est
également continue; §° Si les deux fonctions Pz, y, ...), Q(z, y, ...)
sont continues dans un méme fragment d’espace, sans que la seconde y



SUR LES NOTIONS DE LIMITE ET DE CONTINUITE, ETC. 200
P(x, v, ...)

Ly est également
. . R ()(.P, ,}"1 . ) l) o

continu; 5° St la fonction P(x, v, ...) est continue dans un fragment
d’espace sans jamais y élre léléo-négative, la racine r“™ arithmétique de

P(x,y, ...) v est également continue.

devienne jamais téléo-neutre, le quotient

9. Nous formulerons enfin les théortmes généraux suivants :

. Si Uon désigne par [(x,v,...) une fonction continue dans un
espace complet, par (x,, vy, ...) un point fixe et par (x, y, ...) un
point variable situcs U'un et ['autre dans cet espace, on peut, un nombre
teléo-positef o étant donné, assigner un nombre teléo-positif 3 tel, que lu
double relation

/("'01.7'()’ . /(""’ Vo oee-) /
/(-7"9 Y, .- ) —‘_/('rlh.)’m o))

s0tt une conséquence des relations simullandes

gy -
’ % < {j’ e |2

Aty

II. 8¢ lon désigne par [(x, y, ...) une [fonction continue dans un
espace ala fois complet el limitd, et par (x', ¥, ...), (2", y",...) dewr
points variables situds Uun et {’autre dans cel espace, on peut, wn nombre
téléo-positif . élant donné, assigner un nombre téléo-posiif 8 tel, que lu
double relation

A
N

Sty o o) = St 3 )
Syt o) = S Y )

sotl une conséquence des relations sunultandes

ol ol
o X ' - P ,
PR 5 ~ y/r -

W

HI. Lorsqu’une fonction est conlinue dans un espace a la fois com-
plet et limité, clle y demeure, ainsi que son opposcée, constamment infé-
rieure & quelqie nombre (éléo-positif.

IV. Soient C une constante infinitésimale, et [(x, y, ...) une fonction
continue dans un espace & la fois complet el Limité : si, quel que soit le
nombre téléo-positif o, il existe dans U'espace en question quelgue point

-

Ann. de U’ Ee. Normale. 3° Série. Tome XII — JumwLer 1895, 27
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ot les différences opposces
C—flx, 9y o.) [flxyy, ...)—0C
tombent U'une et I'autre au-dessous de o, le méme espace contient ceriai-
nement quelque point o f(x,y, ..) prend la valeur C.

V. Lorsqu’une fonction est continue dans un espace & la fois complet
et limite, on peut assigner deuz valeurs extrémes, U'une supérieure, l'autre
inferieure, dont chacune est atteinte par la fonction en quelque point de
cet espace (les deux valeurs extrémes se confondent si la fonction se
réduit & une constante).

Je ferai observer, au sujet du théoreme I, que la propriété qui sert
de définition habituelle & la continuité, et & I'aide de laquelle je P'ai
définie moi-méme dans mon Mémoire de 18qgo ('), devientici Pobjet
d’une proposition démontrable, exigeant toutefois que espace ott'on
considere Ia fonction soit un espace complet; quant aux théortmes 11,
I, 1V, V, qui figuraient déjh dans le Mémoire dont il s'agit, leurs
énoncés subsistent malgré le changement de définition.

(1) Surles fonctions continues, cte. ( duncles de I Eeole Normede supéricure ; 18go).

v A i



