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SUR

LES SPIRALES HARMONIQUES,

Par M. L. RAFFY,

MAITRE DE CONFERENCES A L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

O sV Vo,

CHAPITRE 1.
PREMIERES SOLUTIONS.

1. Lobjet de ce travail () est la détermination de tous les éléments
linéaires harmoniques qui conpiennent & des surfaces spirales.
Tel est, par exemple, le suivant

(m) ds* = (au™ — he™) (du® - de*),

ou les lettres @, b, m désignent des constantes arbitraires. En effet,
d’aprés une proposition due & M. Maurice Lévy, tout élément linéaire
homogtne, de degré autre que — 2, appartient & une infinité de spi-
rales.
Du type précédent on peut d’ailleurs déduire deux autres solutions
du probleme. En effet, si nous faisons
1 1

. 1 L
[ a=na", b==np",

(1) Troisiémo Parlic de mes Kecherches sur les surfaces harmoniques, qui ont obtenu do
I'Académic des Seiences une mention honorable dans le concours pour le prix Bordin (1892).
Lauteur, ne devant pas se faire connailre, ne pouvait renvoyer & ses travaux antérieurs.
La citation en sera faite en note, entre crochets. La premitre Partic de ces Recherches
parait dans les Annales de la Facullé des Scicnees de Toulouse, la seconde a paru dans
le Journal de Mathématuques pures et appliquées (aunée 1894).
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146 L. RAFFY.
’expression (m) peut s’écrire
dst=[n(Yau—1) — n(YBo —1)] (duz+ do?).
Quelles que soient les valeurs attribuées aux parametres n, o, 8,

elle donne un élément linéaire de surface spirale. Faisant croitre n in-
définiment, on arrive i la formule

() ds*= (logau —logPv) (du®~+ dv?).
De méme, dans I'expression (m) posons

/ !
7 T ¢ i
a—=miam b == m?2f3m U == — 4 —, T — o =
’ B m  p’

il viendra

N\ m N m

m m

Faisant croitre 7 indéfiniment et supprimant les accents, nous trou-
vons le nouvel élément linéaire

(e) ds? == (e%t — eB?) (du? — do?).

Mais il serait téméraire d’affirmer que ¢ous les ¢léments lincaires
harmoniques appartenant & des spirales rentrent dans le type (m),
dont les expressions (/) et (¢) ne sont que des dégénérescences. Ce
serait admetlre qu’ils ne peuvent prendre la forme harmonique que
quand on les exprime au moyen de variables qui les rendent homo-
genes; or nous verrons qu’il n’en est rien.

2. 1l'y adonc licu de rechercher ces ¢léments linéaires par un pro-
cédé propre & les donner tous. A cet effet, nous résoudrons complete-
ment, pour le cas des spirales, I’équation indéterminée

2X (W= 02) = 2Y (0 4 0)?) + 38X 0l — 3Y 0l + X'— Y- o,
qui exprime que I’é1ément linéaire ¢”da dy acquicert la forme harmo-

nique
[o(a'+y") — f(a'— y")] dz' dy’

par le changement de variables

da'=—= 5—-;{_—, dy'= —Z.
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L’élément linéaire des spirales pouvant toujours étre écrit
dst=e** U (u) (du*+ do*) == e~ 1@ {(z + y) dz dy,
nous prendrons

m::——i(xmy)—i—/'T(t)dt, t=—=x +y;
en sorte que notre ¢quation de départ deviendra

(F) P = o X [T/ (T — )2] — 2 Y[ T+ (T + 0)2]
) +3X(T—) —3Y(T+{) +X"—Y"=o.

Telle est I’équation qu’il s’agit de résoudre dans toute sa généralité.
On ne peut espérer qu’une pareille équation, ou figurent trois fonc-
tions inconnues, 'une X dépendant de x seulement, 'autre Y de y, la
troisieme T dépendant de 2 —+ y, soit d’une solution facile et prompte.
Mais, si l'analyse qu’elle exige est longue et délicate, clle fournit
presque a chaque stade de la discussion des résultats nouveausx. Elle
permet, en outre, de distinguer, ce qui estindispensable, les éléments
linéaires simplement harmoniques de ceux qui le sont doublement.
Un raisonnement direct montre qu'un ¢lément lincaire de spirale ne
peut étre simplement harmonique que si X et Y se réduisent & des
constantes ou & des exponenticlles (woir la note p. 195). C’est pour-
quoi nous allons examiner & part ces deux hypotheses.

Solutions ou X et Y sont des constantes.

3. Quand on suppose X et Y constants, I'équation (F) se réduit a
(X = Y)(T'+T2—1) — 2i(X +Y)T = o.

Il n’y a pas licu d’admettre X =Y; on aurait T =o0, ce qui ne
donne que des surfaces développables. Soit done X — Y £ 0. Sinous
faisons

e 2 4 COL 2 ¢,

I"équation précédente devient

T'4- T2+ 2T cot2ee — 1=z 0.
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Elle s’integre par une quadrature et donne

d t—1, =0y
TI‘:—-—'COL'),OC -+ _[Z log.<esiuzu.__ e sin:!x)‘
C

De 12 on remonte facilement 4 I’élément linéaire

L=l {1y

ds? = el(@=) I Tt gz dly == ( e=i(x=Y) g=(t=t) cot 2% (cs’mm___ e .Eﬁ'{-_TEc') dr dy,

ot G et ¢, sont deux constantes arbitraires. La seconde étant inutile,
nous écrirons
ds? — Ce-—i(x—y) [0(.t+y)lung’l___ e-—(x+y}«-u|a'| dr (l}’-

Pour ramener cet élément linéaire a la forme harmonique, ellec-
tuons le changement de variables

de gy 1y,
VX

Comme ici X ¢t Y sont deux conslantes assujetties & la seule condi-
tion

dx'==

X-+Y .
-—K—"—‘T"\-’ e 4 COL‘)‘“,

nous aurons, p étant une indéterminée,

X Y
Y St ) m————y #
cOs2o — LsIin2a COS2¢ -~ eSsIn2a s

d’ot résulte
zz=p(cosa—isina)z',  y=p(cose - isina)y'.
L’élément linéaire devient alors

—y' ATy

ds*=— G <a_-’p Wi g ﬁiri) di’ dy' = — G(e*— ") (du® -+ do?).

’ st

Cest la seconde forme dégénérée du type (m).
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I~

Solutions ou X et Y sont des exponentielles.

4. L’équation fondamentale (F), quand on y met pour X et Y les

exponentielles
X == A, Y ==Ae-2y,

prend la forme

[T T2 1+ (3r—20)T 4+ r(ar—30)]e

=T AT — (3r—2)T 4+ r(2r—30)]e ",
¢ désignant toujours la somme x + y. C’est une équation de Riccati

rpv D) [y . (:"['1" (“_"lr'\ 5 9 .
M T2 o (37— 20) S TP a3 =,
4

"
que nous avons & intégrer sans particulariser la constante r. Nous po-
serons 7 == ¢, ce qui donne & I’¢quation cette forme nouvelle, d’aspect
réel,

T o= T2 4 (B35 —2)T cotlol — (o —1) (20 — 1) = o.

Pour intégrer, faisons le changement de variable

Tt 9 s
5o ol =, Al zm e = ey
" g 31
Péquation devient
- 2 5¥ . . dr
(p) 2T+ (30 — a) e T 0 (g 1) (25— 1) — o (32~ 1) s =0

et 'on vérifie aisément qu’elle admet la solution particulivre
T =0—0o)5,
quelle que sott la valeur attribuée au paramétre =. Posons donc

I

T g
la nouvelle fonction inconnue { sera déterminée par 'équation linéaire
o I74e P Y- LI B R Y
(%) a(.z"w{»]);j?_- 4 ) — £ 42 =0,

Intégrons d’abord I"équation

dt (2w g) 3242 — 3,

)
Tdz s(5t41)
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on trouve aisément, en désignant par M la constante arbitraire,

32

C:Mzz_l_l-

Pour que cette valeur vérifie I’équation (¢), il faut que M, consi-
dérée comme fonction de z, ait pour dérivée

dM _

2
23
»
ds

)
-

b
g

ce qui conduit & distinguer deux cas, suivant que & est égal & 1 ou dif-
férent de 1.

Traitons d’abord le cas particulier ¢ = 1. En désignant par 2 logy la
constante d’intégration, nous aurons

o ) 25 .
M=2logy — 2logs =2log*, {= 54— logé;
s Fa e | S
et, comme actuellement T, se réduit 4 zéro, Uintégrale générale de
Iéquation (p) sera
, 3% 1
T &0 -
—é sin¢ log(y L;xxxg;)
Il n’y a plus qu’a effectuer la quadrature

f'l’dt:-g/’p_‘_if_ _ ds

sio-1

I

2z log

— =loglog= + consL.,
slog= 4

pour arriver a I'élément linéaire

ds? = Ce—ile=r) 10g<y tang -T—:::—Z) dx dy.
o 2 ”
Soit maintenant o 1. 1l est commode de poser = =nrctlon trouve
immédiatement

M=c— R ones

et
g n
Zn-2, {=F5—|c— =),
n -~ 2 5% -1

n — 2
ce qui donne pour intégrale générale de I'¢quation (p)

n—a n—2)(s Gn—d
=2, (n—2) (@41
n (n—2)c—ns"?
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. . X . t
Exprimons T au moyen de ¢, en ayant égard & la relation = = cot ~;
nous aurons

A
cotr—3 —
n—=2 A n— 9 n
T= n COtl_z - 1A 4 n 2
nsin? - cot?*? — — —— ¢
n n n

Sil'on fait (rn — 2)c = nvy, il vient par une intégration immeédiate
. ¢ ¢ oot t
fT dt=logsin"~*— —i—log(cot"*ﬁ - —y> 4+ const. = log(a sin?—%— — Bcos?~? ~)-

. n n n n

Remplacant enfin = — 2 par m, nous arrivons a I'¢lément linéaire
ds? = ¢—iz=y) (oc sinn 22 B cos™ f——i—l) dz dy,
m-—- 2 m— 2

qui dépend de trois constantes arbitraires a, 3, m.

5. 1l nous reste & mettre sous forme harmonique les deux éléments
linéaires que nous venons de trouver. A cet effet, nous poserons

2

o [ i dx___ s y = o
n ~+ Tk ’ .
. e -+ 2 .

d’ot 'on déduit facilement

)2 m
e iE=y) dydy = QE—:}:—L (2'y")? da' dy'
}

et aussi
Ly

1y
mA=0 " o\l yt

cos -

Substituant ces valeurs dans I’élément linéaire
s = <C( sin™ .'1_“}__..)1 e (3 cosm r=y -+ ‘y> e—l@=y) dx (1}’,
n - 2 m -~ 2 “

on trouve, en désignant par a et b deux nouvelles constantes arbi-
traires,

([9’-—-— P {IJ,—}— .,y/ m-—‘ [) . iml __;y-i m”
’ 2 2 )

C’est I’élément linéaire du type général (m) signalé au début.

dz' dy'= (auw™— bo™) (du* 4 do?).
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Les mémes transformations conviennent a I’¢lément linéaire trouveé
tout & 'heure

>dxdy

=G [k’g (“ cos = 7) —log <{3 sin ZE

sous la seule condition de faire m = o; on trouve ainsi

ds*= Ce~ == lo“<,/ Lang

V>-| e—ie=y) do dj/}

ol i PV A
ds*=C [l%’" _‘f_(_'_"__(_‘_"_-y_) — log @‘(—ij)“[ Y dy' =C(logau —logB ) (du* - de*).

2

Cest la premiere forme dégénérée du type (m).
Résumons dans un Tableau les premiers résultats que nous venons
d’obtenir :

( P L S
rlﬂ____:___ C()L)J( “‘_ _l 10{,< nuza — »11:2’;1.)’

(¢) X = p2e—i, Y == et

ds?== Ce=ilx =) [ ¢le +y) tangsh . o=@+ ) et ] fp ol y

R

oy —ip T
— (e 4 S e (qu )([L d‘),

I/
;i; = sinllog <'/ tang 5),

S X == A e, Y= Ae2iy,
( ds?= Ce~iz=v) log (-/ tang = T‘) dx dy
== C'log(a 4 ') — log(x'— y') + ' T dx' dy'.

!
” m { 1
r e cot 4 e SN
o 2 2 ) . ')I, A P
sin ———( J lang” — e e S
7~ ne =, 91
'_h_i'_r Wiy
(m) X==Aen+?, Y=Aec "+

z -
dst = ¢~1@=y) g ginm T __ 6 cosm L
ne =0 /It

\ e L((( -} y)’"——-b’(l —y )ml([L d},

) e dy
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Elément linéaire des spirales applicables sur des surfaces
de révolution.

6. En vue de simplifier une discussion & venir et de détacher un
résultat intéressant par lui-méme, nous allons déterminer les élé-
ments lin¢aires qui conviennent & la fois & des spirales et & des sur-
faces de révolution.

Il est clair que, si Von fait soit @ == o, soit b == o dans le type (m)
signalé au début, on trouve un élément linéaire

ds* == Cum (du® -+ do*)

qui répond & la question. Nous allons montrer que ¢’est le seul (*).
Pour qu'un ¢lément linéaire ¢ da dy soit réductible a la forme

(Lt = i@y} of TEry) d@vy) dg dy

qui convient aux spirales, il faut et il suffit qu’aprés un changement
de variables approprié

d.r! oy’

dow [y == ot
o o H ay 'n(“)/’)’
Pour ¢liminer la fonction inconnue T, dillérentions par rapport & x et

4 y; nous aurons
.~ ) ' :
Derei (e ) =1
dayt

/

d’otr, en retranchant membre & membre, ot
Jn ) .
el o f I O ] s T e D Ly
3 P ‘ dy’

Sil’élément linéaire ¢” dx’ dy’ convient A une surface de révolution,
4

(1) [L. Rawwy, Sur la déformation des surfaces spirales (Bull. de la Soc. mathém. de
France, 1. XIX, p. 65; 1891)].
dnn. de I fic. Normale, 3° Série. Tome XI1. — Mir 18¢5. 20
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on peut faire
d0) Jw

— ! ! gp— CO’.
(‘)_CP('I' +.y )’ ()wf - 0‘}.’ T
L’équation du probleme devient alors
(1) (E—n)o' +E+n"+a2i=o.

.

Egalons & zéro la dérivée seconde du premier membre prise par rap-
port A " et & y'; nous trouvons
(2) (E___n)cplll_i_('[:/__.III)CPII::O.

Or la dérivée ¢” doit étre supposée différente de zéro si on exclut
les surfaces développables. On peut alors tiver & — »’ de I'équation (2)
et porter sa valeur dans I’équation (1), ce qui donne

qJ”/

R -

(&—n) <CP - @//) e =o.

En conséquence, la différence & — v ne dépend que de 2+ y/. 1l

suit de I que les dérivées & et ' sont deux constantes égales et de

signes contraires
E=—n'= ni.

Intégrant et négligeant les constantes additives, nous avons
E=nixz', N =—niy'.
L’équation (1) devient alors

!

_ aln-1) _ m
CP T s .

/L(I’ -+ 'y’m)- T2y

7 v

On en déduit immédiatement o = mlog(x’+y'), d’olt I'élément
linéaire cherché

ds*= C(z'+ y" )" dz' dy'.
Par le changement de variables

de'  —odz! — dy' 2 dy!
T (m ol dy = —=50 = PRI
nix (m—4-2)ix niy (m~+2)iy

dr =

il acquiert la forme propre aux spirales

ds*= C'e=1te= cosm * 2t gy,
m o= 2
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De la résulte pour la fonction T cette expression

" m

= —— lang -

e ~= 22 Tm + 2

Remarquons enfin que I’élément linéaire précédent n’est doublement
harmonique que quand on suppose m =1. Car les deux formules que
nous avons données dans la seconde Partie de ces Recherches (V)

== P(ehtape =) =2 Q) (ht— g=ht)=2, A= P etht- Qe

pour représenter I’¢lément linéaire A dx dy des surfaces de révolution
doublement harmoniques, ne conduisent & A = C¢” que quand m == 1
ou m = — 2, hypothese actuellement exclue parce que les surfaces
correspondantes ont Ieur courbure totale constante et qu’il ne peut
en étre ainsi des spirales sans qu’elles se réduisent a des dévelop-
pables. (Vour le paragraphe suivant.)

CIHAPITRE L.

RECUERCHE GENERALE DES SPIRALES ITARMONIQUES.

1. Nous nous proposons maintenant de trouver toutes les solutions
de I'équation fondamentale

(D) Fe=oX (et o) —2Y(mp+ o)+ 3X 0, —3Y 04 X"—Y'=0o,
en attribuant  la fonction o la forme qui convient aux spirales
== (& —y) -+ '/".I' ol (t= a4 y).
A cette équation nous adjoindrons 'équation dérivée F, = o, savoir

() S 2 X (st 02 )y — 2 Y (mogs - 0} )0 X[5( iy ) G0k, ]
[ — Y[5 (o) G oL ] 4+ 3(X'—Y") oz, =o,

(1) [ L. Rawry, Sur wie probléme de la théorie des surfaces (Comptes rendus de (' dco-
démic des Sciences, t. CVIIL; 1889, p. 493, ot aussi Bulletin des Sciences mathématiques,
t. X1, ; 1889, p. 164)].
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qui ne se réduit & une identité que dans le cas des surfaces déve-

loppables (w),= o). .
En éliminant X" — Y” entre les équations (I) et (II), on obtient

une relation que nous pouvons écrire ainsi

(1) 2X (62 + Ot Gooly0l) — 2Y (02 Ot G0, 0,) 4+ X/ 0, — Y' 0 =0,

en posant, pour abréger,

1

—— = 0
Rk, ™

— 20, 7" — 20,

ce qui conduit pour les spirales & cette expression de 9
0=i(x—y)-logT— [TdL.

L’équation (IT1) ne se réduit visiblement & une identité que quand
) = const., ¢’est-i-dire pour les surfaces 4 courbure totale constante.
Or, d’apres la formule

T

KR,

” 7 PO e [T Ll i (B
.”_ﬂ 0 o[V e Tl pix Y,

T 20)
la courbure totale d’une spirale, étant le produit d’une fonction de
x —+ y par I'exponentielle ¢“*=?), ne peut ¢tre constante que si elle se
réduit & zéro. Ainsi se trouve justifiée une assertion émise a la fin du
paragraphe précédent. Laissant de coté les développables, nous pour-
rons désormais considérer 1'équation (II1) comme n’étant pas une
identité.

Sion la différentie par rapport & @ et i y, on obtient deux relations
qui font connaitre, 'une X”, I'autre Y”, et, portant ces valeurs dans
I’équation (I), on arrive & un résultat qu’on peut écrire

A AL , B, B , :
X I: @ -+ A, 2 ((:)‘,La -t C«):t.2 )’l —Y [7}',: - 7/})1 — (I,)J/a - 4;')3.2 )]

A
(IV) & K l 0// 0// - ]; {_0” 0”
o 2T ZEy g Ny 20 2y o ) e
-+ X ( 0:‘,. = 0.,}’ b (a)x> Y < 0.,}' o 0:’: 3(1).7.> Z 0,
en posant

A=2(Oh+02 440, 00),  B==2(0h+ 02+ 4u)0,).
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J'ai démontré (') que le déterminant des inconnues X' et Y’ dans le
systeme formé par les équations (II1) et (IV) ne se réduit a zéro que
pour les surfaces applicables sur les surfaces de révolution. Comme
nous venons de trouver I'élément linéaire de toutes les spirales de
cette espece, nous pouvons désormais supposer ce déterminant dif-
férent de zéro et tirer du systeme considéré les expressions de X'
et Y/, qui seront des fonctions linéaires et homogenes de X et de Y.

Les deux équations (1) et (IV) et, par suite, les formules de réso-
lution seraient extrémement longues & éevire, malgré la forme relati-
vement simple de w dans le cas présent, ot leurs coefficients dépen-
draient de la fonction inconnue T et de ses dérivées. Mais nous allons
pouvoir déterminer a priori ces coefficients. Remarquons, en cffet,
que les coefficients de X, Y, X', Y', X”, Y” dans I'¢quation (I) ne
dépendent que de la seule variable ¢ =« + y. lin conséquence, les
coefficients de X, Y, X, Y’ dans les équations (IIT) et (IV), déduites
de la premitre par de simples diflérentiations, ne dépendent que de
cette méme variable. Nous avons done & résoudre ces deux équations

X=X 4-T,Y, Y =T, X +T,Y,

ou figurent quatre fonctions inconnues T, de la variable ¢ = +y,
outre les deux fonctions X et Y, qui ne dépendent, Pune que de @,
Vautre que de y.

Résolution des deux équations fonctionnelles.

2. Soit & résoudre les deux équations différenticlles indéterminées
(1) Xz T X 4 T,Y, Y=TX+TY.
Différentions la premitre par rapport & y, la seconde par rapport & z;

il vient
T X A4 T,Y -+ T, Y = o, T, X+T,Y -+ T, X = o,

(1) [L. Ravey, Sur les spirales harmoniques (Comptes rendus de I’ Académie des
Sciences, t. CXIl; 1891, p. 518). Sur une classe de surfaces harmoniques (Comptes
rendus de U’ dcaddmie des Sciences, t. CXII; 1891, p. 424)].
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ou, en remplacant X’ et Y’ par leurs expressions données,

(,,) E (T,l +" ‘«.v'l‘:;)x —t= (T'._, - TgT,,)Y =0,
” [ (T, T, T)X 4 (T, +T,T,)Y =o.

Si ces deux relations ne sont pas des identités, on en tirera
Y
x =Sz +)),
ce qui entraine, comme on sait,
X ==Aer?, Y =DBery,

A, B, rdésignant trois constantes dont la derniere peut étre nulle. Les
équations de départ deviennent alors

Ar=AT 4 BTye-r@w, - Bpe= AT,er@) - BT,
et 'on peut choisir arbitrairement I'une des fonctions qui figurent

dans chacune d’elles.
Nous n’avons pas & revenir sur la solution

X == Aer, Y= Be,

qui a été déj discutée (Chapitre [, n* 3, 4 et 5).
Supposons maintenant que les relations (2) soient des identités;
on aura

(3) T+T,Ty,=o0, T,+TT,=0, T)+T,Ty=0, T,+T,T=o0.
Les deux relations extrémes donnent
T, =T,.
Soient donc, en introduisant une fonction auxiliaire </,
(4) Ti=m—1'4c, Ty=—1—c, ¢ == const.
Les équations (3) donnent
T, — (' ¢)Ty=0, T, — (' —¢)T; = o.
On en tire, en intégrant,

(5) Ty by evred, Ty == b, ev—ct,
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Si I'une des fonctions T, et T, était nulle, il suffirait, dans ce qui va
suivre, de faire b, = o ou b, = 0; si les deux fonctions étaient nulles,
on supposerait nulles les deux constantes d’intégration b, et b,.

Substituons les expressions (4) et (5) dans les équations (1): il
vient

(1) X (¢ — )X == b, Yer+et, Y+ (7' ¢)Y = b, Xt el,
Appliquons a ces formules la différentiation
o 17
du 0y’
pour laquelle ¢ doit étre considéré comme constant; nous aurons

(6)  X'oq (2= €)X/ z= = b, Y/ e, Y (2 ) Y = — by X et

Des quatre ¢quations (17) et (6) on déduit

) j XY - YX 4 (2 —e) (XY YX') = o,
7

XY o XY o (2 ) (XY - YX) =0,
k] \ . 3 . N b .

d’ou, en ajoutant membre & membre,

XY 4 o XY e YXZ o 02/ (XY 4= YX) = 0,

ou encore
7 0" . ;
e DV OXY - YX) - 27/ (XY - YX) = 0;
(().r‘{ ()‘)")(\ ] )27 (XY ) ’
de sorte que, quand XY’ + YX’ ne sera pas nul, on aura
) J
(8) = — ( S ~> log(XY'+ YX),
2 Jdy '
formule qui fera connaitre «° ct, par suite, les fonctions T,, T,, T, T,,
des que X et Y seront connus.
D’autre part, en retranchant membre & membre les équations (7),
on obtient
XY e YX A= 2¢ (XY 4+ YX) =0,
ce qui peut s’éerire
XwaeX  Y'+o2cY
X o Y
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Les deux membres, ayant méme valeur, sont nécessairement con-
stants. Soit — v leur valeur commune. Nous avons, pour déterminer
X et Y, ces deux équations

(9) X'—a2cX'+yX=o, Y'+4+o2cY' + 7Y =o0;

d’ot deux cas i distinguer, suivant quey est égala ¢® ou différent de ¢®.
3. Premuer cas : v =c*. — L'intégration des é¢quations (¢) donne

(ro) X = (Az 4 a)ex, Y= (By-f)e e,

avec les dégénérescences possibles provenant de I'évanouissement de

I'une ou de plusicurs des constantes arbitraires A, B, «, 3, c.
Portant ces valeurs de X et Y dans Ia formule (8), on trouve

T/ Y - -_..,‘“,A.I!g,.u,_A‘.-.,‘._.~
T ABU4- AL+ B’

d’ot, en désignant par p. une constante d’intégration,

R
AB(--AP +Ba

ev =

Les formules (4) et (5) donnent alors

- AB AB
(r1) AR AR Ba T BT RBIT AT Ba O

bypect

. by pe—et
PTABC+ AR +Ba’

T ABU+ AP+ Ba

(r2) T T
Il n’y a plus qu’a substituer les expressions (10), (11) et (12) dans
les équations (1), qui sont vérifices identiquement, pourvu qu’on

prenne :
byp == A%, by = B2

Nous avons ainsi, pour les ¢quations proposées, un systeme de solu-
tions correspondant au cas olt les équations caractéristiques des équa-
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tions (9) ont une racine double, savoir

X = (Az + a)e=, Y=(By—+pB)e e,
TS, NP
(1) "TABt+AB+Ba 7 T ABt+AB+Ba’
2 pet
T,— A%e T AB

ABl+ AP+ Ba’ T AB(+AB+Bax

4. Second cas : y — ¢*z o. — Pour intégrer les équations (g9), nous
poserons
c==r- I, Y= 4rh, (r—nh#o),
de sorte que les racines des équations caractéristiques seront 2r et 24
pour X, — aret — 24 pour Y. Nous aurons alors

(13) X == le?% - Ae*h®, Y == me=*"7 - Be—2hy,

avec les dégénérescences possibles provenant de I’évanounissement de
I'une ou de plusicurs des constantes A, B, {,m, r, £. Nous excluons toute-
fois les hypothtses /== m =0 ou A = B = o, qui raméneraient & une
solution déja étudiée, ainsi que les hypothtses A=/=o0ouB=m=o,
qui donneraient pour X ou Y la valeur inacceptable zéro.
Des intégrales (13) on déduit aisément
XY ot YX/ i 0 (7 = h) (B letro=2hy . A merha—2ry)
o (1 — h) el E=y) (B Lot @+y) — A me—(r—I) @),

d’otr, en vertu de la formule (8),

Bletr—r1t 4 A me—(r=n)t
BleO—=rit 2 A me—tr—t"

e (1 — I)

L’intégration introduit une nouvelle constante arbitraire p. et donne

-

= Bl K pe=tr=it”

et

Les formules (4) et (5) deviennent alors, ¢ étant remplacé parr+4,

(14) T = Bilretr=21t e N mhie=(r="n1t T —s Blhetr—mt — Amre—tr—1)t
=2 P e Y e (= S =2 B letr—21t — A me— 1=/t

[,2 {_Lc(l-—F/L)[ T [)3 (J_e-—(r—o—/z)l )
Bler=ne _2"A pre—(r—ije’ 37 Bletr—ht A me— (="t

Ann. de ULic. Normale. 3¢ Série. Tome XII. — Max 18¢5. 21

>

(15) Ty==
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Substituons les expressions (13), (14) et (15) dans les équations (1);
pour qu’'elles soient vérifiées identiquement, il faut et il suffit qu'on
prenne
by =—2Al(r—1rn), byp.=—2Bm(r—h).

Nous avons, en conséquence, ce nouveau systeme de solutions des
équations (1)

X == le¥® - A g2, Y = me—2y B e—?hy,
T, — Blretr—2t — Amhe—(r=m¢ _— Bm(r—h)e-(reme
(IT) e Y A Ty Ny e DT R Py Y e e T
Ty= Al(r—R)etrht T, — o Blhe'r=mt— A mpe -(r—=hit
2= Blelr=rE__A ie—(r—hijt’ B e 1 Y AU S Ty NP e Ve AT

Il nous reste & rechercher si les solutions (I) et (II) conviennent ou
ne conviennent pas & notre probleme.
5. Nous allons substituer ces solutions dans I'équation de départ

(1) 2(F— 2iT)X — 2(F 4 2iT)Y 4+ 3(T — )X/ — 3(T &)Y+ X" — Y'= o,

ol nous faisons, pour abréger,
=T+ T —1.
Qu’il s’agisse de la solution (1) ou de la solution (II), nous pouvons
toujours écrire
X'=a(r-+ )X —4rhX, Y=—a2(r-+ha)Y —4rhY,
sauf a faire ensuite 2r =2k =¢, §'il s’agit de la solution (I). Ces
valeurs, portées dans I'équation (1), la transforment en cette autre
(2F —rh—GiT)X— (25 —hrh-+4iT)Y
A [3T+ (2r+2h—30)|X'—[3T — (27 +2h—34)]Y'=0.
Remplacons maintenant X’ et Y par leurs expressions trouvées
X=TX~+T,Y, Y=TX+T,Y;

0y

nous ohtiendrons
{25 —hrh—GiT 4+ [3T (27 + 2k —30)] T, —[3T — (ar 42k —3i)] T X
:::323——/;/'/L+.’4iT——[3T+(2 r=-o =3 Ty~+[3T — (27 - zlz——Si)il'I‘,,}Y.
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On voit que, si le coefficient de X et celui de Y n’étaient pas nuls
tous les deux, le rapport Y : X serait une fonction de = + y, ce qui
exigerait que I'on et

X = aen®, Y =0,
o, B, n étant trois constantes dont la dernicre seule pourrait étre nulle.
Mais ces solutions ont déja ¢té discutées. Donc nous devons égaler i
zéro le coefficient de X et celui de Y; d’ott les deux équations
0% — rh = [fi-+3(Ty—T)]T — (2r -+ 2k — 38) (T,+T,),
(27— hrR) =[G+ B(Ty—Ty)|T — (27 424 — 35) (T, 4+ T,).
En les combinant par addition et soustraction, on les remplace par
les deux suivantes
(T) [8i—3(T;+ Ty— Ty—T)]T == (27 - 2k — 30) (Ty -+ Ty -+ Ty T,),
2(2% —4rh)
@) = (T -+ T2—orh —1)
e B(Ty Ty Tyt TT — (27 - 2/t — 30) (Ty— Ty 4T, — T,).
Telles sont les deux équations dans lesquelles nous allons mainte-
nant substituer les deux systemes de solutions a essayer.

Discussion du systéme (I).

6. Dans les ¢quations (T) et (%) faisons

, o Arert Bre=wt AB
r1:: "A"“ “i‘"?:", .12::: w—‘A*-—-; 1,3.'.'.: ——A————; _[/.:'TA——-ZI',

A== AB¢t + AB + Ba,
et rappelons-nous les valeurs correspondantes de X et Y,
X e (Az - o) e, Y=(By-+p)e 7.

Comme A et B ne sont pas nuls tous les deux (cas déja étudié), le
dénominateur A est différent de zéro. La substitution indiquée conduit
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aux deux relations
(T)) [4(2i—3r)A— 3(Aer+Ber) (Ae—Bet)] T = (47 — 3) (Aet+ Be-r)e,
. GA(T +T2— 272 —1)
(1) —3(Aert—Be)2T — (47 — 30) [47A — (Ae™ + Bet) (Aert— Bet)],
que I’on peut écrire
h(2i—3r)AT
— (Ael't+ Be—-)'l> [S(Ael't___ Be—-l‘t)T -+ (4,~ — 3") (Ael't_i_ Bc—l'l)],
GA[T + T2+ (r — i) (2r — 0)]
= (Ae"—Be") [3(Ae"—Be )T -+ (hr — 38) (Ae™+ Be)].

On en déduit, en ¢liminant la grande parenthese qui figure dans les
seconds membres,

Aert—Be . .
T T2. v 9 L) T C— — —
(R) T/ T2+ (37 2L)Ae”+ B o=t T - (r—i)(2r—1i)=o.

C’est une équation de Riccati qui doit étre vérifiée par la fonction

. (4r—=3i)(Aem+-Bemr):
T h(2i— 3YA =3 (ATt = Bre—urty’

(16) T

tirée de I’équation (T, ).
Je dis d’abord qu’on ne peut pas supposer r=o. En effet, dans
cette hypothése, 'équation (R) devient
A—B

vy me__ pate — po— e
I'+T*—2giT—1=0, E=15R’

elle donne pour T une fonction périodique de ¢,

T=ig—\Vg*—1tang\{g*—1 (t —¢,),
tandis que I'expression de T devrait étre rationnelle

—3i(A -+ B)?

I= g —sm—y

A=AB¢+ AR+ Ba.

La période ne deviendrait infinie que dans I’hypothese g*= 1, qui
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revient & AB = o; mais alors T se réduirait & une constante, solution
exclue comme conduisant & des surfaces développables.

Supposant donc désormais r différent de zéro, nous pouvons, si le
produit AB n’est pas nul, remplacer ¢ par ¢ + ¢,, la constante ¢, étant
choisie telle que B devienne égal & — A. De la sorte notre équation de
Riccati sera

gy ma - crl'l" e‘l.l,—q . .
T -+ T """"(3/"—"2[) E’—'Z—:_—";:IZ 1 -4 (’."“L) (2,.___ l):O.

Or, si nous faisons r = o, nous arriverons i I’équation
T 4 T24- (30 —2)Tcotot — (6 —1) (20 —1) == 0,
dont I'intégrale générale a été trouvée précédemment (Chap. I, n° 4).
Quand o est ¢gal & 'unité, on a

1

Mo e,

. ol
sin¢ log(y lang —))

fonction multiforme et périodique, tandis que T est uniforme et non
périodique, en vertu de la formule (16).

Dans I’hypothese o — 12 0, nous avons trouvé

I

’ al
I'=(1—g)cot — -

fonction périodique, tandis que T ne I'est pas, puisque AB est différent
de zéro.
Soit maintenant AB = o. Nous supposerons B = o. L’équation (R)

devient
T4 T2 — (2 —30) T — (6 —1) (20 —1) = 0.

On en déduit, par intégration,

L— ¢
o — (2.._30')5__0_““]{;0'( - ())’

ce qui est une fonction périodique, de période 2w:0, tandis que la
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formule (16) donne
(4o — 3)iAreoit

T= G(2—30)iAB —3Aeteid’

fonction dont la période est w:5. I y a contradiction.

Done, en résumé, la solution (1) ne convient dans aucun cas, en
dehors des deux hypotheses déja étudiées ot A=B =o, avec r=o0
ou 7 £ 0.

Discussion du systéme (II).

7. Reprenons les équations (T) et (5)

(Ty [8i—3(Ty+Ty—T,—=T)]T= (27 42k —30) (T, Ty~ T3+ T,),
G(T'4-T*—o2rh —1)

)
<)( =—3(T,—Ty—Ty+T)T—(ar-+2h—3) (T, —Ty+T,—1T,),

pour y substituer les expressions qui composent le systeme (1), sa-
voir :
Al =2 Blretr-mt— o A mhe—r=11t

(I1) | AT == — aBlhetr-Mt4- 2 Amre-(r~h)1
A== Bletr=mt— Ame~tr=nt,

La quantité r— / est essenticllement différente de zéro; les valeurs
correspondantes de X et Y sont

X == letrx 4~ A g2, Y = met1y - Berthy,
et nous rappelons qu’on ne peut faire aucune des quatree hypotheses
l=m=o, A=B:=o, l=A:=o0, mz==B == o,
en sorte que la fonction A ne peut se réduire & zéro.

Cela posé, substituons les solutions (II) dans les équations (T)
et (5); nous trouvons ainsi

T [(4i—3r—23h) (Bletr—mi— Ame=tr- )43 (r—h) (Aletr+ )t — B me—(r+mty| T
(T2) 3 — (r—hy(2r-+2h—3i) (Bl =Mt 4- Ame—(r=1t — A lglr+hit e B me—=(r+h)t) == o,

2 AT/ T2—2rh—1)4-3(r— ) (BleU=t-Ame=Ur=A1toie A L4 W Bme—(r-+ )T

(%) j + (r+h)(2r~+2h—30)A+ (r—"0)(2r+2h—30) (Aletr+Mie B me—(r+2t) == 0.
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En vue de faciliter la discussion de ces deux équations, nous énon-
cerons un lemme dont nous aurons plusieurs fois & faire usage.

Lemme. — Pour que U expression

i=n

D (Myeet 4 Miemast),

=1

ou les M;, M; sont des coefficients constants en nombre fint et les a; des
constantes differentes de =cro et différentes les unes des autres, soit nulle
quelgue valeur gu’on attribue & la varwable ¢, il faut et il suffic que les

coefficients M;, M, sotent tous nuls.

On s’en assure en développant chaque exponentielle en série et an-
nulant les coefficients des puissances de ¢ jusqu’a £2*~" inclusivement.
On obtient ainsi, d’une part, » équations linéaires et homogtnes par
rapport aux 22 sommes M; + M), d’autre part, » ¢quations linéaires et
homogenes par rapport aux n différences M; — M;. Le déterminant du
premicer systeme est le déterminant de Van der Monde

I, (ai —a}).
Celui du second systeme est égal au précédent multiplié par
8 I
atal...af...a.

D’apres les hypotheses de ’énoncé, ces deux déterminants sont dif-

férents de zéro. On a done

M; -+ M=o, M; — M=o (i=1,2, ..., n),
ce qui prouve que les coelficients M;, M; sont tous nuls. D’ailleurs ces
conditions sont évidemment suffisantes.

8. Revenons aux équations (T,) et (5,). Nous devons avant tout
rechercher si la premiere ne peut pas se réduire & une identité. En
égalant & zéro le coefficient de T et le terme indépendant, nous obte-
nons deux équations, dont la premitre est

(i —3r— 8h)[Blelr-mt— A me=(r=m1]
4+ 3(r—nh) [Alelr+h)t— Bme-(r+ht]=o,
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et dont la seconde peut s’écrire
(2r +=2h—310) (le"'— me="t) (Aet — Be~") —o.
De ces trois facteurs, les deux derniers ne peuvent étre identique-

ment nuls, ce qui entrainerait, d’apres le lemme, I’'une des hypotheses

exclues
l==m=—o, A=B=o.

Il faut donc supposer 27—+ 24 — 3i=o. Il en résulte que r+ A
n’est pas nul, non plus que » — 4. Le premier membre de Iidentité
précédente est une somme de quatre exponentielles, auxquelles le
lemme s’applique, si tous les exposants sont inégaux, ¢’est-i-dire si le
produit 7% est différent de zéro. Alors les coefficients de toutes les
exponenticlles sont nuls; on a done

Ble=Am=Al=Bm:==o,
ce qui entraine 'une des quatre hypothtses exclues

l=m=o0, A=B=o, lz==A:=o0, moos Bo=o.

Ainsi nous devons supposer rk==0. A raison de¢ la symétrie des

o .

3 . 3 . .
formules, il suffit de supposer /i = o; alors 7= ==, et il vient

B3

3
[(9A —B)e? -+ m(9B — A) ¢ T =0

d’olt résulte
l(gA —DB) =o, m(gB —A)=o.

Comme / et 2 ne sont pas nuls tous les deux, non plus que A et B,
il faut supposer nuls Uun des paramétres / et m, ainsi que le coeffi-
cient de autre. Soit par exemple m = o3 il en résulte B = gA. Nos
hypotheses actuelles

h=o, m == 0, B=9gA
donnent pour X et Y ces expressions

X == ledix - A, Y =9gA.

Quant & la fonction T, elle est déterminée par I'équation (S,), qui
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se réduit ici A

L4 ol ) 5."
T+ T~ —-—lj ~— [ :2Z 0.

Intégrant et négligeant la constante qui s’ajouterait &z, on trouve

Pour avoir ’élément linéaire correspondant, il n’y a plus qu'a effec-
tuer la quadrature

s 5i 3t
/ It =~ - (¢ — t) + log cos 7
. 4 f
@’olt 'on conelut
i v
o o it e (Y 3(a
ds?== ¢~ 1@-1) eITilp (ly - Ce-l@=y) ¢ "cos —L—/t Y) e dy.
4

Si Pon prenait /== o avec A== B, il suffirait de changer x en — y
et y en — @ pour retrouver la méme solution.

L’é¢lément linéaire précédent est done le sceul qui corresponde ?
hypothese ot 'équation (T,) se réduit & une identité. Il ne convient
qu’a des spirales imaginaires.

Nous allons le ramence & la forme harmonique, en effectuant le
changement de variables habituel

dx /ye
dp' ==~ dy' ==~z e
Nous pouvons ici, sans restreindre la généralité, prendre
X == ledix - L, Y =1,

ce qui revient a garder la variable y et & remplacer 2 par U'intégrale »’
de I’équation

Or on tire aisément de 1a
2!
le=7% == — g cos? =

Ann. de |’ fie. Normale. 3¢ Série. Tome X1, -— Juix 1895. 22



170 L. RAFFY.

Substituant cette expression de  dans I’élément linéaire et dési-
gnant par y une constante proportionnelle & y/Z, on trouve

X' -y -y

ds*= C’[_er—r——— ¢ T 4y(emi@tr)— e”x"”)_l dz' dy (7# 0).

1l résulte du lemme énoncé page 147 que I'élément linéaire consi-
déré est doublement harmonique.

Dans le calcul précédent, on suppose essenticllement que £ ne soit
pas nul, comme on doit le faire, puisque nous excluons actuellement
(voir n® 7) I'hypothese {=m == o étudiée au Chapitre I. Pour voir ce
qu’elle donne ici, on pourra prendre '

O | -
Xz, Yoz,

ce qui permet de garder la variable y ct de remplacer x par — 32'. On
trouve ainsi cette autre forme de I’élément linéaire

Qg vy

ds*=z\e¢ * T 4 8"("’/"-7)> dx'dy,
qui rentre visiblement dans le type (e¢) déja rencontré.
9. Nous pouvons désormais supposer que I'équation (T,) ne se ré-
duit pas & une identité. Nous en tirerons T, et nous substitucrons son

expression dans I'équation (Z,), qui devra étre vérifiée. Pour abréger
I'écriture, nous poserons

A =B leltr-mt— Kme-(r-n)¢, O = AleU+Dt— Bme-(r+/t,

A== Bler=Mt A ine—(r—nt, O,z Ale(r+1t B me-(r+h)t,
et nous remarquerons la double identité
A A= 02 — 0= — LAB (m.
Avec ces notations, nous tirerons de I'équation (T,)
(Ty) Te=(r—h)(ar-2h -3 44—, »
D= (4v—3r—30)A-+3(r—~r)e.
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Différentions maintenant I'expression de T; il viendra

N

T‘/’::.(I'————/l)(ZI' —|—2]l—3l)—l‘)'21

en posant
N=[(r—rA—(r+02)01D —(r—h) (A —O)[(4i—3r—30)A+3(r+1)0,].

Substituons T et T’ dans I'équation (7,) et chassons le dénomina-
teur D*; nous trouvons

& 2A[(r—n)(2r-4oh—30)N-+(r—~ny2(2r+2h—30*A— 0>~ (2rh+4-1)D?]
- +(Br+ah—=30D[3(r— )2 (A2—0%) + (r-=DAD -+ (r—»2)0D]==0.

Dans les termes dont la somme multiplie D 4 la seconde ligne, rem-
plagons I par sa valeur; il vient aprés réduction

3(r— h)?(A2e O O2) 4 (1 - ) (Ge— 37— 3h) A2 4 i(r— h) AO;

mais on a identiquement
A?— OF 4 0= A,

comme nous venons de le remarquer. Ainsi A est facteur de tous les
termes dans le groupe que nous calculons; ce groupe peut donce s'¢-

crire
A[3(r—R2A 4 (r-=h)(4i—=3r—30)A+4i(r—N)07;

et maintenant le facteur 2A est commun & tous les termes de I'équa-
tion (3,); comme il n’est pas nul, nous pouvons le supprimer. Par
cette mise en évidence d’un facteur, nous avons notablement simplifié
équation a discuter. Elle devient

(r—nhy@r4oh-—30N+ (r—h)2(ar-oh—30)2(A— 0,)*—(2rh--1)D*
Aai(ar--oh—30)[(r-+h+3irh)A+ (r—n)0]D =o.

Remplagons D et N par leurs expressions déja trouvées

D=z (4~ 3r—30)A+3(r—"0)0,
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Nous arrivons, tous calculs faits, & I’équation suivante :

(r—020@r—+2h—30A—0)[(5r+5h—70A —(Br-+5h—300,]
+[(4e—3r—3R)A+3(r—NA)0] (pA—p'0®) =0,

en posant, pour abréger,

p=(r-+ARr)[ar2+oht—10rh+ i(r+n)-+q9l+22irh —4i,
pl=(r—nh)[art+al*+1orh — 7i(r+h)— 3].

’

Il n’y a plus qu’a substituer les fonctions que représentent A, 0,
A,, O, pour obtenir le résultat définitif

—rolm[ g =4k (r—4 h-—0)] (At o B2e—20t)
(XY = [hBr+5h—70)—p@Br-t-3h—40)[(B2 e =M1t A2 m* g3ty
( A= [h(Br 48— 3i)— 3p (r— k)] (A2 e/t - B2 p2 =20+t
2 ABIm[1ok(ra4h—i)-+pBr—+3h—40) 4 3p' (1~ N)] =20,

gmAB[g e Be(r A h— )] (e 4 mrerrt)

olt nous avons posé

10g =3 (r—h)p-+ (3r+3h—410)p, ke (r— D)2 (or--oh—350).

Telle est 'équation qui doit avoir lieu quel que soit t. Son premier
membre est linéaire par rapport & huit exponentielles, sur lesquelles
on ne peut faire évidemment que trois hypotheses :

1° Tous les exposants sont différents de zéro et différents les uns
des autres;

2° Tous les exposants sont différents de zéro, mais ne sont pas
distinets;

3¢ Certains exposants sont nuls.

Nous allons discuter successivement ces trois hypotheses.

10. Premiire nyeornise. — Tous les exposants sont différents de
zéro et différents les uns des autres. Nous verrons que cette hypothese
doit étre écartée. Mais les caleuls que nous allons faire nous serviront
dans I'étude de la deuxieme hypothese.

Pour pouvoir appliquer le lemme & 'équation (2), différentions-la
par rapport a ¢. Le premier membre devient une fonction linéaire et
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homogéne des huit exponentielles. I1 faut donc que leurs huit coeffi-
cients soient nuls. Mais ces coefficients ne different de ceux des mémes
exponentielles dans I'identité (X) que par des facteurs supposés diffé-
rents de zéro. Done, dans cette identité (X), les coefficients des huit
exponentielles et par suite aussi le terme constant sont nuls. D’ol les
neuf équations suivantes :

ABIm[1ok(r+/i—i)+p@Br+3h—40)+3p (r—N]=o,

AB Clrog-—10k(r~ T — ()] :: 0, A2lmrog +10k(r—+h—30)]=o,
ABm*[rog—i10k(r—+ h—i)]=o, Bim[rog +10k(r-+h—1{)]=o,
B[ L(Br -+Dh— i) —pBr+3h-—-=4i)]=o,

ANCTAEGr 450 —30)~—30(r— L) ==o,
A2 k(Br—+3h—70)—p(3r+3h—40)]=o,
B[ k(5r =50 —30)—3p" (rr— )] =o.

Deux cas sont & distinguer, suivant que le produit ABZm est nul ou
différent de zéro.

Premier cas. — Le produit ABlm est nul. Supposons soit/= o, ce
qui entraine ABm 3 o d’apres une remarque antéricure, soit m = o,
ce qui entraine AB/32 0. Nous trouvons ainsi (rois équations entre r
et &, savoir

(1) 10g —10k(r-f—1i)==o,
(2) khr=5h—9i)-—pB3r-4-3h—4i)==o0,
(3) k(Br 0k —30)—3p (r— h)=o.

Pour discuter ce systeme, nous poséx'ons
rh=p-i r—/h=1.
Sil'on se rappelle les définitions de £, p, p" et g,
fe==A(r—A)or-+ah-—3),

p== (1 h)[ 2124 oht—1orh+ ((r—=+h) 9|+ 22irh— 44
pl== (r—/Nh)[art4- ald~-1ork—qi(r—+h)— 31,
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on trouvera sans difficulté

k=y*(2p—1i),
2p=y2(7p —4i)—p(p— i) (3p—10),
2p' =y (7p+1—=37"),
10g =3yp+ (3p—i)p.

Or, si 'on remplace r et 2 par p et y dans les équations (1), (2)
et (3), eny laissant subsister p et ¢, il vient

(1) 3yp+ (Bp—i)p'==r10p(2p — i)V}
(2" 2 (ap — i) (Bp — 21) == (3p ~ i)a.
(3") 79(2[)“‘[)(5])—1*2[)4,—437{/,

Dans I’équation (3") substituons I'expression de p’. Commey ==7r —/
n’est pas nul, il vient simplement

(3") 97% = (p -+ i)
Dans I'équation (2") substituons I'expression de g5 il vient
(2") plp—20ly*—@Bp—i)}]=o.

Cette équation donne trois solutions : p == ¢, p == 0, y* == (3p - )%

La solution p — ¢ ==r + A == o0 est exclue, puisque nous supposons
tous les exposants différents de zéro et que 2(r + 4) est 'un d’cux.

Faisons p == o; alors la formule (3”) donne vy == r -~ /o = == 5,’ On a
done |

= P fy o e 2,

d’olt I'on tire deux systemes de valeurs

210 i i 20
e foe= 3’ e ohy r=g h oz 5 ho==or,
Mais, quand r=2A,onar-—h==hetquand /i =2r,onar —h==—r;

dans les deux cas les exposants ne sont plus tous distincts. Done p ne
peut étre supposé nul.
Soit enfin v*= (3p —i)?. En comparant avec la formule (3"), on
trouve
9(8p — )= (p—+i),
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ou bien o _
(2p—10)(3p—1i)=o.

Or 2p — i est différent de zéro; sans quoi % et, par suite, T seraient
nuls. Il reste done

2h

La substitution de ces valeurs de p et dey* dans’équation (") donne

V=R
ce qui s’accorde avec Ja relation
~/'-¢ — ..{ln -
25

Mais, d’apres les valeurs obtenues pour p et pour y, nous avons

67 27
7o oo 5 e/ B
D’ou I'on conclut
hi 2t
= I., ’ I = re=ah.
5 !

Les exposants ne seraient plus tous distincts. Ce cas doit étre éearté.
Si dans les neuf équations initiales nous supposions soit B = o avec
Almz£o, soit A== o0 avec Blmz£o, nous trouverions les trois équations

10 = 10k(r = fo — () =0,
k(br—458h—5i)—p(3r--3h — fi)=o0,
k(br -5k —3i)—3p (r-1~)=o.

Elles ne different des précédentes que par le changement de 7 en 4
et de A en r. Il n’y a donc pas & les discuter.

Résumons la discussion du premier cas.

Les deux systémes qui correspondent & 'hypothese AB/m = o n’ont
d’autres solutions que les suivantes :

1° ro=Jo=s o, (Cette solution sera discutée en son lieu.)

2L 7 i 20

2¢ Ve == g d’ott ro L= avee =5 et r=— s avec Lz
’ 3 3 3 37

. (134 o 4i ‘ 2L 20 4Li
30 7o b 5 ot r== -%,; avec A== 5 et ro= - avec fz= —n.

5 5

t . .
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Deuxiéme cas. — Le produit AB/m est différent de zéro. Les neuf
équations auxquelles équivaut I'identité (X) se réduisent a cing, savoir
g—Fk(r+h—iy=o,
g+k(r+h—1:0i =o,
k(Br—+5h—750)—pBr+3h—4i)==o,
k(Br+-5h—3iy—3p (r—1L)=o,

k(r+h—i)+p3r-+3h—4i)+3p"(r—nr)=o.
Comme £ n’est pas nul, les deux premicres entrainent
g0,

r--h=1id

¢’est-d-dire
r-- ==, 3(r—n)yp=ip.

Les trois suivantes se réduisent alors & deux

alk == ip, ip=3p(r—h).

Rapprochons-en les deux équations trouvées d’abord
o=l

ip'=3p(r—~n),
Retranchant membre & membre les deux équations qui contiennent

r— h, on trouve
(Br-—3h+1i)(p~—p')=o.

Soit d’abord 3r — 34 + ¢ = 0. Nous avons alors

P h=—, Y =
3
d’ou l'on déduit
[ } 2L
r=sz h= 5 h=oar.

Les exposants » — A et — r sont égaux, contrairement & notre hypo-

these. On ne peut donc supposer p — p’3% 0.
Soit maintenant p = ¢". Il vient 3(r — %) = ¢. Nous avons donc

re foes f

I ~.

2

7'~~/z::;,

<X

Ces équations ne different des précédentes que par le changement
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de ren 4 et de £ en r. Elles conduisent donc & 7 = 24. D’ou "égalité
des deux exposantsr — /% et 4. Donc le second cas de la premitre hypo-
these ne donne rien.

En résumé, la premiere hypothese ne donne pas de solution; ¢’est-
a-dire qu’on ne peut supposer tous les exposants différents de zéro ot
différents les uns des autres.

11. Druxitme nypotnise. — Les exposants sont tous différents de
zéro, mais ne sont pas tous différents les uns des autres.
Nous excluons les quatre hypotheses

r =0, ho==o0, r— li=o, r -+ h=o.
Kerivons les huit quantités
ry —ry hy —hy r—Ah, —~(r—=~"n), ra-h, —(r--n),

et comparons chacune d’elles avec les suivantes :

Le nombre 7 ne peut étre égalé qua — (r—A) oud — (r+ hy;
d’ott o === ar.

Le nombre — 7 ne peut étre égalé qu’a 4 (r—/A) oud + (r-+4);
douh =z 2ar.

Le nombre % ne peat étre égalé qu’a + (r—£) ou & — (r+4A);
d’olt 2/ === r.

Le nombre — 4 ne peut étre égalé qu'a — (r— A) ond + (r—+ A);
d’olt 2/ === r.

Les nombres == (r — A), == (r+ %) ne peuvent étre égalés h aucun
de ceux qui les suivent.

[In’yadone que quatre combinaisons possibles A== ar, r= % 24.
Mais, si I'on observe que les fonctions X et Y ne changent pas, non
plus que le premier membre de (X), quand on change r en 2, [en A,
m en B, et inversement, on voit qu’il suffit de traiter les deux cas
h === 2r. Les équations que ’on obtient dans les deux cas corrélatifs
h=ar et r==2/h se déduisent les unes des autres par cet échange de
lettres. Les solutions du second cas se déduiront donc de celles du
premicr par ce méme ¢echange; de méme pour les deux cas corrélatifs
h=—oretr=—2h.

11, Premier cas. — Nous supposons A=2r; dolt r—h=—r,
Ann, de U'fic. Normale. 3¢ Série. Tome XII. — Jury 1895, 23
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r+h=23r. Nintroduisons d’abord cette hypothese que dans les
exposants des exponentielles, ot laissons subsister r et £ dans leurs
coefficients. Il viendra pour I'identité (¥)

Hh(3r45h—gi)—p(3r-=3h—40)|A2mi+10[ g — k(r -+ h— [)AB 2] tci'"
-+ ‘,[L(3l A 5h—70)—p(3r 4+ 3h—40)|B2E 10[ g — k(r -+ h— i) AB m2]|e=2r
—1olm[g—+ k(r-+h—1)] (A2et - Bie-t)
A [h(Br45h—30)—=3p'(r— )] (A2l etrt-- B2m2e—trt)
+2ABIm{sok(ra+h—i)y--p(3r-+3h—{i)-+3p" (r—N)]

Une pareille identité exige, en vertu d’un raisonnement fait au com-
mencement du paragraphe 10, que les coefficients de chaque expo-
nentielle et le terme constant soient nuls.

Nous avons & discuter les sept équations suivantes :
ABIm[rok(r—+-h—1i)y+p(3r+3h—40)-+3p" (r—NR)] —o,
1(;[,;;'— ke(r-t-h—OJABE [k (5r—4-5h—70)—p(3r--3h—Li)|A*m* -0,
ol g—k(r-=h—0OJABm? = [k (5r -5k —5i)—p(3r-=3h—4i)| B2 -0,
im(g-+k(r-+h—Ii]A*=o0, [A(5r-=BR—30)—3p'(r— R)]A & =0,
[ g+ k(r+h—1i)]B*=o, [A(Or 450 —30)—3p'(r— L) B2m* = o.

Il faut distinguer suivant que le produit ABZm est nul ou différent de
#6ro.

Soit d’abord ABlm = o. En supposant soit [ == 0, soit m==0, on
arrive aux trois équations

10g — 10k (r-+h—1i)=o0,
F(5r--5h—7i)—p(3r+3h—~4i)-o,
k(5r-+5h—3i)—3p (r—nh) = 0.

Ce sont les équations rencontrées dans le premier cas de la premiere
hypothése. On a vu qu’elles n"admettent de solutions communes que :
1° quand 7 + A= o0; 2° quand r+ A ==1; 3° quand r -/ = %1
Solution r+ A == o. Elle est présentement exclue.
Solution r +A=1; d’ot r=2h= ?3‘, ce qui ne se peut ici, et

20 . , . ., . .
h=2r= - Ces valeurs doivent vérifier nos trois équations, qui
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deviennent respectivement
g=o, pl=— 2k, p =12k
r I'expression générale de g donne ici
Or I'exp générale de g d
10 g o [(P . PI>‘
On a done

p - p’:: 0,

ce qui s’accorde avec les formules précédentes. 11 suffit de caleuler

e 24 —
P» (): /—~—9>

pour s’assurer qu’on a bien une solution du probleme en prenant
h i

P =g Cette solution, ¢tant substituée dans 'expression géné-
rale de T,
T (or =2 —30) (r—N) (A - 0,)
T (i —3r —3)A 3 (r=1)6"’

la réduit i

{

g

[oehs o
5

2

le signe -+ correspondant i m == o, le signe — i /== 0. La fonction T
étant constante, les spirales correspondantes sont des développables;
nous les éeartons.

Solution 7~/ == %fa Qo r=2/h= ﬁ)—t, ce qui ne se peut ici. Cette
solution doit étre rejetée.

Soit toujours AB/m == 0. Supposons maintenant soit A = o, soit
B =o0. Nous trouvons les mémes équations que quand fn = o, sauf
changement de r en A et de 2 en r. Elles n’admettent, d’apres ce
quia été vud propos de la premiere hypothese, que les solutions

I foe= oo, e A 7o R

s 2l .
La premiere cst exclue. La seconde donne 7= 2/ = 5 ce qui ne

- h { . . s
sepeuticl, et r= ~ = 72 CC qul conduit encore & une valeur constante
pour T.
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N v 6 . h 2l
La troisitme 7+ /A= + donne (AB étant nul) r= > == Ces

valeurs de 7 et de /4 doivent vérifier nos trois équations, qui deviennent
respectivement

104 + 2tk =o, 5k —ap=o, 5k +2p' =o.

4

: . " . h 2 . -
Or, si Pon fait r= - = & dans les expressions géncérales de £, ¢, ¢

et g, on trouve

19.¢ 60 , 6¢ . 24
L= ) == —= e ) 100 == x>y
125 P 25 P 25 = 125

valeurs qui vérifient les trois relations ci-dessus. Nous avons done la
une nouvelle solution du probleme. Dans les formules générales

= (ar Aol —30) (r—N) (lerte—me="t) (Aeht— Behty
(Gi—37 =3 (Ble ™"t = Kme =m0y 43 (r — ) (AleTr vt me=r=m1)’

X == e 4 A 2l Y == me=?ry - Be-thy,

rr —

. . 20 /]l‘ 9
introduisons les valeurs r= %, A= = avec 'une des deux suppo-
5 5 DI
sitions A = o0, B=o.
Pour A = o, nous trouvons
2 .1 . ,
. 3i led —me b , Mo -y ~Hy
Iy = i Tom— T X = leh Yome 5 Be B
. =1 . e
le? —~3me P
pour B == o,
2, 2 ' '
w30 U5 —me T A LR -4
l];: TR TR X = le? - A e’ » Y o me

oy =t — 2
3l 4+ me ¥

Ces deux solutions n’en font qu’unc, car elles se ramenent 'une &
I"autre par le changement de £ ¢n m et de m en , de A en Betde B
en A, pourvu qu'on change aussi x en —y et y en — 2, ce qui ne
modifie pas I'é¢lément linéaire des spirales

dst == e=i@=y) oI Tdt ol ]y,

Iexpression T, d¢ devenant, par ce changement, identique a Ty dt.
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La fonction Ty, peul s’écrive ainsi

i Vit

- 13 hi me 3 I3 4t me ®
BT oE o TR = — -
b b 2 21 5 B Kadd

5

2 3l+-me
Son intégration cst immdédiate

[T de = L)
v "‘i

d’ou résulte Pélément linéaire

Xty

Syt

; . . R . ey §
ols? = Gy e=i@=Yl ¢ 5 (3 [ me b )//J: dy.

Comme le produit lm est différent de zéro, on peut augmenter x + y

LA ey
Bl

4

M UL . -t
d’une quantité telle que le coefticient de Pexponentielle ¢
vienne égal & 34, On pourra done éerire

de-

IR s
dAst= Gemite=yie 5 1 e § )r/,:f dy.
Cet élément linéaire ne convient qu’a des spirales imaginaires.

Nous allons ¢ mettee sous forme harmonique par le changement de

variables connu
[r dy
(.l.[:’ jsy L--:,. 9 I/‘ }’/;.; —
VY

VX

Laremarque précédente permet, dans les formules actuelles

i 8= hik
Xzzle 54 Ae ¥, Y == me i,
de faire m = 3{==1; d’ol
¥
. 205
P — S, dy'==¢ "dy,
Wi 8i%
le "4 Ae 8

3
ce qui donne, tous calculs faits,

ds = (! | (/4 Y'Y 4 (@' — y' Yo T A[(2/ 4y ) + (&' — y)] | da'dy.
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4)
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La constante A %o étant arbitraire, I'élément linéaire est double-
ment harmonique,en vertu du lemme énoncé p. 147.

Soit maintenant AB/m7£o. Les sept équations du probleme se
réduisent aux cing suivantes :

10[g — k(r+h— i) BE - [k(5r+5h—7i)—p(3r -3k —40)]Ami=o,

1o[g—k(r+h—O]Am*+[k(5r+5h—7i)—p(3r+32—4I)]BE =o,

108 -10k(r +h—i)=o,
k(br+5h—3¢) —3p (r—»~)=o,
10k(r-+h—1i)+p3r-+3L—4i)+3p'(r—~hr) =o.

La troisieme de ces équations n’est autre que
(3 whk(r-h—1i)--p"(3r-3h—4i)-+-3p(r—~)=—=o.
Sion la retranche de la cinquieme, on trouve, £ n’étant pas nul,

(Bh—2ad)(p—1p')=o,

Cette équation se décompose en deux : 3/ — 20 ==0 el p - p'== 0.

. , o . Lo :
Soit d’abord 3% = 2. On a, par suite, r= ~.== % et r—h = Les

équations (4), (5) et (3") se réduisent & deux

ak - p'=o0, p - p'==o.

. . - . 2L 'y vt
Or, si 'on fait r = 5 h == 3 dans les formules générales qui définis-
sent g, o', g et £, on trouve
o= 2L ; 21 g=o P i
= — [ - ey 7 = 0, == e
9 e 9 9

Ces valeurs satisfont aux deux équations ci-dessus et, par suite, aux
trois équations (3), (4), (5). Grace & elles, les ¢quations (1) et (2)
sont vérifiGes, les quatre parametres A, B, /, m restant quelconques.
Nous aurons donc encore une solution du probleme, en prenant

h i .
r= - = 3, Savolr
2 3

Wil

2i % Wik —a2:% —
X=1le 3-+Ac" 8 Y=me B
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Pour avoir I'expression correspondante de T, reportons-nous i la
formule générale
T (2r -+2h — f-’»‘i') (r—7~n) (A,—-@l_)
(hi—=3r—=30)A4-3(r—+n)0 "’

et remarquons que, dans le cas présent, elle se réduit A
po b Ai— 0,
T3 A-0
Or on a identiquement
A — O = (Bletr—mtop Ame—(r=m8) — (Aletr R4 B me—(r+hit)
e (et — met) (A et — Bem i),
A — O == (Bletr=mte Ame(r=18y — (Aletr+ht— 3 me=(r+t)

o e ([cl'l e ﬂl(:"”) ( Aelt— B et ) :

il reste done simplement

/

RN i ot L
e b le 3 me P d I <l Y m —-f.-,)
1 2 o e jusiniit (34 ¢ "~ me "I
3 ! it dt

i —if
le B me ®

En augmentant ¢ d’une quantité convenable, on peut ramencr a I'éga-
lité les cocefficients des deux exponenticlles et prendre en consé-
quence

o t " ¢
T~ log cos ; eIl (G cos 5 -
e ° 3’ ‘ 3

Alors I’¢lément lin¢aire devient

P oA e
ds? == Ce~ 1@y cog = da dy;
D

[T e —— oy dy' =

R -
DL = hd e
\/(} .;_“_ A(,' B]

qui conduit i

Il est doublement harmonique, en vertu du lemme énoncé p. 147,
parce que A et B sont arbitraires (sauf AB = o).
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Supposant toujours ABlm 5 o, discutons la solution p=p'. A cet
effet, rapprochons la quatrieme équation et la cinquieme, apres avoir
remplacé p’ par p:

(4" k(5r+5h—3i)—3p(r—A)=o,
(5") 5k(r--h—10i)+pBr—oi)=o.

Comme £ ne peut étre nul, ces deux équations, linéaires ¢t homogines
en £ et g, exigent qu'on ait

Gr-+8a—=30@r—a2i)+ib(r+h—i)(r—~h)=o.
Si I'on remplace 4 par 2r, cette équation s’abaisse au premier degre
et donne 4r=1.
Vo i v« 4 N EN af £« T
Pour r = 7 h= -, les équations (4), (5) et (3°) sont verifices,

comme on s’en assure aisément en y substituant les valeurs corrves-
pondantes

, 3 . 1h A 3
() == T e ey ) U I e e £ S g
p=r 32 e 64’ 30

Apres cette substitution, les deux premitres se réduisent i une
seule
Amr=1BE,
d’out, en introduisant une indéterminée v,
A=vyl, B =ym"

On a donc une solution du probleme en prenant

i s
X:la‘*—l—yﬁe"”, Y=me 2

A-ymre- Y,
et remplacant, dans la formule générale,

T —_ (21' + o — 3(:) (I' —_ /[,) (le"t——- }ne*’l’t) (Ac/fl — B(-"“/Lt)
(4D =31 — 3A) (Bletr=rt—e Ame=(r=R10Y 13 (r — h) (A letr+hie B me—r+hic)’

les parametres r, £, A, B par leurs expressions actuelles. On trouve
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ainsi, en supprimant le facteur (le*— me="), commun aux deux termes
de la fraction,

il it N ; &
. 5 —i3 2,03 '3
T 31 le?*—m*e * d loﬂ( e 24 m2e “’+ 5121
1T = = N o L .
2 de T\ 2 3

N R
. i —i
3\ Le 2+ mre l) ~+r10lm

Sans restreindre la généralité, nous pouvons faire { =m =1; d’ou
la solution

L hd

& - —id o
>, Xz==e¢ *+ yeiv, Y=e¢ *~+yeiv,

wf Tt

T = < log sl -
‘._._;l—t‘ g CO.?’:

et I’'élément linéaire

"

) il x4y b
ds? = C e=i@=y) <(:()S -~;-—~'1 -+ =

dx dy,

qu’on peut éerire aussi

8C | B & -t
ols? == -5 e~ix=y)( gin® —-—é—-'}—, “ CORP

Sous cette forme, on reconnait un individu de la famille

‘ . LT -y
[§2 == =&Y o sin™ w e B o8 el ) i
(lste= e < S s B m+2 .
trouvée au Chapitre I (n®4 ). Effectuons le changement de variables

idy

———
4 \/1: Pyl

Nous avons, tous calculs faits,
ds? == ,l (' - y' )2 [(2 4 .),/)z — _/”]z — (' ___},/)z [(2' ___),/)z — 4)/]1 ; dx' dy',
et, comme y est une constante arbitraire, I’élément linéaire considéré
est doublement harmonique. (Lemme de la page 147.)

Ann.de UEc, Normale. 3° Série. Tome X1, — Juix 1895, 24



186 L. RAFTY.

Résumons les résultats obtenus dans le premier cas de la deuxieme
hypothese (A= 2r).

20 b4é
10 o= e, Nz = B=o0;
¢] 0
21', ‘ll'r .
5! -3 Wi 8 b
3i leb —me 3 e B v My
T = 5 7 Xo=le? 4 Aed | Y:z=me ® ;
¢ ::l —_——
3les +~me ¥

) . Flieid —gg
ds? == e¢=1@=Yle 3 \1-¢ ) dedy,

ds? = C|(&' -+ ' P (@ ' P T AL ') e (2! )] ! .

i 21
20 I s N 20 ABIn =+ 0;
3 J 7
: 3
N ot
[' [(115 ”1(»—1?5 2 e 1," ’”y
[ 7 — 14 . . ) o
T= 5 e X=led -Ae? Y =me ¥ +Be

3
° .0 iy
le’d ++-me 7

. " 2
ds?= ¢~ {*=¥) cos -—-«5-—}: dx d)y,

dst== | (24 y' )=/ — ')+ 18(A 4 B)[(e/ 1y (e y ]y,

) {
30 r= Jomm =y AB{Im o,
14 2
i -
9 2,2 2 2 i 4
. 3 ¢ Pe?—m2e i . dd e
T oz — - n v Xz le Py e, Yomme 2 opymie

) " @-+y h
ds? =~ l2-y) <cos e ,—)) dx dy
2 o

e ge"'“"'y ) <sin“ ff‘:g“z -+ cos’ -Ié;y) du dy,

Al

ds* = C{ (@' -+ y P(&/ 4 ' by T (2= y P2 =y iy ]| s’ ).

Nous avons laissé figurer dans ce Tableau des parambtres arbitraires
dont le nombre peut étre (et a été) réduit. Cest afin de pouvoir
écarter sans nouveau caleul le cas r= 24, corrélatif du premier.
Sachant que les solutions correspondantes se déduisent des solutions
ci-dessus par le changement de r en Aet de & enr, de len A et de A
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en /, de m en B et de B en m, on voit immédiatement qu’elles n’en
different que par les notations. Elles ne conduisent done & aucun élé-
ment linéaire nouveau.

11", Second cas. — Nous supposons /o ==—2ar. Alors I’équation qu’il
s'agit de rendre identique devient

V1ol g —hk(r+-h—JABE 4-[k(Br--50 —30) —=3p" (r— L) B2m? ferr
+Vro[g—k(ra h—OJABm? - [h(3r--50— 30)=3p/ (r—h)| A2 |e-2rt
e xolm g A= k(= le— O] B2ett—rolm [ g = L (r - o — O] A% et
A [l (Br =Bl —70) —p (37 =3 — )] (B2L2eS - A2 2ot
A2 ABIm ok (r--/e — )+ p(3r -3 -~ 4) -+ 3p"(r — h)]=o0.

D’apres un raisonnement déja fait, nous devons égaler & zéro les
coefticients de chaque exponenticelle et le terme constant. D’olt sept
équations

1ol g = k(r-- O ABE 4 [K(hr - Dh—38) —3p' (r— L) Btmt= o,
o[- h(r -l L)) ABm* G [ h(Bra-Dh —30) —-3p"(r— L) A%
A2 | g k(r--fo— ()] =0, [Ar 4D h—gi)—p(3r--3N—4{)|B** =0,
B2l g -+ k(r+li—1i)]==o0, [AGra-5h i) —p(3r-+3h—4{) A2 m* =0,
ABIm[rol(r o i)~ p(30r A= 30— { i) - 3p (r — h)] == 0,

Il faut distinguer suivant que ABZm est nul ou différent de zéro.

Supposons d’abord ABln = o et rappelons-nous que, quand un des
facteurs de ce produit est nul, les trois autres sont différents de zéro.
En faisan( /== 0 ou m == o, on trouve trois ¢quations que nous éerivons
dans la colonne de gauche; en faisant A = o ou B == o, on trouve les
trois que nous éerivons dans la colonne de droite

104 ~— 10k(1r=- =) ==0, 10g - 10k(r-+h—1i)=o,
k(br--5h-3()—3p (r—h) =0, k(Br-4-5~—3{)—3p'(r—»~r) =o,

k(5r-4- Bl i)—pBr--3h—Gi)=0, k(Br+4-5h—yi)—p(3r4-3a—4i)=o.

Ces deux gystemes sont précisément ceux que nous avons discutés dans
le premier cas de la premitre hypothese. Pris dans leur ensemble, ils
n’ont de solution que quand r —+- % == 0, ce qui ne se peut ici; quand
r--h=x1, ce qui entrainerait soit r= 2h, soit h=2r; ou quand
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r+h= @, ce qui entrainerait aussi soit r =24, soit h=2ar. La
J
présente supposition AB/m = o doit done étre ¢eartée.
Soit maintenant ABlm£o0. Les sept équations du probleme se
réduisent aux cing suivantes :

(y wolg—rk(r+n2—0]ALB 4 [k(5r+5h—3i)—3p"(r— h)]Bm?*==o,
(2) 1o[g—k(r+h—201Bm?~-[k(5br+5h—3i)—3p (r— R)]ALE —=o,

(3) g+ k(r+h—1i)y=o,
(4 k(5r—+5h—7i)—p3r—+3h—4i)=o0,
(5) wh(r+h—04+p@r-+3L—40)+3p (r—n~)y=o.
Nous allons montrer que les trois dernieres sont incompatibles avec
notre hypothese 2o = — 2r. En elfet, la troisicme n’est autre que
(3") wh(r-+h—1i)+3p(r—~nr4p' 3r+3h—4i)=o0.

Si on la retranche de la cinquieme, on trouve
(3h—20) (¢ —¢') =0,

équation qui se décompose en deux. Pour la discuter, calculons par
les formules générales les expressions de p, ¢’ et £ dans 'hypothese
h = — 2r; nous trouvons

p=—30r"—43irt—qgr—4i,
plem—30r+4-21irt—qr,

k==—gri(ar--3i).

Cela posé, faisons p == p; nous aurons, en rapprochant les deux for-

mules ci-dessus,
1672 - 1=o0.

D’autre part, faisons o’ = p et & = — 2rdans les ¢quations (4) et (5);
il vient

k(Br—90)—p(3r—+4i)=o,

S5k(r-+1i) —p(3r—a2i)=o.
Comme £ ne peut étre nul, ces deux équations linéaires et homogenes
en k ¢t p entrainent

(Br—-7d)(3r—2i)—5(r-+0)(3r -+ 4i)=o,
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ou bien 127 4177 =0, ce qui est contradictoire avec le résultat pré-
cédent 4r =7 = o. Ainsi p — p’ ne peut pas étre supposé nul.
Soit maintenant 34 — 2¢ = o. Nous déduisons de 1a
20

/l:——7 T —

l
3 3
Avec cette valeur de r, les formules précédentes donnent

aly i i
P== —-9-—; k= "3"

Substituant dans I'équation (4), onarrive i cette impossibilité 14 = q.
On ne peut done pas non plus supposer 34 — 2i = o.

En résumé, le second cas de la deuxieme hypothese (A =— 2r) ne
donne rien. Le cas corrélatif 7 = — 2/ ne donnera rien non plus,

pour des raisons de symétrie déja exposées plus haut.

12. Tromsuime nyeornise. — Certains exposants sont nuls. Les huit
exposants == r, 2=/, == (r — £), == (r 4 L) ne donnent lieu qu'a trois
suppositions

r==o, =0, r--h=o,

puisque r — Aest essentiellement différent de zéro.

Premier cas. — Nous supposons £ =o. Alors I'équation & rendre
identique devient

JHOAB[g =k (r—)+BHk(Gr—50)—pB3r~4)]+A2 k(O r—3i)~—3p’r]l lert
+{10AB[g— k(r—i)]--A2[k(5r—7 O=pGr—40)]+B2h(Br—30)—3p 7]'\ mre—rt
—10lm (A% B3 [ g+ A(r — )] 42 ABIm[rok(r—10)+p(3r—40) -+ 3p'r]==o0

Avant d’égaler & zéro les cocfficients des deux cxponentielles et le
terme constant, introduisons I'hypothese 4 = o dans la formule géné-
rale qui donne Tj il vient

r(ar—3¢) (B - A)(let—me-")
(i =3r)B+3Ar |l —[(4i—3r)A+3Brme"’

rl\ e

ce qui montre qu'on ne peut supposer ni 7= o0, ni 27 — 3= o0, ni
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B = A, parce que T serait nul; ni /=0, ni m==0, ni 3r — 20=0,
parce que T serait constant.

Puisque / et m sont différents de zéro, les trois équations du pro-
bleme seront

(1) 10AB[g—A(r—0)]+B2[h(5r—70)—p(3r—4 )]+ A2 [k(5r—3i)—=3"r| =0,
(2) 10AB{g—h(r—0)]+A2 k(5 r—g0)—p@Br—40)1+-B2A(5r—30)—3p'r]==0,
(3) —10(A2+B)[g+k(r—0]+2AB[rok(r—=i)4+-pBr—4i)+3p r] =o0.

Retranchons la seconde de la premiere; nous trouvons
[hik — 30" r 4 (3r — 4i)p] (A2— B?) = o.

L’hypothese A — B ==o étant exclue, nous allons égaler successive-
ment & zéro la somme A + B et Pexpression entre crochets. Aupara-
vant donnons les expressions de p, ¢’y g et £ dans le casactuel £ == o:

pr= ot -t gr — 410, pl==art—ryirt—3r, ko=t (ar - 30).

“aisons maintenant B == — A. Les ¢quations (1) et (2) n’en font plus
qu’une; débarrassée du facteur A, qui n’est pas nul, elle 8’éerit

(1) —10g 4 20k(r—i)y—(3r—40)p—3p'r=:o0;

de méme I'équation (3) devient

(3" 108~ 20k (r— i)y~ (3r—~4i)p +3p"r==o0.

Ajoutant ¢t retranchant ces deux équations, nous aurons
r—i=o, 108 - (3r—4i)p--3p'r=o.

Mais, d’apres la définition de g, nous avons présentement

—10g -+ (3r—4i)p' +3pr=o.
La comparaison des deux derniers résultats conduit &
(3r—ai) (p-+p') =0,
et, comme on a vu que 37 — 2z n’est pas nul, il nous reste

re=1i, p+p'=o0.
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Or ces ¢quations sont incompatibles; car, d’apres les expressions
trouvées pour p et o, il vient

; ce . . { .

pAp = 4t — Gt - 67 — 4l =4 (r—+ ) (r—— :) (r—ai),

¢

polynome quine s’annule pas pour 7=1¢. Ainsila supposition A+B =0
doit étre écartée.
Faisons enfin la supposition

hile— 3p'r -+ (3r—40)p=o.
En remplacant g, o’ et £ par leurs valeurs connues, on (rouve
F(r)==6{r*<13rt-—12ir-—4§-=o.

En vertu de cette condition, les équations (1) et (2) n’en font qu’une.
Nous les remplacerons par celle qu’on obtient en les ajoutant membre
A membre

(1) 2ABlrog —10k(r—0)]+ (A= B*)[1oh(r—30)~p(3r-—4i)--3p" 1] =o0.
Rappelons ['équation (3)

(3) 2AB[rok(r—i)4-p(3r—4i)-+3p" 7]~ (A2 B2) [10g =10k (r— )]0,
et ajoutons-la membre & membre avee la précédente; il vient

e (A =B [10g - p(3r—4i)--3p'r] = o,

Supprimons le facteur A -= B, qui ne peut étre nul, ct tenons comple
de la définition de g
10g =p(3r—4i)+3pr;

nous trouvons ainsi
(3r—ad)(p-tp')=o0,

ce qui revient i g 4 o’ == o, puisque 37 — 2¢ n’est pas nul. En défini-
tive, nous avons i comparer les deux équations

S(r)y=6irt-13r*—19ir — f=o.
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En substituant les trois racines de la premitre dans la seconde, on
reconnait que ces deux équations sont incompatibles.

Donc, au premier cas de la troisieme hypothése 2 =o ne correspond
aucune solution. 1l est clair qu’il en est de méme pour le cas corrélatif
r=o.

Second cas. — Nous supposerons r + - = o. L’équation (£) qu’il
s’agit de rendre identique devient

10BUA (g ~+ ki) — Bm (g — ki)]e*
“+10Am[Bm(g+ ki) — Al(g — ki)]e—2"
“+ (Gip—rik)(B2letrt 4 AZm2e~'rt)
— 3(ki+2p'r) (A2 4 B2m®) — 2 ABIm (1o ki~ 4ip —6p'r)=o.

Avant d’égaler & zéro les coefficients des quatre exponentielles et le
terme constant, nous calculerons les valeurs actuelles de ¢, ¢, de £ et

de g5 on trouve

pem—220rt— i, pl=—06r(art-v),  ke=m—rairt,  rog=mGrp—4ip,

@’olt nous déduisons
ki—-op'ro=—1arh.
Ecrivons sculement les trois équations qui expriment I’évanouisse-
ment des coefficients de e*“ et de e, ainsi que du terme indépendant.

Il viendra
Bl [ALg -+ ki)— Bm(g — ki)] = o,

Am[Al(g —ki)—Bm(g -+ ki)]-=o,
ort (AP --B2m?®) — ABIm (5 ki~ 2ip— 30" r)==o.

Nous distinguerons suivant que le produit ABlm est nul ou différent
de zéro.

Si AB/m = o, 'un des quatre facteurs étant nul, on sait que les trois
autres sont différents de zéro; mais alors la derniere équation écrite
exige que rsoit nul, ce qui ne se peut.

Si ABlm est différent de zéro, les deux premitres équations, débar-
rassées des facteurs BZ et Am, sont linéaires et homogeénes par rapport
a Al et Bm, produits qui ne peuvent étre nuls. 11 faut done égaler &
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zéro leur déterminant, ce qui donne

(g ki) — (g —ki®=4{igh =o.

ce qui est impossible.

Ainsi, que AB/lm soit nul ou différent de zéro, ’hypothese r+/A=o0

ne donne aucune solution.

13. Nous voici parvenu au terme de notre discussion. Nous avons
reconnu que la premiere et la troisiecme hypothése ne conduisaient i
aucun résultat, ¢t nous avonsréuni dans un tableau tous ceux auxquels
conduit la seconde. Il convient d’en rapprocher tous ceux que nous
avions obtenus antérieurement pour présenter a la fois I'ensemble des
solutions de notre probleme. Nous les reproduisons dans Pordre ot

elles se sont présentées.

10 Premiéres solutions.

("‘,) st - (’,«lv‘.x,'-—.y)l‘ eleyitangs o o-(a y)uul"[l(lll.([‘}, lw{(.r’»{ Y (‘,/;'(.w:’ -y l,['(/.'(/}’_

2 ity @A Y
dst =z e i=Y) Jog (7 tang e ) de dy
2 ‘

s log(a -y ) —log (' — y'y == o' | die’ dy'.

(0
(m e == 0 -9

|

(
) o
(

e (2 A oyl Dy e dy

o0 [lléments linéaires de surfaces de révolution.,

r s == e la=Y) eogMm G de dy = (2" -+~ y Yy de' dy'.
m o—t= Y J 24

Un seul est doublement harmonique :

(r") ds? = e~1@=y) cos Y g dy = (@' + y')da’ dy'.

3
Ann. de UFc, Normale. 3* $Séric. Tome X1 — Jux 18g5,

o R 2 v
=z i (a-Y) |-c7. SN e Lo 5 cosm ‘]u l o dy
e -

O

w
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30 Solutions provenant du systéme I1.

L Tt 3y
ds*=— ¢~{(*=Ye LY YR S )

Sl —i Y . X i

g " —_— Ly . ./l [a—l(.t'»{—:}-)_ cl{x'_y:,—)] s dr' (/.A‘.'
v )

= (: P4 e"(x'ﬂ’?) da' dy.

ds?== e~ @Ne » \14e ¢ Jdrvdy

— i (.L"—+—- J,r):: - (I/’»— J,.I‘):z__i__ 7!

(2 ) — (2= y)]} dat dy.
dst == e=!(#=Y) cos —{—:i:—}-, da dy
2
= (@ Yo (o Y g [ ol )

x|

EY coss T e
g - eost —— >r,l.1. dy

dst=—= ¢—i(2=Y) (Sil']“

= (@ Y (@ ) T (e y Ry e

Remargue. — La solution (r) rentre dans le type (ne). La premibre
des solutions 3° rentre sous sa derniere forme dans le type (¢). Les
trois suivantes ventrent pour y'==o dans le type (»¢). On peut done
dive que le type (m), avee ses formes dégénérées, comprend tous les
¢léments linéaires de spirales harmoniques; mais il ne les représente
pas tous sous leur forme la plus générale.

Distinction des spirales simplement harmoniques
et des spirales doublement harmoniques.

14. Cette distinction va sc faire sans difficulté, par la simple compa-
raison des résultats que rapproche le tableau précédent.

Rappelons d’abord que toutes les solutions 3 sont doublement har-
moniques, en vertu du lemme énoncé p. 147 ct démontré dans la Note
ci-contre. A la vérité, pour les trois derniers ¢léments linéaires, deux
valeurs différentes de I'arbitraire ¥/ ne donnent pas deux formes har-
moniques différentes, si aucune d’elles n’est nulle, car on passera de
I'une de ces formes & l'autre, en remplacant 2 et y* par des variables
proportionnelles &= £x’, y“== ky’; mais, si I'on se reporte au para-
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graphe 117, on verra que ces deux formes harmoniques se déduisent
aussil'une de autre par un changement de variables autre que 2" =k,
y"==ky’. Ce dernier est d’ailleurs incfficace quand 1'une des deux va-
leurs de ¥ est nulle.

La propriété de 'élément linéaire () d’¢tre doublement harmonique
sst manifestée par la troisieme des solutions 3°.

Cela posé¢, je dis que les ¢léments linéaires provenant du Sys-
teme (IT) sont les seuls qui soient doublement harmoniques. En elfet,
pour qu'un élément linéaire soit tel, il est bien connu qu’il doit ac-
quérir la forme harmonique par un changement de variables olt X et
Y dépendent au moins d’une constante arbitraire autre qu’un facteur
commun de proportionnalité. Or, notre discussion générale nous a fait
connaitre toutes les expressions possibles de X et Y5 ¢’est seulement
dans les systemes (1) et (11) que ces expressions comportent une
constante arbitraire. Un seul cas échappaita cette discussion, celui des
éléments linéaires convenant i des surfaces de révolution; mais nous
I"avons traité divectement, el la solution correspondante (#”) coincide
avee lavant-derniere des solutions 3°.

En rdsumd, 1'élément lincaire (/) n’est jamais doublement harmo-
nique; '¢lément (e¢) est doublement harmonique pour 0'— 2a’-= o5
Pélément () pour m == 3 avee @ - U'== o, pour m =/ avec a' U/
et pour m == 6 avee ¢’ == ',

Le probleme que nous nous étions proposé est entierement résolu.

NOTE.

Lexwe de la page 147, — Si wun élément linéaire de surfuce spirale
ds? == e @y (- y ) da dy
acquicrt la forme harmonique par un changement de variables autre que

dx:
ﬂ[-‘l" i MSTTIIINIINNN ) (/'yl TS e o =2
VA e VB ey
ot A, B et r sont trois constantes dont la derniére peut élre nulle, cet élé-
ment linéaire est doublement harmonique.

”
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On a, par hypothése, I'identité
ds*= e~ Y (@ 4 y) dw dy =[9 (2' -+ y') — f(2'— y')] dx' dy

quand on fait le changement de variable
o * —_c{f“, . d Y
/ e T f W)
Changeant z en x -+c et ¥y en y — ¢, ¢ ¢lant une constante quelconque

nous aurons évidemment
it =y—N (x4 c 4y —c)d(x + ¢)d(y — ¢) = e ds?

emrldst=[o (2" + y") — f(z"— y")] d" dy",

les fonctions ¢ et f étant les mémes que plus haut, si nous posons

= M'-H?.dg_'/”‘l'C)w_, ),r/:: /“)_—l (/_(_ .
‘ v A ‘ . . \/Y(.y -

Yo

Grace & ce dernier changement de variables, I'¢lément linéaire proposé se

Cette conclusion ne peut tomber en défaut que quand les deux arguments
s g ) - oy

x"+y" el &"— y" sont respectivement proportionnels & 2’ y' et 2
c’est-d-dire lorsqu’on a
V4 n el "
A -y I e ax
Y J’ = onst. = I, 3,/,

trouve done ramené d’une seconde manicre & la méme forme harmonique
: 1X arguments

Mais cetle proportionnalité entraine
(]T” dy” X(r+c¢ Y y—c
e I y/ == consl., 2 = ( ) == const, ==y ().
dx" " d) X(z) Y(r)
Si la valeur commune v (¢) des deux rapports est 'unité, les deux fonc
tions X et Y se réduisent & des constantes. Sinon, nous aurons

1 Y }’——U*‘Y(}’) ...... ()l

1t X(z4c¢)—X(2) _
X 4 Y 4 ¢
d’olt, en faisant tendre ¢ vers zéro,
X/ Y’
X = — v = =z const. == 27,
ce qui donne bien
X == Ae?rz, Y =z Be-2ry,

conformément i I’énoncé.



