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S U R

LES SPIRALES HARMONIQUES,
PAR M. L. RAFFY,

M A I T H E DE CONI'IÎKENCES A L'KCOLIÎ NORMALE Sfc'PlîlUHUnii.

I.

P R E M I È R E S S O L U T I O N S .

1. I/objct do ce travail ( i ) est la détermination de tous les éléments
linéaires hcirrno/ii^ues (fui conviennent à des surfaces spirales,

Tel est, par exemple, le suivant

( m ) d^ =; ( au'11 — b^1} ( du^ 4- d^ " ) ,

où les lettres a^ h, rn désignent des constantes arbitraires. En effet,
d'après une proposi t ion due à M". Maurice Lévy, tout élément l inéaire
homogène, de degré autre que — 2, appart ient à une infinité de spi-
rales.

'un. type précédent on peut d'ailleurs déduire deux autres solutions
du, problème.. .En efle4 si nous faisons

i i
•m. •^ — i ci = n a", h .= n Q"',

n

( 1 ) Troisièi'no Parlio do îïies Recherches sur les surfaces hcumoniqucSs qui ont obtenu (3e
FAcadéi'nio dos Sciences uiiomenIJon honorable dans le concours pour le prix Bordiû (189%).
L'auteur, no dovani pas se faire connaîtro, rie pouvait renvoyer à ses travaux antérieurs.
La citation en sera fail-e on notô, entre crochets* La, première Partie de ces Recherches
paraît dans les Âtirudes de la Fcicidiô de^ Sciences de Toulouse, la seconde a paru dans
le Journal de MxuMmaliqw pures et appliquées (année 1894).
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1^6 L. RAFFY.

l'expression (m) peut s'écrire

^2= [^(Ç/o^— r) — n{y^ — r)] (rf^-l- ̂ 2).

Quelles que soient les valeurs attribuées aux paramètres n, a, p,
elle donne un élément linéaire de surface spirale. Faisant croître n in-
définiment, on arrive à la formule
( l ) ds^Çlogocu — lôg(3^) (A^-4- <^2).

De même, dans l'expression (m) posons

a =: w2 û^S b =: m2 (S^, // = ̂  -h -T ? r = IL ̂  .
m a m (35

il viendra
r / /y // / \ //» / pi r^ \ /// ""i

,/,2 =: ( i + ̂ i ) „,.. / .,. ̂  PI (^ ̂  ,^,/2).
L\ w / \ rn ) J s /

Faisant croître m indéfiniment et supprimant les accents^ nous trou-
vons le nouvel élément linéaire
( e ) d^ = ( e^ — e^ ) ( da^ + d^ ).

Mais il serait téméraire d'affirmer que tous les éléments linéaires
harmoniques appartenant à des spirales rentrent dans le type (m),
dont les expressions (7) et (<?) ne sont que des dégénérescences. Ce
serait admettre qu'ils ne peuvent prendre la forme harmonique que
quand on les exprime au moyen de variables qui les rendent homo-
gènes; or nous verrons qu'il n'en est rien.

2. I l y a donc lieu de rechercher ces éléments linéaires par un pro-
cédé propre à les donner tous. A cet effet , nous résoudrons complète-
ment , pour le cas des spirales, l 'équation indéterminée

2 X ( û^ -+- ̂  ) ~ 3 Y ( û);. + ̂  ) + 3 X/ ̂  - 3 Y7 G, y 4" X^- Y^r: o,

qui exprime que l'élément linéaire (fdxdy acquiert la forme harmo-
nique

[çO^-t-y) -/{a/-/)] dxldy!

par le changement de variables

, , dx^^ dy^^L.
\/X J VY
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L'élément linéaire des spirales pouvant toujours être écrit
cîs^ =-. e^ U ( u) ( du2 -}- dç1 ) rr: e-^-^ 4/ {x + y) dx dy,

nous prendrons
G) =^i{ x — y ) -+- f T ( / ) cU, t = .c + y ;

en sorte que notre équation de départ deviendra

i FE-2X,[T / -4-( Ï -^)2 ] -2Y[T4-(T-^-02 ]
( ]') | + 3 X' (T — l) — 3 Y/ ( ï -h" ^) + X/7 — Y' r.= o.

Telle est l'équation qu'il s'agit de résoudre dans toute sa généralité.
On ne peut espérer qu'une pareille équation, où figurenfc trois fonc-
tions inconnues, l 'une X. dépendant de oc seulement, l 'autre Y dej, la
troisième T dépendant de x -+y, soit d'une solution facile et prompte.
Hais, si l'analyse qu'elle exige est longue et délicate, elle fournit
presque à chaque stade de la discussion des résultats nouveaux. Elle
permet, en outre, de distinguer, ce qui est-indispensable, les éléments
linéaires simplem.ent harmoniques de ceux qui le sont doublement.
Un raisonnement direct montre qu'un élément linéaire de spirale ne
peut être simplement harmonique que si X et Y se réduisent à des
constantes ou à des exponentielles {voir la note p. 195 ). C'est pour-
quoi nous allons examiner à part ces deux hypothèses.

Solutions où X et Y sont des constantes.

3. Quand on suppose X et Y constants, l'équation (F) se réduit à
(X — Y) (r+ T2— i) — ^'(X -i- Y)T = o.

1,1 n'y a pas lieu d'admettre X = = Y ; on aurait T = o, ce qui ne
donne que des surfaces développables. Soit donc X — Y^o. Si nous
faisons

X4-Y _ . ^ ^
.̂ .«-̂ .̂ ««.̂ ^ ;— ^ COt -2 CC y

l'équation précédente devient
T/+ T^ ̂  3 T eot 2 a — i = o.
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Elle s^intègre par une quadrature et donne

7 / l'~'fl} ï'~'f^.\
T = — cotaa -h —- log-\^7^— ̂ ^^

De là on remonte facilement à l 'élément linéaire

/ /-^ -. f-/^\
d.^=. e1^^ ̂ T^ dx dy ~-= C e-1^^ ^•"-^-"^)co[•2a ^^ iniia— 0 s 'naa^ ̂ ^ ^y^

où C et ^ sont deux constantes arbitraires. La seconde é tan t i nu t i l e ,
nous écrirons

0.^=: 0-^--^ [c>(^+y)ia"ga^ ^-(^+.r).].)l,aj d^dy.

Pour ramener cet é lément l inéa i re à la forme1 l ï a rmoni^ lue , eUec-
tuons le changement de variables

y . dx . , d'y
dx^ —-î d'y^ —L^

\/X J \/X

Comme ici X et Y sont deux constantes assujet t ies à la seule condi-
tion

X .+• Y .^^ coi a a,

nous aurons, p étant une indéterminée ,

__X._ _ _ ^ Y _ ^
ces 2 a ---• i s in, 2 a ' cos 2 a ~l- i s if s 2 a 1"""""1" [ J <t

d'où résulte

x == p ( cos a — < sin <% ) .^/, y :.=: p ( cos ce 4- < si n a )y^

L'élément linéaire devient alors

( ^if__ y' .'if^"1^. y' \

d^^ C ( F 1 9 17(iiï— e"^"^^) d x ' df^ — 0(0^^— e^^) (^4- r/(^).

C'est la seconde forme dégénérée du type (m).
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Solutions où X et Y sont des exponentielles.

4. L'équation fondamentale (F), quand on y met pour X et Y les
exponentielles

V —— A ,,2 l'X Y —— A ^~2 ''>'..'». —••— /'x (.»• y ,S. —— ,ML L' • ^

prend la forme
[T/ 4- T2 — i + ( 3 /• — a 0 T 4- r ( •? r — 3 /)] e 1 ' 1

.=, [ T/ 4. ï2 _ , _ ( 3 ;. _ -^j T + /- ( '.î r — 3 / ):1 e-11^

t désignant toujours la somme x -h-y" C'est une équation de Riccati

T 4- T^ 4« ( 3 ,. -, 2 /) e^^^ I1 4- 2 r2 - 3 //• - l == <:),

que nous avons à intégrer sans part iculariser la constante r. Nous po-
serons r== cr^ ce qui donne à l ' équat ion celte fornie nouvelle, d^aspect
réel

T/ 4. Ta 4.. ( 3 o- — a ) T cet. o- / — ( o- — ï ) ( ^ a — i ) = < > .

Pour intégrer, faisons le changement de variable
at 9. dzz ::.:::: (•t(l)li — ? fit -^ — - —-.—.— -
',t 0- .C;-"-|-- .1

l 'équation devient
-a « ï r/T

( p ) ^ T3 + ( 3 o- — -•? ) ̂ ^— T — ^ ( (7 — i. ) ( f îa • — î ) -"» cr ( ̂  4- ,l ) j^ = o,

et l'on vérifie aisément qu'elle admet la solut ion par t i cu l iè re
1\:=(i-cr)^

quelle cfiie sou la valeur cUtribuée au paramètre a". Posons donc

T=Ti,4^

la nouvelle fonction inconnue '€ sera déterminée par l'équation l inéai re

(?) .(^,-QI 4- (lr.^L^^ç+,--o.

Intégrons d'abord l ' équat ion

^.,^[l:::4^13^5ç==o;
aj ,G (,:^4- j }
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on trouve aisément, en désignant par M la constante arbitraire,

ç=:M—^.-s2-!- l

Pour que cette valeur vérifie l'équation (*(), il faut que M? consi-
dérée comme fonction de s, ait pour dérivée

dm _ a |-^
""^-""^^ y

ce qui conduit à distinguer deux cas, suivant que or est égal à :r ou dif-
férent de i.

Traitons d'abord le cas particulier o" == i. En désignant par 2 logy la
constante d'intégration, nous aurons

*y 9< -s' vM == 2 logy — 2 log^ == à log1 ? Ç == —— log' •' ;
S S *-"t~" 1 .G

et, comme actuellement T^ se réduit à zéro, l'intégrale générale do
l'équation (p) sera

T .̂  ̂ !±Jl ̂  _._^^
'" v ~ / / \ "a .5 log "' sin ^ 1 og ( y tang" - )s \ " 2 /

II n'y a plus qu'à effectuer la quadrature

fT^==:-2 f T ^ = ^.^^=io^lo^^+consl,

' 7 ^losï 1 " y

pour arriver à l'élément linéaire
ds1 == C^^^^) log(y tang ̂ .±-r^ ̂  ̂ .

' \ " 2 /

Soit maintenant cr ̂  i. Il est commode de poser ^ = /^ et Fon trouve
immédiatement

M ^^-n-^ ç=4—f^^^n — a ^2 4-1 \ //, —. ss j

ce qui donne pour intégrale générale de l'équation (p)

T ̂  ^Ln,2 ^ ̂  '(j!lr:̂ lL^^ >)JÎ^"3
• n ^ (/î — a)'c — /i^"-2"" "
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Exprimons T au moyen de t, en ayant égard à la relation z = cot -,
nous aurons

cot^3^-.,, //- — a t n — 9. nT = ——— cot - ~ ————- ——————————— •
n n . , / , , . t n — 2

^ sm2 - col/1'"2 ~ — ——— cn n n

Si l'on fait Çn — a)c == ny, il vient par une intégration immédiate

/T^=loffsin%-•••2^4-lo^(co("-~2^ — y ) .+- const.=log l(asin /^-2^ — Qcos^-2 ^VJ " /% 0 \ n ' / \ n ' n )

Remplaçant enfin n — 2 par m, nous arrivons à Félément linéaire

ds2 = ér-^-y) fa sin^ ̂ t-7 ~ 6 cos^ ̂ t7^ dx dy,\ m -+• 2 ' m. -4- à /

qui dépend de trois constantes arbitraires a, [3, m.

5. 1,1 nous reste à mettre sous forme harmonique les deux éléments
linéaires que nous venons de trouver. A cet effet, nous poserons

T.'-^ r- —u-- ^^—=e~'^ r'- r-11-- —dy— -(^iî
I w+î- i /' ^'" ' " 7 "'"" f rn -)- a /"'""JiiL "'"' '

J y ^mTa ^ ^ / ^ • " / « » 2

d'où. ron déduit facilement
( m 4 o V2 m-

(.r^^dxd-y =: L—.̂ ! {x'y'Y^ ̂ f ̂

et aussi
. x 4« y i ^! — r' <.r 4-- y î ^t -h y'i»' i ri ™-—»1««™ —.»—. ^^ ^ __ ,'i«.,« pr'tt; _—_„,„„„',„„, 1"— _ ___'• _„_ ,

m 4- a """""" 2^' J^y/ ' k /?t 4- 9- '->- ^/.î7"/7

Substituant ces valeurs dans Félément linéaire

<^2 = fa si n^ ̂ -t7 — 6 cos^ ̂ t^ ̂  ̂ "n^~y) dx cly,
\ ' w 4- 2 ' rn 4" a /

on trouve, en désignant par a et & deux nouvelles constantes arbi-
traires,

^= Lf^^t^Y"^ ^f-^ ̂ îlr:2^y | d^dr'= (^w- ̂ ^) (^^ ^p2).
L \ ^ / \ ^ / J

C'est Félément linéaire d-u type général (m) signalé au début.
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Les mêmes transformations conviennent à l 'élément linéaire trouvé
tout à l 'heure

.;z- -hj^^== Ce"1^-^ log 7 tang dx dy

= C hog (a cos "4 )̂ - log (P sin Ï-^)") .-^-r' ̂  dy,

sous la seule condition de faire m==o; on trouve ainsi

ds'1 == G log ^'-t-,y') .^-P^'-.y')'-^ - iog
9.1

dx' dy'= G ( îog a u — log (3 P) (rf^2 4- ^î'^

C'est la première forme dégénérée du type {m).
Résumons clans un Tableau les premiers résultats que nous venons

d'obtenir :
// / ^ ,,«.,,,.l.,,,...,\

Ï =.- col^a + - ios^^ - G ^^A

X=p2^^, Y^p^2^;

JÀ-2::.^ C<?""/(>ï~y) [^(^-•'••".Dtaiig'a..,^ ^•""•(^•4-.r)coia"j J,̂ . ^/y

/ -«. ï'"4''*'1'' • ^"'""^''X= cA^9 'iîïlT — ̂ ' <:^T; ̂  ̂ /.

(0

^-rr^innog^iang^j»

X=A^^ Y==A^2^;

d^2 =: C ff-^^-r) log [y lang ̂ ..̂ -^ J^ ̂

^ ^ C /[log(^ /4-J /) - l,og(^ /~J /) 4- y ' ] dx' dy\

t \mT • co t -m + 2 //A + 2 sin —:1-'"— ( •/ iana"'^—1--"11-— — --—.•..--"11^
/u -h '.-i \' m 4" ^ ^ni ,

(m)
4 /' .»:• 4 /,)'

X^A^^, Y^A^^^;

d^^^ e-^-y^ ( a sin^ .^^^ — B cos^ .^-'t7 ) ̂ r dy\ m 4- a rn --h 2 /
. = [a^^+j')^— 6 /(^ /—J /) / / r| ̂ / ̂ y^
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Élément linéaire des spirales applicables sur des surfaces
de révolution.

6. En vue de s impl i f ier une discussion à venir et de détacher un
résultat intéressant par lu i -même, nous allons déterminer les élé-
ments linéaires qui conviennent à la fois à des spirales et à des sur-
faces de révolution.

Il est clair que, si l'on fait soit a == o, soit b •^ o dans le type (^î)
signalé au début, on trouve un élément l inéai re

d^^Cu^^d^^-d^}

qui. répond à la quest ion. Nous allons montrer que c^est le seul ( i ) .
Pour qu'un é lément l inéaire é^ dx dy soit r éduc t ib l e à la, f o rme

d^ ::::: fr'1^'-^ eJ^^'^y'i a^-^ dx dy

qu i convient aux spirales, il. f a u t et il suff i t qu'après un changement
de variables approprié

, d^ , dy'dx ::•i•:i^ ..---^..,- ? d'Y =:: -1.1-1.11'11-.-" y
^') J r t ( y ' )

on ait i d e n t i q u e m e n t

^ 4. jog^ + logyï = — l ( , ^ — y ) -[-J T (.» 4"" y ) d{x 4- y ) .

Pour é l iminer la (onction inconnue Ty difïerentions par rapport à oc et
à y ; nous aurons

^ f à w Ï;\ ^ . f(h) r^ : 1 1

Ç „ .,,,,.,F ^ ) =;T— /,, n -y-, 4- — == l 4" i;
\à^ U V^ r j/

d'où, en retranchant membre à membre, ^/

, , , ^ ^) àfï}-̂,,» r/ 4" £••.-7 "~ 'H T-"; ̂  — a l.s - ôx' ()y

Si réiémetït l inéaire ^ dîxf dy convient à , u n e surface de révolut ion,

(r) [L* IUïW, Sur la déformation des surfaces spirale {ffalL clé la Soc. rnathém. de
Frcwce, l. XIX, p. 65; 1891)'].

Aftii.dfî l'É€ . Normale. S" Série. Tome» XIL— MAÏ (895. ^0
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on peut faire
, , .. àf^ dû) ,

a)=9(^+./), ^==^=cp.

l/équation dii problème devient alors
(1) ( ^_^ ) (p^^+y /+ a^=o .

Égalons à zéro la dérivée seconde du premier membre prise par rap-
port à x ' et à y'; nous t rouvons
(2) ^-rO^+^-r/^/^o.

Or la dérivée f^" doî t être supposée d i f fé ren te de zéro si l'on exclut
les surfaces développables. On peut alors tirer ^ — r\ de l 'équation (2)
et porter sa valeur dans l 'équat ion ( î ) , ce qui donne

/ ?W \
( ^ ^ ) f c p / ^ ^ j 4 , . a / = o .

En conséquence, la, différence $ — 'r\ ne dépend que de ^+y\ 11
suit de là que les dérivées ^/ et r\ sont deux constantes égales et de
signes contraires

^-r^/u.

Intégrant et négligeant les constantes additives, nous avons
£ == n ix\ n ==— ni y'\

L'équation (i) devient alors
/ _ a ( n 4- r ) _ rncp _ ̂  ̂ .̂ ^^ =: ̂ .̂.̂  .

On en déduit immédiatement o) == m'iog^^+y), d'où I/élément
linéaire cherché

d^ =: C {x' -h y' Y 1 dx' df\

Par le changement de variables

dx = dx^ = ̂ =2^__, rfy ̂  2:.,̂  ̂  ̂ _3 rf>•'/

n i x 1 {m^9/)£^' ' J ' ni.y' (^^rajïj^

il acquiert la forme propre aux spirales

cîs^ Qe-i^-^ cos^ ^-^t17 dxdy.
m -h 2 </
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De là résulte pour la fonction T cette expression
s 55

m ^l t1 =-— ——— tan^—-.-----.
m •+" a m -h '.î

Remarquons enfin que l 'élément l inéaire précédent n'est doublement
harmonique que quand on suppose m === ï . Car les deux formules que
nous avons données dans la seconde Partie de ces Recherches (!1)

À == P(^-t- ̂ Q"2^- Q(^— <r"^)^ À-== Pi^+ Qi^

pour représenter rôlément linéaire '\dx dy des surfaces de révolution
doublement harmoniques, ne conduisent à À == C^ que quand m == i:
ou m = = — 2 , hypothèse actuellement exclue parce que les surfaces
correspondantes ont leur courbure totale constante et qifil ne peut
en être ainsi des spirales sans qu'elles se réduisent à des dévelop-
pables. (Voirie paragraphe suivant*)

CHAPITRE II.
RECHEBCIIE GÉNÉBALE DES SPIRALES HARMONIQUES.

1. Nous nous proposons maintenant de trouver toutes les. solutions
de l 'équation fondamenta le
( 1 ) F = à X ( ̂  4" G)I? ) - ̂  Y ( ̂ );u + (^ ) 4- 3 X^),, — 3 y/ w, -h X" - Y^ = o,

en attribuant a la fonction co la forme qui convient aux spirales

F,) -= — ;( x — y ) 4- fT dt ( t =~ rx: 4- y ).

A cette équation, nous adjoindrons Inéquation dérivée F^ ===<), savoir

,, j ^(r^^ ̂  )^.~ ̂ Y(^4- ̂ )^+ X [5(.)^,),.+ 4û.)^)^]
(li) ( - IIY[5(^.)^+ 4Q.)>)^] -h 3(X,//-Y^)^=o,,

( 1 ) [L. RAFP'Y, -S^r un. problème de la théorie des surfaces (Com.ptef: rc/uliis de l'Aca-
démie def! Science^ t. CViII; 1889, p, 493, et aussi Bulletin des Sciences mathômatîque^
t. XI f î a ; 1889, p. ï6x ; ] .
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qui ne se rédui t à une ident i té que dans le cas des surfaces déve"
loppables (co^.===o).

En é l iminant X ^ — Y " entre les équations (I) et (II), on ob t i en t
une relation que nous pouvons écrire a ins i

(III) |X(^+ %.+ W^) - |Y(0^ ^-i- ̂ Ôy) + x^,- Y^= o,

en posant, pour abréger,

o / // /Ï--0) —— __ o /.•0
.-S W .y. v l/ ———• ——— -w <--' 9RJ<.~ -y

ce qui conduit pour les spirales à cette expression de 0

0 =: i{x — y ) 4" lôgT — /T <:./L

[/équation (III) ne se réduit v i s ib lement à une iden t i t é que quand
0 === const, c'est-à-dire pour les surfaces à courbure totale constante.
Or, d'après la formule

——— =—2^ye-(^—2T€^'rdfei^••y^
i'xi lia

la courbure totale d'une spirale, étant le produi t d 'une fonct ion de
ce + y par l'exponentielle e1^^, ne peut être constante que si elle se
réduit à zéro. Ainsi se trouve just if iée une assertionemise à la fin du
paragraphe précédent. Laissant de côté les développables, nous pour-
rons désormais considérer l 'équation (III) comme n'étant pas une
identité.

Si on la différentie par rapport a x et à y, on obtient deux relations
qui font connaître, l 'une X", l 'autre Y", et, portant ces valeurs dans
l'équation (I), on arrive à un résultat qu'on peut écrire

Xf^ + Ay - .(^+ 0^)1 ^Yf^ + ̂  ̂  ,(^^^)'|
L '.r y J L ^ 'y J(IV) / A i r^t n1' \ / TÏ i f}" r\11 \
^{^ ̂  ̂  - 3«.) -V-("^ -. îç -3»,) -.,„ ̂  _ ^ ̂ ^ , ̂  , , ^ „ ̂  „ ̂  ^ y^

v^ ^y / \ ^y ^x /

A =W^Q^ +4.^^), B =1(0;. ̂  0,? + 4/4^)-
en posant
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J'ai démontré (1) que le déterminant des inconnues X' et Y' dans le
système formé par les équations (III.) et (IV) ne se réduit à zéro que
pour les surfaces applicables sur les surfaces de révolution. Comme
nous venons de trouver l'élément linéaire de toutes les spirales de
cette espèce, nous pouvons désormais supposer ce déterminant dif-
férent de zéro et tirer du système considéré les expressions de X'
et Y^ qui seront des fonctions linéaires et homogènes de X et de Y.

Les deux équations (III) et (IV) et, par suite, les formules de réso-
lution seraient extrêmement longues à écrire, malgré la forme relati-
vement simple de o) dans le cas présent, et leurs coefficients dépen-
draient de la fonct ion inconnue T et de ses dérivées. Mais nous allons
pouvoir dé terminer a priori ces coefficients. Remarquons, en effet,
que les coefficients de X, Y, X', Y\ X", T' dans l 'équation ( t ) ne
dépendent que de la seule variable •i=^x+y. En conséquence, les
coefficients de X, Y, X', Y' dans les équations (III) et (IV), déduites
de la première par de simples di f fércnt ia t ions , ne dépendent que de
cette même variable. Nous avons donc à résoudre ces doux équations

X i .,„.,..- ''g1'' Y i T Y 'Vf _ T "Y i ''g'1 Y. ..„,— j. i A, -t"- A y; X , l —• ,1 ;{.A. "•h- 1.,',. ,1 ,

où figurent quatre fonctions inconnues T, de la variable t ^ x + y ,
outre les deux fonctions X et Y, qui ne dépendent, l 'une que de oc^
l'autre que de y.

Résolution des deux équations fonctionnelles.

2. Soit à résoudre les deux équations différentielles indéterminées

( i ) X^= ï iX -h TâY, Y7^ TgX 4" 1VY.

DifÏerenliôns la première par rapport à y, la seconde par rapport à x\
il. vient

T[ X + T; Y 4- Tg Y/ = o, T, X 4" T, Y 4- ï\ ̂  = o,

(1) [JL ÏUFpv, Sier les spirale harmoniques {Comptes rendue de l'Académie des
Sciences, t. 0X11; 189:1, p. 5ï8). Sur une claw de mrfctcey harmoniques (Corrytey
rendus dû r Académie des Sclencef:, t. CXîf; 1891, p. 4^4)]*
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ou, en remplaçant X' et Y/ par leurs expressions données,

( ( T, 4" ï, T;, ) X + ( T, +1\ T, ) Y = o,
! ( T, ̂  T i T, ) X + ( T, 4- Ï2 T^ ) Y = o.

Si ces deux relations ne sont pas des identités, on en tirera

^=/(.r+j),

ce qui entraîne, comme on sait, •
X=:Ae''^ Y-='B^/T,

A, B, r dés ignant trois constantes dont la dernière peut être nu l l e . Les
équations de départ deviennent alors

A r = A,Ti 4- BT^1-^ ̂ \ — B r =: AT.^'^-w 4- BT^

et l 'on peut choisir a rb i t ra i rement l 'une des fonct ions q u i figurerH:
dans chacune d'elles.

Nous n'avons pas à revenir sur la solution,

X^A^, Y=:B<r"^

qui a été déjà discutée (Chapitre I, n08 3, 4 et 5).
Supposons maintenant que les re la t ions (2) soient des identi tés;

on aura
( 3 ) T, + T,T, == o, ï; 4- T, T, =o, Ï, 4- Ti T, = o, T, 4" 1.\ T:. = o*

Les deux relations extrêmes donnent
V ,«- Tfv1 4 -......» A ^ »

Soient donc, en introduisant une fonction auxil iaire T\

(4) T^-T^-C, T^-T'-C, e=const.

Les,équations (3) donnent
T; - ̂  4- c) T, = o, T, ~ ( ̂  - e ) Ï3 = o.

Oa en tire,, en intégrant,
(151) ; • : ! ! 1 1 1 'T^b^^^ T^fy^^.
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Si l'une des fonctions 1\ et Ty était nulle, il suffirait, dans ce qui va
suivre, de faire 'b^=~- o ou Z^== o; si les deux fonctions étaient nulles,
on supposerait nul les les deux constantes d'intégration b.^ et ^3.

Substituons les expressions (4) et (5) dans les équations ( ï ) : i l
vient
(ï/) X/+ (î7— c)X = ̂ Yf^'S Y^ (r^i- c)Y == ^X^-^.

Appliquons à ces formules la dif ïerent iat ion
j) _ ^
.̂̂  ày

pour laquelle ^ doit être considéré coïnme constant; nous aurons
(6) X/^h {r'—c}7J=. — ^T^"^, Y^-l- (T^- c)^^— ^.X^^-""^.

Des quatre équat ions (Y) et (6) 011 déduit
X^Y^-i- YX^-^ (T'- c) (XY7-}- YX/) =: ô,
X/ Y'-h XY^.h (r^-.h c) (XY7^ YX/) == o,

(7)

d'où, en. ajoutant mernim^ à membre,

XY^h aX^Y7"!- YX^-i- ^T^XY7-!- YX') = o,

ou encore
^ 4. ̂ ^ (XY^ -h YX/) + 2T / (XY / + YX/) = o;

de sorte que, quand XIT 4- "YX^ île sera pas nul , on aura

(8) ^_4(^^,o,(XY'4-YX'),

formule qui fera connaîf.re ^ et, par suite, les fonctions 1\, IY,T;{, 11/,,
dès que X et Y seront connus.

D'autre part, en, retranchant membre à membre les équations (7),
on obtient

X/T- YX^- ^'(XT-hYX/) =: 0,

ce qui peat s'écrire
X/'-.-acX/ V+aûY 1 7
,̂._^^^^^^ _..,..,.,...̂ ._̂
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Les deux membres, ayant même valeur , sont nécessairement con-
stants. Soit — y leur valeur commune. Nous avons, pour déterminer
X et Y, ces deux équations

(9) X'— âcX^-h yX == o, Y^h acY7-^ y Y == o;

d'où deux cas à distinguer, su ivan t que y est égal à c2 ou. différent: de c2.

3. Premier cas : Y = = c 2 . — L'intégration des équations (<)) donne

( i o ) X = ( A x 4- a ) e^, Y = ( B y + (3 ) ̂ -^r,

avec les dégénérescences possibles provenant de l 'évanouissement de
l'une ou de plusieurs des constantes arbitraires A, B, a, B, c.

Portant ces valeurs de X et Y dans la formule (8), on trouve

/ -, ABT ;=-, ̂ j^y^:;^1^^

d'où, en, désignant par [j- une constante d'intégratiorî,

er -_,.. ̂ J^_..„„„„....
~AB^.hAf34-Ba

Les formules (4.yet (5) donnent alors

/ ^ rp _ _ AB ^ AB
{ ) 1 ~ ABÎ^A^+Ïa + ̂  A 4 ̂  AÏ^T'AiT'^B^^^^^ " ̂

f r a ) T,= ——^^^ T - ^^^
' / • 2 AB ̂ +- A (3 4- B a ? A 3 - ABÏTA^^^^^^^ t

II n'y a plus qu'à substituer les expressions (10), (x ï) et (1,2) dans
les équations (x), qui sont vérifiées identiquement, pourvu qu'on
prenne

, ^^==A.S Z^^B^

^ Nous avons ainsi, pour les équat ions proposées, un système de solu-
tions correspondant au cas où les équations caractéristiques des équa-



SUK LES SPIÏIÀLES HARMONIQUES. l6î

tions (9) ont une racine double, savoir
X ={Kx^a')ecx, Y == (By + (3)<r-^

A,B / B2^-^
(I) , Tl = ^y^^^-^————————J^ -+" ^ T3= ^^-q^-p^g^?

T - A2^ T - _____ÀB_____ _ .A^- AB ^ + Aj3 -h'B a5 A4""" AB^ + A(3 -4- Ba •

4. Second cas : y — c2?^ o. — Pour intégrer les équations (9), nous
poserons

c =. r 4- //., y = 4 ̂ » ( ^'t — A ̂  o ),

de sorte que les racines des équations caractéristiques seront 2r et ih
pour X, — ar et — 2À pour Y. Nous aurons alors
( 13 ) X = le^ 4- A tô2^, Y =: me^'y •+• B e-^y,

avec les dégénérescences possibles provenant de l 'évanouissement de
l'une ou de plusieurs des constantes A, B, /,w, r, À. Nous excluons toute-
fois les hypothèses l^ m == o ou A == B === o, qui, ramèneraient à une
solution déjà étudiée, ainsi, que les hypothèses A ==/==<.) ou B=m=o,
qui donneraient pour X ou Y la valeur inacceptable zéro*

Des intégrales (ï3) on déduit aisément
XI' + YX7 r= % ( r ~ h ) ( B le^-^y — A me^^'y )

:=: 2(/. _ ^)^(r+/<K^~y)(n^(/'-^?(^-y)-- Aw^^'^^^^î),

d'où, en vertu de la formule (8),
, _ , _ ;^ ̂ le^^^^m^1'-^1

r := "~ v" ' /l ; g'-^^^TZ. AW^^^ "

.L'intégration introduit une nouvelle constante arbitraire (x et donne

f^e^ B"^(/-"-A5^_ Amô-^'-^

Les forïnules (4) et (5) deviennent alors, c étant remplacé parr+A,

'KIre^^^—A.mhe-^^6 rp _ K^^^^ri^17!^^^( 1 4 ) Ii= 2 ̂ ,.̂ .̂ ^^^^^ — 14-^2 ̂ ^^r_ ̂ ^^^h}t ?

/ ^ ., ; b^^ r. ^ ____^^^{^) .13==; .̂ ^̂ .̂.̂ ^̂  là— •Qle^^—kme-^^^

Ann. de l'Éc, Normale. 3e Série. Tome XIL — MAI 1895. 21
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Substituons les expressions (i 3), (i4) et (i 5) dans les équations (i);

pour qu'elles soient vérifiées identiquement, il faut et il suffit qu'on
prenne

^^==-2A^(r-A), ^==-2,Bm(r-/0.

Nous avons, en conséquence; ce nouveau système de solutions des
équations ( ï)

X = le^ 4" A e1^, Y == me^''y 4- B e^'v,

_ VIre^^^A.mhe-^^^ rp _ Bm(r— ̂ ew(}'^£
^ 1.1 — a ̂ ^^^^ .̂..̂ ^^^ , 1 3 = ^ g^c:̂ ^^ r^^t '

r. _ A ^ ( r — h)e^'^ _,, ^ B///,^0-7^'1— Am7Y- ̂ /^
12 — — -2 g^^^.^^^^^^^^ , 14 ̂  2 •^y ̂ (^/,jr^"'A^^(^^^^^^^^^ ?

II nous reste à rechercher si les solutions (I) et (II) conviennent ou
ne conviennent pas à notre problème.

5. Nous allons substituer ces solutions dans l 'équation de départ
( î ) a ( 2r - 2 IT ) X - 2 ( 3 -h a iT ) Y 4- 3 ( T - 0 '̂  - 3 ( T 4" l) Y7 4- "X" - Y' = o,

où nous faisonSy pour abréger,
S^T^T^-ï,

Qu'il s'agisse de la solution (i) ou de la solution (11'), nous pouvons
toujours écrire

•V= a (/- 4- /^X'- 4/^X, Y^- 2 (r 4" /^Y^" 4^Y,

sauf à faire ensui te 2 r = = 2 À = = c , s'il s'agit de ta solution (I). Ces
valeurs, portées dans l'équation, (i), la transforment en, cette autre

(3^—4r/z~4,n")X—(a2r—4rA+4^T)Y
4"[âT+(2r•+•2À—3Q]X / - [3T—(2r4-- î îA—â^') ]Y7=o-

Remplaçons maintenant X' et Y' par leurs expressions trouvées
^ = Ti X 4- Ta'Y, Y / ̂  Ta X, 4- T/, Y ;

nous obtiendrons
{2^-4rA-4^T"•^ [3T-^(a/>4"2A-3Q]Tî- [3T-(%r•4"aA-3Q]TâjX

=12^—4rÂ4-4 îT—[3T+ (a r 41- SA — 3 OIT^ [3T — (2 r + 2A— S^jï^J Y-
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On voit que, si le coefficient de X et celui de Y notaient pas nuls
tous les deux, le rapport Y : X serait une fonction de x -{- y, ce qui
exigerait que l'on eût

X= a^-S Y^p^-^,

a, p, n étant trois constantes dont la dernière seule pourrai t être nulle.
Mais ces solutions ont déjà été discutées. Donc nous devons égaler à
zéro le coefficient de X, et celui de Y; d'où les deux équations

2Sr- 4^ = [4^+ W— TO]T - (ar+ 2/1 - 3Q (l^t-TO,

- (2& - f^rh) = [4^4- 3(T4- T,)]T - (ar + 2 A - 3 1 ) (1\+ Tg).

En les combinant par addition et soustraction, on les remplace par
les deux suivantes

(T) [8^-3 (Ti -h Ta - Ta - Ï4)] T :::r ( ̂ r + a/z - 3 1 ) (Ti + T, + ï\ ̂  T,),

2 ( a 2 r — fçrh)
(2r) . ^^(T^-hT2—»^"";!,)

=«3(Ï^^T2—Ï3^T4)T-(^r4^A-30(T,-Ts+T,-ï ,) .

Telles sont les deux équations dans lesquelles nous allons mainte-
nant substituer les deux syslernes de solutions à essayer.

Discussion du système (I).

6. Dans les équations (T) et (&) faisons

m AB . ,, A2^ We^ rn^ABI, == ̂  .4-, ^ r, ,1 a = —^~, 1 a — —^— ? A 4 ̂ . ~ -̂ - 2 /,

A = A B ^ 4«A(3-4-Ba,

et rappelons-nous les valeurs correspondantes de X et Y, ,

X =. (A^ + a)^^, Y = (By + p)6-2^.

Coœjne A. e tB ne sont pas nulg tous. les deux (cas déjà étudié), le
dénominateur A est différent de zéro. La substitution indiquée conduit
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aux deux relations

(Ti) [4(2^-3/-)A~3(A^+B^^)(Ae /•^-Be- r ^)]T=(4/ l-30(Ae r ^+B^^)2 ,

(^i)
4A(T /•+-ï2-2r2-I)
= 3(A^- Be-^T ~ (4r - 30 [4/-A ~ (A^+ Be-'^) (A^- B^'Q],

que l'on peut écrire

4 ( a î — 3 r ) A T
=(A^+B^•Q[3(Ae /•^-B^7•QT4-(4^-30(A^-+-Be- r^)],

4A[T+T 2 - î - ( r -Q(2^-0 ]
== ( A ̂  - B e-^ ) [ 3 (A e^ — B 6>-^ ) T + ( 4 r — 3 i) ( A e1'1 ̂  B e-^ )].

On en déduit, en éliminant la grande parentliese qui figure dans les
seconds membres,

A pî'l _ ïïft—rt
(R) r+P+(3r~.0^^^^^^

C'est une équation de Riccati qui doit être vérifiée par la fonction

, :.. .. ,„, __(4 r - 3 i) ( A (^+ B (T^ y
{ ) ^ 4(2î-^r)Â—3(Ââ^^"-B2 tô•--a r ^)?

tirée de l'équation (Ti).
Je dis d'abord qu'on ne peut pas supposer r = = o * En eflet, clans

cette hypothèse, l 'équation (K) devient

T/+p-2^T-i==o, ^==^-1.

elle donne pour T une fonction périodique de t,

T =: ig - ̂ ^^^tângv'^^ Q,

tandis que l'expression de T devrait être rationnelle

'̂ 871^%' A^AB^Afî+B..

'La période ne deviendrait infinie que dans l'hypothèse g'^^ x , qui
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revient a AB == o; mais alors T se réduirait à une constante, solution
exclue comme conduisant à des surfaces développables.

Supposant donc désormais r différent de zéro, nous pouvons, si le
produit AB n'est pas nul, remplacer t par t-^r tç^ la constante <?o étant
choisie telle que B devienne égal à — A. De la sorte notre équation de
Riccati sera

T/+ -?+ (3r - 2 1 ) e^^ T + (/• - Q (2r - i) == o.
Q '—' fj

Or, si nous faisons r= ai, nous arriverons à l/équation

^^.^T'à^ (^^^Teolc^— ( c r — l ) ( 3 < 7 — l ) =o,

dont l'intégrale générale a, été trouvée précédemment (Chap. I, n0 4).
Quand o" est égal à l 'unité, on a

T..———-___
Wït log^y tang^ J

fonction mult i forme et pér iodique , tandis que ï est uniforme et non
périodique, en vertu de la formule (16).

Dans l'hypothèse a — i ̂  o, nous avons trouvé

ah ï
T = (ï — o-) cot — "+• ——————j-:—————^....^^————_ ,

2 . at at\ ( , o-A '''""̂  . îs m -1-"- cos— c coi —• — ——
2 2 L \ 2 / i "~ ̂ J

fonction périodique, tandis que T ne l'est pas, puisque AB est d i f férent
de zéro.

Soit maintenant AB == o. Nous supposerons B == o. L'équation (B.)
devient

ï/^p— ( 2 — â o " ) f j r — ( o - — ï ) ( â < 7 — l ) =0.

On en déduit , par intégration, ^ . , ^
C T - ( < ï — ^ o )

3Tr=:(2—3o-)/~crtang-—-"——"?
«a

ce qui. est une fonction périodique, de période 2'n;:o-, tandis que la
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formule ( ï6) donne
rn _ (4c r—3) ïA 2 ^^

^a-Sa^A-P-SA2^'

fonction dont la période est TC: or. I l y a contradiction.
Donc, en résumé, la solution (i) ne convient dans aucun cas, en

dehors des deux hypothèses déjà étudiées où A == B = o, avec r=== o
ou r^o.

Discussion dn système (II).

7. Reprenons les équations (T) et (2r)
(T) [8<-3(Ti + 1\ - T., - 1\)]T =. (2r + 2/1 - 3 i ) (ï,\ + Ta 4- T^ + 1.\),

^^p+T^^s^^ï)

=: - 3 (Ti - Ta ~ T» + T, ) T - ( 2 r + 2 //. - 3 i) ( Ti - T, + T» ~ T/, ),w
pour y substituer les expressions qui composent le système (II), sa-
voir :

ATi=:-h ïBIre^^1- ̂ h/mhe^^1, AÏâ=- ^A / (r- h)^'^1,
(II) AT4= - 2B^r-"/^•-^ îlAwr^^^^^, ATs^— 2Bm(r — h}^1'^1,

A =: B ̂ e^-^^— knie'^'-^1.

La quantité r— À est essentiellement différente do zéro; les valeurs
correspondantes de X et Y sont

X = le^ -I- A^^, Y •== w^-"27^ 4" B tâ-^y,

et nous rappelons qu'on ne peut faire aucune des quatre hypothèses
^^m==o, A=B=o , /=A=.o , w=B=:ô,

en sorte que la fonction A ne peut se rôdmre à zéro*
Cela posé, substituons les solutions (II) dans les équations (T)

et (S); nous trouvons ainsi

[(4j?-3r- 3 À) ( B le^'1^- A me-^- ̂  ) + 3 (r - h) (A le^/^ - B me^'^' ̂  )] T
(T^ , : -«. (r^h) ̂ r^îh—ïi) (I^^^'-^^+A/ntô-^^^^—A^^7'-1^^— ^rne^''^11^) = o,

: aA(T/+Tâ—^^—I)4-3(r—/0(Bfe^'•"//'K4"Am^r"(r•"^^4-A,Y^
^^ +(r4-A)(2r4-^Â-30A4•(r-/0(2r+27^-30(A^ / '+^^—
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En vue de faciliter la discussion de ces deux équations, lions énon-
cerons un lemme dont nous aurons plusieurs fois à faire usage.

LEMME. — Pour que l'expression
i •= n

^(M/^^^.hM;:^"-^^),

où les M/, M .̂ sont des coefficients constants en nombre fini et les ci^ clés
constcmtes différentes de zéro et différentes les unes des autres, soit nulle
quelque valeur qu'on attribue à la variable t, il fclut et il. su/fit que les
coefficients M/, M.̂  soient tous nuls.

On s'en assure en développant chaque exponent ie l le en série et an-
nulant les coefficients des puissances de t jusqu'à l^11^ inclusivement.
On obtient ainsi , d'une part, n équations linéaires et homogènes par
rapport aux n sommes M., -h M^ , d'autre part, n équations linéaires et
homogènes par rapport aux n différences M ^ — M ^ Le déterminant dd
premier système est le d é ter mi. f i a n t de Van der Monde

IÏ^(a?-âJ).

Celui du second système est éyil au précédent mul t ip l i é par

€t\ aj,.. a j . . . aji.

D'après les hypothèses de l'énoncé, ces deux déterminants sont dif-
férents de zéro. On a donc

Mi 4- 'M', == o, M'/ — Ml =: o ( i == r, 2, . . . , / % ) ,

ce qui prouve que les coefficients M^, M^ sont tous nuls. D'ailleurs ces
conditions sont évidemment suffisantes.

8. Revenons aux équations (T^) et (as). Nous devons avant tout
rechercher si la première ne peut pas se réduire à une identité. En
égalant à zéro le coefficient de T et le terme indépendant, nous obte-
nons deux équations, dont la première est

(4^ 3 r — âÀ^Bfc^^—Aw^^]
4« 3 ( r — A) [A le^11^— B me-^^1] = o,
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et dont la seconde peut s'écrire
( ^ r + a / z — S î ) (le^—me^) (A^— B<?-^) = o.

De ces trois facteurs, les deux derniers ne peuvent être identique-
ment nuls, ce qui entraînerait, d'après le lemme, l 'une des hypothèses
exclues

/ ==: m == o, A, = B == o.

Il faut donc supposer a r 4 - 2 À — 3 r = = o . Il en résulte que r-j-À
n'est pas nul, non plus que r— h. Le premier merribre de l'identité
précédente est une somme de quatre expone.ntiell.os, auxquelles le
lemme s'applique, si tous les exposants sont inégaux, c'est-à-dire si le
produit rh est différent de zéro. Alors les coefficients de toutes les
exponentielles sont nuls; on a donc

B l =: A m =;: A l == B /n :̂= o,

ce qui entraîne l 'une des quatre hypothèses exclues
l == m =: o, A. = B == o, l^ A =: o, m :•-.:": B := ô.

Ainsi nous devons supposer rÀ===o . A raison, de la symétrie des
formules, il suffit de supposer À === o; alors r=:= '-̂  et il vient

sd

31 f ! -JJ/

/ (gA — B ) ^ '+ w(9B — A ) e ^ "=:o;
d'où résulte

^(gA — B) = o, m(9B — A) = o.

Comme /et rn ne sont pas nuls tous les deux, non plus que A. etB,
il faut supposer nuls l'un, des paramètres / et m, ainsi que le coeffi-
cient de l'autre. Soit par exemple m == o; il en résulte B = QÂ» Nos
hypothèses actuelles

h == o, m :== ô, B == 9 A

donnent pour X et Y ces expressions

X=fe^+A, Y=9A.

, Quant à la fonction T, elle est déterminée par l'équation {S'a)» qui
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se réduit ici à
r^ï^^T..,^^

2

Intégrant et négligeant la constante qui s 'ajouterait à t, on trouve

„ 5/ 3 3/,
^^--s^r

Pour avoir l 'élément linéaire correspondant, il n'y a plus qu'à effec-
tuer la quadra tu re

f'T dt =. ~ ^ {t — t, ) 4" log cos 3t,

d'où l'on conclut

d^-=. /r"^"r) e^<^dx dy =: C^(^y) ̂ T (l^•^') ̂  i(̂ l..,±.,r) ̂  ̂ ^

Si l'on prenai t /•==: o avec A=~= ()lî, il suf t î ra i t de changer x en —y
et j en — x pour retrouver la môme solut ion.

L'élément l inéai re précédent est donc le seul qu i corresponde à
rhypothèse où l 'équation (Ta) se rédui t à u,no identité. Il ne convient
qu'à des spirales imagina i res ,

Nous al lons le ramener à la forme ha rmonique , en effectuant le
changement de variables habi tuel

, , dx dvdx == —=• 9 a y' =: —- -
\/X l \/Y

Nous pouvons ici, sans restreindre la généralité, prendre

X^^^+i, , Y = = i ,

ce qui revient, à garder la variable y et à remplacer x par l'intégrale x '
de l'équation

^^/,,.-._,^^^ . 1
c^ — ̂ j-^^ 1 , ^

Or on tira 'aisément de là ! ! ,
y'

/e""^^ ̂  — 9 cos2 — *

^nn. de l' Kc, NarmaU» 3e Série* Tom<i X Ï Ï . — Jtîi?< 1895. 2^
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Substituant cette expression de oc dans l 'élément linéaire et dési-
gnant par y une constante proportionnelle à \/î, on trouve

ds^ (yl /Litl-~ e~ "~ + y (e-/(^y)~ ̂ "^)J rf^^y (y ̂  o).

11 résulte du lemme énoncé page i47 que l 'élément l inéaire consi-
déré est doublement harmonique .

Dans le calcul précédent, on suppose essentiellement que / ne soit
pas n u l , comme on doit le faire, puisque nous excluons actuellement
(voir n° 7) l'hypothèse /== m = o étudiée au Chapitre I. Pour voir ce
qu'elle donne ici, on pourra prendre

•Y ........ ï y --•• r^Y ......... ^-, .ï. -.....— ï ,

ce qui permet de garder la variable y et de remplacer x par — 3x\ On
trouve ainsi cette autre forme de l 'é lément l inéa i re

/ i^"114-"-^ \
cis^- ̂  \e 2 + e1^'-^ 7 dx' dy,

qui rentre visiblement dans le type (e) déjà rencontré.

9. Nous pouvons désormais supposer que l 'équation (T^) ne se ré-
dui t pas à une ident i té . Nous en tirerons T, et nous substituerons son,
expression dans l 'équation (S'a)» qui devra être vérifiée. Pour abréger
l'écriture, nous poserons

A = B ̂ /-/^— Kme-^-1-^, © := A^'47^— B-me^11^1,
Ai= B ̂ -^-4- A me^-^, ©1== A^'4"^^ B me-^1^1 ;

et nous remarquerons la double identi té

A2 — Aj= ©â — ®î = ~ 4AB /w.

Avec ces notations, nous tirerons de l'équation (T^)

(T,) , , T=(/--A)(2/^^2A~..3^) '^^

. / ' I ) = ( 4 î — 3 r — 3 À ) A 4 - 3 ( r ~ A ) © . ,,
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Différentions main tenant l'expression deT; il viendra
r ^ = : . ( r ~ ^ ) ( 2 / • - ^ - 2 ^ - ~ 3 ^ : ) N

en posant

N^[( / - -Â)A-- . ( r^ /z )Q]I ) - - - ( / - -Â)(Ai-eO[(4<-3/ - -

Substituons T et T dans l 'équation (S'a) et chassons le dénomina-
teur D 2 ; nous trouvons

( 2 A [(/• — fi) (-2 /• 4- 2 h — 31) N 4- (/• — À)2 (2 /• 4" 2 A — 3 iy (A i— ©i)2— ( 2 rh 4-1 ) -I)"2]
) 4- ( i r 4- a /< - 3 01) [ 3 ( r - h )â ( A ? - © ;2 ) 4- (r 4- h) A 1) 4- ( r - /< ) 91) :] ̂  o.

Dans les termes dont la somme m u l t i p l i e D à la seconde ligne, rem-
plaçons î) par sa valeur ; il vient après réduction, •

3 (r — hy (A^— (^4- (^) 4- (r 4" h) (^ — 3r— S/OA^l"- t\.i{r— h) A0;

mais on a ident iquement
A^-9^4-.@5:::=A2,

comme nous venons de le remarquer. Ainsi A est facteur de tous les
termes dans le groupe que nous calculons; ce groupe peut donc s'é-
crire

A [ 3 ( r - //. )2 A 4- ( r -h h ) ( 4 i - 3 /• - 3 h ) A 4- 41( r - h ) @ ] ;

et maintenant le f ac t eu r 2À est commun à tous les termes de l'équa-
tion (2^); comme il n'est pas nul, nous pouvons le supprimer. Par
cette mise en évidence d ^ u n facteur, nous avons notablement simplifié
l'équation à discuter. Elle devient

(r — h) (2 r 4- a h — 31) N 4- (r — A)2 (2 r 4- 2 h - îif (Ar- ©i)^- (2 rh + î) I)2

4- % i ( a /• 4- ^ A — 3 / ) [( /• 4- h 4- 3 irh ) A 4- ( /• — A ) © ] D = o.

Remplaçons I) et N par leurs expressions déjà trouvées

D^(4/-.3r"3À)A4"3(r-.A)0, ! 1

M' •=: [ ( r - h) A - ( r 4" h ) 0 ] 1) - (/• -.- A) (A,- @ i ) [(4 i - 3 r — 3 h) A.i -h 3 ( r 4" h) © i ].
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Nous arr ivons, tous calculs faits, à l 'équat ion suivante :

(r — 7/-)2 (2 r 4- 2 /< — 3 /) (Ai — ©0 [( 5 r -h 5 / ^ — 7 Q Ai -- (5 r 4- S h — 3 l) 0i ]
^ [ ( 4 ^ - _ 3 , . _ 3 ^ ) A 4 - 3 ( r — A)9 ] (pA-yO^o,

en posant, pour abréger,

p =:(/•+ A ) ['-2 /*'2 4- 2 A2 — i o /'h 4" / ( /• 4- //, ) 4" 9 | 4" '22 irh — 4 <,

p^ ( /• — A ) [a r2 -h 2 A2 4- i o rA — 7 &( r -h À ) — 3 ].

Il n'y a plus qu'à substi tuer les fonctions que représentent A, ©,
A, , @i pour obtenir le résultat déf ini t i f

/ 1 o AB [^ — k ( /• 4- h — 0] ( /2 6/2r<; + w2 e^''1 )
\ ~ io<?m[^ 4--/X- (r •+- À ~ Q] (A^2^ B2^-^^ )

(^) ' +[Â-(5/•4^^—70-p(3/<4~3^~4/)](B2 /a^( / >-^<4"A2 /nâ^^ r^^^^^
4 - [A - (5 r -h5A— 30— 3p^( / -~ /<)] (A,2^2^4-^^-1 B2^â^-.â(M.^^)
4- a AB im [ i o À- ( r 4- A — 0 -h p ( 3 /• 4- 3 h. — 4 l ) 4" 3 p/ ( r — A )] — o,

où nous avons posé

i o ̂  =- 3 ( r -- À.) p 4- ( 3 r 4» 3 À — f\i) p^ A- :-::: ( r — /< )^ ( ^ r 4- 2 A — 3 / ).

Telle est l ' équat ion qui, doi t avoir lieu quel que sou t. Son premier
membre est linéaire par rapport à huit exponentielles, sur lesquelles
on ne peut faire évidemment que trois hypothèses :

1° Tous les exposants sont difïerents de %éro et différents les uns
des autres;

2° Tous les exposants sont di f ïerents de %éro, mais ne sont pas
d is t inc t s ;

3° Certains exposants sont nuls.
Nous allons discuter successivement ces trois hypothèses»

iO. PREMIÈRE HYPOTHÈSE. — Tous les, exposants sont d i f férents de
zéro'et différents les uns des autres. Nous verrons que cette hypothèse
doitêtre écartée» Mais les calculs que nous allons faire nous serviront
dans l'élude de la deuxième hypothèse,

Pour pouvoir appl iquer le lemme à l 'équation (S), différentions-la
par rapportai Le premier membre devient .une ibnetion linéaire et
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homogène des huit exponentielles. Il faut donc que leurs hu i t coeffi-
cients soient nuls. Mais ces coefficients ne diffèrent de ceux des mêmes
exponentielles dans l ' identi té (S) que par des facteurs supposés diffé-
rents de zéro. Donc, dans cette identité (S), les coefficients des huit
exponentielles et par sui te aussi le terme constant sont nuls. D'où les
neuf équa t ions suivantes :

AB lin [ î. o k ( r -h A — i ) 4- p ( 3 /• •+- 3 h — 4 i ) -+- 3 p^ ( r —• fi )] == o,

AB l'1 [ î o ff — i o A- ( /• 4- h — l ) ] = o, A °2 lin \ i o ̂  4- \ o k ( /• 4- h — l)] = o,

AB/n^io^— 10/cÇr + A — l)] = o, Vlm[sog •+ io/c(r 4- A — 0] == o,

B2 /2 [ k ( 5 /• 4-" 5 À - 7 Q — p ( 3 /• 4- 3 h — 4 0] = o,

A2 /5Î [ A- ( 5 r + 5 h — 3 Q — 3 ̂  ( /• — IL )] == o,

A2 m2 [ A- ( 5 r 4~ 5 A — 7 /) — p ( 3 r 4" 3 À — 4 /)] = o,

Ï^m^/^Sr 4" 5 A - 3^) — 3p'(r — A)] = o.

Deux cas sont à distinguer, suivant que le p rodui t Aîilm est nu l ou,
d i f f é r e n t de zéro.

Premier cw. — Le produi t Mïlrn est n u l . Supposons s o i , t / = = = o , ce
qui en t ra îne MÏm y^ o d'après une remarque antér ieure , s o i t m = o ,
ce qu i entraîne AB/^o- Nous trouvons ainsi trois équations entre r
et À, savoir
( i, ) i o ̂  — î ô k ( /' 4- A —• i ) = o?

( 2 ) k ( 5 /• 4- 5 A — 7 ^) — p ( 3 /" 4"" 3 h — 4 Q ̂  o?
(3) ^ (S /^h-^A— 3 / ) — 3 p / ( / " — A)=:o.

Pour discuter ce système, nous poserons

/• 4" h. = p 4" l, r — /l = y.

Si l'on se rappelle les définit ions de k, p, p' et ^", ^ ! ' ,

k — { r ^ h ' f ^ r + ^ h — ^ i ) , ' , . ! , ! ,

p== ( / • 4 - Â 1 ) 1 ["^/'^ 2^ 2 —îo^^4- < / ( r4-A) .+,9] 4- ^urh— ^l^ .

p':̂  (r —/^[ar^-1 a A8 4- t o rA— 71^(r4- ,A) — 3], ,

J O ^ = = : 3 ( r — A ) p 4 " ( 3 r 4 - 3 A — / ^ Q p / , . , :
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on troavera sans difficulté
k=.f^p —Q,

2p=:y 3 (7^— 4 Q — p ( p — 0 ( 3 / ? — Q ,
2p^==:y (7 /^+ ï—3y 2 ) ,

io^==3yp"-t- (âp—Qp' .

Or, si l'on remplace r e t A par p et y dans les équations (î) , (2)
et (3), en y laissant subsister p et p\ i l vient

( î / ) 3 yp -4- ( îp — 0 p7 :r= J °/^ (2 P — 0 72»
(?/) /^(2p - /) (5p - ̂ )":::r (3^? - Op.
( 37 ) y2 ( 2/^ - 0 ( 5/^ + a /) — 3 yp',

Dans l'équation (S') subst i tuons l'expression de p'. ComineY ̂ r — A
n'est pas nul, il vient s implement
(3') 972 :-::•:.,. (^ 4"^ )2.

Dans l'équation (2') substituons l'expression de p; i l v i e n t

(^) p ( p - l ) [ f - ( 3 p ^ i y ] = o .

Cette équation donne trois solutions ; p = l, p ^ o, y2 ̂  (3p —" if,
La solution/^ ~ î = r r + À == o est exclue, puisque nous supposons

tous les exposants différents1 de zéro et que a(r -t"- A) est Fun d'eux.
Faisons p == o; alors la formule (S^) donne y =-: r --" A .̂  ;±: ^" On a

donc
, . , , ir -+- h •::=: t, r ->-1- /^ .:::•:" ;±: ^ ?

o

d'où l'on tire deux systèmes de valeurs
9.i ., i - / y 2i ,

/" rr —, h :;= -^ /• :::= î ï / ^ î /• r̂: ï? ^ :;=: — , h r::: 2/\
0 0 «i ! 0

Mais, quand r= 2Â, on a r—h ̂ =h et quand h .=- ar, on a r — À .̂= —-r;
dans les deux cas les exposants ne sont plus tous distincts. Donc/^ ne
peut être supposé nul .

Soit enfin y2^ (3p — iy2. En 'comparant avec1 la formule (S"), on
trouve

1 1 1 / .;\ ^ / ' , ! 9(3^~^=;(^h0%, \
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ou bien
( 2p — ^) (5p — ?) := o.

Or 2p — i est différent de zéro; sans quoi k et, par suite, T seraient
nuls. Il reste donc

-. -.. / . 2 ,-„,., ^.p -«.- - g ) y ^*

La substi tution de ces valeurs de p et de y2 dans l'équation (i adonne
a ^y^-5-'

ce qui s'accorde avec la relation
.--..-....-..-.A./ — ^

Mais, d'après les valeurs obtenues pour p et pour y, nous avons
, 6< / ^ir -i...-. li =::: y" ? r •""-•" A -= "p;- •

D'où Fon conclut
f\ i , ;u ,/• •zr -y ? A :=2 -«,«, r ̂  2//.;-> 5

Les exposants ne seraient plus tous dist incts. Ce cas doit être écarté.
Si dans les neuf équations init iales nous supposions soit B == o avec

Alm^o, soit A==o avec B/m^o, nous trouverions les trois équations
10^ + lo /r( r •+• A — Q =^ o,

k ( 5 r + 5 h — 7 Q — p ( 3 r -h 3 A - 4 i) ="= o,
A" ( 5 r 4- 5 A — 3 i) — 3 p' ( /• — A ) == o.

Elles ne différent des précédentes que par le changement de r en À
et de h en r. Il, n'y a donc pas à les discuter.

Résumons la discussion du premier cas.
Les deux systèmes qui correspondent à l'hypothèse Aîîlm == o n'ont

d'autres solutions que les suivantes : !

ï° ' r 4- h :::r o* (Cette solution sera discutée en son Heu»)
9, i , . i ! i , ^ia0 r +A==^ d'où /•;:r:::1— avec h ::::::• 7* et r==^ avec //:"••;—y

3° r 4" À =:-:.: "^, (POU r=-^ ^e^ h^.^ et r= ̂  avec h^z^-.i!) i ) • i^ ^ v •
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Deuxième cas. — Le produit A£lm est di f férent de zéro. Les neuf
équations auxquelles équivaut l ' ident i té (S) se réduisent à cinq, savoir

ff—/.(r^-h-i)=o,
^+ /c(r+ h— /:)-r":o,

Â-(5r 4- 5A — 7 0 — p(3r 4- 3 A — 4 Q r:, o,
A- ( 5 /• 4- 5 h — 3 0 — 3 f/ ( /• - - //- ) -r o,

î o k ( r 4-À -— Q 4-p(3/'4"" 3// — 4 0 4- Sp^r — A):::3o.

Comme À n'est pas nu l , les deux premières en t ra înen t
r 4- h •= <', ^ = o,

c'est-à-dire
/• -^ A :̂= i, 3Çr — //.)p == ip',

Les trois suivantes se réduisent alors à deux
2 ik = ip , içy r= 3 ci' ( r "•"•" À ).

Rapprochons-en les deux équations trouvées d'abord
l^ = 3 p ( r — À), /' 4- A =.. ^

Ketranchant membre à membre les deux équations qui , cont iennent
r-~ À, on trouve

( 3 r - - ~ 3 / i 4 - | f ) (p~p / ) : ^o .

Soit d'abord 3r — 3h 4- ? = o. Nous avons alors

, ! i ,r — fi =: — ^, /" 4- A .:=: ^,

d'où l'on déduit
< - 2& ,

F =: ^ 5 n -rr: —" -» /i =1-: ^ /'.
•j1 o

Les exposants r —h et — r sont égaux, contrairement à notre hypo-
thèse. On ne peut donc supposer p — p^ o.

. Soit maintenant p = p". Il vient 3(r — h} «-= /. Nous avons donc

y t , .r — h =: TJ ? r 4- fi. •-:=: i.

Ces11 équations ne différent des précédentes que par "le changement
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de r en h et de h en r. Elles conduisent donc à r== 2.À. D'où l'égalité
des deux exposants r — À et À. Donc le second'cas de la preiïliere hypo-
thèse ne donne rien.

, En résumé, la première hypothèse ne donne pas de so lu t ion ; c'est-
à-dire qu'on ne peut supposer tous les exposants différents de zéro et
différents les uns des autres.

11. DEUXIÈME HYPOTHÈSE. - Les exposants sont tous différents de
zéro, mais ne sont pas tous différents les uns des autres.

Nous excluons les quatre 'hypothèses
r == o, h =: o, r — h := û, r •4- fi == o,

Ecrivons les huit quan t i t é s
r, — /•, h, — h, r — //, ".- ( r — h ), /• -h h, — ( /" + A) ,

et comparons chacune d'elles avec les suivantes :
Le nombre r ne peut être égalé qu'à ~ - ( r — À ) o u à -—(r+/?/);

d'où. h == ± ar,
Le nombre — r ne peut être égalé qu'à •+ (r —h) ou à 4" (r •4- À) ;

d'où h == ± ^r.
Le nombre h ne peut être égalé qu'à -4- (r — h) ou à — (r+'Â");

d'où 2/1 == ±: r.
Le nombre — h oo peut être égalé qu'à ~ (r — À) ou à 4- (r 4- À);

d'où 2 À == ± r.
Les nombres =fc (r — A), ± Çr + h) ne peuvent être égalés à aucun.

de ceux qui les suivent .
Il n'y a donc que quatre combinaisons possibles À == ± %r, r == ± 2Â.

Mais, si l'on observe que les fonctions X et Y ne changent pas, non
plus que le premier membre de (S), quand on change r en À, / e n A.,
m en B, et inversement, on voit qu'il suffît de traiter les deux cas
h = ±: 2r. Les équations que Fon obtient dans les deux cas corrélatifs
h == 2 ' r et r== 2Â se déduisent les unes des autres par cet échange de
lettres.Les solutions du second cas se déduiront donc de celles du
premier par ce môme échange; de même pourles deux cas corrélatifs
h == — 2r et r == — ^h.

ir. Premier cas. — Nous supposons À = 2 r ; d'où r - ~ Â = = - ~ r , -
Ann. de l'Éc, Normale. 39 Série* Tome 'XÏL —1 JIÎIN 1895. • 23
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r 4 ~ A = = 3 7 \ N'introduisons d'abord cette hypothèse que dans les
exposants des exponentielles, et laissons subsister r et h dans leurs
coeff ic ients . Il viendra pour l ' identité (S)

j [k ( 5 /• 4" 3 h — 7 1 ) — p ( 3 /• 4- 3 h — 4 i )] A2 m1 4-1 o [ g — A- ( /• + h — i) A.B l'2] ^rt

-4- \\k(^r 4- 5 A - 7 0 — p(3r -i- 3 h — 4.<f)]B2/2 +io[^ — k{r 4" A ~ QABw2]^"2^
- iobn[g' 4- Â-(r -h h - Q] (AV'^4- B2^-4^)
4- [^(Sr 4- 5A — 3 / ) ~ 3p^(r — A)] (A2 ̂ ^4"- B^m^r-^)
4- 2 AB ^w [ J o A- (r 4- h — i ) 4- p ( 3 /• -h- 3 h — 4 0 -i- 3 ̂  (/' -- A)"| == o.

Une pareille identi té exige, en ver tu d'un raisonnement f a i t au com-
mencement du paragraphe 10, que les coefficients de chaque expo-
nentielle et le terme constant soient nu l s .

Nous avons à discuter les sept équations suivantes :

AB/m[ioA-(r 4- h -" Q + p ( 3 / 1 4- 3A - 40 -h Sp^' - A)] •1-- o,

î o [ g — k ( r 4- A — i)] A B ̂  4- [/c ( 5 r 4- ^ h -" 7 ^ ) - p ( 3 r -1- 3 A — 4 Q] A2 //^ ::•..: o,
x o [^ — /:•(/" 4- h — l)] A B /^ 4- [A- ( 5 /• 4- 3 k — 7 ̂ ) — p ( 3 r 4- 3 A — 4 / )] B2 ̂  ::..:: o,

/w [^ + k( r +• A — Q] A2 := o, [À: ( 5 /• 4- 5^ ~ 3 Q — 3 p'( /• — h ")] A2 ̂  :-: o,
/w[^ + k { i ' 4- /ï — ^JIP^ o, [^(Sr + 5A — 3 Q — Sp^ /• " A)] IPw2— o.

11 faut dis t inguer suivant que le produit ASIrn est nul ou dif lerent de
zéro,

Soit d'abord AB^%=o. En supposant soit / = = o , soit m = o , on
arrive aux trois équations

i o ff — i o k ( r -|1"" A — /) :::̂  o,
k ( 3 r 4" 5 h — 7 /) — p ( 3 /• + 3 A — 4 • ' i ' } ̂  o,
Â-(5r 4- 5h - 3Q ~ 3p / ( r - A ) r-=o.

Ce sont les équations rencontrées dans le premier cas de la première
hypothèse* On a vu qu'elles n'admettent de solutions communes que :
i° quand r 4" A == o; 2° quand r 4- h = i9, 3° quand r 4" À == ̂

Solution r 4- A == o. Elle est présenterDent exclue.
Solution r + A = = ( * ; d'où r = 2 Â = = -~? ce qui ne se peut ici, et

A== ^r^y-'Ces valeurs doivent vérifier nos trois1 équations^ qui
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deviennent respectivement
g = 0, f/ = — 2 /f, p = 2 Â-.

Or l'expression générale de adonne ici.
io^:=—/(p -hp').

On a donc
p ̂ p^o,

ce qui s'accorde avec les formules précédentes. 11 suff i t de calculer

/,,.,,,_ ̂  ^_, ̂
i ""1!" 9 5 t """' 9'

pour s'assurer qu'on a bien une so lu t ion du problème en prenant
r — ^ == ^ Cette so lu t ion , é t a n i subst i tuée dans l 'expression géné-
rale de T,

(a r4 -a^ -3Q( r -A ) (A r~©, )
• 11•--"< ^n-^-^j;^

la rédui t à
•r-.:^,

le signe •+- corresi^ondant h m == o, le signe* — à / == o. La fonction T
étant constante, les spirales correspondantes sont des dévcloppabics;
nous les écartons.

Solution r4" h == 4^ d'ou r== aA == -^ï ce qui ne se peut ici* Cotte;.> i.> ' • * ! l

solution doit être rejetée,
Soit toujours AB/m =„= o. Supposons rnaintenant soit A. == o, soit

B == o. Nous trouvons les mômes équa t ions que quand / /^==o, sauf
changement de r en h et de h en r. Elles n 'admettent , d'après ce
qui a été vu à propos de la première hypothèse, que les solutions

/ , . , Qir -h H r:= o, /' 4- h ;= <, /• + h ̂  --F- ^

La première est exclue. La seconde donne r= 2 À = — , ce qui ne

se peut i c i y et r== ^ == ^ ce qui condui t encore à une valeur constante
^î *'?

pour T.
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La troisième r + À = = ~jr donne (AB étant nul) r== - == -=-• Ces
i) î? O

valeurs de r et de À doivent vérifier nos trois équations, qui. d ev i ennen t
respectivement

10^' -h 2 ik ==0, 5 A' — 2 p == o, 5 À' -t- à p' == o.

Or, si l 'on fa i t / " = = • - = = — dans les expressions générales de /:, p, ^
et ^, on trouve

_ i ^ l _ 6 1 , _ 6l • ^4
' I 2 5 5 ' ' 2 5 7 • 9f>7 "" 0 135'

valeurs qui vérifient les trois relations ci-dessus. Nous avons donc là
une nouvelle solution du problème. Dans les formules générales

_ _____^^(^^±±^^11^^ ^''^^^"1} ^ A ( î h l ~" B ( r l a }

" 1 '̂  (4< :-~ 3r -"3 A) (B/e17-^^— A ,̂ "̂17:̂ )7̂ :̂  "g^T^"^

X == fe^^ -+- A (Afix, Y = mcr^'y + B ̂ "^y,

introduisons les valeurs r== ;^-,? A == 4~ ûvec l 'une des deux suppo-
sit ions A == o, B == o.

Pour A, == o, nous trouvons

3l l^^me^^' „ .y.r , .̂  —^ , . ~ H - / , •JA="y—3-^—————^--•, \ i — l e h , Y rr m^* " - i1- Bc " ;
/e8 4- 3 me ' "

pour B == o,

,3^ ^^/n^^ w.. î— .....ii,.
g. „ ̂  ̂  -..̂ ^————— .̂., X, == ̂  ̂  + A ̂  , ^ Y ::r' //^- " .

3/ff ï /+ lln(^Jt

Ces deux solutions n'en font qu 'une, car elles se rarm*nent l ' une a
l'autre par le changement de / en m et de ,m en /, de A .en B et de B
en A, pourvu qu'on change aussi <x? en —j.e t y en — ^, ce qui ne
modifie pas l'élément linéaire des spirales

, cïs^^ (r1^^ e ^ ' ^ ^ c l ^ d y ,

l'expression TA dt devenant, par ce changement, identique à ' Ï ^ d t .
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La foncl ion Tp peut s'écrire a ins i

-^ -i^
m __ ^ _ 4^' ___^^.JL __ l ^l me '"'

, ï î —— ^ • - y ~ ^ - ^ -= ^ —— ̂  ———————————^ .

3^? r ) 4- /^^ îi 3/-+- •me"' "

Son i.nté^ratioîi est immédia te

JT ̂  =: ̂ l̂l + :îog(3/ -h m^) ;

d'où résulte l 'é lémeni l inéa i re

/ L^'l ( r ,*"±- '>"\
d^ =. Go ̂ ^-r) ^ 1 ^ ^ 3 / -h- mcF1" ' """tr J ̂  ̂ y.

Comsïïe le p rodu i t /m est d i f f é r en t île zéro, on peut a'ugoienter x - ^ r - y
,...^i-!L±l

d 'une q u a n l i t é telle que le coefficient de l ' exponen t i e l l e e " de-
vienne égal à 3L On pourra donc écrire

, ̂ y { .-i/^z^
d^ -::. ̂  e-1^'^ e lï [ i •••-(•- e ' ili ; c/.r d\\

Cet é lément l inéaire ne convient qu'à de^ spirales imagina i res .
Nous aHons le mettre sous ' forme harmonique par le cliaugement de

variables connu ^^ , rf/:_^.
^X •/ VY

Lit remarque précédente permet, dans les formules actuelles

X==^+A^, Y--::^'"^

(le faire m •==• 31== :i; d'où

ax1^ -—=^==-__, dy'^-^dy,
V^+A^

ce ((ui donne, tous calculs faits,

ds1 = (7 j ( ,»'-<- y' y -(- ( a/— y )3 + •" A [{x'+ y' ) + ( ;»'— y' )] j d^dy'.
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La constante A ^ o étant arbitraire, l'élément linéaire est double-
ment harmonique,en vertu du lernme énoncé p. 147-

Soit maintenant AB/w^o. Les sept équat ions du problème se
réduisent aux cinq suivantes :

( 1 ) io[^ — /f(r "h h — l)] Dl2 4- [/r(5r 4- 5 h — 7 /) — p (3r 4- 3 A ~ 4 0] Aw^n" o,

(2 ) io[^ - /c(r 4- A - l)] A^M- [A- (5r 4- 5 A - 7 Q ~ p(3r 4" 3 A - 4 i ) ] B /â = o,

( 3 ) i o g 4- i ô k ( r •4- A — '̂) = o,

(4) / c (5 r4 -3A-3^ ) ~3p /(r-~^)==:o,

( 5 ) r o k ( r 4- h — l) 4- p ( 3 r 4- 3 //, — 4 Q -+- 3 p' ( /• — h ) :::-:: o,

La troisième de ces équations n'est autre que

(3^ ï û Â - ( r 4- h — l ) 4- p^r 4- 3À — 4 Q 4" 3p ( r ~ h) ::::: o.

Si on la retranche de la cinquième, on troBjve, k n 'é tant pas nu l ,
(gA-^Kp-p^o ,

Cette équation, se décompose en deux : 3 A — 2 ' i == o et p — p7"^ o.
Soit d'abord 3A === 2L On a, par suite, r =• ^..== ^ et r -4- À ::;::: ^ Les

équations (4)» (5) et Ç^) se réduisent à deux

3 /C 4- p^ 0, p -h p':̂  O»

Or, si l'on fai t r== ^ , A :== — dans les formules générales qui définis-
sent p, p', ff et k, on trouve

^i , li , i
p == — y p :.i" — — y g ::::: 0, A rr: - •

9 l 9 9

Ces valeurs satisfont aux deux équations ci-dessus et, par sui te , aux
trois équations (3), (4), (5). Grâce à elles, les1 équations ( i) et (2)
sont vérifiées, les quatre paramètres A, By /, m restant quelconques.
Nous aurons donc encore une solution du problème, en prenant

h ir== -•= -? savoir^ 3

: , ' . , , X=^^-+-Ar^'V Y^me^^Be""^/
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Pour avoir l'expression correspondante de T, reportons-nous il la
formule générale

^ [2 r + a A — 3 < ) ( _ / • — / / ) (Ai —Oi )1 == »,,̂ ,̂ -̂̂ .̂̂  ,

et remarquons que, dans le cas présont, elle se rédu i t à

T- l în0'1 — 3 A ,r©" *

Or on a i den t iquemen t
Ai—Ci = ( B le^'-^1-[-• A m^/'-^ ) — ( A le^-^1 -h B me-^1^ )

:,:: ̂  ( v'i^ rne^) (Ae^^-- B^-^^,

A — 0 :̂  ( S;î ̂ o-^x — A rne-^-^) — (Kle^'^1^ — B /^-(/•+^)
,̂, «.- ( i^ ^. me-''1) ( A, G/u — B ̂ •"A< ) ;

il reste donc s implemen t
. / . /

. , i r. — < ;•; , / / . / \
..., l i(i " -— mo " d , f , < r. •-- / ^ )T:,, ..̂ ......,.-......, ^ ,_. log^e .i+ /,„> .̂ .

il,,)' / .,» .......... ^ .... („( t<
^e ^t-4•B• l /^.^ ;t

En augmen tan t / d /uno quî inl i té convenable , on peu t ramener à l'éga-
lité les coefficients des deux. exponent ie l les et prendre en consé-
quence

T:::= d log cos^ e-r^^^Ccosl.
fil ' »") "

Alors l^élément l inéai re devient
d.s2 =: o-^^-"r) cos ̂ t.̂  <;/.:z- <-// ;

il acquier t la. fo rme harmonique par le changement de var iables

-̂. . . - -^^^^^^^^^^ ^^ ^
^4-A.^ /.-^--h-B.-'^

qui conduit à , . ' .
A2::::: C \ (.y^{.1-/)4- (^^.y)^^ i8(A 4" B) [(..z^y)2- (^'-j')2] j A^/.

Il est doublement harmonique, en vertu du lemme énoncé p. i47»
parce que A et B sont arbitraires (saufAB 7^ o).
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Supposant toujours AB^m^o, discutons la solution p== p'. A cet
effet, rapprochons la quatrième équa t ion et la c inquième, après avoir
remplacé p' par p :

( 4 7 ) A - ( 5 / - - 4 - 5 A — 3 Q - 3 p ( r ~ À ) = o ,

(^) 5/»•(/• -i- h — Q -1-p(3r — 2 Q = o.

Comme A ne peu t être nu l , ces deux équations, linéaires et homogènes
en k et p, exigent qu'on ait

( 5 r + 5 Â ~ 3 Q ( 3 r — a Q 4- i5 ( r+^— Q (/•--//.) =o.

Si, l'on remplace À par ar, cette équation s'abaisse au premier degré
et donne f^r == i.

P o u r r = ^ À = = ^ les équations (4), (5) et ( 3 ' ) sont vérifiées,
comme on s'en assure aisément en y s u b s t i t u a n t les valeurs corres-
pondantes

, îi ï5 , 3 1p:=p=-^ ,,o^=-^, /c-^^

Après cette substitution, les deux premières se réduisent à une
seule

A/?^==B/S

d'où, en introduisant une indéterminée Y?

A=y^ , B==ym 2 .

On a donc une solution du problème en prenant

, A' , y

X = le â + y <?2 < ,̂ Y = m e"""'i2 + y m'3 <r- ̂ ,

et remplaçant, dansj.a formule générale,

rf ̂  ____rî ZL^ îz: iillzî l.̂  )J ̂ l""" m<rl!!) (A le/^ ""•K fr"'iht )
( 4 < — 3 r — 3 /F) ( BT^ ̂ ^l- A me-^^y^l^r^/iy^A^ ?

les paramètres r, À, A, B par leurs expressions actuelles. On trouve
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ainsi, en supprimant le facteur Çle^—m^""^), commun aux deux termes
de la fraction,

. / _ . / / • l - • / \
3^ l^e^—m^e ' tï c i , ( /^-r- m^e i 2 5 , \r -_. ̂  ^ ^ — — — — — — == ̂  log^ ——^——— + ̂  ̂ ^. .

3 ^ ^2 ̂  2 ̂  ^-^2 ̂  2 ̂  + r o Z/n '• '

Sans restreindre la généralité, nous pouvons faire / ==== m === i; d 'où
la solution

T= ^ log fcos^ + IY X^^^-hye^ Y^^^+y^^,
U Ïi \ M • O /CIK \

et l 'élément linéaire

d^ = C ̂ -/^-^) (ces ̂ -^ ^ ^ ) ̂ r <://,
\ 2 ') /

qu'on peut écrire aussi

^ =, 8C ^-/(^~y) (^ ^—^ + cos" ̂ 4:J^ dx drf

3 \ b b /

Sous cette forme, on reconnaît un i n d i v i d u de la f a m i l l e

f i s " 1 == e-i^-y^ (a sîn^ ̂ ^y 4- 0 cos^ ̂ ^t-7)^' rf^,^ ^^ .,4« 3 i /^ -f- 2 ̂

trouvée au Chapitre ï (n° 4). Effectuons le changement de variables

i cl y. ^
4 y ^ " " " ï +ye^y

Nous avons, tous calculs faits,

d^^. (71 (^+jT [(^^".-hj')^- 4y]^- (^-/^[(-^ -y)2- 4yP S ̂ '^^

et, comme Y est une constante arbitraire, l 'élément l inéaire considéré
est doublementl:ï.armo.ni,que. (Lemme de la page 14-7-)

Â w i . d e - l ' É c , Normale. 3e Série. Tome 'XII . — to 1895* 24
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Résumons les résultats obtenus dans le premier cas de la d e u x i è m e

hypothèse (A == 2r).
2 "̂ y 4<* g > /..

j o / •=== -y^ // = T-3 B==.0 ;

21 / -^ W ' H/ ^w

ï ̂  ii ̂ —l̂ -^, X ̂  ̂ Tr + A .Tr, Y = m^ 5i ' ;
5 ^i^^rme^^1'

i^±l( -^•Ï1±Z\ , ,
ds1 = <?-^-y) 6» i> \ ï -h ^ 'f> ] dx ".}'?

^ = c,i ( ̂  + .y/ y -+- (^/ - ̂ ^ y + ¥ A. [( ̂ ' 4- „r/ ) + ( -^ ••--• y' )] j ^:^ ̂ <

,,^^ /,-r=^, AB^^O;
3 ô

/ . / li , ,
. / /„ — ;"* a / w ,. [ût y ,,. •" >

T^ ^ ̂ izî .̂ , X^^-A^1 , Y•.,::.m^"•"i•ï - r l îC' 8 ' ;
^/îî + m (•.?""';t

cZy2 = ̂ ^^-y) ces ̂ -t^ ̂  dy,

dé = C { ( x ' + y/ )4 - ( .2/ - ̂ / )ft 4- ï S ( A, 4- B ) [( .̂ ^ -4-... y ' )2 • 1 1 1 • 1 • • 1 1 ] 1 ( .^•/ -•111-" / f ] \ d.r' dy1\

3... 1 . r=' A=^ ÀIUm^o;
" , 4. ^

// ' _ / /
T = 3^___^^...rî !^^^^^^^^^^^^ X = l/^^y^e1^ Y:::̂  m^11'^ -1-7 ̂ ^•-1^1';

2 ï{l^e^ ^rri^e'""1) ''-\- iol/n

cl^ •^e^^-y'' (côs ̂ —}- 4- ~ ) ̂  dy

^ l^^^-y) fsin^ ̂ 2 + cos»^—^) ^^<y,
0 \ b 0 /

cis^ G j (^+y/)î$[(.r/•+y)t2~ 4y:|— (^-/^[(^-y)2- 47;12 | ̂ /^/"

Nous avons laissé figurer dans ce Tableau des paramètres arbi t raires
dont le nombre1 peut être (et .a été) rédui t . Cest afin .de pouvoir
écarter, sans, nouveau calcul le. cas r== 2/1, 'corrélatif du .premier.
Sachant que les solutions, correspondantes se déduisent des solutions
ci-dessus par le.changement de r en A et de h en r, de/en A et de A.
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en /, de m en B et de B en m, on voi t immédia temen t qu'elles n'en
diffèrent que par les no ta t ions . Elles ne conduisent donc à aucun élé-
ment l inéa i re nouveau.

l'I/7. Second cas. — Nous supposons h ̂ — 2/\ Alors l 'équation qu ' i l
s 'agit de rendre identique devien t

j Iô[^~^•(/ t- l i-"^--^)]AB/ : î -hE^/M- Q A " 3l)-~'3pr{r~-/i')'[ïîïn^ei\eîl'i

•+" i ï o [ff — /l' (^^ // — /)] AB w2-!-1- [/:" (5 /•-h 5 A — 3 l ) "-3 f/ (/•— h )] A.2 ̂  e"2^
-.- iolm[^ 4- Â-(r 4- h — <0] B2^— îo^m [^ -h /;(r •4- A — z)]A2^^
+ [ À- ( 5 /' "l"- 5 À — 7 0 — p ( 3 /• 4- 3 // — 4 Q] ( B2 ̂  <^/^ 4- A3 /^ ̂ -fi ̂  )

4- ^AB^[K)Â- ( / -4 1 " A — 1} 4- p(3/ '+ 3 A — 4 / ) 4 ~ 3 p ' ( r — A)]=^o.

D'après un raisonneroeot: déjà f a i t , nous devons égaler à zéro les
coefficients de chaque e x p o n e n t i e l l e et le terme constant. D'où sept
équations

K:)[^ ........ /••(/" 4-" h — /)] A,B/2 4-1 ' [ / ' (^ / ' 4- 5 h — 3<) — Sp^r— A)] B2///,2 =:<:>,
,io[^ -- Â " ( y 41" ^ — 0] A l î /n 2 . 1 ) - [/ '(5r 41-1" 5// ~ 3Q •-"3p^/- — h)}^^ rrr o,

A2 lin [^ -^ ̂ (/^-h A — /)] "= o, [ /•(:)/• .4- 5 A — j l ) — p ( 3 /• 4- 3 h —4 Q1] :Î  ̂  ==. o,
B2 /m, [^ 4-" k (/^.h A — /)] ::••= o, |; /•(^ r "-1- ^ // — 7 Q — p ( 3 /• •-..i1- 3 h —4 Q] Â.^ in^.,..:-. o,

Al:̂  //n [ î o / - ( / ' ̂  II — ^ 4- p( 3 / - •4-1- 3/f — 4 /) 4- 3p / ( / • "•••••- //)] -^ o,

II f a u t d is t inguer su ivan t que Milm est nul ou d i f fé ren t de xéro.
Supposons d'abord AJïlm == o et rappelons-nous que, quand un des

facteurs de ce produi t est n u l , les trois autres sont di f férents de xéro<
En fa i san t /== o ou m ̂  o, on trouve trois équations que nous écrivons
dans la, colonne de gauche; en faisant A === o ou B = o, on trouve les
trois que nous écrivons dans la colonne de droite

îog — Î O Â ' ( / ' 4- h — l') =-o, 'tog 4- IOÂ:(/' 4- /l — l ) ==o,
Â-(5r 4" 5À — 3Q — 3p /(r — h) ^o, k^r 4- 5A — 3 1 ) — 3p /( / • — h) =0, '
A• (5 / ï4-5A—7Q—p(3/ t4--3À"-4.Q:—o, , Â ' (5r4-5A—70—p(3r4-3^—40=o.

Ces deux systèmes sont précisément ceux que nous avons discutés dans
le premier cas de la première hypothèse. Pris dans leur ensemble, ils
n'ont de solution que quand r+ h == o,.ce qui ne se peut ic i ; ,quand
r 4 - Â = = ^ ce qui entraînerait soit r = 2 Â , soit Â = = 2 r ; ou qu^n4
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r 4 ~ Â = = - ^ 5 ce qui entraînerai t aussi soit r = = 2 Â , soit h = 2r\ La
!J

présente supposition AB/m == o doit donc être écartée.
Soit maintenant AB/m^o. Les sept équations du problème se

réduisent aux cinq suivantes :
( ï ) io[^ - /;(/' + h — i)]A.l2 4- [Â- (5r + 3A — 31) — 3 p ^ ( / - - /OjBm2^ o,

(a) I , o [ ^ — Â • ( / t 4 - À — ^ ) ] B m 2 + [ Â - ( 5 r + 5 ^ — 3 < f ) — S p ^ / " — A ) ] A ^ -"= o,

(3) ^.+.A:(r-4-A— Q=o,

(4) k (5 /• -4- 5A — 7Q — p (3 /• + 3Â — (\ i) = o,

(5) ï o / c Ç r - ^ h — 0+p (3 / ' 4 -3À — 4 Q -i- 3 p ' ( r — //) == o.

Nous allons montrer que les trois dernières sont incompatibles avec
notre hypothèse h = — ar. En effet, la troisième n'est autre que
( 3 7 ) ioÂ-( r + A — 0 4- 3 p ( r — h) + p^Sr 4- 3A — /iQ =.0.

Si on la retranche de la cinquième, on t rouve
(3/^aO (p-p^o,

équation qui se décompose en deux. Pour la discuter, calculons par
les formules générales les expressions de p, p' et k dans l 'hypothèse
h == — 3r; nous trouvons

p == — 3o y4 — 43 if^ — 9 /* — 4 ̂
p' ::-,••: •— 3o f"3 "•4- a ï n'2 — 9 /l,
^=_Qr2(2,.4.,3<-).

Cela posé, faisons p == p'; nous aurons, en rapprochant les doux for-
mules ci-dessus,

16/^-1-" ï == o.

D'autre part, faisons p/ === p et h == — ardans les équations (4) H (•'));
il vient

1 /c (3 /* -h 7 0 — p ( 3 r 4" 4 Q '= o?
5/c(r-4"^) — p(3r— a^)== o.

Gomme k ne peut être nul, ces deux équations linéaires et homogènes
:en k et ' p . entraînent

' (5 r+7< ) (3 / "—2^ )—5( r l + l ^ ) (3 r4 " • 4<)==o,
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ou bien i 2 r 4 - i 7 î = = o, ce qui est contradictoire avec le résultat pré-
cédent ^r± i == o. Ainsi p — p' ne peut pas être supposé nul.

Soit m a i n t e n a n t 3Â — 2^'==: o. Nous déduisons de là

. 2 i iA=^ ,= .̂

Avec cette valeur de r, les formules précédentes donnent

— ^J /' — ^1p ̂  ^ , . ̂  -^ .

Substituant dans Inéqua t ion (4.), on arrive à cette impossibilité î/i == 9.
On RC peut donc pas non plus supposer 3h — 2'i == o.

En résumé, le second cas de la deuxième hypothèse (A ==:—• ar) ne
donne rien. Le cas corrélatif r = = — 2 À ne donnera rien non plus ,
pour des raisons de symétrie déjà exposées plus haut.

12. TBOÏSÏÈME HYPOTHÈSE. — Certains exposants sont nu l s . Les h u i t
exposants ± r, =h A, ±; (r — À), ± (r+ A) ne donnent l ieu qu'à trois
supposit ions

r =::= o, h ::-= o, r 4- A =: o,

puisque r — A est essent iel lement difïerent de zéro.

Premier cas. — Nous supposons A = o , Alors l 'équation à rendre
ident ique devient

) i oAB [^ - A- ( r ~ 0] + B2 [Â-(5 /• -7 i) -p (3 r -4 i)] + A2 [A- (5 r-3 Q- 3 p/ r] j l^e^

4-SIoAB[^-/r(r-Q]4-A.S[^(3r-70.-p(3/ :•-4^)]+B^

— i ô Im ( A2 "-h B2 ) [ ̂  4- k ( /• — '̂ )] 4- à A I] lin [ \ o k ( /• — i) + p ( 3 r ~ 4 ^) + 3 f/ r ] =- o

Avant d'égaler à %éro les coefficients dos deux exponentielles et le
terme constant, introduisons 1/hypothèse h = o dans la formule géné-
rale qui donne T; il vient

T - ^ __ r ( a /• - 3 Q ( B ̂  A ) ( ̂ ^J^l)_____
' := [(4 ^ ̂ '̂g- ĵ̂ ĵ /:^^ 3 r ) A 4- 31^- ] me-^?

ce qui montre qu'on ne peut supposer ni r==;o, ni 2 r — 3 ^ = = = ô , ni
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B == A, parce que T serait nu l ; ni <?=== o, ni m =--= o, ni 3r — 2?=--= o,
parce que T serait const.ant-

Puisque / et m sont différents de zéro, les trois équat ions du pro-
blème seront

( i ) 10 AB [g^k{r-i)} 4-B2 [/c(5 r-j Q—p (3 /~4 0]+A2 [A- (5 /"-" 3 Q--3 ̂  /•:[ :;::..: o,

(a) îoAiî[^-Â•(/-Q]4"A2[yc(ô/~7^)-p(3/•-40]+B^[Â•(5/ t~30-3p /^

(3) — ro(A2 4" B2) [^ + k (r -- <)] 4- 2 AB [roÂ" ( r — f) + p (3 /• —4.£ )4-3 p' /•] -= o.

Retranchons la seconde de la première; nous trouvons

[^ik ~ 3p / / • + (3/" — 40p] (A.2— B2) •= o.

L'hypothèse A — • B === o étant exclue, nous allons égaler succes&ive"
ment à zéro la somme A 4- B et l'expression entre crochets, Aupara-
vant don-nons les expressions de p, p\ g et k dans le cas actuel h ̂  o:

p •:= a /"3 4- ^'2 4-" 9 r — 41 , p' = a /";i — 7 ^/•2 — 3 /', A- ==, r2 ( a r — 3 i ).

Faisons maintenant B === — A. Les équations ( î ) et (2) n'en f o n t plus
qu'une; débarrassée du facteur A, qui n'est pas nul , elle s'écrit

(V) , — i o ^ 4 - a o Â ' ( r — ^ ) ~ ( 3 r — 4 ^ ) p — Sp^'^o;

de même l'équation (3) devient
(3 /) 10^4- ÂôÂ^r-- <)4- (3 r— 4 < f ) p 4-3p'/'r= o,

Ajoutant et retranchant ces deux équations, nous aurons

r — i :== o, ï og 4- ( 3 /* — 4. i-) p -i- 3 p^ r == o.

Mais, d'après la définition de g, nous avons présentement

— îOff 4- ( 3r — 40p/ 4- 3pr = o.

La comparaison des deux derniers résultats conduit à

( 3 r ~ 2 ^ ) ( p 4 - p / ) = = o , :

et, comme on a vu que 3r — si n'est pas nul, il nous reste

•r== iy p 4.-p/^;o<
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Or ces équat ions sont incompatibles; car, d'après les expressions
trouvées pour p et p\ il v ient

p 4_ p' r-: 4, /•;î — 6 /r2 -h 6 /• ~ 4 / :-== 4 ( /• 4- 0 (r — ^ ) ( r — 9. i ) ,

polynôme qui ne s ' annule pas pour /•==-= i. Ains i la suppos i t ion A 4-"B =---= o
doit être écartée.

Faisons enfin la supposi t ion

4 l/c — 3 p7 r 4- ( 3 /• — 4 /) p ̂  o.

En remplaçant p, p/ e t / ^ par leurs valeurs connues, on trouve

/*( /• ) = 6 ir^ + 1 3 r2 — 1 2 /r — 4 ̂  o.

En vertu de cette c o n d i t i o n , les équations (i) et (2) n'en f o n t qu 'une .
Nous les remplacerons par celle qu'on ob t i en t en les a j o u t a n t membre
à membre

( i / ) a AB |; i o^ —. i o Â-(r — /)] -h (AM11- W) [ i <:'» h ' ( r — 1} — p ( 3 /• -1.11. 4 i ) — 3 p' /l•1 •= o-

Rappelons l ' équa t ion (3)

(3) 2 AB [ ÎOÂ" (/• ~^) "41-" p (3 r — 4 /) 4- 3 ̂  /•]111-1-11-1 (A2 4- W) [ 10^ 4- î o h {r — l}\ -:::: o,

et ajoutons-la membre à membre avec la précédente; i l v i e n t

„„.„....... ( A — B )2 [ î og -4- p ( 3 r — 4 i ) 4- 3 p' r ] = o.

Supprimons le f ac t eu r A — B, qu i ne peut- être n u l , et tenons compte
de la définition de g

H)^==p / (3 / •—4.^)4"3p/ • ;

"nous trouvons a ins i
(3r — 2 l ) (p41- p^^o,

ce qui revient à p -h p^= o, pu i sque 3r — 21 n'est pas nul . En déf in i -
tive, nous avons à comparer les deux équations

p -h p' =- 4 ( r "4- 0 ( r — ~ ) ( r — 2 1 ) := o,
\ •a/

/ ( r ) = 6 //'8 4- î 3 r2 — î % ̂ ' — //; '̂  o.
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En subs t i tuan t les trois racines de la première dans la seconde, on
reconnaît que ces deux équations sont incompatibles.

Donc, au premier cas de la troisième hypothèse h == o ne correspond
aucune solution. 11 est clair qu'il en est de même pour le cas corrélatif
r == o.

Second cas, — Nous supposerons r-4-/z== o. L'équation (S) qu'il
s'agit de rendre identique devient

10 B l[A L{g + ki) ~ B m (g ~ /d)] e^
+ ioAm[B/n(^ + fd) — A^' — h')]^2^
-+- ( 4 I p — 7 (7c ) ( B212 e ' ^ H + A3 w2 e^ n )
— 3(/^-l- -ssp7/-) (A2^2-!- BW) — 2AB^n( ioÂ-^4" 4^p — G ^ r ) ̂  o.

Avant d'égaler à zéro les coefficients des quatre exponentielles et le
terme constant , nous calculerons les valeurs actuelles de p» ,? ' ' » de k et
de g\ on trouve

p :=-:"- 2â<r2"- 4 < ? p '^—G/^a/* 2 "}- ï ) , A'==~1- ï^^ '2 , 10^ = 6/ 'p — 4^,

d'où nous déduisons
/CM- ^p^rr^:-- ia/ '4 .

Ecrivons seulement les trois équations qui expriment l 'évanouisse-
ment des coefficients de e2^ et de e^, ainsi que du terme indépendant .
Il viendra

B / [A l{^ «h kl) - B m {g - ki)} -: o,
Am[A l(,g — Id) — Bm(^ +• Â-Q] ̂  o,

gr^A^-h B^w2) —AB/w(5Â^"4- a^p — 3f/r) = o.

Nous distinguerons suivant que le p rodu i t Mil/n est nul ou différent
de zéro.

Si, A.B/m == o, l 'un des quatre facteurs étant nul , on sait que les trois
autres sont différents de zéro; mais alors la dernière équation écrite
exige que r soit nul, ce qui ne se peut. ! !

Si AB/w est différent de zéro, les deux premières équations, débar-
râssécs'des facteurs B/e tAm, sont linéaires et homogènes par rapport
'à A^ e tBw, produits qui ne peuvent être nuls. 11 faut donc égaler à
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zéro leur déterminant, ce qui donne

( ̂  + A-/)2 — ( ̂  — /a )2 =• 4, ̂ 7c == o.

Comme k n'est pas nul, i l reste g =.= o, c'est-à-dire

3 r 0 — 2 /p^ rrr. — 54 ^>;{ =r; (:.),

ce qui est impossible.
Ainsi , que Aïïlrn soit nu l ou différent de xéro, l 'hypothèse r -+ -A==o

ne donne aucune solution.

13. Nous voici parvenu au terme de notre discussion. Nous avons
reconnu, que la première et la troisième hypothèse ne conduisaient à
aucun résultat, et nous avons réuni dans un tableau tous ceux auxquels
condui t la seconde. Il convient d/en rapprocher tous ceux que nous
avions obtenus antér ieurement pour présenter à la fois l 'ensemble des
solutions de notre problème. Nous les reproduisons dans l'ordre où
elles se sont présentées.

i" f^rornières sol filions»

(c) d^ :::•'.:; fr"i'fxlt" y"n ^(^ll"'y)ulnKa.---...•^•~^lll•l-y)t"ol•a'|^.z><;/)^:':::|lff<r^llr

ch'1.::::,:: ̂ •"•^-y) lo^ (y lan^ ^ "̂".-.̂  ) dx dy
( /) /. ' \ " a /

( ^[lo^r.z^^-j^-io^t.x-'-^ • , , ^
d^^^i"t('^y) a w^'1 '̂.."..""t..̂  ••-— à cos^' ^—tLZ dx dy

\^ 1 ' ! ! m. -î- 9, l rn "h ^ ] v

:=: \a' {x' + y' y 1 1 — ^(^ — . r 1 Y 1 1 } da'1 dv1'.

p-0 Eléments linéaires de surfaces de révolution.

( /• ) ! ^2 := ^-/(.^-y) .eos^ Î.Jl.j7 ̂  ̂ fy = ( x' + J^^ ̂ / d y 1 . ,
W "i""" '2

Un seul est doublement harmonique : ! ! ! ! . ! !

( /•' ) ' ! ^2 = (T-1^-^ COS Ï.^117 ̂ te ̂  = ( ̂ / ̂  J' ) ̂ '/ ^O^ - ! !

•l̂

^fw/. de VÉc. Normale. 3" Sérkî. Tome X U . — ,hn^ 1895. »3
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3° Solutions provenant du système II.

^ '• / "!L±1 ^ / y 11. y \

d^-^e^^^e ' ~ !" cos ^^--—-^-/ dx ciy.
4

( ,̂ ±J: -.,'''±21 )
=: j €? 2 — e "^ -4- y' [ ÉT- '̂-W — ^(.^-r)] ( ̂ / d\\

1 • îitt '̂ \-^ ̂  a .̂ ^z(^-y)^ dx' dy.

. .v ..i- y / .y -(- y \

r^2:^ e-^^-^) (?^ '"T"' (,i •^'e1' " r ) d^ ciy
^ j ( x' + / y 4- ( x' — y' Y + 7 /1;( ̂  -i- / ) — ( ̂  — y7 )] | dx' d/.

ds'^^ e-1^^ cos ̂ -^^dœ dyo
^ j (,/ + y/ )-.. « ( .̂  ̂  y^)^ 4- / [( ..,̂  + j/ )2 ..,.,i. ( ,,̂  .,̂  y' )2 ] | rf^^ dy'.

^^r- <?~/(^y) fsin'5 Ï^17 d- ces0 Ï-^7 ) d.v dy
\ b o /

= S(^ /+ y /)2[(^ /+ .y')2-- y']2- (^" ̂ /)2I..(•^~^/)2-7rl1^

Remarque. — La solut ion (r) rentre dans le type (/^). I.a première
des solutions 3° rentre sous sa dernière forme dans le type ( e ) . Les
trois suivantes rentrent pour ^==0 dans le type Ç r ' n ) . On peut donc
dire que le type (w), avec ses formes dégénérées, comprend tous les
élémentsiinéaires de spirales harmoniques; mais il ne les représente
pas tous sous leur forme la plus générale-

Distinction des spirales simplement harmoniques
et des spirales doublement harmoniques.

14. Cette dist inction va se f a i r e sans difficulté, par la simple compa-
raison des résultats que rapproche le tableau précédent.

Rappelons d'abord que toutes les solutions 3° sont doublement har-
moniques, en vertu du lemme énoncé p. î^j et démontré dans la Note
ci-contre. A la vérité, pour les trois derniers éléments linéaires, deux
valeurs différentes de l 'arbitraire Y ne donnent pas deux formes har-
moniques différentes, si aucune d'elles n'est nulle, car on passera de
t u n e d e ces formes à l'autre, en remplaçant x ' et f par des variables
.proportionnelles ^== /c^y^ Ï c y ; mais, si l'on se reporte au para-
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graphe 11', on verra que ces deux formes harmoniques se déduisent
<mwTune de l 'autre par un changement de variables autre que x ' ^ k x ' ,
y^A-y. Ce dernier est d'ailleurs inefficace quand l 'une des deux va-
leurs de Y est nul le .

La propriété de l 'élément l inéaire (///) d'être doublement harmonique
est manifestée par la troisième des solutions 3°.

Cela posé, je dis que les éléments l inéaires provenant du sys-
tème ( I I ) sont les seuls qui soient doublement harmoniques. En ef fe t ,
pour qu 'un élément l inéaire soit tel, il est bien connu qu'il doi t ac-
quérir la forme harmonique par un changement de var iables où X et
Y dépendent au moins d 'une constante arbi t raire autre q u ' u n f ac t eu r
commun de propor t ionnal i té . Or, notre discussion générale nous a (ail.
connaî t re toutes les expressions possibles de X et Y; c'est seulement
dans les systèmes (I) et O'I) que ces expressions compor tent une
constante arbitraire. Un seul cis échappa i t à cette discussion, celui des
éléments linéaires convenant <i des surfaces de révolu t ion ; mais nous
l'avons traité di rectement , el la so lu t ion correspondante ( / ' " " ) coïncide
avec l 'avant-dernière des solut ions 3°.

En résumé, l ' é lément l inéaire (7) n'est j amais d o u b l e m e n t luu'sno-
n i q u e ; l 'é lément ( e ) est d o u b l e m e n t h a r m o n i q u e pour h'— 20^= o;
Féléi'nent Cm") pour /n = 3 avec a'--}"" ( / ^ o, pour m == 4 fàN^1 a:'^ ^
et pour m = 0 avec a' =•= //,

Le problème que nous nous é t ions proposé est en t iè rement résolu.

NOTE.

LEMMK de la pa^'o ï 4 7 * "•""""" A7 K I I élément Huécdre de surface spiraUî

d^ rr e 1 - " 1 ̂ "y' ^ ( X -h ,r ) ̂  ̂ f 1

acquiert la forma /lar/no/iu/ae par un changement de variables autre (./ue

, , dj; . / / dy
da1' ;,.::.;; -1.1:=:—, . dy':::= ...-,.,̂ :,,:.:=:?

/A 6^ \/B^^''y

oa A, B ( ; t r sont Lro^ consUinles dont la dernière peuL êire nulle, cet élé-
ment linéaire est doablernent harmonique.
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On a, par hypothèse, Fidentité
ds^ == e-^-y' ^ ( .̂  + y ) ̂  rfy == [ 9 ( ̂  + f ) -./( -^ — y ' )] ̂  ̂ /

quand on fait le changement de variables

^ r"^^ y^ f'^^_,.
1 J,, /X:(ï) ,4 /Y(7)

Changeant .2? en ^ -h c et y en /--</*, c étant une constante quelconque,
nô'us aurons évidemment

^-/[(^-f-c)-(y^31 ^(^ + c 4-J — <-) d[x + C) rf(j — C) — e^11 Cîfî\

er-^1 d^ = [ cp ( x1' +• Y ) --- /( ̂  - y' )] ^^•// d y " ,

les fonctions y e t /é tant les mûmes que plus haut, si nous posons

r " - r " ' d { x ^ ^ r " - r " ^^y-^
' "7.,,,. ^x^T7f 1 <1 "~j^ ^^^^^^^^

Grâce à ce dernier changement de variables, l 'élément linéaire proposé se
trouve donc ramené d'une seconde manière à la mûrne forme harmonique.

Cette conclusion ne peut tomber en défaut que quand les deux arguments
^^.y" e[ ^ — y " sont respectivement proportionnels a x1' •-\- y ' et. . r^—j^,
c'est-à-dire lorsqu'on a

^ 4- y t l ^1 ,̂  y t l ^1 y "

^'^Tj/" "~" ^:rz^'yr — o o n s - . — ^ — ^7'

Mais cette proportionnalité entraîne
dx" df , X(.:r+c) Y( Y — c } . ,^ = ̂  =: const, .--^^^^^^^^ = ̂ -^J = const. = x(^ )-

Si la valeur commune %(c ) des deux l'apporis est l 'iinilô, les deux f'cmc-
lions X et Y se réduisent à des constantes. Sinon, nous aurons

i X(.r+c)~-X(.2,-) i Y ( y - c ) - Y ( y ) •/(c)
X ~ ~ c — " - " - Y -———7--- — --- - ̂ -- '1- ' ;

d'où, en faisant tendre c vers zéro,

X' _ Y' _ .. ,-y '..^ ~— '",," '̂ i.: const* :'r:•'•: 2 /*,
ce qui, donne bien

X^A^, , Y^Br-2^,
conformément à l'énoncé.


