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SUR UNE

QUESTION D’HYDRODYNAMIQUE,

Par M. C. SAUTREAUX,

ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

INTRODUCTION.

Le probleme du mouvement d'un jet fluide n’a été résolu, jusqu’a
¢e jour, que dans un petit nombre de cas.

Dans son travail sur les mouvements discontinus des fluides, Helm-
holtz a, pour la premitre fois, déterminé théoriquement la forme
d’un jet fluide libre dans un cas particulier (Monatsberichte der Berl.
Akad., April 1868). Sa méthode, convenablement généralisée, a con-
duit M. Kirchhoff & la solution de la méme question, dans un certain
nombre de cas. Ces savants supposent, tous deux, que le fluide est
incompressible, qu'aucune force extérieure n’agit sur lui, que ses
particules n’ont pas de rotation, que le mouvement est permanent, et
enfin que le mouvement est partout parallele & un plan fixe.

Nous essayerons, dans ce travail, de traiter le cas ou, le fluide
restant incompressible et le mouvement restant plan, des forces ex-
térieures agissent sur le liquide.

Dans les problemes sur la chaleur, par exemple, et, en général,
dans les problemes de Physique mathématique, les conditions aux
limites s’expriment par des équations linéaives, qui permettent de
décomposer la difficulté. Ici, la condition aux limites renferme les
carrés des dérivées partielles. C'est ce fait qui rend, sans doute, les
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problemes sur les jets fluides difficilement abordables par les mé-
thodes ordinaires de la Physique mathématique et qui explique le peu
de progres faits dans cet ordre de questions.

Les travaux principaux, publiés sur le mouvement d’une masse
liquide qui s’écoule par un orifice, sont ceux de MM. Boussinesq et
Kirchhoff. Le premier de ces deux savants s’occupe surtout du mou-
vement du liquide a I'intérieur du réservoir, en supposant connue la
vitesse d’écoulement normale au plan de Porifice. Le second ne consi-
dere [ Vorlesungen iber mathematische Physik ('); Volume LXX du
Journal de Crelle] que le mouvement dans le plan; il se sert des pro-
priétés de la représentation conforme d’un plan sur un plan. La con-
naissance de ce travail étranger n’étant peut-étre pas tres répandue
en France, nous en exposerons d’abord la méthode, avant de rendre
compte de nos recherches personnelles. Cette partie historique con-
stituera la premiere Partie de ce travail; les résultals que nous avons
obtenus en constitueront la seconde.

(1) Lecons XXI et XXIJ,
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PREMIERE PARTIE.

Les phénomenes qui accompagnent le mouvement d’un liquide qui
s’écoule par un orifice présentent un avantage précieux, consistant en
ce que, d’apres toutes les mesures de vitesse qui ont été prises sur
des veines liquides, Uinfluence des frottements y est a fort peu prés
négligeable (*). Cette circonstance permet de substituer aux équa-
tions générales du mouvement celles bien plus simples qui convien-
nent aux fluides dits parfaits. Ces équations sont les suivantes

-g/—; ~k—pX:‘: u’,
_ oy —
(1) Y =p,
—-%@:‘:pZ:pW’,

ol p désigne la pression, p la densité, X, Y, Z les trois composantes
de la force agissant sur chaque molécule et rapportée & I'unité de
masse, ', ¢, w' les accélérations de la molécule considérée. «/, ¢/, o/
ont pour expressions

. du ou Jdu ou

U e A U A e W
ot Tz T ey TP

L v v v
(2) V:—;j‘z’i‘u-a-}ﬂ-(’:);-i-wb-;:
. Ow aw ow Jw
YE T ey T e

Rappelons un théoreme qui nous permettra de simplifier encore

(1) BoussiNgsQ, Fssai sur la théorie des eaux courantes.
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ces équations. Nous en donnerons une démonstration due a M. Bous-
sinesq (').

Tutorime. — Que le mouyement soit permanent ou non permanent, si
les composantes u, ¢, w de la vitesse moyenne locale varient & un mo-
ment donné et & Uiniérieur d’une particule fluide, de maniére que les
trois bindémes différentiels

de  dw  Jdw  du  Jdu de
(3) i vl B ol oot s Syl wo
ds  dy  dx 05 dy odx

y sotent nuls, ces bindmes différenticls seront encore nuls, @ une autre
époque quelconque, a Uendroit de Uespace od se irouverait a celte époque
la particule, supposée animée constamment des seules vitesses transia-
towres i, v, w.

Il suffit, pour établir ce théoreme, d’observer que la densité p étant
constante par hypothése, et expression Xdx -+ Ydy + Zdz se trou-
vant, par hypothese, aussi dillérentielle exacte, les équations (1)
exigent que les accélérations «', ¢, ¢ soient les trois dérivées par-
tielles en @, y, 5 d’'une méme fonction et satisfassent aux conditions
d’intégrabilité

i’ de'
@ TG ESY W TmEY G T

Remplacons «', ¢/, w' par leurs expressions (2); calculons seule-
ment le premier de ces binomes (4), les autres s’en déduiront par
permutation. On a

N /0 0 .9 CON[O0N  dude  de dv dw dy
Pri <<)z R 'w)(o:)"‘ 0z dw "0z dy 05 9=
et
o _ ( 9 vud 109 Ly d) ( .‘?fﬁ) dudw v dw  dw dw
dy — \ot ox dy Jds) \ dy dy dx i dy dy ~ dy 9z

(1) BoussiNgsQ, Essai sur la théorie des caux courantes.
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d’oll

ﬂ-_g‘i’—wOM(i)(_d_‘_’_‘ﬂ dv [Jv  Ow
Jds  Jdy T T T \dt)\ds 9y + ()——y(?).: - 5})
dw /dv  Ow du  dv )\ dw du  dw\ d¢

wE-7)-G-wE-(E-5)E

en désignant la dérivée complete prise par rappor au temps en suivant
d Jd a d .

la particule, c’est-a-dire — PR e i pa1 (Zﬁ) pour abré-
ger. On tire de Ia

() (- 9)= (28 _92)o _(9u_dw) o _ou(or_om
de)\ds dy ) \dy dz)ox Jds  dx)dx Oz ()z_;)_;>

(3 du ();1__‘_:)&')(5)“"_@3 )
: (m + 0z )\ 9=~ ay

On obtiendrait deux ¢équations pareilles 4 celle-la en partant des
autres binomes (3). Supposons que de ces trois expressions (3), la
premiere, par exemple, soit celle qui acquiert a partir de I’époque
t =1, les valeurs absolues les plus grandes; K désignant une quantité
finie & chaque instant, la relation (5) donnera

d (o0 0" — s_j
dt \ds ()y) dy

En intégrant, & partir de ¢ = ¢,, on obtient

14
dv Q_(}::<0v _ iﬂj) 6/1. Kat
0

s~ dy  \ds dy b
\ W ’ . e e
ol (g)‘: — :%/) représente la valeur initiale du binome.
ad 0

Comme I'exponentielle du second membre a une valeur finie, ce
second membre est nul, et ’on a bien & toute époque, aux endroits
ol se trouverait successivement la particule supposée animée des
seules vitesses moyennes locales «, ¢, w,

X dy  dw dw  du _ du  dv _
(6) 0z "oy © R PR gy " or

Remarquons que, si, 4’époque ¢ = ¢,, les binomes (3) étaient seu-
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lement trés petits, ils le seraient encore, d’apres la démonstration
précédente, au bout d’un temps fini £ — ¢,.

C’est ce qui arrivera pour toute la masse fluide dans les écoule-
ments par les orifices. Les molécules, un peu avant d’arriver a l'ori-
fice, ne seront animées que de vitesses dont les composantes «, ¢ sont
trés petites et dont la troisieme w, normale au plan de Uorifice, est &
peu pres constante. Les relations (6) étant vérifiées, 4 ce moment,
tout autour de chacune d’elles, ne cesseront donc pas de ’étre durant
le petit instant que ces molécules emploieront pour se rendre & I'ori-
fice ou méme & la section contractée.

Ces relations (6) expriment que «, ¢, wsont les dérivées partielles
d’'une méme fonction @, et I'on peut poser

( o == (lil_) 7 e .{).(_I) {3 (_)._(.I:

(7) Y Ty’ E

La condition d’incompressibilité da 99 | 9% 4 devient
dxz — Jdy J3

(8 0*® -} ():2..(2 . {)2..(.1) e
) dox* Ty T 0z T

Si I’on porte également les valeurs (7) dans les équations (1), celles-
ci, respectivement multipliées par dz, dy, dz, ajoutées ct intégrées,

donnent ‘
P 1[0V rZ‘l’)’ f?,‘.!’)"l L0 e
(9) P, "3 _<d:1;> +<()y +\ 0= ) For =EAG

C désignant une simple fonction dé ¢, F la fonction des forces telles
que

(10) Xdx-+-Ydy +7ds —dF.

Telles sont les équations que nous utiliserons. Dans le plan, elles
deviennent

, »20 2o
(8) ;)?2.": -} -(—);2~ o (),

I S
() o z[(ow)”*' oy -]”*'757 ‘‘‘‘ F+G
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avec

(10) Xdz + Ydy —dF.

® s’appelle le potentiel des vitesses.
Pour le mouvement permanent d’un fluide incompressible, dans le
cas ol n’agit aucune force extérieure, on auva les équations

G
ozt Ty T

(1) P[00\ /0B\?
lo=c—3[(%)~(H)]

ou C désigne une constante et ot la densité du fluide est supposée
égale & 1.

IT.

Considérons le cas ou nous avons un jet liquide qui confine & un
espace oll régne une pression p,. La surface terminale du jet doit étre
formée de lignes de courant, car la vitesse normaley est nulle et étre
en méme temps surface de niveau, car la pression y est constante. La
seconde des équations (11) montre que la vitesse doit y étre partout la

méme : nous supposerons que la valeur de cette vitesse est 1.

L’équation %Z-I-‘l;’ + %;i:
par la partie imaginaire d’unc fonction de la quantité complexe z + iy.

Posons z == a + gy et représentons-nous une fonction analytique
de =z, que nous appellerons Z. Rappelons quelques propriétés bien
connues d’une pareille fonction.

En remplacant, chaque fois que ’occasion s’en présente, i* par —1,
on arrive A mettre Z sous laforme X +~7Y, o X et Y sont des fonctions
réelles de x et y.

D’apres la définition de Z, on a

= o est satisfaite par la partie réelle comme

of ot L _ 0%
Jz 9z’ dy 05
d’ou
L _ 0T
dz — 9y’
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ce qui veut dire
X 9Y _oX oY
‘9z "oz oy T 'ay’
d’olt
X _OY oY _ X
(0 oz — dy dz ~  dy
On peut prendre ces deux équations comme définition, et 'on en
déduira que Z est une fonction de =.
On tire de ces équations

PXPX oY Y
0z + dy* 7 da? Iyt T

et aussi
0X 0Y 0X Y

oz 9% " dy dy

qui exprime que les lignes X == const. et les lignes Y = const. se
coupent & angle droit.

On trouvera un mouvement possible de fluide dans le plan quand on
prendra pour Z une expression convenable de =z et Ie potentiel de vi-
tesse ¢ égal & 'une des deux quantités X ou Y. L’autre de ces quan-
tités a aussi une signification simple; si on Pappelle 4, ¢ == const.
représente les lignes de courant.

Nous donnons quelques exemples simples :

Premuer exemple. — Posons Z = Lz ou z = ¢". Sil’on fait = rcos0,
y =rsin0, on a

r{cos0-isind) =eX(cosY --isinY) d’ol X == Lr, Y — 0.

Nous aurons donc, ou
o=Lr et {=0

ou
o==0 et y=Lr.

Dans le premier cas les lignes de courant sont des rayons issus de
I’origine 5 = o, et les lignes 9 des cercles concentriques, décrits de
'origine comme centre. Dans le second cas, ¢’est 'inverse. Dans les
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deux cas, la vitesse est ~- Deux lignes de courant peuvent étre chan-

gées en parois solides, sans que le mouvement subisse de modifica-
tion; les formules subsistent donc encore, lorsque deux des rayons
ou deux des cercles sont des parois solides.

., . ; s—c
Deuzxiéme exemple. — Posons Z = 1L-—""

35— Cy

» ol ¢, et ¢, sont deux
constantes complexes

¢y, - (b, Cy== @y + 1b,.
Soient
&2 — @y == rycosfy, &I — Ay == Ty €050y,
y — by=r;sinb,, Y — by=ry sinf,,

on aura

les lignes de courant sont des arcs de cercles qui se coupent aux points
s ==¢, ¢l z=e¢,. De 'un de ces points sort le fluide, il se perd dans
Pautre,

Les lignes ¢ sont des cercles : ils ont pour diametre la distance de
deux points quidivisent harmoniquement Uintervalle de s =c¢, 2 s =c,.
Deux lignes de courant, par exemple les deux parties d’une circon-
férence divisée par ces deux points, peuvent étre des parois solides.

Trorsieme exemple. — Si 1’on pose Z = arcsins ou 5 = sinZ, on a
'/ |
Y —Y Y — Y
. Y A el — €
e 81N -—-!ﬂ ] Y= COSX —
2 2
d’olr
a2 yz . 4 ? /I},z _,
sin?X ~ costX T 7 (YN (e¥e—em V)T

Les équations X = const., Y = const. représentent deux systemes
d’hyperboles et d’ellipses homofocales dont les foyers ont pour coor-
données x = =1,y = o.

Adnn. de U'Fie. Normale. 3* Série. Tome X. S.14
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Tnorime. — St Z est une fonction de =, inversement s est une fonction
de 7.

Par hypothése les relations (1) ont lieu; il s’agit de montrer que «
et y considérées comme fonctions de X et de Y satr@f'ont.n des 1olatlons
toutes pareilles.

Posons
_[oX oY \® (()X""’ aY \?
( jw= ()~ (5) = (%) + (%)
N R S UYL S S AT 4 S ) ) ) ¢
( oz + L dy > - ().r> 0y /) T ox dy  dy dx’

expressions qui s’équivalent en vertu des relations (1). Par la résolu-
tion des équations identiques

__0x dX _ oz 9Y o= dr dX N Az 9Y

COX o T oY ort YT oX oy T oY 9y’

dy 0X  dv oY dy X dy JY

[ e i e e | i T}

oX dx Y dx oX oy oY Jy

on ohtient

dz. 19X de 1 dX dy 1 Y dy 1 oY
oX T Moz’ OY T MEoy'  oX T MEgu’ oY T Moy’

et de I, par la considération des équations (1),

dr __dy dr _ Jy

. ——— - C. . F. D.
oX oY aY T oxX” ¢

On montre aussi facilement que si Z et Z' sont deux fonctions de =,
au sens donné plus haut, il en est de méme du produit ZZ'.

Formons la dérivée

<()Z<_ “.}- l' f,)._.Y._ (,r _Jr. .(?X, L (_)_Y
a7 _dX+ia¥ _\ow " '9s) " oy " oy ) T oX oY
Az~ da+idy — dr +(dy oz "oz

d’apres les relations (1). Elle est done indépendante de da et de dy et
fonction seulement de « et de y. C’est une fonction de z, comme on le
voit en différentiant partiellement les équations (1).
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TukoriMe. — St dans une portion finie du plan xv, 7 est une fonction
uniforme et continue de z, ¢est-a-dire si X et Y sont des Jfonctions uni-

dZ,
ds
une fonction uniforme et continue de = dans le méme domaine.

Jormes, continues de x el y qui satsfont aux équations (1), “= est aussi

Cest ce qui résulte de la relation bien connue

_ L7
7o=—= — [ -2

2l ) 3—¢

ds,

Pintégration s’¢tendant le long des lignes qui limitent le domaine de z
et dans le sens positif.

[11.

Rappelons encore quelques propriétés de la représentation conforme
d’un plan sur un plan.

Considérons x et ¥ comme les coordonnées rectangulaires d’un
point d'un plan, X, Y comme les coordonnées rectangulaires d’un
point dans un autre plan. Dans les domaines qui se correspondent
Pun & Pautre de z et de Z, si Z est une fonction uniforme et continue
de 3, 5 sera aussi, d'aprés un théoreme précédent, une fonction uni-
forme ¢t continue de Z, et, d’aprés un autre théoreme, %; sera aussi
d7,

une fonction uniforme et continue de Z et -~ de z. Par suite, aucune

des deux dérivées ne sera infinie et ainsi aucune d’elles ne sera nulle.
/z = M(cos0 -+ ¢sin); M, module de la dérivée considérée,
est la grandeur positive déterminée par les équations (2). M et 0 sont
g,l ne dépend pas de do etde

z

7.
Posons -

des fonctions de « et de y seulement, car
dy. L’équation posée s’ ¢erit

dX 4 dY === M(cos0 + ¢sin0)(dx + idy),
c’est-a-dire
{ dX = M(cos0dx — sin G dy),

() | dY =M(sin 0 dx + cosOdy).

Supposons que le plan Z et le plan = coincident avec un plan matériel,
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I'axe des X sur I’axe des @, 'axe des Y sur I’axe des y, et considérons
2, y comme les coordonnées d’un point du plan matériel dans un état
de ce plan, X, Y comme les coordonnées du méme point dans un état
modifi¢ du plan. Les équations (3) font connaitre le changement qu’a
subi une partie infiniment petite du plan et montrent qu’il consiste :
en un glissement, en une rotation dans le sens positif d’un angle 0 et
dans une dilatation égale dans toutes les directions et dans laquelle
toutes les dimensions lindaires sont agrandies dans le rapportde r a M.
Nous en concluons qu’une partie tees petite du plan matéricl est restée
semblable & elle-méme. Nous devons considérer I'altération éprouvée
comme continue et produite de telle sorte que M ne soit ni nul, ni
infini.

TutoriMe. — Les parties infiniment pelites correspondantes des plans =
et Z sont semblables entre elles, et les sens positifs, relatfs a deux aires
correspondantes simplement connexes, se correspondent.

La premiere partie de ce théoreme vient d’étree établie. Considérons
deux aires correspondantes f et F, M restant fini et différent de zéro,
Ie sens d’un circuit positif autour de I'aire considérée, si ¢’estune aire
simplement connexe, n’est pas devenu indéterminé ¢t n’a pas été
changé brusquement : il est done resté le méme. Laissons de coté,
maintenant que le plan z ¢t le plan Z coincident avec un plan ma-
tériel : les deux propriétés indiquées dans I'énoncé n’en subsistent
pas moins.

De ces propriétés, on déduit facilement les conséquences suivantes.
Deux portions finies correspondantes des deux plans ne seront pas en
général semblables; mais clles seront représentées 'une sur autre
semblablement dans leurs plus petites parties. Aux points des limites
d’une aire répondent exclusivement les points des limites de lautre;
& un point de l'intérieur de I'une ne peut pas, par exemple, corres-
pondre un point des limites de I'autre, car i un cercle infiniment petit
dont I'un est le centre doit correspondre un cercle infiniment petit
dont l'autre est le centre. Si une des aires est completement limitée
par une ligne fermée, c’est-a-dire si elle est simplement connexe,
I'autre doit étre de méme. A un circuit positif autour de I'une des aires
correspond un circuit positif autour de 'autre.
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SiZ est une fonction linéaire entitre de z, Z et s sont sans restric-
tion fonctions uniformes et continues 'une de I'autre.

Si I'on prend pour Z la fonction non entiere (4) de =, Z et = sont
encore des fonctions uniformes I'une de 'autre, mais elles ne sont pas
partout continues. Soit

4 '/‘:::a.:‘.:ﬁf v N ,:____?t—y}
(4) 7+65> dou zs— ﬁ_az’

N N ’ .
ou o, fﬁ, Y, ¢ représentent des constantes complcxcs; s1 Y + 0z = o,
, . Ny . . . . . .
Z ct, st (5— of. = 0, 5 sont infinis et discontinus. Décrivons autour

. N . . . . . , .

du point y 4 0z = o une ligne infiniment petite, fermée : limitons le
domaine de z par cette ligne et par une ligne infiniment grande. Le
domaine de Z sera limité par une ligne infiniment petite et une ligne
infiniment grande fermées, dont la petite correspond & la grande ligne
limite du domaine de z, et inversement. Dans les régions ainst déli-
mitées, Z et 3 seront fonctions uniformes et continues 'une de Pautre
el nous pourrons appliquer les théoremes précédemment établis dans
celte hypothese.

Tuiorisme. — A4 un cercle dans le plan s correspond un cercle dans le
plan 1.

Désignons la quantité imaginaire conjuguée d’une grandeur par la
méme lettre affectée de Pindice zéro ; ainsi

A ==« b, Ap=a —1ib.
I équation de toul cerele peut s’éerire
(5) 5504 As -+ Agsy-+ B =o,
A Gtant une quantité complexe et B étant réel. Cette équation équi-
vaut, en eflet, a
x4 y - nax — 20y + B=o.
in substituant dans (5) 4 5 et 5, leurs valeurs (4) en fonction de Z
et Zy, il vient
11, - N7+ Ay Lo+ B,

B’ étant réel; ce sera donc encore 'équation d’un cercle.
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Remargue. — Dans les relations (4) entrent trois constantes, les
rapports des lettres o, 8, v & la quatrieme 8. Ces trois constantes pour-
ront étre déterminées, en général, par des équations linéaires, de
telle sorte que trois points du plan =, @, b, ¢ répondent & trois
points convenables du plan Z, A, B, C. Nous appellerons f et F les
aires des cercles passant par a, b, c et A, B, C et qui se correspon-
dent. Ces aires se correspondront si dans f ne se trouve pas le point
¥ + 8z = o; car fest une partie simplement connexe du domaine de =
et il doit lui correspondre une partie simplement connexe du domaine
de Z. Mais si le point y -+ 8z =o se trouve dans f, f et F ne se cor-
respondent pas; seulement chacune de ces aires correspond a I'aire
complémentaire de 'autre, si nous désignons comme aire complé-
mentaire de f la partie du domaine de z qui subsiste & I'exclusion
de /5 on doit alors de la surface / exclure une partie infiniment pe-
tite qui comprend le point y + 6z = o, pour former i son extéricur
le domaine de z; les limites de cette partie infiniment petite répon-
dent & une ligne fermée infiniment grande du plan Z.

Il est clair que ces conclusions sont encore valables lorsque /et F
sont deux parties simplement connexes, formées n'importe comment,
des plans z et Z, dont les limites se correspondent mutuellement. On
décide tres facilement, & 'aide des considérations suivantes, si les
surfaces se correspondent & elles-mémes ou & leurs surfaces complé-
mentaires. Dans le cas ol le point y -~ 8z = o est dans £, on trans-
forme par une coupure la surface doublement connexe que forme /&
I’exclusion d’une partie infiniment petite contenantle point y + ¢z =
en une surface simplement connexe, et ’on trace la coupure corres-
pondante dans la surface complémentaire de F. D’apres un théoreme
précédent, si on appelle a, A, b, B, ¢, Cles points correspondants
des lignes limites de /et F, on voit que ces surfaces se correspondent
2 elles-mémes si les circuits abea, ABCA autour d’elles sont de méme
signe; dans le cas contraire, les surfaces /et ¥ répondent a leurs com-
plémentaires.

Les circonférences qui passent par deux points @, & du plan s cor-
respondent i des circonférences qui passent par les points correspon-
dants A, B dans le plan Z, et elles se coupent sous les mémes angles, car
I’'un des plans est représenté sur 'autre semblablement dans les plus
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petites parties. Sile point B va a I'infini, les cercles menés par A se-
ront des droites. Nous appellerons croissant (eine Sichel) une surface
qui est limitée par deux arcs de cercle, et la surface dans laquelle se
transforme un croissant, quand I'un des sommets va & U'infini, un
secteur. Les équations (4) permettent de représenter un croissant du
plan z sur un croissant de méme angle du plan Z, de telle sorte qu'aux
sommets de I'un @, b correspondent les deux sommets A, B de P'autre
et en plus que deux points choisis convenablement sur les contours
c et Cse correspondent, en supposant que les points ¢ et C sont choisis
de telle sorte que les circuits autour des croissants, abca et ABCA,
soient de méme signe. Un cas spécial de celte représentation est la
représentation d’un croissant sur un secteur de méme angle.

[V,

Nous avons admis, dans le précédent paragraphe, que Z et z sont
des fonctions uniformes Pune de Pautre dans tout le plan. Supposons
maintenant que, entre ces deux variables, il existe une relation en
vertu de laquelle Z et 5 soient des fonctions en général continues, mais
non uniformes 'une de autre; seulement ces fonctions se comporte-
ront, lorsque les deux domaines seront convenablement limités,
comme (es fonctions uniformes, ¢’est-d-dire que, a chaque point du
domaine =z correspondra un point du domaine de Z et réciproque-
ment.

Soit z, un point du plan z. Si & ce point correspondent plusieurs
valeurs de Z, choisissons I'une d’elles Z,. Faisons répondre aux points
du voisinage de z, les points du voisinage de Z,. A un domaine sulfi-
samment petit de s, qui contient le point z,, correspondra un domaine
de Z, semblable dans ses plus petites parties, qui contient le point Z,,
comme si nous avions affaire 4 des fonctions uniformes dans tout le
plan. Le rapport des dimensions infiniment petites correspondantes

, , ., dl. . .
est, en général, déterminé par le module de = Elargissons mainte-

nant graduellement les bornes des deux domaines en évitantles points

)
\

A7, C e o .o . .
ou =~ est nul ou infini. Si le domaine de s ne renferme aucun point

ds
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d7. . . c e T . N ,
pour lequel —= soit nul ou infini, si il est limité par une ligne fermée
ne se coupant pas, et si la ligne correspondante du plan Z ne se coupe
pas, cette ligne limite un domaine de Z qui répond d’une maniere
univoque au domaine de z; Z et z sont donc dans ces domaines des
fonctions uniformes 1'une de l'autre; les limites du domaine de =z

R , e N . d7.
peuvent &tre poussées infiniment prés des points pour lesquels —=

est nul; dans le sens indiqué par la, on peut dire que de tels points
se trouvent sur la limite du domaine.

Citons maintenant quelques représentations conformes dont nous
aurons & faire usage.

1° Posons Z=15"(1), ot n représente une constante réelle. Soient

X =Rcos®, 2= reost,

Y==Rsin®, == rsin0;
d’ous

R=re, O:==nf.
Au cercle r==const. répond un cercle R ==const.; & la droite

) = const., la droite ® = const. Supposons que le domaine de =z soit
limité par deux cercles 7 = const. et deux droites ) = const.; alorsles
limites du domaine de Z seront deux cercles R == const. et deux droites
0 = const. Des cercles, les plus petits peavent étre infiniment petits;
les plus grands, infiniment grands; les deux domaines sont alors des
secteurs d’angles inégaux. Soient A et a leurs angles, on aura

A= ne.

5 et Z se correspondent d’une facon univoque si aucun des angles

.o N d7, C -
a ¢t A n’est supérieur & 2w. Alors . =nz""'seranul ou infini pour

5= 0, suivant que 'on aura n >1 ou n < 1.

2° Nous allons maintenant déduire de Ih comment un croissant peut
étre représenté sur un autre d’angle différent de telle sorte que les
sommets se correspondent ainsi que deux points convenablement
choisis du pourtour. D’ailleurs il est supposé (et dans les cas sem-
blables, nous le supposerons sans le dire) que les points du pourtour
qui doivent se correspondre sont choisis de telle sorte que les circuits
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correspondants autour des surfaces dont on parle soient de méme
signe. En outre de (1), posons

~
(2) z:/.;,:f; et Z:K?Zi——:—g—;-

Par la les deux secteurs qui doivent de nouveau représenter les do-
maines de 5 ¢t de Z deviendront deux croissants d’angles « et A dans
le plande =" et dans celui de Z'; leurs sommets seront les points ' =c,,
3'=c¢,, &' = C,, ’=C,. Les constantes complexes £ et K peuvent étre
déterminées de sorte que deux points correspondants convenables de
'enveloppe des secteurs répondent & deux points convenablement
choisis sur 'enveloppe des croissants. Sil'on élimine s et Z entre les

équations (1) et (2) et si 'on pose N = %, on obtient

A

3) : ,Z'—-—C,m(s%-c, B

: ; Tl )
' — G, 3 — ¢y

équation par laquelle les croissants sont représentés I'un sur 'autre
de telle sorte que les sommets se correspondent ainsi que les points

qui ont ¢té convenablement choisis sur leurs contours. Aux sommets,

/A

€Sl nul ou infini, suivant que 'ona A > a ou A <a.

20

3° Nous allons montrer maintenant comment deux croissants
d’angles différents peuvent &tre représentés 'un sur Pautre de telle
sorte que, i trois points convenables du contour de I'un correspondent
trois points convenables du contour de I'autre. Nous supposerons que
le croissant dans le plan Z', auquel se rapporte I'équation (3), est un
cercle entier, de telle sorte que A = =. Par suite, deux points de la
circonférence peuvent étre envisagés comme des sommets. En suppri-
mant, d’ailleurs, les accents de 2’ et de Z/, la relation (3) peut s’écrire

=
7—GCy _ f.:ﬁ)“.
(4) No—e= (Z_.62

SiI'on détermine les constantes N, C,, C, dans cette équation de
telle sorte que trois points convenables du contour du croissant dans
le plan =z correspondent & trois points choisis dans le plan Z, ce crois-
sant sera représenté sur la surface du cercle dont la circonférence

Ann. de U'Lc. Normale. 3¢ Série. Tome X. S.15
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passe par ces trois points. Prenons maintenant une troisicme va-
riable =/, et imaginons dans le plan ' un croissant dont les sommets
sont les points ' =¢|, 5'= ¢, et dont I'angle est «’; nous poserons

9

s -1 W g

- o= N._-(,.,Y,
Yo T \F—=,

et nous déterminerons les constantes N, C',, G, de sorte que trois
points convenables du contour de ce croissant correspondent a ces
points du plan Z, qui ont été amenés par la considération du premier
croissant dans le plan z. Les deux croissants sont donc ainsi repré-
sentés sur le méme cercle 'un sur Pautre et de telle sorte que trois
points pris arbitrairement sur le contour de I'un répondent a trois
points pris surle contour de l'autre. L’équation entre s et s/, qui permet
cette transformation, s’obtient en éliminant Z entre (4) et (5); une
des quantités

T z
53— ¢ \* RO

6 oo ( o
(6) <: — )’ 3 = )
sera une fraction da premier degré de I'autre; les trois constantes qui
entrent dans cette fraction seront délerminées par les trois couples de
points qui doivent se correspondre.

4° Nous aurons i utiliser le cas ot 'un des deux eroissants se trans-
forme en une bande limitée par deux droites paralleles : nous allons
examiner. Nous supposerons que
— ¢y== Cy== m(Cosy -+ isiny);

.
m représente donc la demi-distance des sommets du croissant imaginé

—— N

Y
it

dans le plan =, v 'angle que forme la ligne qui joint les sommets avec
Paxe des . Soient de plus 2u et 2¢ les grandeurs des angles qui
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limitent le croissant, en unités trigonométriques, de telle sorte que
¢ —u=o0; enfin soit b la flécke du croissant ( fig. 1), c’est-a-dire la
distance des points de rencontre de son contour avec la ligne des
centres des cercles dont une partie limite le croissant. On a, par les
considérations de simple géométrie,

o A

u
(7) b == m(taug; —lang‘;—)-

Le croissant se transforme en une bande de 'espece indiquée, si I'on
prend 7 infiniment grand, ¢ et « et par suite « infiniment petits; la
fleche ou largeur de la bande sera, d’apres la relation (7),

mec.

b::—-—7

2

et v est angle que fait la direction longitudinale de la bande avec
I’axe des x. Désignons encore la commune valeur infiniment grande
™

—C

“ .
~> > dont ’expression ne

de — ¢, et ¢, par ¢. Nous obtenons pour <:

27 .
differe de la premiere, qui a été donnée dans (6), que par le facteur

T
constant (— 1)%,

g —cy\* 5\* ( oot >°‘
e et B B =\l 23] .
(02"‘“5 ¢ T ac
Sia tend vers zéro et si ac reste constant, il vient, d’apres la limite de

z\? . .
<[ -+ ;) » pour p infini,

'n
\ AT S 5 .
. g —Cy \* — —=(cos Y—isinY)
(8) lun( ‘> —e% —et .

2y — 5

La seconde expression (6) sera donc une fraction du premier degré de

Tz (cos Yy —isiny)
e’ .

Tels sont les résultats que nous allons appliquer dans les para-
graphes suivants.
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V.

Revenons a I'étude d’un liquide placé dans les conditions indiquées
au commencement du § II. Nous supposerons que le potentiel de
vitesse @ ne dépend que des deux coordonnées z et y, et nous pose-
rons s =« + 1y, w =@+ Y. Nous chercherons & déterminer w en
fonction de z. Nous aurons & nous servir de ce que ¢ = constante est
'équation des lignes de courant.

Pour la vitesse, nous pourrons en trouver une expression par les
considérations suivantes.

On a
dw  do 0y 0o .09
() 7R PILY Vil P
d’ou
s ¥
(2) e TE e
(5)
Posons
3 s, . e v 05 0 sin 0
(3) e ==l bl s p(eos0 - isind),

et considérons § et  comme les coordonnées rectangulaires d’un point
dans un plan, que nous appellerons le plan C; I'axe des £ sera paral-
fele & 'axe des «, et P'axe des v & celui des y. En comparant les éga-
lités (2) et (3), 0on a

do .Jp
dz oy
[ E e [4 (cos 0 -+ {sin 0) e ('-va*‘v
d’ou
6
o e tang 0= ,.f)al’__.
p== gh == g
dx

On voit que, lorsqu’on mene une droite du point { == o au point {, sa
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longueur, ¢’est-a-dire p, est I'inverse de la vitesse et sa direction est
la direction du mouvement au point s.

Pour trouver le mouvement d’un fluide de I'espece dont on parle,
considérons ¢ et ¢ comme les coordonnées rectangulaives d’un point
sur un plan, que nous appellerons le plan w; faisons sur les domaines
de w et { les hypotheses appropriées; cherchons la relation entre
et { par laquelle ces deux domaines seront représentés I'un sur 'autre
semblablement dans leurs plus petites parties, et déterminons = en
fonction de w et de { & I'aide de la relation (3). Le domaine de =, qui
correspond aux domaines de w et de {, détermine I’espace rempli du
fluide en mouvement.

Les limites de Pespace rempli du liquide considéré en mouvement,
ou, comme nous dirons plutot, les limites du domaine de =, se com-
posent de trois parties d’especes différentes. Une partie est constituée
par des lignes a travers lesquelles coule le liquide pour entrer ou
pour sortir; une seconde, par les parois solides : pour celles-1a on a
J = const.; la troisieme, enfin, estformée par les surfaces le long des-
quelles le liquide en mouvement est en contact avee le liquide au repos
ou avec Pespace 4 la pression p,; nous les appellerons les surfaces
libres ; pour elles on a, & la fois, ¢ == const. et p =1.

VI.

Comme domaine de w, prenons une bande dont les limites ont pour
équations
g ==y, @ ==~ 0,
LP:"E}()'}' b, ¢ == - 0,

olt Y, et b sont deux constantes déterminées. Comme domaine de {
_prenons un croissant dont une limite est formée par le cercle p =r et
pour lequel 'intérieur est ol on a p >1. D’aprés les considérations
vues plus haut, nous pouvons établir une liaison entre w et C telle que
'un de ces domaines soit représenté sur l'autre; cette liaison déter-
mine w et { comme fonctions uniformes 'une de 'autre & U'intérieur
de ces domaines. D’ailleurs trois points du contour de I'un peuvent
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correspondre & trois points arbitraires de I'autre. Nous supposerons

que Pon a
{ =&, pour ¢ =—=— o0, {=1{, pour ¢ =+ co.

Nous prendrons le point {, (fig. 2) sur le cercle p =1, le point {,
sur le second cercle qui sert de limite au domaine de {. Sans déter-

[ig. 2.

Vet &
AL —
7]
V=

miner le troisitme couple de points correspondants et sans entrer plus
avant dans la relation entre w et {, on apercoit déja le caractere du
domaine de z et du mouvement du fluide correspondant aux hypo-
theses faites.

De I’équation établie prowdommcnt = _Q on déduit s ['C dw.

Il résulte d’abord de cette équation que lc dom‘nne de z ¢’étend & I'in-
fini, car le domaine de w a cette propriété et ¢ ne s’évanouit nulle
part. Soit s, le point du plan s pour lequel 9 == — = et z, le point pour
lequel g = + =0, de telle sorte que les points 5, et 5, qui sont i Pinfini
répondent aux points ¢, etg,. Nous représenterons par p, et p, la gran-
deur et la direction des droites menées du point € == o aux points ¢,
et {y; la grandeur de p, est 1; en z, et dans I’¢loignement primitif la

. . . !
direction du mouvement est celle de p,, la vitesse est E»; en z, et dans
01

I’éloignement final, la direction du mouvement est celle de p,, la vi-
tesse est 1. Partout le domaine de = est une représentation conforme de

celui de w ol toutes les longueurs sont augmentées dans le rapport é
Pres de z,, b est donc la largeur du courant; pres de s, cette largeur
est p,b. Pres de z, les limites du domaine doivent étre des parois so-
lides, pres de z, des surfaces libres.

Les surfaces libres correspondent i la partie du domaine de € li-
mitée par le cercle p = 1. Soient {, et {, les sommets du croissant qui
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représente le domaine {, =, et 5, les points correspondants dans le
domaine z; chacun de ces deux points représente la fin d'une paroi
solide et le commencement d’'une surface libre. La fig. 2 représente
les domaines de w, { et =, dont on parle. Les lignes fortes corres-
pondent aux parois solides, les lignes faibles aux surfaces libres; ces
dernieres, dans le domaine =, donnent la figure du jet qui sort du ré-
servoir, figure qui est déterminée par les premitres.

Avant de passer & des exemples, traitons un autre cas, qui nous
conduira au probleme résolu par Helmholtz.

Limitons le domaine de w par les lignes

—cC,

¢ = o, P =
Y=+ b, Q=+ o,

comme précédemment. Nous prendrons, par exemple,

b=o, @ = — o0,

‘1'/ I, Q"= - o

Quant au domaine de ¢, limitons-le : 1° par un arc de cercle décrit du
point { = o comme centre avec le rayon 1, de longueur « et pour les
extrémités duquel € prend les valeurs ¢, et {,; 2° par les prolonge-
ments des rayons menés i ces points; 3° par un cercle concentrique
au premier ¢t de rayon infiniment grand.

Représentons ce domaine de { sur un domaine de la variable Z li-
mité par un demi-cercle de rayon 1, les prolongements des rayons
aboutissant aux extrémités de ce demi-cercle et par un cercle concen-
trique infiniment grand. Cette représentation est obtenue (§ IV, 1°)
par la formule

(1) 7, = (%,

Les valeurs que Z prend pour { =1, et {={,, nous les appellerons
Z, et Z,, de telle sorte que

T s
Z:F: C?x% Zb:— C'f

Il s’agit maintenant de représenter ce domaine Z sur la bande for-
mant le domaine v. Utilisons les résultats du § IV (3° et 4°). Nous
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devons écrire qu’il existe entre les binomes (6) de ce paragraphe
une relation linéaire, en remarquant que l'un de ces bindmes
est devenu, d’apres la formule (8) du méme paragraphe, une expo-

. T . .. ..
nentielle, et que ]’cxposant-ﬁ;du premier de ces bindomes est 2 ici,
puisque 'angle « du croissant, formé par le demi-cercle et son dia-

b 7T . . .
métre, est —- On obtient ainsi la formule

(2) (Z — T4\ ? e —(C
2 el pamend iy
7 —1, ew— (7

\

Eliminons Z entre ces formules (1) et (2), nous aurons

T T\2
e ev— (
(3) %wﬁ% =K -
— [ (J
re o
b &

Telle est la formule qui permettra de représenter le domaine w sur le
domaine €.

Donnons-nous deux points des limites des domaines de € et de w
comme se répondant. Soient ¢, et ¢, (fig. 3) les points des limites du

Iig. 3.

uz, 2

—_—e— & ,
54
w §2 7 9/

JESEEE—————— e

“a ¥ a

domaine de ¢ répondant aux points ¢ == — o, ¢ = - o du domaine

de w : nous prendrons ¢, & Uinfini, {, sur le cercle de rayon 1. Les
constantes K, G et (7 sont déterminées. La fig. 3 montre les domaines

ou o =+ sont & I'mfini; les parois solides sont droites dans toute
leur étendue et ont les directions de p, ou p,; le jet a, a U'infini, la di-
rection de p, etla largeur = de la bande w.
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VII.

1° Considérons un exemple du cas que nous venons de traiter en
dernier lieu.

Prenons o = a=%, {,=1{,=1¢, {,=— 1, et pour w =0 soit { =1 et
3= o.

Les domaines de w, { et z sont représentés dans la fig. 4. L’équa-
tion (3) du paragraphe précédent renferme alors VT, et yZ,.

Fig. 4.
1 (_I/'
Sal%a
2y L
PO b S \ .
] \ £ N
u2 @’ B %5 X7
R
wy N
N Az

Mais ces deux racines carrées ne sont pas égales, quoique ¢, et ¢,
le soient : elles sont de signes contraires, puisque I'une doit se changer
en I'autre quand le point ¢ se déplace sur un chemin situé dans son
domaine et allant de ¢, & {, ou inversement. De i, et des conditions

pour ¢ ==-— oo, {=on,
» @ =-on, {=—1
» W= 0, =1

il vient, pour la relation indiquée,

ety =iz

¢ —\Ca2iev—i=o.

ou

L’équation aux carrés des racines de celle-1a, qui donnera les valeurs
de T, est
{P—2i((2¢" ™ —1)—1==0,
d’ol
t=i(ae ™ —142e"\em™—1).
Ann.de U Fe. Normale. 3* Série. Tome X. S5.16
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Le signe du radical est déterminé par ce fait que, st g = — oz, { est
infini et non pas nul.

On aura

ou
s=—i|e= 4 v — 1 e o Lo 4= Ve BT,

ol le logarithme s’évanouit pour & = o.

Discussion. — Sty =0 eto <o, 0na

€ == 0, T - Ic—w P 1= e~/ e — 1 — ];(c“? -+ \/Z'T'-_%’;t—*l) l,

¢quations qui représentent Oy,
Si ¢ a une valeur constante infiniment grande, négative, et si ¢
croit de o 4w, on a

Yo 3
azm— e sinad 21, ¥y —2emcosay - 20 4 5 -+ Lo,

X AT, Y= [ ¢ e g — [ - Y \/;,‘“" L (c"‘q’ -t \/(—”-T? — l) l

Ces équations représentent la seconde paroi solide, qui se trouve
ainsi étre & la distance 27 de la premiere. La largeur du jet est d’ail-
lears égale & = a infini @ la contraction est donce 1}

On en déduirait également les surfaces libres (voir 11° Partie, § VII).

Ce cas d’un jet fluide est le premier qui ait été traité mathéma-
tiquement par Helmholtz  (Monatsberichte der  Berliner Akademde,
April 1868).

Si I'on donne, sans apporter de changement aux hypotheses faites,
au point , une autre position que celle qui lui est donnée dans la
Jig. 4 surle cercle g ==1, on obtient les limites du domaine z qui sont
représentées sur la fig. 5. Ces limites se coupent : un mouvement
correspondant du fluide est impossible, & moins de réflexion sur les
parois.

2° Prenons un exemple du premier cas. Des deux cercles qui limi-
tent le domaine de g, supposons que I'un, celui pour lequel p = 1 soit
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un demi-cercle, que l’autre ait un rayon infiniment grand : le pointZ,
divisera en deux parties égales le demi-cercle, et le point {, sera &
Uinfini sur laligne ¢,¢,.

La fig. 6 représente, dans ce cas, les domaines o, { et =; sur cette
figure sont donnés les axes &, v, x, y, ¢, J.

Fig. 6.
1
T Y
[ Xy
. ' (2%
147, wy o 3 9
o\ ? Sa [ Zy \ X3
w .
a 5= Ly
2y o -
5,

Si nous prenons comme limite de la bande qui représente le do-
maine w, les lignes ¢ == o et § ===, nous avons 4 poser, avant tout,
(’apres le paragraphe précédent,

| —1\t  _ev—(
(1) (;‘:.;:“;) =K o
(Zest 'équation (3) du précédent paragraphe, pour o = =. On a pour

déterminer les trois constantes C, €' et K, d’apres les hypotheses
déja faites,

pour § == i o, g =-—ow (& correspond ainsi & w,),
pour § =— i, @ ==+ c0 (¢ correspond ainsi a ).

Nous y ajouterons la troisieme condition

pour { =1, Ww=0 (¢, correspond ainsi & o ou sv,).

On aura done
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{—1\*_ r1—ev
C4+1)  14ev

F—2le™V+41=0,

De 14 on tire
d’ou
(2) Ein=C(=e""+ \/;:2‘”—7.

Le signe du radical est déterminé pour une valeur quelconque de
w, par 'hypothése que { sera infini pour ¢ = — .
On aura

3 .—:f(e*"’—{— \/E:“‘;‘—:> dsv,

ol la limite inférieure de Vintégrale peut étre choisie arbitrairement
el peut étre prise égale & zéro; le point z=o répond alors au point
(=13 il est d’ailleurs aussi désigné par z,. En intégrant, on a

(3) =1 em e — /e 1 arclang et 1,

ot I'arctang s'annule pour w = o. On peat écrire cetle équation

s iy = 1— 9 (cosP —isind) — e ¥ (cosa b—isinzd)—1

-+arctangye=# (cosad — isinad) — 1.
Premier cas. — Quand Y == o et que @ varie entre o ¢t — =, on a
gm= 1 —eY— e 1 - arclang e — 1,
y=o,
ot le radical doit étre pris positivement, arctang étant dans le pre-

micr quadrant. Ces équations représentent la partie négative de 'axe
des a5 ¢’est une paroi solide. Pour 9 = — 20, Y =0, on a

Supposons que ¢ ayant une valeur trés grande, négative, ¢ croisse
deo aw,ona

T .
Zm L — 2079 CosY -+ = y=1ae"9siny,
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'3
- crls du
on utilisant cette HT1été T 0 . .
en utilis cette propriete quefo b ne changc pas de valeur

quand le point « se meut sur une ligne tout entiere a 'infini. Ces
équations représentent un demi-cercle dont le centre a pour abscisse

T i ,
1+ - et pour ordonnée o.

Deuxiéme cas. — Pour { =7, ¢ compris entre o et — =, on a, en
prenant la seconde détermination de I'intégrale,

Z =14 e ¥+ /e — 1+ — arclangy e —1,
Yy =o.
Ces équations représentent la partic de I'axe des z entre le point
x =2+ T ctx =oo; ¢’est aussi une paroi solide. Pour ¢ ==, g = o
. ! s . .
et aussi pour ¢ =0, ¢ = o, -‘7(-% est infini; w = o et w =t sont les

~euls points dans les limites du domaine de w pour lesquels cela se
produise:lepointa = 2 + =, y = o est celui qui est représenté par z,.

f—1
devient imaginaire; les valeurs de @ et de y changent notablement
lorsque g passe par zéro.

On a
1 -+ u

2

| el {4

. i
arctangiu = 5 L

d’ou
=1+ eV,

— T
y= Vi—e %% — L THyr—err,

2 g—1—e 2

’

(Vest une limite libre du jet; en particulier, pour § = ety =+ o
on a
Z=1-+T, y=1—L2 —o.

Si Pon donne 4 ¢ une valeur constante, tres grande, positive, et si
décroit de m & o, on trouve

z=1+1y, y=1—La—o.

Ces équations représentent une parallele & 'axe des 2, de longueur ©
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pour y = — oo; A travers cette ligne, le fluide coule avec la vitesse 1,
dans la direction des y négatifs. Pour 9 =+, ¢ =0, ona

xr =1, y=1—L2a—o.
Quatriéme cas. — Siy =oetg>o0,0na

2 =1— e9,

o LV — e
y=\1—e ; L —

La ligne ainsi représentée est la seconde limite libre du jet. En éli-
minant ¢, on trouve

Faisons une remarque qui s’appliquera au cas général correspon-
dant & la fig. 2.

Aux points 5, et z,, les lignes de courant qui passent par ces points
ont des tangentes déterminées : ce sont les paralleles aux lignes p, et
¢s du plan €. Mais =, et z, sont des points singuliers et certainement
les seuls que ces lignes de courant posstdent, comme cela résulte de
ce que partout la tangente est parallele a la ligne p, en supposant,
comme dans la figure, qu’on ne puisse mener aucune tangente du
point ¢, i I'are {, ¢, C,.

Cherchons les rayons de courbure en z, et en s,.

Soit dl un élément d’une ligne de courant et dp ’accroissement

. . . I .
que subit sur elle le potentiel de vitesse, comme - est la vitesse, on a
~t = - ou dl = pdo.

Si 0 est I'angle défini au § V, on a pour le rayon de courbure I'ex-
- dy .
pression P’dol - Comme on est sur une ligne de courant, ¥ = const. et

[’on peut prendre diw & la place de dg, il vient

dw

P*Jg'
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Introduisons dC & la place de 0. On a

C::pef(’,
d’ou
L{=1Lp+ (0,
d’olr
-d—t = 1‘9 “+ tdb.
¢ op

St, comme nous I'avons supposé, d/ appartient 2 la surface libre
du jet, p =1, d’ou

.d¢
dp =o et df=—i%2,
3
ce qui donne, pour le rayon de courbure,
., dw
dz’

Si le point z vient en =, ou en z,, le point { s’approche indéfiniment

_—_ s : { . . .
du point §; ou du point ¢,, de telle sorte que %;—Z devient infiniment

petit, en supposant que 'angle au sommet du croissant qui représente
le domaine ¢ soit inféricur & =, puisque les parties correspondantes
des domaines de € ou w, pour lesquelles { differe infiniment peu
de {, oude C,, doivent étre considérées comme parties de secteurs qui
sont représentées une sur Pautre par la relation qui existe entre {
et w. 1l suit de la que les rayons de courbure considérés sont infini-
ment petits.

St dlappartient & une paroi solide, on n’a pas dp = o. Par la dilfé-
rentiation de I’équation entre p et 0 qui représente le deuxicme
cercle qui limite le domaine de €, on obtient une relation entre dp
et db, de laquelle on tirera d0 en fonction de 4C, & moins que le
deuxieme cercle ne devienne une droite, dans lequel cas son équation
est 0 ==const., d’ott d = o. En général, on obtient ainsi, ici aussi, une

. . . v >
expression pour le rayon de courbure qui contient -5 en facteur et

qui, par suite, s’évanouit quand le point = vient en z, ou en z,. Dans le
cas exceptionnel indiqué cependant le rayon de courbure est infini et
passe de Uinfini & zéro quand le point s arrive en z, ou en z,.
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VIII.

M. Kirchhoff donne encore les exemples suivants :
1° Supposons le domaine de w limité par les lignes

w3

@ —=— oo,

>
> O == - co,

y=—
b=+

wla

et par les deux cotés de la ligne pour laquelle ¥ =0, 9 >0 (fig. 7).

Fig. 7.
¥

PR — ] N—

LU S

Le domaine qui se déduit du précédent, quand on ne compte pas
la ligne ¢ = o, ¢ > o comme appartenant aux limites, est représenté
sur un cercle dans le plan Z par la relation

147
1 eV — -
(1) l—ﬁ’
et de telle sorte que :
pour @ == — 0, on a 7 =—1,
» Q=+ oo, » 1 =1,
» w:i—TE, » 1 =1
2

Le rayon du cercle est par suite 1, son centre est le point Z = o, et
répond au point w = o. Si ¢ = 0, 4 > o, Z est réel et plus petit que 1;
a2 la ligne ¢ =0, 9 > o répond le rayon qui va du point Z = o an
point Z =+ 1. Par I’équation (1) le domaine de w considéré sera
done représenté sur un domaine de Z, qui est limité par le cercle
indiqué et par les deux cotés du rayon indiqué. Ce domaine, & son
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‘tour, sera représenté par la relation
(2) =177
sur un demi-cercle de rayon 1 dans le plan Z/, ¢’est-i-dirve sur un crois-
2 s s
sant d’angle ~ et pour les sommets duquel on aura Z'= == 1. En éli-

minant Z entre (1) et (2), on a la formule

. L a1
(3) ff“:[TZ‘/—?)

qui représente sur ce demi-cercle le domaine w. Et ce domaine w
pourra, par suite, étre représenté sur tout autre croissant, et de telle
sorte que trois points de son contour répondent & trois points de I'autre
contour.

Comme limites du domaine de { nous prendrons ce demi-cercle de
rayon 1 et un cercle de rayon infini et nous supposerons que si {,,
C.r Gy sont trois points du demi-cercle,

pour 0 =—n, on a =2,
» Y <o, Q =~ oo, » =2¢,,
» d>o, O ==+ o, » =2,.

Le caractere du domaine de z se laisse déterminer facilement d’une
manitre générale. La fig. 8 montre les domaines de w, { et =.

Fig. 8.

2

De Pinfini vient un jet, qui y a la largeur =, la vitesse 1 et la direc-
. vers 'infini se dirigent deux courants qui y ont la largeur =, la
tion p,; vers I'infini se dirigent deu qury g 57

vitesse 1, les directions p, et p,. La paroi solide est située tout enticre
A distance finie, elle est droite; sur elle estun point répondant dw = o
o1 la vitesse est nulle et une ligne de courant s’y divise en deux.
2° itudions plus complétement un cas particulier de ce qui précede.
Supposons les limites du domaine { comme dans la fig. 8. Suppo-
Ann.de U Ec. Normale. 3° Série. Tome X. S. 17
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sons que le domaine de v soit le plan indéfini limité par les deux
cotés de la ligne ¢ = o, ¢ > o. Soit de plus

pour « =:co, =,

» W, ==,

La derniére condition peut étre remplie, car le point w =1 est deux
fois sur la limite du domaine w, et par suite doit correspondre 3 deux
points sur la limite du domaine C.

La relation entre w et {, par laquelle les domaines des deux va-
riables sont représentés 'un sur ’autre, conformément & ces hypo-
theses, se trouve de la facon suivante. Le domaine @ sera représenté
sur la moitié du plan des Z par

4 e AN
de sorte que :
pour fv==oc on a 7=
n o= » 7= 1.

Ce domaine de Z est un cercle de rayon infiniment grand; le erois-
sant, que le domaine de € forme, sera représenté sur celui-ci par

. P— N\t 1=
(3) () =57
de telle sorte que :

pour § = — ¢ on a

) rasmiE S TN | )

no e »

De i on tire la relation entre € el w

(6) (£=5) = Y
1+¢ L\
On en déduit
(7) 4-’-—-»§~—'—: “+ 1= 0
\/n.»
et

R

y PR | I
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Le signe du second radical est déterminé par ['hypothese que

{=—1ialieu pour w= o, celui du premier par la condition que pour

o =0 { doit étre infini et non pas nul, car dans le domaine de ¢ il

n’y a aucune valeur de { dont le module soit inférieur 4 1. Supposons
encore que z et o s’évanouissent en méme temps; de (8) on tire

_ — o
{9) 3 =2\/w tV\/;;-——l-{*—il).‘CSln\/W‘.

ot I'are sinus est nul pour w = o. Pour la paroi solide, v esl réel ct
varic de — 1 & 13 pour la paroi on a également y = o ¢t x compris
entre — 2 — = et 2+ 7)1

La fig. g représente, pour le cas présent, les domaines de w, € et =.

Fig. 9.

g 2z .
w [ \\,, / / | \

Un courant de largeur infinie, qui & 'infini a la vitesse 1 et la di-
rection Oy, rencontre une paroi de largeur 4 -+ =, qui est perpendi-
culaire & 'axe des y; sur les limites libres qui partent des limites de
la paroi, ce courant touche un liquide au repos.

[X.

Considérons la pression que supporte la paroi solide placée dans le
liquide que I’on vient d’étudier. La pression p en un point quelconque
du fluide en mouvement est donnée par I'équation

L 1 [/0e\*  [09\?
e 4(3 ()]

ou

| =

p=C—

SRR

)
o

Dans le liquide au repos, p est unc constante qui peut se représenter
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par C,. Aux limites libres des liquides au repos et en mouvement la
pression est sur les deux cotés la méme et p =1, done

C(,:: C— E&_;

A I 1
p__,(,—l—; 1-—57: .

Soit d/un élément d’une paroi qui, d’un coté, est en contact avec le
liquide en mouvement ct, de autre, avec le liquide au repos. L’exces
de la pression qui s’exerce du premier coté sur celle qui s’exerce sur
le second, ou, comme nous dirons pour abréger, la pression que I’¢-
lément di supporte, est

’—;: (x - (?l):> dl.

Pour déterminer i I'aide de cette expression la pression que supporte
une partie finie de la paroi, il est bon d’introduire @ comme variable
d’intégration. Or dl = p dg, ou comme, pour la paroi,  est constant,
dl = pdw; dg et dw comme d/ doivent étre pris positifs. La pression
que supporte I’élément 4/ est done

% (p — -;—) dw.

Supposons la paroi droite ¢t parallele & I'axe des @. Alors ( est réelle
et on a .

d’ou

p==Eg

ol le signe est déterminé par la condition que p est positif. La pression
que supporte la paroi totale est donc

L/, 1
\/i_;<€——-c—> d“),

ot I'intégration doit étre étendue & la paroi et le signe est & choisir de
telle sorte que tous les ¢léments de Pintégrale soient positifs.
Dans le cas de la fig. 9, on a de plus

I 1\ _l—_—_
;‘(C-—— E) ,.Z;‘_\/;;; —-—[’
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or le long de la paroi w varie de — 1 & + 1; la pression que la paroi
supporte est donc, dans ce cas, égale  =.

X.

Débarrassons-nous enfin de quelques hypotheses que nous avons
faites dans ce qui précede pour abréger les formules.
Si l'on écrit dans I’équation entre s et w qui représente un mouve-

. o . , 189 . \
ment de fluide de la maniére envisagée, — au lieu de w, ol 7 est une

constante positive, la nouvelle équation représente un mouvement
dans lequel les lignes de courant sont les anciennes, la vitesse partout
proportionnelle & n, la pression que supporte une paroi proportion-
nelle i n*.

Si'on écrit dans la méme équation niL et%, pour 5 et w, ol m est
une constante positive, lanonvelle équation représente un mouvement
dans lequel les lignes de courant sont semblables aux premieres et ou
la vitesse aux points correspondants est la méme. Les dimensions
linéaires des lignes de courant sont proportionnelles & 72; la pression
(ue supporte une paroi est aussi proportionnelle a m.

Si la densité du fluide n’est pas 1, comme nous ’avons supposé,
mais égale & p, la pression que supporte une parol est proportion-
nelle A p.

Revenons maintenant & la considération d’un mouvement tel que
celui de la fig. 9, mais supposons que la longueur de la paroi so-
lide soit /, la vitesse & la limite libre du liquide en mouvement ou &
I'infini ¢, la densité du fluide w, la pression que supporte la paroi so-
lide est alors

In

. p2 .
{ L+
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SECONDE PARTIE.

- Considérons un réservoir de forme cylindrique; supposons-le infini
dans le sens des génératrices; enlevons la partie de cette surface cylin-
drique comprise entre deux génératrices voisines (A) et (B); nous obte-
nons ainsi, & la place de cette bande faisant partie de la paroi solide,
un orifice rectangulaire dont une dimension est infinie. Le liquide con-
tenu dans le réservoir s’écoule par cet orifice. Dans toutes les sections
droites du cylindre, le fluide affecte, en général, la méme forme et
posséde les mémes lignes de courant. Il suflit donc d’étudier le mou-
vement dans le plan de 'une des sections droites.

Prenons ce plan pour plan de la figure. Soient A, B les points o1 ce
plan coupe les génératrices (A) et (B). Nous prendrons la ligne BA
pour 'un des axes de coordonnées rectangulaires; par un point O éle-
vons la perpendiculaire & BA; nous prendrons pour second axe cette
perpendiculaire. Nous supposerons, jusqu’a nouvel ordre, le mouve-
ment parvenu i I'état permanent.

Les équations du mouvement permanent plan sont

20,

prEe

. o8
i . ;l_ _(.)_Ll) . f).(.[: — T C] =0,
e 2 |\ dx dy

ou F désigne la fonction des forces qui agissent sur le fluide, telle que
Xdx +Ydy =dF ct ot C, est une constante, p la densité du fluide.

On peut mettre Pintégrale générale de la premitre de ces deux
équations sous deux formes légerement différentes, dont nous nous
servirons tour & tour. On peut I'écrire

g 0*d 02d
(1) (

(2) 2 =f(3) 4+ [1(51)s
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s=wx 4 iy, Sy=x —1iy;

J et f, sont des fonctions arbitraires. On peut également I’écrive

(2) V=) + 15,

ou
sy + i, s =y —ix.

Les vitesses paralleles & Ox et & Oy sont les dérivées partielles de
cette intégrale. Ce sont donc
1 7L
"x—ovL [:(3) + Si:(51),
(2)"
V.Y‘" =ifz(8) — if1:,(51)

dans le premier cas; et dans le second

N )7\1

0o= S = fo(s) = fiey (1],
(2)" PN

b= gy = o)+ fias)

On en déduit, dans les deux cas,

Vi ol 0y = 0/"(5)1(51) = 47 (5)S1(5)-
D’autre part, les trajectoires ou lignes de courant ont pour équation
dr _ dy
Cr - "y '

On aura donc, dans le premier cas,

da _ idy
S G i)~ =F )+ fi(z)]

d’0o, par unc combinaison facile,

/,1(([ 5 :/(,2::) ou J(5)ds — f1(5,) dsy=o.

13

3]
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En intégrant, on a

(3) f(s) = Fi(s) =ip,
(- étant une constante.

Dans le second cas un calcul tout semblable donnerait pour I’équa-
tion des trajectoires

3) SN = fi(sy) =i

u’ étant une constante.
Sil’on considere A, ., A, ' comme des variables, desrelations (2),
(3), (2), (3) on tirera

5 2f(5) =X+ iy,

(@) { ofi(s) =2 —ip
ou
%Y 2f(5") =N+ ip,

2/f1(57) = N — iy,

Il est facile de vérifier que 'on a les relations suivantes, ott 'on dé-
signe, suivant la coutume, par A? le symbolo -2 + 2
o ) » P 5y i ¥

Nop o dp_
Jdz dz ~ dy dy &

o) \* OAN? [ op\? AN

® ()~ (5) = (58) + (55 =v
A*) =o,
A’p=o,

On aura, de méme,
.{)_?\_,. 2..{{.{ -+ Q;L_/ g_['l', p—
dz dz ' dy dy T
, IN\? ONN2 [ dp/\? op/N\?
) () + (7)) = ()~ (%) = v
A%) = o,

A%/ = o.

y

La premitre de ces relations (5) ou (5) montre que les courbes
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A = const., . = const. ou A = const., p = const. sont orthogonales
entre .elles. Les autres montrent qu’elles forment dans le plan un sys-
teme isotherme.

IT.

La surface libre du jet fluide qui sort du réservoir est,  la fois, tra-
jectoire, car la vitesse normale y est nulle, et surface de niveau, puisque
la pression extérieure est constante. Si p, désigne la pression exté-
rieure, on devra donc avoir, & la fois, pour tous les points de la surface
de la veine fluide, les quatre équations simultanées

f(5)=/f1(5,)+C (C aiciune valeur bien déterminée),
x iy =s3,
(6) &= by =5y,

LF +C=F—2/()/1(s1)

ou, dans le second cas,

S =iz + G,
Y+ iz =z,
(6) Yy —lx =25,

RS R VU COVACHE

D’une facon générale, on pourra se donner f,(z,), par exemple, dans
le systeme des équations (6), arbitrairement, puis éliminer s, entre
la premiere et la dernitre de ces quatre équations; on parviendra
ainsi & une équation différentielle dont la résolution permettra de dé-
terminer la fonction f(s) & l’aide de la variable s. On procéderait
d’une fagon analogue relativement aux équations (6)". Ce procédé
donnera le plus souvent, si I'on ne choisit pas avec soin la fonc-
tion /, (s,), des surfaces imaginaires.
Nous allons chercher une autre méthode.

Ann. de I’ Ee. Normale, 3° Série. Tome X. S.18
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ITI.

Prenons d’abord pour variables =z et z,. Nous avons vu les expres-
sions (2)” des vitesses dans ce : cas ce sont

Vom0 = 71) + fia (),
I .
Vo= 5 = L) — i (a0

Les expressions de ces vitesses doivent étre des fonctions réelles de
et dey; /7 et f. doivent donc avoir méme partie réelle et des par-
ties imaginaires égales ct de signes contraires.

Nous verrons le cas général au § XII. Admettons d’abord, jusqu’a
nouvel ordre, que nous ayons aflaire au cas particulier ot /et f, re-
présentent la méme fonction.

Sinous posons, d’apres la notation de M. Kirchhoff,

J(3) =i,

o étant la partie réelle de cette fonetion, 7 sa partie imaginaire, on

aura
J(s) =09 —id

et, par suite, i
h=1ug, p= 2y,

Nous devons trouver des résultats analogues & ceux de la premiere
partie, les fonctions A et p ne différant (que par des facteurs constants
des fonctions ¢ et .

Nous supposerons de méme, dans lesysteme (6)’, que fet /, représen-
tentla méme fonction; d’ol, si f(y—+ix)=q'-+i}, f[(y —ix)=7 —i{',

Ne=agl, Pl == adl.

Supposons que nous soyons dans le cas ou les variables sont z
et 3.
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On doit satisfaire au systéme suivant
f(:):f(sl) +C9
Z -y =3,
(7) z— iy =z,

% +C=F —2f'(z) f'(5,).
Ici on ne pourrait pas suivre la premiére marche indiquée au § IT, car

on ne pourrait pas se donner arbitrairement la fonction /.
Posons f(5) = w, f(z,) = w,. On en déduirait inversement

s =y (W), Sy=y ().
On a, d’ailleurs,

I

JiUE) = et fi(8) =

Low (57) T A, (1)
Le systeme (7) devient

o=, C,

Z Ly =3,
(8) & — Ly =35,

Po . 2

P = 2.

P % (%) 4 (1)

Dans le second cas, les variables étant =" et s, des considérations
toutes semblables conduiraient & un systeme analogue au systeme (8).
Ce parallélisme se poursuivra jusqu’au bout. Il suffit donc d’étudier le
premier cas. Une fois les résultats obtenus, nous n’aurons qu'a y
changer « en y et y en & pour avoir les conclusions du second cas.

Supposons, pour fixer les idées, que la force extérieure qui agit sur
chacune des molécules du fluide soit la pesanteur. Dans les formules
précédentes, F sera remplacé par -+ g, g désignant I'accélération
due & la pesanteur : on suppose la pesanteur agissant parallelement
a Ox.

L’équation (1), qui donne la pression p, appliquée aux points ou
P = po» & = 0, ¢’est-a-dire aux points A ou B, montre que l'on a

Po

n

+C+4Vi=o.
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Si donc le mouvement du fluide est réel, comme £V} est positif, il faut
que £° + C, soit négatif. Nous poserons, par conséquent,

Po

0 + Cy=—k;
k sera positif. On aura
w=w,;+ C,
3 =z + iy =y(w),
(9) sy=ax — iy =y ("),
_—2_—_—. Sammn o (‘~‘ éf _'\ L ‘:“
xl(w)xl(ovl)“‘+ox+ =+ 2[./(.(“))_{_((”)1)]—*_/

En tirant w, de la premiere, la derniere devient

2

(IO) W:%[%(‘V)+X((Y’—C)]+k.

Nous sommes ainsi ramené a déterminer une fonction y de la va-
riable w satisfaisant & une relation telle que la relation (r0), quel que
soit w.

D’une facon générale, en exprimant I au moyen de y(w) et de
7 (w — C), on sera ramené & déterminer la fonction 7 de la variable w
satisfaisant & une relation analogue & la relation (10).

IV.

Etudions cette relation (10) dans le cas spécial ot la force extérieure
est la pesanteur.
Posons

X (@) (w—C)=P,
2 (w)+y (w—C) =8,
x (w) et y/(w — C) seront les racines de I'équation du second degré
(11) D*—S8D+P =o.

Si la fonction y satisfait 4 la relation (10), on doit avoir en outre

2 8 ('Sdwak
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d’ot1 l'on tire
2

%‘/'de—i—k.

P—=

Sil’on pose S(w) =F'(w), on aura

.[de:F(w),

d’olt

P—— 2%

é;F(w) +k
I’équation (11) deviendra par conséquent

(12) ])Z—F’(W)D—I——(;—-—Q————-—:O,

& p A

ou F est une fonction arbitraire.
On tire de cetle équation

T2
P  =D=yEw 4, J 2
4 SF(w)+ A

N
K= Q= D= (w) — [
S JOORLY:

ou, inversement,

| %/ (w—C)=D'=1F(w)-+ F/ngw)‘ —
EF(w)+ k

2 (w) =D"'=LiF(w)— \/F"‘wa) — 7 2 .
;F(W)—b—k

(13)

(14)

Mais ce n’est pas tout. Il faut, bien évidemment, que si, dans la pre-
mibre des racines (13) ou dans la seconde des racines (14 ), on change
wenw — C, on reproduise l'autre racine. Si cela alieu, quelle que
soit la racine qu’on a appelée D', on satisfera & cette condition 4 l'aide
du théoreme suivant; le cas ol les deux racines D’ et D" ne jouent pas

le méme role sera examiné plus loin (§ XII).
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TutorivMe. — La fonction F(w) doit étre une fonction pérwodique de w,
de période 2.C, si les deux racines D' et D" jouent le méme réle.

En effet, dans le systeme (13), si I'on change w en w — C, D’ se
transforme et devient D”; on doit donc avoir identiquement

(o) D' (v — C) = D"(w).

Changeons dans les deux membres de cette identité w en w — G, il
vient
(B) D'(w—2C)=D"(w— ().

Dans le systeme (14), si 'on change w en w — C, D" doit se changer
en D’; on a done identiquement

(7) D7 (w0 — C) == D' (s0).
En rapprochant les identités (8) et (v), on en déduit
D' (w —aC) = D'(w),

qui montre que D’ est une fonction périodique de w, d’amplitude 2C.
On démontrerait qu’il en est de méme de D” par un procédé tout sem-
bhlable.

Par suite la somme D'+ D”, ¢’est-i-dire I (w), doit étre périodique
par rapport i w ¢t avoir la méme période 2C. 11 en est encore de méme
de la fonction primitive F(w), ce qu’on peut voir 4 'aide du produit
D’'D” qui doit étre également périodique.

Le théoreme est donce établi.

D’apres ce théortme, si Pon pose F (w) -+ i—/i == 02(w), la fonction
0 (w) sera périodique et aura 2C pour périorzlc. Supposons de plus
que, lorsqu’on change & en w — C, 0(w) change de signe, ce que
jexprimerai en disant que la fonction 0 (w) admet — C pour demi-
periode; je dis que les deux racines D’ ¢t D” se permutent effective-
ment quand on change w en @ — C.

On aura, en elfet,

VT () — 4
9(w) ’
VI (%) T2 (w) — &
b (w) ’

D=y (w) =0 (w) 0 (sw) -
(15)

D7 ==y (w0 — C) == O () 0 () —
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ala place du systeme (13) et, ala place du systeme (14),

D=y (w —C)=06(w) 6 (w) + VO () 67 (w) — 4

(16) 907 ,
D=y (w)  =0(w)0(w)— VO () 6% (w) =1
\ 0 (w)
. £
ou A désigne la constante *-
=]

Si I'on change dans (15) w en w — C, 0 (w) change de signe. Il en
est de méme de sa dérivée 0'(w), car si l'on a, quel que soit w,

6 (w—C)=—0(w),

on en déduit
O (w—C)=—0"(w).

Par suite 0(w)0'(w) ne change pas. La quantité sous le radical
reste également invariable; mais, 0(w) changeant de signe, D’ ¢t D” se
permutent. Conclusions analogues pour (16).

En résumé, les deux racines de I'équation

(17) D%— ',’,O(W) Ol(m) D -

A \
ey mamrdiell |
0* () ’

ot 0(w) désigne une fonction périodique admettant une demi-
période, que nous désignerons par — C, satisfont & la relation (10)
du paragraphe précédent; et 'on pourra poser

VO (w) 672 () — )
G(w) ’

VO ()62 (w) —

- O(w) ’

7' (w) =0(w) 0 (w)+

(18)
o/ (W — C)=0(w) 0 (w)

ou les égalités analogues ol I'on change %'(w) en y'(w —C) et in-
versement, ce qui revient & changer le signe du radical. Dans ces for
4

o

mules; A désigne la constante
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V.

La velation (10) étant résolue, nous allons pouvoir résoudre facile-
ment le systtme (9) et en déduire I’équation générale de la surface
libre de la veine liquide.

Des équations (18) on déduit, en intégrant par rapport i w,

f Y02 (¢p) —
(%) :é W).;./‘” id) OW(”) xdw—i—const.,
T VIO () —
y(w—C)= 26 (w) 0w) dw -+ const.

Ces constantes introduites par I'intégration sont faciles a déterminer.
D’abord, elles doivent étre égales : car si I’'on change w en w — C, la
premiere expression doit se changer en la seconde. Soit o leur valeur
commune. Portons ces valeurs de y (w) et de y(w — C) dans la rela-
tion (10). Elle devient

o (2 o
2’£ZE—@ :%[Oz(ev)+2a]+/a' ou ag+ k=o,
d’ot
.
é"
On aura donc enfin
g ! 2 ) o
7 (W) —02(cv)+/\/0 (WOOI((;) )\d —lr_,
(r9) ) i
O (o) 02 (o) — 2 k
—0)="1p v _k
1(w—C)= =6*(w) f e dw P

ou le radical a un signe quelconque. Le signe / désigne, comme
d’habitude, I'intégrale indéfinie ou la fonction primitive sans con-
stante additionnelle.

D’autre part, toujours dans le systeme (g) relatif aux points de la
surface libre de la veine fluide, on a

s mma 4y =y (w),

si=a—iy=y(w—C),
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d’olt
22 =y ()4 (v — C),
20y =y (w)— (v —C).

On a done, pour les coordonnées (@, y) d’un point de la surface de
la veine liquide,
2k
2 = 0*(w) — 2h )
g

(20)

y =

o

VL =0 (w) 7 (w) ’
/ 70w dsy.

Dans le cas ol les variables seraient s’ et 5|, des considérations
semblables conduiraient a des équations qu'on déduira des équa-
tions (20) en changeant @ ¢t ¥ en y et x, la pesanteur étant parallele
ici & Oy. On obtient ainsi
wy = FF(w) — jiﬁ,

&

1,__/"'\/7.. — 0 0y,
__‘Q' O(W) aw,

ot 0(w) est une fonction périodique jouissant des propriétés déja
énoncées.

(20)

VI.

Du cas que I'on vient de traiter on déduira facilement le cas ou il
n’y a pas de forces extérieurces agissant sur le fluide.
Si on fait, en effet, g = o, dans la relation (10), elle devient
o)
e )
(21) () (v — ()
Telle est la relation qui doit déterminer 7 (w) dans ce cas. Onen
tire :
. )
sy (v —G)= 7

On n’a ici que le produit des deux facteurs y/'(w) et y'(w — C); on
pourra done se donner arbitrairement leur somme 28 (w); 7' (w) et
S.i9

Ann. de UEe. Normale. 3° Série. Tome X,
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7/(w — C) seront les deux racines de I'équation du second degré

suivante

(22) D22 8/(w) D + £ =o.

On en tire _
D=y (w) == S(w) \/S'ﬂ(w) — ;

D=y (o — €)= 87 (w) — \/s'z(m) — 7

ou inversement.

Mais il faut de plus que la fonction S'(w) ait été choisie de telle
sorte que, en changeant w en w — C dans la premitre racine, on
trouve la seconde.

Posons S*(w) — —/)— = 02 (w), il vient

g D/ ==y (iv) - \/Olﬂ(w) -+ ;- == 0 (),
(23) 3 S =
' DY (- Q) == \/0'2(W) -+ 7). 5= 0 (e0),

ou le radical a un signe quelconque, mais le méme dans les deux for-
mules. Si 0’'(w) admet — C pour demi-période, c’est-a-dire si elle
change de signe quand on change w enw — C, ces deux racines se-
ront permutées par ce changement.

En intégrant par rapport 2 &, on aura

P
% () '—‘f\/ 0= (w) + ;édw == 0(w) - const.,

7 (w— C) .;:/\/0’2(“)) -+ %clw o= 0(w) - const.,

0(w) devra étre aussi périodique et admettre une demi-période, que
nous désignerons par — C. Les deux constantes introduites par
intégration doivent étre les mémes, puisque y (w) doit se changer en
7.(w — C) quand on change w en w — C. Soit « leur valeur commune.
« est d’ailleurs quelconque, car les constantes disparaissent par la
différentiation et la relation (21) ne les détermine pas. Quand on

(24) (const. = a);
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change w en w — C, la quantité sous le radical ne change pas; il en
est donc de méme de son intégrale; O(w) change de signe; 7. (w) se
transforme donc en y (w — C).

0’(w) étant périodique d’amplitude 2C, S’(w) sera donc aussi pé-
riodique de méme amplitude. S"*(w) et 0”*(w) admettront — C pour
période.

On déduira facilement de 1a I'équation de la surface de la veine

fluide. On a, en effet,
sy =y (w),
syz= Ly =y (- (),

d’otl
ax =y (w) -7 (v —c),
aiy ==y (w) —7(w—c);
d’ou
\ P /‘&,/"0"-‘((1)) 2 dw - S(w) 4 «,
. N k
(25) !

( Ly = 0((!’):‘: /\/8/2(W)— ;‘);,(l‘r’-

En changeant « e¢n y et y en x, on aura les résultats dans le second
cas; ce sont les suivants

‘ Yo /\/0’2((t’) -+ '/Z:tlw 4= 2= (W) + 2,
( fr = 0(w) = /\/5’2(“;) — l;‘—_({w.

Il est bon de chercher dans le second cas quelle serait I’analogue de
I'équation (22).

(23)'

ls, e de-id
22, ¢est-d-dire 5 L2,

: . , . ds
Les rucines de I’équation (22) sont —— et —*,
dw " dw

de —idy ) . o . N ds’
~————= Celles de I'équation cherchée, o, doivent étre 7= et — =
s qedy-idx dy — i dzx
cest-a-dire “X 4% o Y47 0n g done
dw dwy
P (ly {dz . i[dx—idy] "
dw sy
e c/y - de  i[de+idy] D

vy - vy
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Onadone D= — ¢s. L'équation en ¢ cherchée sera

2%

(22) P 0 (S ()0 — 7 0
v

(a3

Remarquons que ’équation (22) ne differe pas de I'équation qui
donnait I'inconnue ¢ de M. Kirchhofl'; car { désignait également ?lé

L’équation en D étant ainsi intimement li¢e & 'équation en ¢ de la
premiere Partie, on pourra en déduire les conséquences déja indi-
quées. En se donnant les limites du domaine @, on en déduira, comme
on a vu, les limites du domaine de z, ¢’est-d-dire les limites du fluide
en mouvement. Nous reviendrons sur ce point au § VIII. Bornons-
nous, pour le moment, & des exemples simples de la détermination de

la surface libre du fluide.
VII.
Premier exemple. — Prenons le cas d’un fluide soustrait & I'action

des forces extérieures. Posons
O(w) == ¢) sinw.

C’est bien la une fonction périodique admettant une demi-période =

ou — T.
/\/»—7 CosEy i ,/n .o,

On a
y w2 hosin.

Nous supposerons A réel. On peut également supposer, pour sim-
plifier écriture, que £ est pris égal & 2. On a

@€ o ./,\/l.;_v);__
y == Asine,

On voit que @ est donné par une intégrale elliptique; si 'on pose
W= g UL d’oti dw = — du,

on a
P --J \/l‘:ﬂ'-'—l."'rh'l‘ll"‘((‘ du,
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intégrale elliptique de seconde espece, dont le module est 2, changée
de signe.

On peut calculer facilement 1’équation différentielle de la surface
libre. On a

. ] R d
sin o = =, d’olt cosw dw — 71/ y

A
d’on

On en déduit
dzx == \/«"/—-—)E—‘_;’_—i— dy;

telle est 'équation différentielle cherchée, d’out I'on déduit, méme
sans intégrer, la forme générale de la courbe.
Bornons-nous au cas particulier ot A == == 1. L’équation différen-
tielle se réduit & la suivante
Jdy

da —= —t—t—,

Vi—y?

qui s’integre immédiatement et donne
(2 = @)t yi== 1

¢’est une circonférence ayant son centre en un point de 'axe des « et
de rayon 1. Il est évident que si, dans ce cas, le mouvement était
symétrique par rapport & Ox, il ne pourrait y avoir écoulement; mais
nous verrons plus loin (§ XIV) qu’il y a en réalité mouvement de
rotation, comme dans un tourbillon.

Iy

Deuzicme exemple. — 11 est naturel de chercher i retrouver les
résultats déjh obtenus, d’apres M. Kirchho(f, dans la premiere Partie

de ce travail.
Le principal exemple est celui qui correspond a I'équation

{*—2Ce"-+1==0,

Pour que I’équation
D2 28/ (w) D 4 /3 =0
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coincide avec elle, il suffit de poser

S’ (w)=e"", L.

On en tire
v (w) =] = \/e-g;‘._ 1,

v(w—C) =D =ec"— Ve v 1.
La fonction e~ * est périodique, de période 2775 elle admet unc demi-
période qui est iwou — iw. Si 'on pose
e —1 == 0% (w),
0’(w) sera périodique et admettra unc demi-période. C'est ce qui
résulte d’une propriété connue. Posons, en effet,
2w R (cosf -0 sinf),
on en déduit
- g . .0
Ve v — 1=z R? <c0s— L s|n~>-
2 2

Lorsque w varie de iw, 20 varie de 27w et 0 varie de 0, 4 0, + 2,

0 0,0
~varie de -2 4 —> == : le radical part done de la valeur

3 Oy 0
R? ((ms g zsln—f)
pour arriver & la valeur

1
3 0 0N
- R2 <COS 20 - 81N __2);
2 2

ainsi le radical change de signe quand on change w en w =%
0"(w) admet donc pour demi-période -- (=.

Les deux racines D’ et D” se permutent done lorsqu’on change w en
w—iz

Inteffrons les deux racines. Comme 0'(w) = ye ™"~ -1, on aura
O(w) == —\Je=® 14 arclangye—* — 1,

L’équation de la surface libre s’obtiendra en employant les for-
mules (25)

a - emW e g,

y =1 — e [arc langy/em 2 =
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Remarquons que

L4y L — ™3
IJ—Z—“ °

I—V/I — e

. ey 1
carc langy/ e — = -
d’ou
x=o-—c"",
— \/1 Y 1 I+ \/‘ - e—ﬁ.
‘y— 2 1_\/1__(;——‘.’(\;’

ce sont les équations, dans notre systeme d’axes, de la surface libre
du jet, déja trouvées dans la premiere Partie. On en déduit, en élimi-
nant w,
1y T+VI1— (o —x)?

LIVi—( )2

=1 — (ot &) — e
Y % (“ I’) 2 l—“\/[——-(a—w)z

§ VII de la premiere Partie; pour « =1+ =, on trouve la seconde
portion.

Nous nous bornons pour le moment & la surface libre : nous com-
pléterons plus loin (§ VIII).

I'roisiéme exemple. — Prenons I'exemple de la premicre ie ré-
T pl P I le de la premicre Partie ré
pondant & I’équation

{2 0li(ne W —1) —17=0.

La forme de cette ¢quation nous conduit a Iidentifier avec I'équa-
. s e dy + idx s
tion (22), & savoir (3 == = dans notre systeme d’axes>

N 9,
0%~ 2008 (w) — 750,
L

en posant
S!(‘(‘,)A e 1, ko=,

L’équation correspondante en D serait
D2—aD(2¢72 1) 1.0,

de -+ 1d )
avec D = """‘ZZ‘V 4 dilrls notre SyS[emO d’axes-

Traitons, par exemple, la scconde. On voit que S'(w) est périodique
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et admet la période == ¢m, qui sera demi-période pour
0/ (w) = /S () — 1= ae—w\em ™ —1,

on le voit, comme dans I’exemple précédent. On aura

D'=o2e 14 2e W/ —1,

D/=oe 2 —1—a2e /e 2V —1.
On aura donc, dans notre systeme d’axes, pour la surface libre
& ::J() e~ — 1) dw + o,
ly = /V'tzc““’\/c‘z“‘— 1 dw

ou
P A L L SN

t"y ——— w\/z—jz_ﬁf:"; -+ L (c—- w - \/é~2t\' —_ l),
ou, en prenant le signe — devant le radical

&= — e — v o,
y==e=w\/1—e ™ — arctange¥\/1 — ¢ =z e~ W\/T — ¢~ .— arc cos e ™.

Quatriéme exemple. — Supposons que la pesanteur agisse et servons-
nous de la formule (20).

Posons
D) =1 — e ™.

On en tire
‘.’.0("‘) s (H’) e w’
et I'équation (1) devient

4
R il § R el s
] "] l-g(l——(;““') 0

Les formules (20) donneront pour la surface libre

ok .
)

&
"’ 2 e J
= B eI’ $7)
Y ‘ P A )

2= — "W —
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/7]
—
o
—

Les formules (20) auraient donné de méme

a2k

2y =1—e¢ W — )

g‘

A e
X = _— iy,
. [ — e ™ 4

Si, dans les premieres, on fait # = o, il vient

2 =1 —e~ W,

o / A 2w T
Y “t —-———-—] Epe— - [{ sy,

On en déduit facilement I’équation différentielle de la courbe. On a

W= —am,

d’otr
diy = 2dw ,
[ —2x
done
A 1 , 2dz
dy——\/?_,; -—Z(I-—?.Jf) -—-———-r_zx-

Pour x = §, yest infini. Nous aurons occasion d’étudier plus comple-
tement cette équation (§ VIIT).

oy o N

Si k=%, on aura de méme

A dx
f]} — —_— el b
1= 22 z

qui se déduit de la premiere équation différentielle en posant
z— 2 - ; :

c’est la méme courbe, les axes ayant été déplacés parallelement i eux-
mémes.

De méme, si £ est quelconque, les deux signes du radical donne-
ront deux limites symétriques par rapport aux axes.

On peut passer de ce cas au cas ou il n’y aurait plus de pesanteur;
considérons g comme 'accélération d’une force qui tend & s’annuler.
A la limite, 1’équation (17) se confond avec I’équation (22); on fera
donc tendre g vers zéro, & condition de poser limg?(w) = 24 sous

Ann. de I’Fe. Normale. 3* Série. Tome X. 5.20
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le radical. 1l vient ainsi

4 e-20
dy = /-L—— — dwv,
o o /e 4
d’olt ‘

/
2 dx 74 ,dx
dy"f Z_ro')’[ "—r-"'I‘—-*)

&

cark = %: et enfin

2

ot
= — -+ — 5
\/’(’iy = \/] - ‘gmz - ']‘ I.a L’_"X/“’I‘““ /' .

Sans multiplier les exemples, montrons dans le paragraphe qui suit
que, chaque fois que I’on se sera donné la fonction 0(w), on pourra
étudier le mouvement complet du fluide et assigner la forme que
présente le réservoir.

VIII.

La fonction 0(w) connue, le mouvement est déterminé. Nous ve-
nons de voir d’abord que la surface libre est déterminée. Les équa-
tions (19) montre que z est déterminé en fonction de w. Inversement,
on déduira de ces équations w en fonction de z, soit directement, soit

w, = f(5,). On connaitra donc A == w -+ w, == f(z) -~ f(z,).
On pourra en déduire tous les éléments principaux du mouvement.

Trajectoires. — Elles ont pour équation, comme nous avons vu,
S =f(5y) + ou gp === gy 4= C,

et tout est connu maintenant dans cette équation : les trajectoires
sont donc déterminées.

Remarquons en particulier que, pour C'==o0, on obtient, entre
autres trajectoires, y == o. Si C'==C, donne une surface libre, ou
p ==po, (== Cy+ 2C donne une autre surface libre, car, en changeant
w en w— 2C, 7 (w) et y(w,) ne changent pas et la formule qui
donne p ne change pas.
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Les trajectoires orthogonales de ces lignes de courant seront les
courbes X == const. ou /(=) -+ /(z,) = const.

Vitesse. — On a

N n
e = f(3) +S"(51)» Ey:L[f () — Sz

et I'on sait que gﬁ représente la composante de la vitesse parallele a
I'axe Oz, et % la composante parallele 4 'axe Oy.

Or f est connu. Donc ces composantes en un point quelconque x, y

du fluide sont connues.
7)Y
oz’ dy
équations (1), on en déduira I’expression de la pression en un point
quelconque (2, y) du fluide.

On n’aura pas, en général, une pression constante le long d’une
trajectoire autre que la surface libre. Ce caractere permettra de recon-
naitre quelles sont les parties des trajectoires limites qui pourront
étre considérées comme parois solides ou comme surfaces libres.

En se donnant 0(w), on détermine donc le mouvement du fluide.
On pourra appliquer & la relation qui lie 5 et w la méthode de
M. Kirchhoff et déduire le domaine de = de celui de w. Reprenons,
dans ce but, les principaux exemples déji indiqués.

Notre premier exemple sera examiné plus loin (§ XIV). Considé-
rons le second.

Pression. — En portant ces valeurs de dans la seconde des

Deuxiéme exemple. — Nous avions
P

dsz , . — i

T =yl (w) = e~ - \/e —1,
d’oln

5=y (w) = o e (/e — 1 arctang /e 2" — 1.
Supposons que, pour w = o, on veuille avoir z=o0, on doit faire

=1, d’oli

avec w = o - . Les trajectoires ont pour équation, comme nous
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savons, ¢ = w, -~ C' ou 20y = C'. La surface libre peut avoir pour
équation

() w=w+ Gy,

ou C| est arbitraire; car cette équation équivaut a

(B) w—C,+C=w,+C ou we—= v, + C,

en posant w, = w — C; + C. L’équation (§) est bien de la forme con-
sidérée aux 83 1I et suivants. Or changer w en w, revient a prendre,
au lieu de f(5), f(5) — C, = C ou f(5) — &, c’est-a-dire au licude A &
prendre A, = A+ ¢(6 = C, — C); or An’intervenant dans le mouvement,
abstraction faite des axes coordonnés, que par ses dérivées, la nature
du mouvement reste la méme quand on remplace A par A,, quin’en
differe que par une constante additionnelle. La période de ¢~ étant
21w, w = w, + C, -+ 2¢m sera encore une surface ou la pression sera
constante. Soit C) = o, les deux portions de la surface libre correspon-
dront & ¢ = o, ¢ = =. Nous limiterons donc le domaine de w par les
deux parallelesy = o, ¢ = =.
Nous avons vu, d’autre part, que l'on a

Jo .09y JdA .07
ds gz Tlay 0z 9y ..
dw " [00\* [do 3 — 2 i =¢+in=D
(a2)+ (3)
On en déduit
, 9% 2
dw o dy 20, 4

g 9% VY2 P .2V PO P
¢ == .V.2 S } Vﬂ, ] =z —_V2 s V2 ) l }‘Q == -V-2

Enfin le rapport de similitude des plans = et w en deux points cor-
respondants est égal au module de (ff;f—) en ces points.
Les équations a étudier sont :
1° Pour ¢ =o,
Demfmin=cvt /e —1,

L’important, évidemment, sera de séparer les parties réelles des
parties imaginaires, et pour cela de résoudre I'inégalité ¢=*% — 1 > o,
ce qui donne ¢ < o.
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Sig varie de 0 & + =2, on a
E=e"9, 1 =\1— e %%;
€ est positif, prenons n négatif, ¢’est-a-dire le radical avec le signe —.
On aura, par suite,
— — e 29
z=1— ¢~9, y:\/l—e“ﬁ‘?—iLLﬂl—eﬁ-
2 1 —\i—e®
La pression p est donnée par la formule

7 . 2
P -+ Cy + 5 —O0,
[ e i
d’olt
P
F—k—Cl—}—z:o ou p =const.;
c¢’est une surface libre, comme nous savons déja.

Si g variede o4 — oo, on a
E::;e“?—{—\/(—,;_‘f‘?—:, N =0;
£ est positif. La vitesse a donc une direction constante, mais son in-
tensité varie : la pression n’est donc pas constante. La portion corres-

pondante de la trajectoire doit étre considérée comme une paroi so-
lide. Cette paroi a pour équations
x:l—e—?——-\/e"w-——l—l-arctung\/e“w-—x, y=o.

On a pris, en effet, e —1 avec le signe -+ ici, car, pour
¢ = — o, on doit avoir § = +oo. Ces équations représentent la partie
négative de I'axe des y.

2° Pour ¢ = =, les équations a étudier sont

{ ot i eh T,
Z Ay =214 T -+ e~¥m \Jem ¥ — 1 £ arc langy/e~*9 — 1.

La seconde peut s’établir de la fagon suivante. La trajectoire ¢ ===
doit passer par un certain point B de I'axe des x. Pour ¢ = + oo, la
premitre partie, déja trouvée, de la surface libre a une asymptote pa-
rallele & I'axe des y, z = 1; la largeur du jet a U'infini est = puisque, &

Iinfini, le rapport de similitude du plan z et du plan w, lé‘%l ou |D|,
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est 1. La seconde partie de la surface libre devant étre symétrique de
la premiere, on doit avoir, en appelant N son asymptote, M I’asym-
ptote & =1 (fig. 10), .

BN =AM =1, d’ou OB =2 +r.

Fig. 10.
Y
| i
Ainsi, pour ¢ ==, ¢ = o, on doit avoir '
5= 2 4T, d’olt o==1- 7.
De plus, pour ¢ > o0, ona
£z —e9, o == \/l — =29,

£ est négatif, n doit étre négatif : nous prendrons donc le radical avec
le signe —. On en déduit
Cmimer e, yem\T ey L LV e
2 [~-~\/l-—~ e
surface libre déja trouvée.
Pour ¢ < o,0na

Em — 9t \/E;"? -1, N 0g
on doit prendre le radical avec le signe —, car, pour ¢ = — =, on
doit avoir £ = — =. On a donc

=1+ m+e 94+ \/e*¥_1 —arclangye ¥ —1, z=o,

qui représentent la partie positive de I’axe des y depuis le point d’ab-
scisse 2 4 7 jusqu’a 'infini. C’est une paroi solide.
Remarquons que le coefficient de contraction de la veine est
™

e =2 0,611
2 -+ T
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Proposons-nous de chercher la vxtesse au point I, milieu de 1’ori-
fice OB.

1° On obtiendra IJ pour trajectoire en faisant ¢ = '—) Les équations
générales
(L — g - l"{] —_— W :L— \/E:_”_—.-W—-.;
dsv

S @y == o — e~ Wz \Jem W 1 o= arc tangy/e— T — 1

deviennent

Nous prendrons dans la premiere de ces deux égalités le radical
avec le signe —; car, si nous prenions le signe -, nous aurions pour
7, une valeur positive. Il vient donc

Ey ok dny == — le=9— [\/e~ 291

ou
£y == o0,
(1) _ e
| — = e\
et
e 1+ \em 24T T
Ly iY== o - lem P (e ¥ 41— (L -~-~-—\~{—)—:?-——~ (op k1) =3
car
. 1= o (1 w)? ) i
arctangeu == -L — == =L &——-—2— — —L(1 “+ u)r— - L(1— u?)
21— 2 I 2

= (L1 u) —-—-L(I—II

On a doneici, olt u == \/e™*? 1
U i
are tang iy/e=2% 1 == (L (x + /e~ 1) — SL(—e™)
. ————— { "y r .
= i L(1 1 F %) — ELC 29— 5 L(—1)

1-}-\/1—}—(:—’“?
I S

pe=> -——;—[O—FL(:),(.L—{--I)TL'],
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d’ol
. . P y-asn— e L e~ 41 T
xl+1y1—_—a+ze—<?+z\/e—“?+1——LLL\%?P_T_ __(zp__|_,)_‘;.
Pour x,, on doit trouver
™
Xy 1 4+ —
2
car
Ol =1+ E;
2
on prendra donc d’abord o = 1, comme nous avons déja pris . =—1.
On a
T
X1 =1 -
2
(2) _—
—me 1-+\e 2P 1
y1::e-‘0+\/e—2?+1.._L__};zﬁ_j___.
Posons
e~P=1,
il vient
T
( Zy=1 -+ —>
2
(2) —
e 1 1~ £*
|y oy o VTR,

2° Cherchons d’autre part le rapport des vitesses sur 1J et 4 la sur-
face. Je désignerai la valeur absolue de la premiere par V, et celle de
la seconde par V,. Je poserai

l/ Vi
7= —V-;

Or

& ot B = oo V) = (- VAT,
1

d’on

2
Ty - \/52 -+ 1

Pour { = o, on avait

fmer, =i e,



ou
4
=z 2 —
+ N =y =1
\F >
d’ou
V,=2;
on a done
1
7= .
1V 1

3° Cherchons quelle valeur il faut donner & ¢ pour que ce rapport,
sur la ligne médiane 1J, prenne la valeur 0,69 que lui assigne I’expé-
rience. L’équation qui détermine ¢ est

— 1
7 =0,6 ou ¢ L= —— = [
,69, + e+ 5265 =~

d’olt
k%

e el \/lz-»f—-l:/-'-—-l::/{——

e I e o
ak

ok ok

Portons cette valeur de z dans y,, et voyons quel est le point de I
ou la vitesse a cette valeur. Il vient

1y K oo ((f
Y, o o — | 2k o1 (/‘"F")2w/,. I k1 —_ _g k—1

en désignant par L les logarithmes népériens et par log les logarithmes

vulgaires.

Or an a
(R T Y log A1 —6,73653, L AT 695923
= 8 k=1,44927, log ;7——=0,73633, L 5+ ==1,695923,
d’olr

Y, ==1,44927 —1,695923 = — 0,246653.

Ce point est donc un peu au-dessous de l'orifice, a l'extérieur du
réservoir. On a d’ailleurs
Y, _0,24665 _  0,24665 — 0.0
OB~ a-+m — 5,1416 7 PR

environ. Ce point est donc sur l'axe médian au-dessous de orifice &
Ann, de l"Ec. Normale. 3° Série. Tome X. S.21
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"
4

une distance de I’axe des # qui est environ les ;57 ou 3, de la largeur
de lorifice. Comme Dorifice est généralement étroit, ce point se con-
fond, dans I’expérience, avec le centre I de Pouverture.

Quatriéme cxemple. — Traitons de méme notre quatrieme exemple.
Les limites du domaine de w seront, pour la méme raison que dans
Iexemple précédent, § == o et ¢ == m.

1° Pour ¢ = o, les équations a étudier sont

, . ) VA . /
oD = ol a2in-e 7k -2 S oll Y
= | —— e—% o

20 - 2Ly =1-—e" 72 / \/‘rw__ )
v

en supposant que pour g == o on veuille avoir =z == o. Plus générale-
ment, pour simplifier les calculs, nous supposerons que la force qui
agit est une force constante parallele & Ow; son accélération g sera
un nombre quelconque; par suite nous pourrons donner & % telle

valeur simple qui conviendra.

Cherchons 4 résoudre U'inégalité

hh
=29 T > 0.
[~
Supposons A == 4, il vient
e — T >0 ou (r-—e-?)(e* —e 2?4 2) < o.

Posons ¢? == «, on a pour le second facteur
(e (0 - 0z (U= 20— 2) (U - 1).
u* — 2u - 2 est toujours positif, 'inégalité revient donc i la suivante
(1-—e"?)(e"?+1)<C0 ou @ << o.

Done, quand ¢ est nul, les radicaux sont

wm

io<<o réels,

sio>o0 imaginaires.
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A. Pour o < o, on a done
T

2f = e ¥ /0‘2?————4‘ ) 27 == 0,
11— e 7

paroi plane. On doit prendre le radical avee le signe -+ car, pour
2 = -, on doit avoir £ infini; on aura done

2L A ALYy = — e /e w2 g
/ Vi

2x sl — eV / \/ e — - ngo, 2y == 0.
— t}"’ -

Ces ¢quations représentent la partie négative de I'axe des x. On s’en
assure ainsi. Pour ¢ == o0, == 03 la dérivée de x, £, est positive : donc
o décroissant, x déeroit et devient négatif. Je dis de plus que, pour
5= —w, 20 == — . Pour écarter les formes illusoires on peut, sans
intégrer, l‘u'oc(-’s(l(,sr comme il suit.

Posons ¢=% - u, d’ont

du
DA e T e U —m U —— e T,
1t

DY ey ) W g

d’oli

Le rapport qui est dans la parenthtse du second membre prend la
) =] P
forme —; en le remplagant par le rapport des dérivées, on a

o]

e A L«
p()l”' w:= 4=, 011 a (l()nU
AL = { e (T A= 1) 2 e 20 ou Z o - oo,

Les équations représentent donce la partie négative de 'axe des 2 tout
entiere.
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B. Pour¢>o0, 0ona

‘ A
2f=¢"%, 2an == \/-—————I peie e—29,

surface libre. £ est positif, on doit prendre n négatif, ¢’est-a-dire le ra-
dical avec le signe —. On en déduit

P
2 .
24 w1 — €%, 0}/“:———f \/l__.ﬁ_e—ﬂ-?d({;;
0

ce sont les équations déja obtenues au § VII pour A =3, £ =o, et ou
le radical a un signe bien déterminé.
Pour ¢ = + =, on a
=1, d’olt OM =1};

¢’est une asymptote parallele 2 Oy. A Vinfini le jet a une largeur égale
a w%’i = MN. La seconde partie de la surface devant étre symétrique
de la premiére, nous prendrons NB = }. Le point B sera le point de

Fig. 11.

>lo
1=
o

PR S

T Y

o

rencontre de la seconde partie de la surface libre avec O«. On aura
) , -
0oB r::l—’;—ﬂ'&/; el 20B == o TL'\/?,.

Nous reviendrons dans un instant sur la forme de la surface libre.
2° Pour ¢ ==, les équations & étudier sont

) . 2
25-}—26'{]::—-—@‘?:_’: e
I - e~%

9P
2L A4 2Ly == .x+e—?+7r\/2+/ \/(1*-49-— ——mjrlw
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Résolvons I'inégalité

)
=W e ——— >0 ou e 4 ey .
T+ % -+ >0
Posons e ?=u, on a
W4 ut—2>>0 ou (20 +2)(u—1)>o0.

Le premier facteur est essentiellement positif, on doit donc avoir

> 1 ou e~¥> 1.
Donce
9> o, les radicaux sont imaginaires,
¢ <o, les radicaux sont réels.

A. Soit g << o, o0na
i . v P
2f=—c 7 c‘w—-l_'_e_cps 27 ==0,

paroi plane. Pour ¢ = — oo, on doit avoir £ = — =, on prendra donc le
radical avec le signe —. On en tire

Y Nty
2 =067 T2 — eTY — - (Y 2y 0.
- -+ T J, I+ e 9 <, Y

Ces équations représentent la partie positive de I'axe des x depuis le
point B jusqu’a I'infini. Pour ¢ = 0, on a x = OB; la dérivée est néga-
tive; donc ¢ décroissant, 2 croit. On s’assurera, comme précédem-
ment, qu’il croit indéfiniment.

B. Pourg >o,0na

DY e A N 94 = = — -
” |+ e~Y

—_— 27

surface libre, car la pression y est constante. On doit prendre 0 né-
gatif, ¢’est-a-dire le radical avec le signe —; de la

:P —————————————

- 2 o
2L == A=~V T2 2y = — — — ™20 do.
+ Va, 2 /o \/I_H,_, :

Forme de la surface libre. — Cherchons 'équation différentielle de
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la premiere partie de la surface libre, on a

d’oln

do = —9—({_7—— ;

1—ax’

on a done pour I’équation cherchée

' ' la
(l) ‘{)’ T \/;:, - (,l -2 )z l _ill)*[' -

Pour la seconde partie de la surface libre, on a

d’onr

on a pour Péquation diflérenticlle

/ 2 - dor
(» dy ==~y J -l e (2 o)
) 4 x/ 2x —m\a v ) 1-my/a - o

Si I'on pose dans cette équation (2)

7r\/ 2% p
R A

on retrouve I'équation (1).

Ces deux courbes ont méme forme; 'une passe par le point A,
Pautre par le point B, enfin elles sont orientées en sens inverse; car

) (ly ’ - ’ - Vs . Y
dans la premiere o est négatif, x ¢tant inférieur a 45 dans la seconde
dy BT
—- est positif.
\ , . , . e, . ol

Il suffit donc d’étudier I'équation différentielle (1). {7{ est nul

pour les racines de I'équation

e frmr -z (1 22)? ou S hat—hat -z 120,
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ou
JS=(4a* +1)(x— 1) =o.

Comme x varie de o & 3, le polynome /' n’est jamais nul dans l'inter-

e, dy , \ dy
valle considéré. Pourx = o, <2 est égal i — o pour.x ==, 5= = — .
da O 2 da

La dérivée part done d’une valeur infinie, croit jusqu’en un certain
point, puis déeroit jusqu’a — .
(Cest ce qu’on vérifie encore en prenant la dérivée seconde

In(x—4 B

= =
(1 -~ z,.z’)\/: r—— 21— 2.2)*

Pour 2 -= | elle s’annule; le point correspondant est un point d’in-
flexion.

La forme générale de la surface libre est représentée dans la
Jig. 1.

La veine fluide est symétrique par rapport & la droite CD passant par
le milieu de AB parce que, en réalité, cette veine fluide n’est pas sou-
mise 4 la pesanteur, mais & une force égale et parallele & la pesanteur
d’un eoté du plan CD et & une force égale 4 la pesanteur mais de sens
contraire de I'autre coté de CD. C’est ce que la suite des caleuls met
en évidence. En effet, 'équation en D était

D F () D 4 e,

ER(w) 1
= F(w)
ou I'on avait pris
F(w)=—e",
en posant

2k
0*(ww) == F(w) + ._'_r: =",
&

d’ol
. 2k .
Fw)==—e", 22 = I, avec w =g + (.
("’i‘ .
Pour ¢ == o, on a donc
X 2
(1) D2—e ?D 4+ ———— == 0;

%
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pour Y ==,

(2) D e¥D - —2 — —o.
2T 1

W [

On ramene (2) a (1) de la facon suivante :
1° Je change la direction positive de I’axe des «. Alors D est changé

en — D. En effet, on avait
Tar=g(w)+y(w—0C), dou dx=[y'(w)+y (v—C)ldw;

done, si x change de signe, dw ou dg conservant le sien, c’est que
7/(w)+7/(w—C)ouS change de signe. Quant a P=1y'(w)y/'(w —C),
il est positif, car % représente, 3 un facteur positif constant pres, le
rarré de la vitesse 4 la surface. Done y'(w) et 7' (w — C) ou les deux
racines de (2) changent de signe et sont maintenant racines de

e 3

(3) D2— 7D +
’ P -1

© [Ty

2° Si I’on change en plus la direction de la force g, c’est-a-dire si
'on change g en — g, (3) devient (1).

Ainsi la portion de la veine qui est d’un coté de CD n’est autre
chose que la portion qui est de I'autre coté, apres changement de la
direction positive de I’axe des x et renversement de la pesanteur. Il
peut, par suite, y avoir discontinuité le long de CD.

Comme la pesanteur est parallele & Ox, ce mouvement sera réalisé
en supposant que le liquide coule dans un canal. On ne change pas le
mouvement, en effet, en remplacant I'une des trajectoires par une paroi
solide. En retournant alors la figure pour que la pesanteur agisse sui-
vant la verticale on a un cas réalisable.

[X.

Etudions encore quelques propriétés du mouvement. Reprenons le
second exemple, aucune force n’agissant sur le fluide.
Cherchons si dans le liquide, dans la veine fluide ou dans le réser-
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voir, la pression peut &étre la méme tout le long d’une trajectoire autre
que la surface libre. Pour cela, je considere la trajectoire ¢ =« infi-
niment voisine de la surface libre ¢ = o. Nous considérerons les puis-
sances de ¢, dont le degré est supérieur & deux, comme négligeables.
On aura

D=—=e9(1r— [5) -+ \/8"2?-—— [ —aico—"3
ou
------ lee?? ,
D=e" f(x——-ze)—i—\/ﬂ‘-’f—-l i =&+ .
0 - N .
1 9>o0:
tee™¥
z e @ e (2@ - — )-"qD P,
’.,+lfl = ¢ lee l—l\/l e (+l—e"2‘?>’

d’ou

- U.‘. ?‘ — )_- . 20 o—
e Vi1— e \/l—e—‘-’?<\/l el V>

) ou

o, et par suite V et p, varient le long de la trajectoire, pulf;quc o varie
avec 2. De plus p n’est pas uulcpen(lant de ¢ et par suite varie d'une
trajectoire i Pauatre. Ainsila pression n’est pas constante dans la veine
fluide.

2% @< o0,0na

oy

0= — e P4\ 1 — e,

Done

«-z e

Eb in=e Y — (ge P4 \Je R — 1 — (g e
1 | = LE \/e“?-— : ’
d’ou
ce™?
SR =9 o9 —
(e ),
2 - 29
nE - o pt e (e P \/e“"ﬁ"— 1)2 <I -+ ;)—5_7:—__——1>:

e—29

P _..(e P yem—1) ‘_“* e o(e—iP.._I)] =p,+ &p,.

Ainsilavitesse est la méme a des écarts pres de V'ordre de €? sur les dif-
Ann. de I'Fe. Normale. 3¢ Série. Tome X. S.22
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férentestrajectoiresal'intérieur du réservoir sar une courbe ¢ = const.,
en appelant neérieur du réservoir I'espace compris entre les parois
planes O2', Bx et la courbe ¢ = const. passantpar O etB. La vitesse V
varie donc avec une certaine lenteur, ainsi que la pression p, en ces
différents points des courbes ¢ = const. de I'intérieur du réservoir.

Faisons la méme chose dans le quatrieme exemple, le fluide étant
soumis & la pesanteur. On a pour ¢ =< (e infiniment petit)

:
o) =of - 2in=—e¥(1--ie) + e (1 —(g)—
1—e ¥4 fece¥

¥ =B, ona

Posons 1

A M « 1 _k - lee™? - lee—?\* . i
B-+icem® B leem? T B B B ) T

1 e

En se bornant aux termes du premier ordre,

ol) == e~%— (g9 \/c‘—ﬁ‘{z_«

2 oo
Posons A = %% + eyt il vient

_ - e ooy
al) =% —lge—7? - | — — | 5e=29
¢ ¢ y—\/A\/ A( e+ )

re=?\

:"_(3"1"~—[5{,’“?+\/K {.r-——- -)ff\ (2('*114}— T ) ‘

0y b dECTF
e GO e e

B B

=i >

o < o. Aest positif, VA réel, ot
f=me P \/h‘:,

” _ ’)
/)»_——-——X( \//\-—I—?(' @ - “>

Done £2 + 72 est de la forme
M? 4 &2 N2

et, par suite, il en est de méme de sa racine carrée; done g varie len-
tement avec . Il en est de méme de V son inverse.
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2° 5 >>o0. A est négatif, VA imaginaire; on a donc

f=—=emY + s(‘—':"('),g—?ﬁ- l_;i’> ___]/.._(,
° 2V

f T — Ee“’?—{-\/x.

Done £* 4 7%, et par suite p, contient = au premier degré : V varie
avee el g,

X.

La méthode que 'on vient d'exposer dans les paragraphes précédents
peut encore étre appliquée & d’autres cas ot le liquide obéit & 'action
de forces extérieures autres que la force de la pesanteur.

On peut supposer, par exemple, que le liquide est soumis & 'action
de forces admettant un potentiel et ne dépendant que de 'une des
variables  ou y. On peut appliquer cette méthode au cas ol toutes
les molécules fluides subissent une attraction ou une répulsion éma-
nant de I'axe y’y et fonetion seulement de 2; ou bien une attraction
ou une répulsion émanant de 'axe «’x et fonction seulement de y.

Nous allons prendre pour exemple le cas oli les molécules liquides
sont soumises 4 une répulsion émanant de y'y et proportionnelle & la
distance; soit 8 U'expression de cette répulsion sur l'unité de masse
on aura pour I'équation d’une surface libre

Po I 2};‘2 (')7_ " ey
P + 3 [<()',”) +<f7_y ) =4t — C,,

» s ~ 7 N .
d’olt, en se servant de ce que w, =w — Cet /—P‘-’ + C,= — £,
s 2 = [ (®) 4+ (v — )]
- 7/ (w)y (5w — Q) =L L Nl

en conservant les mémes notations que précédemment.

Posons
7! () =7 (w— C) == 8 (),

o () X y'(w—C)= P (w),
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on aura

2

: 3 L don [S(eydwe—=\/ P 1
F(w)”"/'—f”[L/b(“)dﬂ']’ d’ott ‘/S(n)du = \/P(u') k,

ou, en posant

2

—— . — R2
Biw) = R2(w),
/ S(w) dw=yR(w) — L, d’olt S(wr) = l{(n"'“)f:!t{.: (),

=T -k

7/ (w) et y'(w— C) sont donc racines de I'équation suivante du se-

cond degré
. R (o) R'(sv) 2

e ——— -+ oy = 0,
VRi(w) — k- Re(w)

- \/5?_<w>lt"-’<w> 8
VR — k- VRIRE e = A T RE ()

D2

d'ou U'on tire

oun
R(ew)R (vv) = &/-l

2/ R2(w) — &

() R () — S [ RE () — 4]

Si, de plus, R(w) admet — C pour demi-période, ¢’est-i-dire change
de signe quand on change w en w — C, les racines seronl permutées
entre clles par ce changement de w en w— C, car R(w)R'(w) ne
changera pas de signe, R*(w) non plus, mais R(¢) en changera.

On peut encore faire le calcul de la fagon suivante.

On a
2 L. ;
oy = k[ ['S(w)dw]
Soit
S () = F'(w),
il vient
] 2} e i -
Pw)= kB2 ()

L’équation du second degré sera

2 P (e I ——
D2—F'(w)D -+ o) o 0.
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On en tire

/ N
2 i ol * i 012 4 i "—”"_;“"—" N
2l = I () \/P () Fr(w) &
Posons
F2 () -+ b = N2(w),

on aura aussi

NN

YNy — &

o)

et F'(w) =

d’ ol
N o) N (o = VNG N Go) = BTNy = 7]
2) = | — N(sw)
V) . ,

TN Gy = &

qui n'est autre chose que la formule déja obtenue ott 'on a remplacé
R(w) par N(w). Si done N(w) admet — C pour demi-période, c’est-
a-dire change de signe quand on permute w en o — C, les deux racines
se permutent aussi.

OrD = C—[{:—‘—;-{{l, en intégrant eten séparant parties réelles et ima-
ginaires, on pourra étudier, comme on 'a vu plus haut, le domaine
de 5 au moyen de celui de w.

On procéderait d’une fagon analogue pour une force attractive ou ré-
pulsive émanantdeyy et dela forme £x". Plus généralement on pourra
suivre cette marche pour une force dont I'expression sera /().

Si, au lieu d’une fonction de x, la force était une fonction de y, on
pourrait procéder d’une fagon analogue; car

20y =y (w)—y(w—0);

on poserait
7y — oy (o — C) == A(w), 2 () (0 — C) =P (w)

et 'on serait ramené i former une équation du second degré connais-
sant la différence des deux racines et leur produit ou bien on prendrait
Pintégrale f(y + iz) -+ f(y — ix) et Pon procéderait comme dans le
cas ot la force est une fonction de .
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XI.

On peut pousser encore plus loin Papplication du procédé. Suppo-
sons (que la force soit une force centrale. Pour que le mouvement soit
symétrique, le centre d’attraction doit étre sur I'axe de symétrie; mais
on pourra le supposer plus généralement n'importe ot

Supposons d’abord que ce centre soit & 'origine des coordonnées.
La fonction des forces sera alors une fonction de 22+ y*. Or, pour la
surface libre, on a

2=y () 4=y (W — C),
aly =y (w)—y(w—_0),
dol
Ala? = y2)y = {4y () 7 (w — ().
Posons
7 () (v — C)y = m (w),
s )y (v — C) = P ().

En prenant la dérivée logarithmique de la premiere, il vient

(

W) gy =) ()
(¢v7) -+ '/.,(”'__“) - m(w)

,/ !

Or on a
7..’( w) 71/((‘, — (j) N ‘[‘)(”.) )

7o) 7w — () *_'_ m(w)’

. o ("
done 20 g 200 =)
v —10)

7.(sv)

degré

sont les deux racines de ["équation du second

ol s )
ne_T w)l l’(u):n.
() ()

Supposons, par exemple, que la force soit proportionnelle & la
distance et égale & 27, oli r = a* - y*. On aura pour la surface libre

P ~t ‘A"‘*‘,/‘/(“,)Z/(“,__C)

m=ri=y(w)y(w—L0)
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ou, en posant tou]ours] +Cy=—4,
P 2
A P(m) - t(”')‘
dol
2
P(w —_— .
(w) m(w)+ Kk

L’équation du second degré devient

2

I} L ) - —
w(w)Di—7 (_«r)l)—!—T—L—-—-(W) =7 = O

De la on tire, pour les deux racines,

o= T0Y) \/Tf’”(“') 8
TR TV m(w) T on(w) [a(w) + k]

Supposons, de plus, qu'elles doivent se permuter quand on change
w en w — G, Posons

9
Py = = R2(w),

on aura
() -+ k=R (w), w' () =2R(w) R ().

L’équation deviendra

[R2(w) — kID2— aR(w) R (¢) D +

=0,

1{()

et l'on en tire

) , VR (w) R2(w) — a[R2 (o) — £]
R{w) R (o) == e

D= R2(w) — £ ’

Si done R(w) est une fonetion périodiquc admettant une demi-période
— G, ¢’est-a-dire changeant de signe quand on change & en w — C,
les racines seront permutées entre allcs par ce changement, car R* (w)
ni R(w)R'(w) ne changeront, mais R(w) changera de signe.

Ces valeurs de D représentent Z ((W ) o L l((:;__( )) et, en intégrant par
-apport A w, on aura Ly (w) et I;L(W — C), d’onr, en passant aux expo-
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nentielles, v (w) et v(w — C) : de 14, les coordonnées x et y d'un
point quelconque de la surface libre en fonction du parametre . On
se donnera chaque fois la fonction R(w) : de la également = en fonc-
tion de w et I'étude du domaine de z & I'aide de celui de .

On rameéne le cas ot le centre d’attraction ou de répulsion n’est pas
au point O, origine des coordonnées, au cas ol il est & cette origine,
en transportant les axes paralltlement  eux-mémes. Les calculs sub-
sistent, & condition de remplacer =z par x —a + i(y — b) et =z, par
x—a—i(y—>b).

Il n’y adonc que des constantes de changées; la marche générale
subsiste.

Il estclair qu’il y aura d’autres cas encore ou, la fonction des forces
étant f(z, y), on pourra aller jusqu’au bout & 'aide de la méthode
indiquée ci-dessus. Enfin on pourrait aborder le cas ot le mouvement
n’est pas permanent. Bornons-nous, dans ce Travail, & ces cas prin-
cipaux.

XTI

Supposons maintenant que les fonctions f et /; ne soient pas les
mémes. Pourque A = f(z) + f,(z,) soit réel, ainsi que ses dérivées,
il suffit que /et /, soient des fonctions conjuguées de la méme va-
riable. Carsi f(u)=M(u) + iN(u) et f, (u)==M(u) — iN(u), M(u)
et N(u) étant des fonctions réelles de «, f(z) et f,(=,) seront aussi
conjuguées; leur somme sera donc réelle, ainsi que les dérivées par-
tielles de cette somme : ¢’est ce que nous supposerons maintenant. Si
I’on suppose que N(u) est identiquement nulle, on retrouve le cas
traité jusqu’a présent.

La marche reste la méme. Posons

w == f(z), wy = f1 (%),

e - — ~ e r - e ‘..._4.
~—_x(w), ~1~Ax(‘v1), ‘/z(ﬁ')”'/,iu("")’ fi.z((ﬂ)-—*-x'wl(wi)

Les trajectoires ont toujours pour équation w = w, + C'. Les coor-
données (z, y) d’un point de lasurface libre, dans le cas, par exemple,
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de la pesanteur, devront satisfaive au systeme d’équations suivant

\ 2y = s, O A DN
() Vo — iy =3 — k4 S Lo (90) 4+ 70 (s91)]
R e = S )

On aurait un systeme analogue en prenant pour variables s'= y + ix
et 5| ==y —z2x. Occupons-nous seulement du systeme d’équations pré-
cédent; les résultats du second cas se déduiront de ceux du premier
en changeant « en y et y en .

Portons la valeur w, == w — C dans la quatrieme équation et posons

2 () A4 oy (w0 — C) = 8" (w),
7' (w). oy (5w — C) = P ().
On aura

3

— k- P)u = :)'— S(w), d’ont P(w) =~ 2,
S (w) €5 (o) +

ety (w) ety (w — C) sont les deux racines de I’équation du second
degreé

D 8/ (w)D 4 - =o.
%S(w) “+ A

S’il n’y a pas de pesanteur, g = o, et ’équation devient

D2 — S’(W)D -+ ;: 0.

On tire de la premiere

S
2l =y (w) = 8 (W) + 82 (w) o s
E Qg .
py S(w) + £
2D ez oy (w - C) =28 (w) —- 82 () — - .
Z S(w) 4+ 4

Il n’y a pas besoin ici que les racines se permutent quand on change
wen w — C.
Ann.de I'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome X. 5.23
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En intégrant les deux membres par rapport i w, on aura

S

/
2y () =8 (w) + 82 () — - -+ o,
3 £8(w) -+ &
. s 8
29 (1w —C)=8(w) — 82 (w)— — -+ [.
E S () A

2.

En portant ces valeurs dans la relation quatrieme du systeme d’équa-

tions (1), on a
g &l o+ 0B
—_ 4 2 S(w) 4 L= = S() 4 ——5 |,
9 2 2

d’ont
a-+p=o0 ou f=—o.

Pour un point de la surface libre de la veine fluide, on a
symma — Ly =y (0w — (),

S ALy = () ot

d’oti
ax =y () -+ (v — (), sy ==y (o) — o (v — ).
On aura donc pour les coordonnées d’un point de la surface libre

ax =9 (w), niy== /S’i(ﬂ‘) e o G
\/ 280w A
L R

Dans le second cas, on aurait

— .

ay =8 (w), afx = /S"‘(n") —_—
\/ ~ S () -k

Comme nous I'avons vu (§ VIII), on peut ramener 'une

faces libres & avoir pour équation

[J e} SN

N

i

des sur-

Supposons qu’il en soit ainsi. On voit que 7' (w) et 7\ (%, ) sont con-
juguées; il en est donc de méme de 7 (w) et de 7, (w,), donc de leurs
inverses f(z) et f,(5,); donc A est réel, ainsi que ses dérivées :

nous sommes bien dans le cas indiqué.
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De la relation

s 3
25=8(w) + 8 (iw) — ——
. '-}S(U')-l—-/{

on déduira le domaine de = en fonction de celui de w.
Nous ne prendrons que des exemples tres simples.

Premier exemple. — Soit S'(w) = 0, g = o. L’équation du second
degré devient, en prenant £ = 2,
D2rr1=0,
d’ou
D=y ()=,
D=y () =—1
x ALy =y (W) =iv-+a,

2Ly ==y () = — (W — o

La surface libre est done la droite = o. En changeant « en y ety en
S Y
&, on aurait y =-o.
On peut poser w = ¢ + ¢y, il vient

d’olr
x = —1, Y=o,
Pour les trajectoires, on a
J == const., d’olt £ == const.
Si Pon supposait que Pon a 8'(w) = o0, S(w) = const., g 0, on
arriverait & des résultats analogues.

9

Deuxicme exemple. — Soit k=u, g=o0, §'(w) = \7_ L’équation
vV
du second degré devient

D% e ) 1= 0,
V(!’

d’ou
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on en déduit, en intégrant,
. - e .
2 Ly =22 /u' o0 —_ arcsin
iy =oyw+ \/ — —1+ :

x—iy=a\w —w \/& — 1 — arcsinw.
On a donc, pour la surface libre,
r=ay/w,
iy = \/;; T -+ aresin s,
ou

) \/;;',

I T ey
)T —Y \/I i caresin \/W T e (Y \/l T L(\/W = \/‘v" —1).

St on change le radical yw de signe, on obtient une seconde surface
lihre, symétrique de celle-la.
On peuat encore écrire

. — I .
S 4y s o\ \/:; otk aresiny/sy,

Paresinus s’annulant pour w = o, et poser @ = ¢ -+ v
1° Soity=o0,0<g<1.0na

' ~ — o
2 iy =a2o 4+ g \/ c= 1+ aresiny/e,

d’ol

S

e l . -
e 9.\/cp+’{)\/2 SR B o arcsuu/cp,

y=o.

. . T . .
x varie de o h 2 + = et, en prenant les radicaux avee le signe -, de

. T , . . .
0 —2—.. Yest une portion de 'axe des @ : ¢’estune paroi solide.

4

2% Soit ¢ =o, o > 1. Alors arcsinyy, ¢ étant supérieur a 1, est
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égal A iL(Vo + Vo —1) + 7{ et Uon a

wiy=aVorio\/1— = +iL(Ve+Vo—1) +

d’ou

.Z':zvg_*_?_;’
r=o\/1— L +L(F+va =)

surface libre déja trouvée.

XIII.

En prenant la fonction S(w)au hasard, on court la chance de ne pas
tomber sur un cas pratique. Mais on peut, du moins théoriquement,
déterminer S(w) de facon que la surface libre ait telle forme que I'on
veut

(1) y=f(z),
par exemple. Il suffit d’éliminer y et = entre cette relation (1) et les
équations de la surface libre

p s 02 () — 2K . [VA=G (@) 8% (w)
g ==z O () rk NE / 50w dw

’

en posant

G2 (w) == 8 (w) -+ 2‘{‘,
o

ce qui donne I'équation différentielle en 6

Vh—0-(w) 02 (w) [ 02(w) L N (o
\ _-__0(&’)*- ~r = f l — g' G(w) b (w),

d’ott 'on tire 0 en fonction de w. On voit qu’en prenant w pour fone-
tion, w est donnée par une quadrature en fonction de 6; on en tirera
ensuite 0 en fonction de w.

XIV.

Dans le cas ot les fonctions f et £, sont les mémes, il peuty avoir
symétrie par rapport & 'un des axes de coordonnées ou par rapport &
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une parallele  'un de ces axes; car soit, d’une facon générale,

r=flze—a+{(y—0)]+flr—a—i(y—0)],

x— -{-;2; :/': [7 — a —+ ['.(“1,, — ;})] +f; l’ —_— — i('}" . l))],

y= gy =Ll —a iy — b —file—a— il = O]}

7

si Pon pose d’abord y = b + / et ensuite y = b — &, x = a,, pour ces
deux points V,, est le méme et les valeurs de V, sont égales et de signes
contraires. C’est un des caracteres d’'un mouvement symétrique par
rapport & la droite dont I’équation esty — b = o.

En prenant de méme

N=fly—b+iz—a)]+/[ly —b—ilr—a)],

on verrait qu'un pareil mouvement peut étre symétrique par rapport
ala droite dont I'équation est x — @ = o.

Mais ces conditions nécessaires ne sont pas toujours suffisantes,
pour que le mouvement soit symétrique. Il faut encore voir ce qui se
passe quand on change, dans le premier cas,  — @ en — (x —a) ect,
dans le second, y — b en — (y — b). Nous allons donner un exemple
ol ces conditions nécessaires ne suffisent pas.

Remarquons encore auparavant que, lorsque /et /, ne représentent
pas la méme fonction, le mouvement n’est pas, en général, symétrique
parrapporta un axe. Toutefois il peut arriver, comme dans Pexemple I1
précédent, que les équations de la surface libre renferment des radi-
caux de telle maniere que, en changeant convenablement leurs signes,

on obtienne une seconde surface libre formant avec la premiére un
ensemble symétrique.

Exemple. — Prenons g = o0, S'(w) = 2sinw, £=2. Cest un cas
particulier du premier exemple du § VII; dans ce cas nous trouvions
une surface libre circulaire. L’équation du second degré est

D2—2Dsinw 41 =o.
On en tire

L) =D"==sinw — \/sin*w — 1 == sinw — £ cosw,
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d’ot, en intégrant,
x4 Ly =y (1) =— cosw —+ ¢sinw,
2= iy =y (W) = — cosw — rsin,

en supposant nulles les constantes d’intégration. On en déduit, pour
les coordonnées d’un point de la surface libre,

Z == — COS I,

¥y =sinw,

d'olt x* - y* = 1. Nous retrouvons hien une surface libre circulaire.
On peut aussi écrire

5T =GOSV A SNtz — eIV = — g i(@+IY)
d’ou
LAy = — e = — etV (cos g — ising),
2= — oY o8 o,

y=e+¥sing.
Pour ¢ == const., on obtient les trajectoires : ce sont
a2 - _)/2 —_— e+~.n,‘;;

les trajectoires, et en particulier la surface libre, sont donc circu-
laires.
Calculons les éléments du mouvement. On a

aricr Y A e [ — 2
langg == — =, S = g=are tang (\—— ;‘/),
1 dh_ dJo “+ ¥ ‘ I o
----- = - = ——— I -~ e e e
2 do dx xr- oyt 2 \& Ly & t‘y)
1 O do —T I I I
e DI e I e D - —_
2 Jdy dy x4y 2 \&+iy x—1y

On voit que la vitesse parallele & Oz change de signe, quand on
change ¥ en — y; la vitesse parallele 4 Oy change de signe quand on
change  en — x. La vitesse parallele 4 Ox a le signe de + y : posi-
tive du coté de Oz ol se trouve les y positifs, négative de autre coté.
La vitesse parallele & Oy a le signe de — « : positive du coté des z né-
gatifs, négative du coté opposé. On a donc un mouvement de rotation
circulaire dans le sens négatif.
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On aura

. V“::—z/4 o ou V:z,
X Y r

rétant le rayon vecteur du point considéré du fluide. On en déduit,
pour la pression, la formule

> 1 1
i=5lw )
r=R étant I'équation de la surface libre; » croitra de R jusqu’a + .
On a donc affaire & un liquide tourbillonnant autour d’un espace &
la pression p,. On voit que la vitesse en un point de ce tourbillon est
donnée par la formule
v=_2.
p
Cette loi a été indiquée, pour les tourbillons accompagnant 1'écou-
lement par un orifice, par Léonard de Vinci et vérifiée par Venturi
(Essax sur les ceuvres physico-mathématiques de Léonard de Vinci ou fe-
cherches sur la communication latérale du mouvement dans les fluides).
M. Boussinesq a donné, dans son Essai sur la théorie des eanx courantes,
la théorie rationnelle complete de ces tourbillons.

XV.

I est & peine besoin de faire remarquer que les §§ X et suivan(s
subsistent dans le cas ot les fonctions £ et f, sont fonctions conjuguées
d’une méme variable. I n’est plus nécessaire dans ce cas que les ra-
cines se permutent : la fonction arbitraire peut donc étre quelconque.



