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SUR

LES MOUVEMENTS DES NEUDS

ET DU PERIGEE DE LA LUNE

ET SUR

LES VARIATIONS SECULAIRES DES EXCENTRICITES

ET DES INCLINAISONS,

Par M. J. PERCHOT,

ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

INTRODUCTION.

Depuis Newton, le but final de la Mécanique céleste est de savoir
sila loi de la gravitation universelle peut expliquer 4 elle seule tous
les phénomenes astronomiques. Le moyen d’y parvenir est de faire des
observations aussi précises que possible, de les prolonger pendant de
longues années ou de longs siecles, afin de déterminer avec une grande
exactitude les inégalités des mouvements des corps célestes et de les
comparer ensuite aux résultats du caleul.

Or la Lune est facile & observer et son mouvement présente plu-
sieurs inégalités importantes. La théorie de notre satellite fournit done
un excellent controle de la loi de Newton; elle nous donne aussi des
renseignements précieux sur Ja parallaxe du Soleil, sur I'aplatisse-
ment ¢t la rotation de la Terre.

Pour toutes ces raisons, la théorie de la Lune est d’une importance
capitale en Mécanique céleste. Mais elle est aussi difficile qu’impor-
tante. Tous les géometres qui ont suivi Newton s’en-sont occupés et,
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malgre leur génie et lears elforts, les diverses théories qu’ils ont faites
pour expliquer son mouvement laissent beaucoup a désirer.

Les récentes découvertes de M. Poincaré sur le probleme des trois
corps nous montrent, en eflet, le peu de rigueur des anciennes mé-
thodes et nous apprennent ¢qu’aucun des développements auxquels
elles nous conduisent n’est convergent.

Heureusement, M. Poincar¢ ne nous a pas laissé au d(zpourvu : les
théories des solutions périodiques et des solutions asymptotiques nous
permettent de calculer plus rapidement et plus exactement que par les
anciennes méthodes Jes coefticients de certaines inégalités.

(Vest en appliquant Ia premiere de ces théories que j’ai calculé, dans
une premiere approximation, les cocfficients des principales inégalités
périodiques des longitudes du neeud ascendant et du périgée de la
Lune. Dans ce travail, jai pris pour point de départ les équations
canoniques quiont servi 4 Delaunay.

Enfin, dans le dernier Chapitre, j’ai indiqué d’autres équations cano-
niques qui définissent le mouvement relatif de la Lune, par rapport a
un systeme d’axes animé de deux rotations correspondant aux mou-
vements séculaires des noeuds et du périgée.

PREMIERE PARTIE.

SUR LES MOUVEMENTS DES NOEUDS ET DU PERIGEE DE LA LUNE.

I. — Equations canoniques d’ot dépend le mouvement de la Lune
autour de la Terre.

Soient

Oz, Oy, Oz les trois axes rectangulaires passant par le centre de la
Terre;

x, v, 5 les coordonnées du centre de la Lune;

', vy, 5 celles du centre du Soleil;
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m, m', M les masses de la Lune, du Soleil et de la Terre:

R la fonction

J

l.’ii

1 x4 yy' -+ ::’1

SESE

les ¢quations du mouvement de la Lune sont

(0 Er o,z 0B vy R L5 s IR
& det Ry dee T EE T dy’ i TPE T g

.y désigne la somme M - .
Sil'on supprime les seconds membres, on a les équations du mouve-
ment elliptique

(o) d*x Lo, d*y N y ] d*s N 3
o el S A 0 i il A et ¢ 8 — o — == O
et P ! i L dt* e

On suppose que le plan des 2y est le plan de lécliptique et que Oz est
la ligne des ¢quinoxes.
Soient

NII Uorbite de la Lune;
N le noeud ascendant;
IT le périgée.

Désignons par

ale demi grand axe de Povbite lunaire;
e son excentricité;

p son parametre;

7 le temps du passage au périgée;

A la longitude du noeud ascendant;

g Pargument de la latitude du périgée.

L'intégration des équations («), par la méthode de Jacobi, donne

de dy ds

s intégrales x, v, 5, = 50 wvement elliptique en fonction
les intégrales @, y, 5, = 0 7 du mot ptiq

du temps ¢ et de six constantes arbitraires C, G, I, ¢, g, A, dontla signi-
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fication géométrique est donnée par les formules suivantes :

o C=— Zfia’ G=—=Vpp, - ppcose,
) )
¢ =- 7T, 2 == NII, o= xN.

Si, dans les équations (e), on rétablit les seconds membres, on a
les équations (@) du mouvement troublé. La fonction R, qui dépendait
de z, y, 5, @', ¥, &, devient une fonction connue de 2, ¥/, 7/, ¢’est-
a-dive du temps ¢ et des constantes G, G, H, ¢, g, A.

En considérant ces six arbitraires comme de nouvelles variables, la
théorie de Jacobi nous apprend que les dérivées de ces variables sont
données par les équations

i (lfz B f)]‘ de IR

\ 7 A

dG_ oR dg  OR

(6) (T AR R [P
( dlil {)“IE ((/1 . IR
e on’ e on’

Mais ces équations présentent, comme on sait, un grave inconveé-
nient.

Dans le mouvement elliptique, z, y, = sont des fonctions pério-
diques de n(z—¢), n étant le moyen mouvement de la Lune, ct des
formules (%) il résulte que 2 est fonction de C. De sorte que, dans les
formules (h), le temps sort des signes sinus et cosinus, et ces for-
mules ne peuvent s’appliquer indéfiniment ni servir a la construction
des Tables.

On évite cet inconvénient, en prenant, au lieu de e, la variable [ dé-
finie par I’équation

Le=n(l -+ c).

On voit que / est 'anomalie moyenne.
Apres ce changement de variable, les ¢quations (6) n’ont plus la
forme canonique, mais on les y raméne en posant

dp
T

dl.,
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L étant une nouvelle variable. On peut écrire cette équation
da

dl. == \/f: ’)“’\7;7 d’oti L= \/ﬁ

En résumé, les formules (6) peuvent étre remplacées par les sui-
vantes

(4 OR dG _ R dlL_ 0R
‘ de oh’ i —  dg’ dc ol

" | i _on dg _ OR Al OR
de T o’ dt oG’ dt— " 9L’

R A XBeos|[h(h-4 g4 L B gl 01y - (g 4 ) -+ k" L — 7 0]

A et B sont des fonctions développables des éléments osculateurs géo-
centriques de la Lune et du Soleil.
Les variables L, G, H, /, g, /& y ont la signification suivante

| P \/(IIJ, (3 == L\/l — e, H = G cos .

[ désigne anomalie moyenne de la Lune;

g la distance angulaire du neeud ascendant au périgée;
A la longitude du nocud ascendant;

I, g, I les quantités analogues pour le Soleil.

Pour simplifier I'écriture, nous désignerons dans la suite par D la
différence des longitudes de la Lune et du Soleil; ¢’est-a~dire que nous
poserons

Do gy oo Lo B gl L

II. — Méthode d’intégration.

Pour intégrer les équations (1), on a di procéder par approximations
. o r .
successives, en se basant sur Ja petitesse du rapport — des distances

de la Lunc et du Soleil & la Terre.

Delaunay a ainsi déterminé les expressions des coefficients des iné-
galités des coordonnées de la Lune, jusqu’aux termes du septieme
ordre inclusivement. Nous aurions pu déduire de ses calculs les inéga-
lités périodiques des longitudes du neeud et du périgée. Nous avons
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cru préférable d'employer les nouvelles méthodes inventées par
M. Poincaré.

Nous nous proposons donc d'appliquer la théorie des solutions
périodiques  la détermination des coefticients des inégalités pério-
diques, qui correspondent dans les mouvements des neeuds et du pé-
rigée aux trois grandes inégalités périodiques de la longitude.

La méthode que nous emploierons pourra, du reste, s’appliquer i
la détermination des inégalités des nweuds et du périgée qui corres-
pondent aux petites inégalités périodiques de la longitude ou des
autres coordonnées.

Nous ne conserverons done dans R que les termes qui introduisent
dans laJongitude, V, 'une de ses trois grandes inégalités : variation,
svection et équation annuelle. Dans ces termes, que nous détermine-
rons au Chapitre suivant, nous remplacerons £, £ par leurs valeurs
déduites des observations, et nous négligerons les variations du grand
axe.

Nous n’aurons plus alors que les quatre ¢quations

il JR d(x JR
e on’ di oy’
dh JiR dy oR
de o’ de T 067

et la fonction R, qui figure dans ces ¢quations, sera de la forme
Rz A BB cos[(dn~-dn' )b " g 1 "o+ ).
On sait que les neeuds sont animés ’un mouvement rétrograde,
dont la période est
. 67931, 393

par conséquent, £ est une fonction périodique de période a.
Le périgée étant animé d’un mouvement direct, dont la période est

b = 3232], «‘77,
g =+ & est une fonction périodique de période b.
Or ga et 19b ne different pas de la centieme partie de leurs valeurs.

Posons done
O -=1gb="T= 614181 83;



SUR LES MOUVEMENTS DES NOEUDS ET DU PERIGEE DE LA LUNE. S.9
déterminons ensuite o par la condition

-
2T =oam, a==21"101,

et posons
ot=— Ik

b

g &, £ peuvent étre considérées comme des fonctions périodiques de
période T.

Le coefficient de ¢, dans 'argument d’un terme quelconque de la
fonction perturbatrice, est de la forme e —- ',

Divisons tous ces coefficients par , nous aurons ainsi

in--dn'==ia-¢ (¢ trés grand et e << o),

(in-t-i'n"Yt—=diot-i~et =10k +¢et.

Nous négligerons, dans tous les arguments, ¢ devant 7, £, ce qui
revient & une tres légere modification des moyens mouvements. La
fonction R ne contiendra plus le temps explicitement; elle sera de la
forme

RezA4-XBeos(dy, vy " h-t-q);
elle dépendra des variables lin¢aires H, G et des variables angulaires
h, g, k, qui ont pour période T.
Posons
D= — oK - R

et déterminons K par I'équation

AK  od

de " o’

nous aurons alors le systéme canonique

‘ dii o dG Y aKk. 0D
dc =~ oh’ dr - dg’ dc — 0k’
(2) ( arn o®  dg ___ob  dk __ob
de oW’ de T OG] di oK’

O — 2K 4+ Ry+ Ry,

GO D+ Ry

R,, @, désignant les parties non périodiques de R et @, R, est 'en-
Ann. de U'Fe. Normale, 30 Servie. Tome X. S.2
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semble des termes périodiques de R, que nous devons considérer pour
le but que nous nous sommes proposé¢; R, contient, comme R,, n'?a?
en facteur.

Les équations (2) ont I'intégrale

¢ — const.

Considérons cette constante C comme une donnée du prohleme et
posons, comme M. Poincaré,

Désignons, pour un instant, par a; 'une quelconque des variables
‘ 8 | T
L, G, I, et par y; la variable angulaire correspondante.
pary; 8
Les équations (2) peuavent s’écrire

da; dP? JF
( dye . 49 _IF
Cde T 2Cdxe, T Oy

Les solutions des ¢quations (2), qui correspondent & la valeur particu-
litre C de U'intégrale @, apparticnnent aussi aux équations (2').
t, comme M. Poincaré 'a montré, une solution de (=), qui est telle

’

que @ soit égal & une constante G, différente de €, appartient encore

. . ) ¥
aux ¢quations (2°), pourvu que 'on 'y change 2 en ¢ (:'~-
a

. . , . . G
En effet, en changeant, dans les équations (2), ¢ en /T‘.ly elles de-
viennent
dr; Gy dd
dt M (lytl .
. » 10, 2,3;
(l.}’t L (;1 (l(b
ol o dry,

et, comme @ = C,, ces équations peuvent s’éerive

da; ‘1_‘1_’_2 dr
de = aGdy, —  dy; ' .
‘ / iy, %y 3.

dy; dd* ¥
di T oCdx; T diy ’
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Des solutions de (2), il est donc ais¢ de déduire celles de (2'), et in-
versement.

Nous considérons done, au lieu du systeme (2), le systeme

Cdll - OF A OF Ak OF
(3) S dt — 0k’ di— 9g’ dr T ok’
( dh ()E_ dg _ OF dk_ JF
di — 7 om’ dt = 706G’ di — 7 0K’
= ;IT (D% ++ 2@, R, + R1).

Désignons par I, la partie non périodique de F; par n'*a*F, la partie
périodique. Nous pouvons considérer n'*a® comme un parametre tres
petit . et écrire

D R Mt & TP

(4) | O— l“(, -+ .

F, se compose du carré de @, et des termes non périodiques qui
proviennent du carré de Ry.

n*a*F, se compose de 20, R, et des termes périodiques qui pro-
viennent du carreé de R,.

C est du premier ordre en 2*a* ou p, ainsi que F,; F, est du
deuxitme ordre en n'*a®.

M. Poincaré a montré que les systemes canoniques tels que (3)
avaient des solutions périodiques de période arbitraire, et il a indiqué
un procédé rigourcux d’intégration.

Nous allons appliquer sa méthode aux équations (3) et chercher
ainsi une solution des équations (2) ordonnée suivant les puissances
croissantes de p. et dont les coefficients sont des fonctions périodiques
de z.

Nous posons donc

RN | LEENTA § CRNETEY § R S
G GO o G- 2G4
K == KO- p Kt - p2 K24 .,
fo =z DO o R - AR 4
g g A pgt Pt

R O T e al il PR
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Nous calculerons seulement les deux premiers termes de ces déve-
loppements.

Dans F, & la place des variables G, H, K, g, 4, £, substituons les
développements précédents et développons F suivant les puissances
de p.. Nous aurons

[ o=, (J.d’l Rl ZAk L P
Il est claiv que
LOF 0P O,

,,,,, A 0 M) 0 [ A Ay o P
D, == 1y (HY, G K2 10, g0, 1) - 10 S e G EEs e

@, ne dépend que des variables H°, G°, K, A°, ¢°, £°, H', G', K'.

Cela posé, on voit que, en égalant Ivs mémes puissances de @, on
obtient une série de groupes d’¢quations différentielles dont les pre-
miers sont

, car asr KL
) e " di " e
(D) ¢
' ((//z" » '}_I_"_ (/,;"" B JF, Ay (),F“
de oI’ i a6’ de T 9K
[l b, (3! b, dK' I,
( de” AR’ dt dg’ de 0k
6) '
) ( dht b, ot b, dit by
de T onY’ de T o6 de T OKY

On intégrera d’abord le systeme (5), puis le systeme (6).

Nous remarquerons que, pour avoir une intégrale des équations (2)
de période T, il ne faut pas chercher une intégrale de (3) de période T
car, pour cetle intégrale, @ serait généralement égal 4 une constante C’
différente de G, de sorte que, pour déduire de l.: solution considérée
des équations {’) une solution des équations (2), il faudrait y rem-

placer ¢ par /w,, et Pintégrale ainsi modifiée n’aurait plus pour pé-

riode T. Nous chercherons done une solution des (:quations (3) de
période T,. Pour cette solution, ® sera égal i une constante €/, et en 'y

l

G . . , .
remplagant ¢ par ¢, on obtiendra une solution des équations (2) de

G

période T, i



SUR LES MOUVEMENTS DES NOEUDS ET DU PERIGEE DE LA LUNE.

.13

92}

III. — Expression analytique de la fonction F.

Apres avoir exposé¢ la méthode d’intégration que nous suivrons,
nous allons former I’expression analytique de la fonction F.

Ne considérons que les termes de R qui, pris isolément ou com-
binés avec d’autres, introduisent dans la longitude ¢ une inégalité de
méme période que I'évection, la variation ou I'équation annuelle, et
réduisons R & ceux de ces termes qui donnent dans ¢ des inégalités
d’ordre inférieur au cinquieme ordre. L’expression de la longitude de
la Lune, qui résulterait alors des intégrales des équations (1), contien-
drait les trois inégalités considérées avec des coefticients ne différant
de ceux ue donnent les observations que de quantités du cinquieme
ordre.

Yar conséquent, les intégrales g et & des équations (1), obtenues en
réduisant ainsi R, nous détermineront en quelque sorte les inégalités
périodiques des neeuds et du périgée qui correspondent aux trois
grandes inégalités périodiques de la longitude.

De cette fagon, nous négligeons, dans la fonction perturbatrice, des
termes qui, & premicre vue, semblent plus importants que d’autres
(Ue NOUs CONservons; puisque, pris séparément, ils introduisent dans
les expressions des coordonnées de plus grandes inégalités. Mais, en 'y
regardant de pres, il est manifeste que, pour juger du degré d’impor-
tance d’un terme de R, il ne faut pas seulement, comme Delaunay I'a
fait dans sa Théoric de la Lune, considérer Uordre de la plus grande
inégalité que ce terme, pris isolément ou combiné avec d’autres, intro-
duit dans les coordonnées. Il faut encore considérer les arguments des
inégalités qui en résultent : un terme qui introduit dans I'une des
coordonnées, ¢ par exemple, une grande inégalité, mais dont la pé-
riode est différente de celles qui correspondent aux principales inéga-
lités de ¢, n’est pas un terme tres important. Les inégalités qui en
résultent sont détruites & trés peu pres par d’autres provenant de
termes d’ordre plus élevé de R. Il ne peut pas en étre autrement,
puisque I'observation nous apprend que de semblables inégalités
n’existent pas dans la longitude.
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Ces considérations, dont Delaunay n’a tenu aucun compte dans ses
immenses calculs, n’avaient pas échappé a Laplace. Dans I'équation
qui lui servait & déterminer Pinverse de la projection du rayon vecteur
de la Lune sur le plan de 'écliptique pris pour plan des coordonnées,
Laplace a négligé des termes qui paraissent tres importants, car ils
acquerraient des diviseurs du deuxieme ordre par Uintégration : il
avait remarqué que les inégalités qui résultaient de ces termes se
détruisaient  trés peu pres et devenaient ainsi conformes au résultat
des observations (').

Dans le méme ordre d’idées, M. Poincaré a remarqué qu’il doit y
avoir dans la fonction perturbatrice des groupes de termes qui, pris
séparément, ne sont pas négligeables, mais dont 'ensemble ne produit
pas d’'inégalité appréciable.

La connaissance de ces groupes permettrait de simplifier énormé-
ment les calculs. Malheurcusement leur formation nous semble diffi-
cile; quoi qu’il en soit, nous n’avons pas encore obtenu de résultat
assez général pour en faire mention.

Nous allons d’abord chercher les termes de R qui, considérés isolé-
ment, introduisent dans la longitude ¢ des inégalités dordre inférieur
au cinquieme ordre et d’argument £/, 2D ou 21) — /.

On sait qu'au cinquieme ordre pres, Uexpression de Voest

Vieihog- gt bt (2e — L)y sind-p (S 1)

A= 1het sind Lo 00t sin gl - (—y
—27%esin(ag -+ 30) - atesin(rg - L)

e AEyretsin (o - 40) - dpretsine g - Lytsin (G - 40).

Soit A;cose un terme de R; ¢ étant ordre de la plus grande inéga-
lité que ce terme introduit dans /4, g, £, L, G, H, nous dirons, avec
Delaunay, que ce terme est de Pordre ¢.

Nous allons montrer que, en général, un terme d’ordre ¢, introduit
dans V des inégalités qui sont au moins de 'ordre ¢+ 1.

Pour cela, il suffit évidemment de considérer les deux premiers
termes de V.

(1) QEuores de Laplace, T. 111,
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Cherchons d’abovd les termes d’ordre ¢, A;cosa qui introduisent
dans & + g+ des inégalités du méme ordre. Réduisons, i cet effet,
A; A sa partie prinmpale @;, et R au seul terme périodique a;coso. En
développant les équations qui définissent /, g, %, elles deviennent

db__ 2 OR_1—c IR

di an Jda “atne g’

dy \/ }:— ei—* S 9.-/-’ ()R
i arne Je  fg» Ry — e ()/
dh 1 ()R

dc - /ﬂ Il,/\,/l & ‘)}’

Si done @; dépend de e et non de v, ¢’est dans /, g que A;cosa in-

. IR
troduit d(s in¢galités d’ordre ¢; comme = a des signes contraires

dl SR Ty (o
les parties principales de ces inégalités se détruisent

dans 7 ﬂ

dans l+ & et, par suite, dans V.

Sia; dépend de v et non de e, c’est dans g, A que A, cosa introduit
des inégalités d’ or(hv i, et pour la méme raison que précédemment
leurs p.lru( s principales se détruisent dans g —+ A.

Enfin, si a; est indépendant de e ety lc terme A;cosa n'introduit
pas d’inégalité d’ordre 2 dans g et /; mcus il en introduit dans / et, par
suite, (Lms le premier terme dc V.

Il est aisé de voir que les inégalités introduites dans esin/ par un
terme quelconque d'ordre ¢ sont au moins de ordre 7 + 1.

Si a,; dépend de e ou de v, A;cose introduit des inégalités d’ordre
i+ 2 dans G et H; done m'dre ¢ ~+1 au moins dans e. Dans le cas
o a; ne dépend ni de ¢ ni de v, 'argument de A;cosa est de la
forme

P YU R ey ey gy Ly

car, en général, a est de la forme
= f(h g g g e W = U)K T K (g = ) + KL,

et A; contient ¢, v, ¢ a des puissances respectives, au moins égales
aux valeurs absolues de £, £, £”.
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Done, si a; ne dépend ni de e, nide vy, on a

dazcose)  d(a;cosa)

o T T g

Or
Al dtdl dldG
di Tl A TG
r—e* dR Vi et IR

e Y
a*ne dl atne g

Les parties principales du deuxiéme membre se détruisent et A; cosa
introduit encore dans ce cas des inégalités d’ordre ¢~ 1, au moins
dans e et, par conséquent, dans le deuxieme terme de V.

Les seuls termes d’ordre ¢, qui introduisent dans A +- g -+ [ ou dans
V des inégalités d’ordre ¢, sont ceux dont la partie principale ne dé-
pend, ni de ¢, ni de y. Mais ces termes du quatrieme ordre sont tres
peu nombreux, et I'on voit aisément qu’aucun d’eux n’a pour argu-
ment [, 2D, 2D — .

Done, pour calculer Ta variation, I'évection et I'équation annuelle
au cinquieme ordre pres, il 0’y a pas i tenir compte des termes de R
qui sont du quatritme ordre. D’apris ce que nous avons dit au début
de ce paragraphe, nous ne prendrons dans R que des termes des pre-
mier, deuxieme et troisieme ordre.

Delaunay a cherché tous ces termes de R, il a réuni tous leurs argu-
ments dans un Tableau que nous allons reproduire, en mettant, en
regard du numéro de chaque terme, son argument et son ordre. Pour
simplificr I'écriture, nous désignerons par D la différence des longi-
tudes du Soleil et de Ia Lune; ¢’est-i-dire que nous poserons
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Numéro
des
termes.

Arguments.

2D — (2g -+ 2l)
U, ol 30, 41
o) —[— 1
oD — (-
oD - b=
oD = L=l
L=

L1

2D

0.9 2l

21

2D -2l

2D~ ol '
oD —ol- 1

Dl
() gy
28

oD —(og-t-ol) -1
oD —(g-t-2l) -l
Lol

{-=al

2D e Lol

Py R Y

Ordres.

1
1
I
1
I
2
2
‘)

2

NN XN N NN NN

~ N

W W ww N NN N

Numdéro
des
termes.
28.... ..
29

ade oL

30......
Sl
32,

Arguments.
4D — ¢
4D+ 1
3D+ £
3D — !
D1
(og+ol)-1
(ag+ol)—1
2D — (ag-t-al) -1
oD — (ag--2l)--1
aD—1
2D~/
28 -l
2g ol —1
ol -+ 1
ol —1'
2D 402l
o) —m ol —1'
oD ol -l
34
oD =31
oD —31/
o D) — ol — ol
oD —ol-2/
D—i—1
Dl !
2 D—(2g-+2l)—al
2D — (2g--2.0)2l

S.17

Ordres.

o S 2 B S S S R O S U U O R

Considérons d’abord les termes du troisieme ordre; soit Aycose l'un

d’eux.

Il ne peut introduire d’inégalité du quatrieme ordre dans V que par
les deux premiers termes A -+ g -+ { et esind.
En ne conservant dans R que ce seul terme périodique A, cosa,
h +- g - | devient, par Uintégration des ¢quations (1),

oo g+ L +esine;

esinl devient, de¢ méme,

(¢ -+¢e,cosc)sin(l-+e;sine).

En développant ce produit par la formule de Taylor, on voit que les

Ann. de I’ Fe. Normale, 3¢ Série. Tome X.

8.3
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termes du quatrieme ordre v ont pour arguments
otz .

Done, il ne faut prendre, pour le but que nous nous sommes pro-
posé, que les termes du troisieme ordre, dont les arguments o sont
tels que

2 ou o=l oD, oD —(;
mais, en nous reportant au Tableau précédent, nous voyons que ces
termes n’existent pas. ’

Passons aux termes du deuxicme ordre, soit A, cosa 'un ’cux.

Il n’introduit des inégalités d’ordre inféricur au cinquitme dans
V que par L+ g -/, et par les termes du premier et du deuxieme
ordre de V. Le terme de R d’argument ¢’ donne dans 4 -+ g -+ L des iné-
galités du deuxieme ordre ¢t de méme argument ' que I'équation an-
nuelle; nous devons donc en tenir compte. Considérons un terme du
deuxitme ordre, A, cose, dont la partie principale @, de A, dépend
de e; d’apres ce que nous avons dit précédemment, ce terme introduit
des inégalités du deuxieme ordre dans £ et g, du troisicme ordre dans
g+lete.

De sorte que, en ne conservant dans R que ce seul terme pério-
dique,

foete g L devient. fo - g {1 gy sine,

esind " (¢ 0y cose) sin( L4~ &, sinz),
et sinal » (¢4 a3 cosz)rsin(al - 28, 8ina),
Esin(2g - 0l) » (7 -+ nycosa)tsin(al-1 oy aesinz).

En développant ces expressions par la formule de Taylor, on trouve
que les termes d’ordre inféricur au cinquieme y ont pour arguments

o, atal, ct(og-2l),

etl'on arrive & des conclusions analogues pour les termes du deuxieme
ordre, dont la partie principale du coefticient dépend de y ou de e et .

Nous devons donc prendre les termes du deuxieme ordre, dont les
arguments o sont tels que

o, bl actial, gt (ag uly=L{, 2D, al) —
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¢’est-d-dire les termes qui, dans le Tableau précédent, ont les n° 6,
11, 12, 13, 16.

D’apres tout ce qui précede, il est manifeste que nous devons aussi
tenir compte des termes du premier ordre : 2, 3, 4, 5.

Les inégalités qui résultent de deux termes A;cosz et AjcosB
peuvent encore s¢ combiner entre elles et donner ainsi, dans esin/,
des inégalités d’arguments o == 8 et d’ordre au moins égal & ¢ 4+ + 1.

En effet, soient ¢;,, cosa ot o; sinw les inégalités que A;cosao, con-
sidéré isolément, introduit respectivement dans e et /; €. c0sP et
¢;sinf les quantités analogues qui vésultent de A;sinf.

A cause de ces deux termes,

esinl devient (e - 2. COSa 4 &4 €08B) sin(L - d; sino + d; sinf).

En développant celte expression par la formule de Taylor, on voit
que les inégalités introduites dans esin/ et dont les arguments con-
tiennent i la fois e et B sont au moins de 'ordre ¢4/ +1, et ont des
arguments de la forme o == == /.

Il en résulte qu'avcun terme du (roisieme ordre, associé méme 4 un
terme du premier ordre, n’introduit dans V d’inégalité d’ordre infé-
rieur au einquitme.

Mais il n’en est pas de méme des termes du deuxieme ordre : en
désignant par B l'argument d’un terme du premier ovdre, nous devons
done tenir compte des termes du deuxivme ordre dont les arguments o
sont tels que

g Bzl 2D, oD —

c’est-i-dire les termes 7, 8, 14, 15, 17, 18 du Tableau donné précé-
demment.

En résumé, pour calculer les trois grandes inégalités de la longi-
tude de la Lune, au cinquitme ordre pres, il suffit de réduire R aux
termes suivants :

1° Les cing termes du premier ordre... 1, 2, 3, &, 5

., { 6,11, 12, 13, 16
29 Les onze termes du deuxiéme ordre. {7, 8, 1h, 15, 17, 18
’ y Ay > ’
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Malheureusement, ces termes périodiques n'introduisent pas seule-
ment dans V des in¢galités d’arguments £, 2D, 2D — £, Ils y en intro-
duisent encore beaucoup d’autres qui doivent se réduire entre elles et
avec celles qui résultent des termes de R dont nous n’avons pas tenu
compte. Cela est nécessaire pour que les résultats des calculs soient
conformes & ceux des observations. Nous devons donc chercher si,
parmi les termes du deuxicme ordre de R que nous avons négligés, i
y en a qui réduisent sensiblement les inégalités d’arguments autres
que ', 2D, 2D — 1, introduites par les termes de R dont nous avons
di tenir compte pour calculer les expressions analytiques de la varia-
tion, de I’évection et de Iéquation annuelle au cinquieme ordre prés.

D’apres tout ce qui précede, il est manifeste que les termes 22 et 23
associés au terme 5 introduisent dans esin/ des inégalités du qua-
tricme ordre d’arguments £+ 0" et { — /'; celles-ci réduisent donc les
in¢galités de mémes arguments introduites dans A+ g+ par les
termes 41 et 12.

De méme, le terme 21, associé au terme H, introduit dans V des iné-
galités d’argument 2D — 2/ qui se réduisent avee celles qui résultent
du terme 4.

Nous ajouterons donc aux termes considérés précédemment les
termes 21, 22 et 23.

En définitive, nous prendrons dans R tous Ies termes du premier et
du deuxieme ordre, exceplé les termes 9, 10, 19, 20.

Avant d’¢écrire 'expression de la fonction perturbatrice, réduite aux
termes précédents, il ne nous semble pas inutile de remarquer que les
inégalités introduites dans les coordonnées par deux termes dont les
arguments sont de la forme /+ il et { — il’ se réduisent entre elles et
deviennent de Pordre j -+ 2 si les deux termes considérés sont de
Pordre .

Vérifions-le, par exemple, pour les termes du deuxieme ordre 11
et 12.

A cet elfet, ne conservons dans R que le seul terme périodique 14
et réduisons son coefficient i sa partie principale

! 42
. gmat o ..
RozA--3 g eel Cos (L= 1),



SUR LES MOUVEMENTS DES NOEUDS ET DU PERIGEE DE LA LUNE. S. 21

En portant cette expression de R dans les équations (1), il vient

dG

dr @

f_{_[l. n

T

dl 3 m'a> .

o = A ﬁ;;/ii- ee sin(L-- 1),

di I N ] ,
{ll I . == <.) T ce’ - /| ";L‘— ‘é‘> C()b( l ~}- l ),
i or 3 n'2 ¢

((l; T i If»,[ -(—c-(:()s( L1,

(_/ﬁ .

de, O

L'intégration de ces équations nous montre que le terme considéré

introduit dans L, /, g les inégalités

D 2
3, n'*

o (@ i €] GOS (L= L) A=
4 n(n--n) (L8

Dl 12
[t /; f’é : ‘;;"(‘;;1%242'“};"5 sin (L 0y +...,
0o 12
g /f: },j(;;n.;-"';l'j sin(l-t-0') ...
el , , .
:Z (’j; ’7['4 s = 2y sin(l+ 1),
3, n'

po e el o8 (-0,
¢ /'( n(nf}”l,)(ob( L")

Le terme esinl de V devient done

¢ 3 ¢ LG cos (L -+ l’)— sin [l —+ Je__ mt sin ({ + l’)J
T4 n(n4-nty ) foe n(n-+n')
W2 .
:;:esinl—k-?’- ¢ — _sinl 4+....

4" n(n~=n")

En changeant dans tous les calculs précédents 2 en — ', on voit que
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le terme en cos(/— () de R introduit dans le méme terme de 'V I’iné-
galité

<

"o 9
0D 2

n .
— g e sin - L
4 n(n—n')

Les inégalités introduites dans V par les termes du deuxieme ordre
et d’arguments /- ', [ — (' se réduisent done au quatricme ordre.

On vérifie de la méme facon que les inégalités introduites par ces
deux termes de R dans la coordonnée U se réduisent au quatrieme
ordre.

Tout ce qui précede s'applique, sans aucune modilication, & deux
termes de R dont les arguments sont de la forme [+ " et [ — il'.

Revenons aux inégalités introduites dans V par les deux termes 11
et 12. Nous venons de voir qu’elles se réduisent au quatrieme ordre.
On est conduit & s¢ demander si ces inégalités du quatrieme ordre,
qui sont déja la réduction d’inégalités du troisicme ordre, ne sont pas
elles aussi réduites par les inégalités provenant des termes d’ordre
plus élevé de R. Cest assez probable; la réduction des inégalités pro-
duites par les termes des différents ordres de R revient, du reste, &
Pexistence des groupes dont nous avons parlé précédemment.

Les quatre termes du deuxieme ordre 9, 10, 19, 20 ne donnent pas
dans V d'in¢galité d’ordre inféricur an cinquicme et d'arguments 7,
2D, 2D — /; mais ils y introduisent d’autres inégalités du troisieme
ordre qui ne se réduisent pas avee celles qui proviennent des termes
du premier et du deuxieme ordre. Cependant ces inégalités ne sont
pas conformes aux résultats des observations. Elles se réduisent done
avee les inégalités de mémes arguments, qui résultent de termes
d’ordre supéricur de R; et 'on peut déterminer ces termes en suivant
un procédé analogue i celui dont nous nous sommes servi pour
trouver les termes de R qui introduisent dans V des inégalités ’argu-
ments £, 2D, 2D — £ et d'ordre inférieur au cinquieme.

Nous allons maintenant écrire le développement de la fonction per-
turbatrice.

Nous négligeons les termes d’ordre supérieur au qualricme dans la
partie non périodique ¢t 'aussi dans les coefficients des termes pério-
diques considérés précédemment; enfin nous ne tenons pas compte
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du terme 13, qui ne donne que de trés petites inégalités dans g et 4,
car il est du deuxieme ordre et la partie principale de son coefficient
ne dépend ni de e, ni de v.
Nous avons ainsi

R= na(—3y*+ e+ iyh— fylet— Jy2e 4 [ e*e?)
—+ Il’ga‘::—— tecosl-- (fe—iy2e)cos(2D + 1) 4 (— fe+ $y2e) cos(aD — )
— e’ cos (o) — L —U') +-See'cos(aD) — L+ ') — 2ee’cos ({ + 1)
—dee'cos (L —U) -+ $y2cos(ag +al) - Letcosal+ et cos (2D +2l)
=28 cos (2D — 2 l) - 1% e2e cos (oD —al—1')—Liete cos (2D —al+ ')
=1Eytetcosa g yreos[aD — (2 g-ta )]+ 2y2ecos[aD — (2 g+20) — U]
— 4yt cos[aD) — (2 g+ al) + ]].

IV. — Intégration des équations (5) et (6) du § II.

Cherchons d’abord les développements des fonctions @, Fy, F,.
Nous avons posé, au § I,

P =Dy - Ry,
L 1 S, ro ot
o et o (D - Ry ) 2= Fo - n2a?Fy,
o o

P, ¢tant ensemble des termes non périodiques de I et F, 'ensemble
des termes périodiques. On voit done que

I . PPN T 9
Ky = (@ 4 partie non périodique de R);
or R* s¢ compose d'une somme de produit de deux cosinus et d'une
somme de carrés de cosinus. En d'autres termes,
Ry = oXA.BeosacosP -+ ZA* cos*a;
nous y ferons les deux (ransformations

2 C0$ & COS 3 = c08 (o -+ B) — cos(az— ),

cos?z = ) - cosao.
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. . L Y Az
Il est manifeste que la partie non périodique de RY est 2—;— :

A2 (n'2a*)? . e
— AP 99 42,2 2061 ,2 ,/ oyl 35 L0\
E o — ( "L e? o U yret - Sl etel - 9/«_‘,, VN'C'),

de sorte que

f r " .
I~ 2 C a2 % (s Bey2 g B 2 1 Bk D22 942,02 1 9 ,2,/2
F""zc[“m —2aKna(— P f et Yy — Gt et = e A et e?)

(n'%e2)?

A (W= e At e e gyt et ]
Nous avons trouvé précédemment que les équations qui détermi-
nent A°, g°, £°, H*, G*, K® sont

dKvOF,  dGY OF, A OF,
de T 0k’ de — og"’ de R’
O jae o aeon e,
de T 0KV’ de 06 de — OHY

Nous allons chercher une solution périodique, de période F,, de
ces équations.
Déterminons «, par I’équation

oy Ty am,

les coefficients du temps dans £°, g9, A° seront des multiples de «,.
Posons ensuite
9'.(}1

a‘ - - (‘*-7
4

C, et T, seront liés par la relation

‘V
o ,.(1 Ty am.

Nous déterminerons plus loin la constante C,.

Revenons aux équations (1); les trois premicres de ces ¢quations
nous montrent que K, G°, H sont des constantes; nous déterminerons
ces constantes en égalant les seconds membres des trois dernieres
équations (1) & des multiples convenables de o,. Puisque £ est une
fonction périodique de £, de période T, que £ diminue de 27 dans le
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mn

temps a = ‘5’ et que g+ /4 augmente de 2= dans le temps b = 1—1;,

nous devons déterminer K*, G°

oK'

JdF,

2 — e T

® dG"
oK,
oH»

%y

28 oy ==

—Qdy ==

Gy
< T; )

G
c’

~

1
— Qo=

]

28a —

Des relations qui lient G et H a e, y, on déduit que

S.25

, H" par les trois équations

P o2
2 el e — 2y 4 —
()I*', :«__\/_x_m e JF, N [— f)/ i or, 3 (llf‘_’_ ! v 2 Qb,
3) 0G T dne oe /Ia‘n/\/1:7~ dy a*ne de ha*ny dy
(‘
JoF oy i | ’)I“n = i).I&-
| 't)/ \/ L— et dy dy’
NOUS avons aussi
n - o ) (1'% )2 o o
T Ll camsaak(Ge—ppe 1yt + LT (e e +—cc>]
4\
oF ’ , o NP p (n"*a 04
7}& 50| @K (= 3y 60—yt =yt ——~——) (=597 |-
) JF, dF, le deusi d
lOUl' ne conserver (léll’lh ~)—(,' ) )” ({llb les termes du ((,uxu,mc ordare
ene, ¢, v, il suffit de prendre
c'l
I .
2 JF, I n'* . , n* a2 Ly, 9y 2081 ,02
Tne 9 =au| " K mie iR T (AN A RY AR
1_07‘2.4_ ej
) 2 OF, | n n'* n"*a*,
W%’ = op| — o e (= 3yt fet — )+ (—5E+97) |
&
T+ o OF, 1 [ n'% - I n'* "12“2( 99,62 4. 2)]
PR ol OO IV A B B2 Be2 6 e — e? - .
hatny oy ol 2 oK (= iyi—iet—iet) noo2 97

En portant ces développements dans les équations (3), nous trou-

Ann, de U'lic. Normale. 3¢ Série. Tome X.
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vons, pour déterminer H, G°, K* ou les valeurs ¢ orrespondantes de ¢,
v’ KO, les trois ¢quations

v, _ G

[ B0 = g2,

=T 2afaK®— n'tat(— iy ) o
ﬁl“o I Il'2 e, VT 3 117402 2061 42 ) — G,

K’ 2y ) e — 2 e 03 LT 02 2001 0I2Y e 08y ]

(4) ()(‘() 9 C (g I ( I )/ ) - n ned ( 8 & / 32 )- C’

9 2 .

()F“ o 0 B2l 2.0l '; e n= 99,02 02 — Cy
=] —— B S e FYPE [t (V0 e — g

T il a] KO (— 3 = Je" By ) =+ e 97 _ 9 T

Pour simplifier les calculs, nous remplacerons

2K par n*@tak’,

G par n"a*Cy;

le facteur »™*a* sera commun aux deux membres des équations (4).
lin le supprimant, nous aurons

- .’AK"—— _:ymz wfr ; 02— Cl:
1 n' . . 2061 2
e et ldl\“( 8ot (.nv . l',),'/"'“"~l" 20!1) . (_,__ "x' ettt 17 /nz__ 1221 ¢! )'] — 286((:1,

%
e

IIL

h"( :.c —BeMae w - '; lr) ES 'n e 9,/021 :"‘90‘01-

Ges trois équations déterminent les constantes initiales ¢, y", K°.
En divisant Ies deux dernivres équations membre i membre, il vient

0,0

OLaKO (3 b J et pay ™o ) m AT et 1T
b | 2KO (— & — Betop Byt bl

/ 2(”’1 cu]

= 1ie ~9y']=0;
"ol

[ oK B 17, e o 6,390 16y

(%) |

-+ Lermes du quatriéme ordre en ety 3%, ¢,
La premitre des équations (4) donne ensuite

(6)  Cpe=thlewygeren 7,877 -+ 167¢ -+ Lermes du quatricme ordee.
Portons ces cxprcssious de 2K et C, dans la dernitre des équa-

tions (4), et faisons-y

!
n I
Sz=by, al= 3548

"
- = LN |
n 15 ’
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~

nous aurons ainsi, entre ¢, v, la relation

847,599 — 639,6¢ = 19,80,

(7) 1,329 — 2= 0,030q.

Nous prendrons poure® 'excentricité de lorbite lunaive telle qu’eclle
résulte des observations

(8) =l

18°

Nous déterminerons ensuite ¥° et zK par les relations (6) et (7).
Nous trouverons de cette facon

{ =1

8 )
(8 | aKo——-3,38q.

La solution périodique des équations (3), qui correspond i ces va-
leurs initiales, ne donnera pas une solution des ¢quations (2) ayant
rigoureusement pour période T; mais nous démontrerons dans la
suite que pour cette solution @ differe tres pen de C,, de sorte que
la période de la solution obtenue sera tres voisine de T. Nous verrons
plus loin que les valeurs de e, v* qui correspondent & une solution
des équations (2), de période rigourcusement ¢gale 2 T, different no-
tablement des valeurs de e, y qui résaltent des observations. Par con-
séquent, la solution périodique, qui correspond a ces valeurs initiales,
ne donnerait pas de bons résultats dans le calcul des inégalités
courte période du périgée et des noeuds.

Apres avoir ainsi déterminé les valeurs initiales, nous déduirons
des équations (1)

k== L, gV 280, b 4wy, I =~ oyt -+ @

Déterminons maintenant les expressions de 4', g'; pour cela, for-
mons d’abord la fonction F,.
Nous avons posé

n'ta = o d, R+ termes périodiques de Rj.

Nous ne conserverons que les termes du deuxieme ordre en ¢, v, et
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ceux du troisieme dont 'argument ne contient pas [ Nous aurons de
cette fagon

12,212 »2
n"*a*F = fﬁo-i‘, ) [-— 2o K" Ry~ % 3» 2icosal+6eosaD—3cos(2D--2l)-gcos(2D—21l)

- 2L eos 4D - L eos (4D +- 20) - B cos (4D — 21)

+¢'[gcos (2D—al~+ ')+ lcosl + 4 cos(2D—al—1')] ‘]

Les valeurs de H', G*, K* sont, & des constantes pres, déterminées
par les équations

dK!' _JF,  dG'_oF,  dH'_ OF,
AR AT g A o

ou I'on a remplacé, dans F,, K, G, H, £, g, £ parK°, ..., 2% F, ne con-
tient que des termes périodiques, ¢’est-a-dire pas de termes constants;
done K', G', H' sont elles-mémes des fonctions périodiques, et cela
quelles que soient les constantes m,, m,.

Désignons par (K'), (G*'), (H") les constantes de K*, G*, H*.

Nous avons trouvé précédemment que o', g*, k' Gtaient déterminés
par les équations

dk o, dgt o, it o,
de TR Tdr TGV A T onw
e ‘ JF . OF JoF,
B, == Py (K0, GO, T, A0, g W0y 4 K ;jl(‘(:’ - (! (—)T}(')’ - ;)fﬁ’
et, par conséquent,
[ dit I, L0 F, ~  'F, *F,
e e e e KU S Gt Y e
dt oK? 102 oK oG oK oH'
det  OF, . O0*F, W 0*F, . *F,
(10) w e Mok Wage W gargiin
f{/f: R ‘)!"1_ N I ')i!f”, w3t o F"‘ -t 01_!1” .
dt JH° IO 9RO Y )G JH

Les constantes qui enteent dans les deuxivmes membres de ces
bquations ne proviennent que des constantes additives (K'), (G*),

(1,

'l
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Nous devons donc prendre
(K" = (G!) = (H")Y=o.

De I'expression de F, et des formules (3), on déduit

0k, ront /9 9
[ p g p02 02 __ o
G IKS T aC w F\CTT e T
0%k, 1 n'? 3 .
e T s e — e e 202 2,02
TR0~ 50w P\ T T Y
0*F, 1 n'? ar aK®  3og 2
YT Byl G ~on'?
JG3 2( n? 2 a* 8 ’
*F, _ 1 n*/ 3 aKe 9
ollv? 2GC n 2 a? 9 ’
»#F, 1 n® 6a] 0 N 117
JdGY Ol T 2 C nt a* 8 :

Portons ces expressions dans les équations (10),

comme dans les équations (4), «K°® par n*a*aK®; i

S.29

e'?

)

et remplacons-y,
| viendra

% (— 6K+ LL7) Y,

2K+ La/2)HL.

1
E-Z"i i Ti ot Bl G SR AARES PRALE AL -2 (€
dt a0 20 n g 2
12 12
1 n ‘ . 1 n
)12 21 0__ 309\ (1
e e e 2 (e B g KO OO G — —
20 n® (=% &) 20 n?
11
il dht or 1 n'?
b e e (e B 302 4 302 9 0/2) o K1
o - (—2 3¢+ 3y 2e'*) o
d& ()Il() 2G n
2 ’
1 n \ ‘ 1 n
— — 5 W (—6aK' 1) G — — — /2 (—
i 20 n 26 nt

Développons les deuxitmes membres de ces équations en n’y con-
servant que les termes qui sont nécessaires pour calculer les inéga-

lités du premier et du deuxieme ordre de g et A.
Pour simplifier I’écriture, posons

oy 14
n'*q? P

Fi= -G Mo
on aura ainsi .
L i o
oY ne 2 /) de 4y
o oFy ,f?‘.fi(,,t,ﬂ ’) AN
oo hny 9 ) Jy
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et
e\ oF' o e e e s
A+ (— L fe ) cos(aD — 1) — St el cos (2D — [ — 1))
+ e cos(al — )= cos({+4 ') —de cos({—1') — Lecosal
+3evcos(aD - al) 44 cos(aD — al)

+ 4t cos (oD —al— 1) —AF e cos (2D — 2l ') 4 13y cosag

0
+ %§—-2,gicoszl+ 6eosaD —dcos(2D) -+ 2!)
+gcos(aD —al)—2lcosqD -} cos(4D - 2l) + ¥leos (4D —al)
H+e'[gcos(al — ol l') —3Lcosl + 2l cos (2D — 2l =1},

9

1— 2y + —6: dFQ ' '
T T e 20K —detcos (2D A4 £) +2e cos (2D — ()
A= Lie cosag - Feos (ag - 2 l) -1 ‘vcos[OI)——(ow—‘,-z/)]
= 2lelcos[al) — (ag - 2l) — "] = e cos[aD) — (ag +2l) +l’][,
En réunissant ces deux expressions, ¢l en ne conservant que les
termes qui donnent dans g des inégalités d’ordre inférieur au troisieme,
on trouve
| — n' z{j::o 20:]&?”(/?"“/( ",LE ?'”(osl e /‘ cos(al ) — = cos()l)—~l)
;é —=¢os(21) - ATy g %COS(MI) — -+ 1)
3¢ . Je , ,
-7 5 ¢ Cos (- 1") — 7 -’;co.s(l—d)-«-‘coso,t
A= 2eos(aD - al) 1P eos(al) —al)
e 208 (2D = 2 g n ) Ecos(2g - 20)
(12) -8 cos (oD —-al— Iy — L cos (2D —2l+1")

~= el cos(al) —ng o al—1)

, /0, ¢
+4e cos (2D o g —al - l) - " (-/2 ----- T >coszg§
o\ A
n*at n' o

25 ona — — ‘
ot e e e AR 0089 L b cOs2 D) - 3 cos (2D - ad
IR ( ‘

4 cos (2} = 2l) 4T cos4 D -4 cos (4D -+ 21)
+eos(bD—al)+ ¢ [geos(2D—al4l)—5lcosl

=2 cos(al) ol — l/)]é'
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Nous allons montrer qu'au degré d’approximation que nous con-
sidérons, il n’y a pas lieu de tenir compte dans les équations (11) des
termes en H', G', K'.

Nous avons trouvé que F, était de la forme

! n'ta?
- 2 o oep o
P — I a Ko E A cos(h'+- ' g4 "0+ q)
n "(1"’ o
Bl E B cos (4, kO -+ {3 &0~ i A0 - q).
a4

Pour simplifier I'éeriture, nous désignerons par ¢, ¢’ les arguments
h* + 7 g 4 "h* + g. Nous avons trouvé pr(,ccdemment
dK! " ~m , n'ta? | . N
— TR 9 al\"Z -~ Adsing - SO e‘z — B¢, cosd’,

! 2

,,rz a® na 2
| [ — ’Jl\"ZA -C080 e ———‘——(,’ZZ]} ———:,—"-—-7,—— ¢coso’.
(- Yo, 2 G (6 4=Cy 1) =y
Multiplions par « et remplagons dans les dénominateurs «, C par aC,,
nous aurons

/2 0 3 12 42 3

; n' (( )UK { n'at {

aKlo }_ A oy oy COS O - i P z B —t— = €089,
PN (=8 -4 20y Oy~ i+ 0y

Nous n’avons pas ¢erit de constante additive dans 'expression de K,
car nous avons montré que (K') était nul.

De la premitre des ¢quations (4), il résulte qu’aux termes pres du
deuxieme ordre

u"a )al\" . n'*a* I

T A

Tous les termes réunis sous le premier signe 2 proviennent direc-

tement de R,. En se reportant au développement de R, que nous avons
donné & la fin du § I1[, on voit que ceux de ces termes qui sont du
premier ordre ont des arguments de la forme

S J =g e A= T e - avec 17 o0.
Or i est déterminé par I'équation

(Jr~j'n')y="io-+e, e, JEo,
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et comme 7 est tres grand relativement & o, il est manifeste que ¢ est
- tres grand relativement a " et 7.
Pour tous les termes du premier ordre en e, y de 'expression de K!

le ra ort ———— est (res voisin de 'unité.

PPOTY 7=

aK' est donc au moins du premier ordre : il ne donnera pas dans
dg! d/L

0 de terme d’ordre inféricur au (roisieme.
Il en cst de méme des termes en G' et H*.
En effet, on a

dGy n'*aq? . n'*a*
S e g K 2 — ASing - ——i- 2 E — B¢, sind’
(i‘ (.4 .’;(; !

et au deuxieme ordre pres

o i . I N i“ a
G ZA(H_( s tu(ow—* 3,387(’ Z‘B(“ oy coso’.

dg' dh

Par conséquent, les termes en H', G* dans © T

sont au moins du
quatritme ordre.

En négligeant les inégalités du troisicme ordre, on a done

dgt ok,
3 S e oG’
1
(1) ( dht — JF,
T oo’

L’expression de I, est donnée par la formule (g).

Les arguments D, 4, /', g qui y figurent ne sont pas exactement les
valeurs de ces quantités telles qu’elles résultent des observations, mais
leurs quotients par «¢. Kt, comme les coefficients du temps dans , 7/, D
sont tres grands relativement & «, ces quotients different trés peu des
valeurs exactes des quantités correspondantes.

En se reportant aux Tables du Soleil de Le Verrvier ('), on trouve les
formules suivantes ol les angles sont exprimés en dixitmes de grade,
et le temps compté en jour moyen & partir du midi moyen du 1* jan-
vier 1850.

(VY dnnales de L’Observatoire de Paris, 1. IV, p. 106.
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Différence des longitudes de la Lune et du Soleil :

a=—=12393,2 -+ 135,4528¢.
Longitude moyenne du Soleil :

L ==280°46'43",51 + 59'8",3304 = 3119,5148 - 1.0,9516t.
Anomalie moyenne du Soleil :
L —T=125"22",01+ 3548",16¢ =10,9278 (.

Supplément de la longitude du nceud de la Lune :

N =12373,994 -+ 0,5884¢.
Anomalie moyenne de [a Lune :

2 == 402,2 - 145,1666 (.
Et, par suite, longitude moyenne de la Lune :

-2 =1512,7148 --146,4032.

Or tous les arguments qui entrent dans la fonction perturbatrice
et, par suite, dans I'; sont de la forme

demj(ht-g+l—N—g" —U)-j(g+-l)+ )1 —j" L.
En y remplacant 2, g par 4", g°, (in 4= ¢n")¢ par i, k°, ¢, étant déter-

miné par I’équation .
(n~t-i'n'yt==i k=i o ¢,

on trouve
Do ==2393,2 ~+135,47314 = 2393, 9 -+ 20812, ¢,
s { == f02,2 --145,1720¢ == (02,2 - 2229, L,
(14) , A moe 1,7 = 10,0368¢ = 4,7+ 168a,¢,
gy 1888,7 -+ 146,0948¢ == 1888,7 -+ 2257, ¢.

A I'aide de ces formules, on exprime immédiatement tous les argu-
S.5

Ann. de UEe. Normale, 3¢ Série. Tome X.
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ments qui entrent dans F,, et 'on a pour g*

dg!
dt

T A
ot = ETHlln(lall»l-(]).

oo,y

I .
== T),T_: 2 A (105(/11[ 'f“(/),

En y remplacant Ce, par €, «, il vient

[t ! Z A in(io,t ‘
[ R n— i) Loy lA-1f),
s"-’ 20, Lo ' "

(15) / de méme
I /\I
I e sin (el 4.
K 0 E L,asm(la -q")

Pour cette solution périodique de périodeT,, la fonction & est égale
d une constante C et, d’apres ce que nousavons dit au § I, on obtiendra
une solution des équations (2) du méme paragraphe en remplacant

: ., . G G
dans les intégrales précédentes ¢ par L Ou oy par o, g7 Mais nous

savons que

done
CoG
P T At
La période T de la solution ainsi obtenue est déterminée par I'équa-
tion
Coopy
N

“C

AT,
T ‘: \ * “ - ’
Nous allons montrer que le rapport 5 est trés voisin de Punité. 11
en résultera que la période de la solution considérée est (rés voisine
de T.
(i est la valeur constante de la fonction @ ol 'on a remplacé g, A,
k, G, H, K par les intégrales qui résultent des formules précédentes.
On a donc

— oK b nt@ (— e et ) o 22 Ry = O
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Le premier membre de cette équation étant indépendant du temps,
nous y ferons ¢ = o. Les valeurs initiales de g, 4, £ se déduisent des
formules (14) ot 'on a fait £ = o. En remplacant dans ’équation pré-
cédente les variables angulaires g, £, £ par leurs valeurs a ’époque
zéro, et les variables linéaires G, H, K par leurs développements sui-
vant les puissances de p. ou de n'*«?, il vient

— (K- n2a? K - ) - n"2at (— 0 el
, JdR, OR i .
-+ n'?a? [I{l(a“ )+ n2a? (c‘ Jab 7! I /) 4. . | =

En tenant compte de la premiere des équations (4), en remplagant
C’ par n'*a*(’, comme nous avons fait dans les équations (4), et en
supprimant le facteur n'*a* commun aux membres de I'égalité précé-
dente, on obtient

‘ o (K n2a?K2 .. - Ry(e, V")

(16) < moaf OROR Ry
( e R ((, 7)—(-:7,- =~ ()70 ot ]\ ;)m‘,) e TR (A "-—(,q.

Négligeons le quatrieme ordre dans cette équation.

A ce degré d’approximation, nous pouvons supprimer le terme
— n*a’ ch“. Pour le montrer, formons I'équation qui détermine-
rait K*.

Nous avons pos¢

| — ([)‘ == e 1 (p=n'*a*).
2L ) ~

En y remplacant K, G, H par leurs développements suivant les puis-

sances de (%, on trouve pour le coefficient de p* dans F

- I ()[ 0 1 ()F(’ () ’0\ )
@, = “3(‘“ oKs + 6 g 15t
OF; . OF JF OF OF, o OF,
+ K 5 + 6 g+ 1 Gy + K2 G+ 60 5+ W G0

et, d’apres la théorie de M. Poincaré, K* est déterminé par

dK* _ 0%,
ar T 0K
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En répétant les raisonnements que nous avons faits précédemment
pour montrer que aK*' était de I'ordre F,, nous verrions que aK* est
de Pordre de ®,. On voit de plus que les coelficients des termes en K*
dans @, contiennent « en facteur; ®, est au moins du deuxieme ordre,
done n*a*eK?* est du quatrieme ordre. En supposant ce terme dans
(16), il vient

L : )l
(17) — oK' Ry (e, ") + /L’“‘cz“<c‘ %]—:—"1 + oyt %;(-}) = 0= (.

Nous avons vu que, en écrivant F, sous la forme

19 442 - 0% 0?
. n'*a N o n'ta
| E——— 22 K0 _}_ A cos0 - E B cosd’,

2 C 2(

9 et =ikl g - - g,

Pexpression de aK* était

12 o . 1 12 o2 ;
, n'*a LY ( N n'*a* s 12
oKl — g K Z A e COS G A e 2 B+ cosd'.
20y A o 20, -~

Comme ¢ est généralement tres grand relativement a & et &7, ——,
est tres voisin de P'unité. Pour tous les termes dont I'argument

, . [ .
depend de la longitude moyenne £ de la Lune, ——;-—; ne differe de

V'unité que de quantités du deuxitme ordre; pour s’en convainere, il
suffit de se reporter aux expressions de /, £/, D en fonction de et ou £°.
Comme nous négligeons le quatrieme ordre, nous remplacerons, dans
les termes dont les coefficients A ¢t B sont du deuxitme ordre, le

1 ‘i ,
rapport P DA 'unité, excepté, cependant, dans ceux dont I’ar-
gument 2 ne contient pas /. En nous reportant i la formule (9), nous
voyons qu’il n’y a dans I, que deux pareils termes; ils ont pour argu-
ment 2D — 2/, et alors

A

. R N —
e e ALge = A 4-0,17A.

Les termes de F,, qui sont du premier ordre, ont pour arguments

L oDty o) —¢;
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et pour ces termes, on a respectivement

14

TR T 99935 0,979

D’autre part, des équations (4), nous déduisons

aKe , 1
—— = (A —det) &
(“ Gr—ieg

et, au deuxieme ordre pres,

-—
e

e
De tout ce qui précede, il résulte que, au quatrieme ordre pres, ona

— oK' Ry==(— 392+ et Ry
- +[0,18g¢cos(2D — ) —0,021c08(2D -+ ) +1,27¢* cos (2D — 21)]

'r]
e [ 22 cosal-+ 6eosaD —3cos(2D + al)

=g cos (oD — al) — 2T cos4D + % cos(4D + 24)+ 3 cos (4D — 20)]

! az( K 0,17c08(2D) — 2l
5§ 9 X017 008( )-

Cherchons les termes d’ordre inféricur au quatrieme dans

n'*a* c’ﬂi—i—{— AL
' de* v a9y )

Nous savons que L, G, H sont liés & ¢, y par les formules

— 1

(:U..\/l—-——r—; L._-\/CI[J, y:\/———--c;
En y remplacant G, H par leurs développements suivant les puls-
sances de n'*a®, ot en développant e, y par la formule de Taylor, il

vient
(o2 (0 Gt
5 - n'tat - % e,

_ya nig n oo V2 (HY H G
1= '”‘52'}?>“" T\ e Tew) T
Par conséquent,

—/L e 11 19,91 n'*
(19) n'a?el vee— ')-—~- [--2— (x , nrazy :5—,—1- Gt — —2— .
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Pour déterminer G' au degré d’approximation COHSidél'é, il suffit de
[a)
réduire F‘ aux sculs termes

12 42
F,= ”zé‘ —2aKo[3ecos(aD + ) — Lecos(2D — () - et cos (2D — 21)]
n'2a® N ‘
2e? 2D — 2 l).
-+ > 2e*cos(2D —2/)

Désignons respectivement par Zetz, les coefficients de o, ¢ dans D et /,
ot l'ona réduit 2, g, k4 g°, 2°, £°. Puis intégrons I’équation qui donne
G*' et remplagons Ce, par «C, dans I'intégrale obtenue, nous aurons

(20) (,1_' cos(ol)»l—h %(5()3(9[)—/)+§((os(ol) al)] L9, coa(o[)_gl)
: g 20 4 i, (20— ()0 o (2l—2i)o 28 (2iz2i)a
y 1
1 ()Rl 3 M M . ’ R Y .
Comme a7 est au moins du premier ordre, nous n'avons pas i tenir
IR
compte de n'2a?y! =
)7(!

En portant dans Pexpression (17) de la différence 7 - G les valeurs
de —aK'-+R' etn?a*e’ -)-~"‘ données par les formules (18), (19), (20),
il vient
| O Gy e (-.,‘-,;-[—» cosl-- 3 cos(2D - ) — ) cos(2D — ()]

x“_m f--‘(—)ﬁjhf 3cos(2D--91)- l»“’(os(zl)—-—')l)c'“]
(3 c0s(agal)-3cos(2D) —ng --zl)jlyozz

/

—-l*(:")~—‘,fﬁ<[ 25 cosal 6 cosal) ~ 3 cos(al) -+ 21)
[

=g cos (2D —2l)— 241 cosqD
“+ 2cos(4D - 20) 4 Bl eos (4D — al)]
(21) : ; 2o, r7c0%(91)-21) L21e0 cos (2D —-al)
/-
K [—cosl~+ dcos(2D - {)— 5 cos(2D — l)],l

T e 2l) — 2
m_“) cos (21 l)

.)f)
— 0,047 08 (2D — () 0,005 cos (2 D) - {)
3ya n2| 2D 1L 3cos(al) — 1)
= = | C0S e e P
hoon |77 (20+6)a (2i~—i)a
><[——cosl—+—§}cos(zl)-s«l)-——g-cos(zl)—-l)]].
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I1 est donc manifeste que C'— C, est du troisieme ordre. Par consé-
quent,

!
< == I + quantités du troisiéme ordre;

1
a.(—(:j—f differe donc trés peu de «.

La solution que nous avons obtenue a donc une période trés voisine
de T. Pour connaitre la quantité dont elle en differe, il suffirait de
chercher la valeur numérique de ¢’ — C; on Uobtiendrait en remplacant
dans lexpression précédente les arguments par leurs valeurs &
I’époque o (1 janvier 1850), déduites des formules (14) et en y faisant
ensuite

e 1 ! — " pe—
= Iy n' = 3548 N ¢ = 7%-

Nous n’avons pas fait ce calcul numérique parce qu’il nous a semblé
que I'expression de (“— C, montrait suffisamment que la période de
la solution obtenue est trés voisine de T.

En remplacant, dans la premitre des formules (15), e, par «; e,
¥°, £ par leurs valeurs numériques, et en portant les expressions ainsi

obtenues de g°, g* dans g; il vient

(22) g = 98al b X Mo sin[ £D -+ K (g -+ 1) -+ KL — k"]

les arguments D, g +{, £, I/ qui y figurent ont les valeurs que I'on
obtient ¢n remplacant, dans les formules (14), «, par a.

Les cocfficients, que nous avons exprimés en parties du rayon, sont
donnés par le Tableau suivant, ot nous avons mis le coefficient de
chaque inégalité en regard de Pargument correspondant.

Coceflicients. Arguaments. Coellicients. Arguments.
0,27076 oD et —0,00%07 o — 140
0, 2087 / —0,00207 2D+ 2l
0,17800 DY ) YA 0,00192 2l

~=0,0303% DXy 0,00141 =1

—0,02754 o) e g 0l 0,00121 (1

—0, 0272 2D L ~=0,00108 2D —og—al-1
0,01729 DYV I — 0,00084 2D —2g—al+1
0,00339 o) e d -1 -=0,0007.4 2D
0,0031% oD ol -l 0,00073 4D

—0, 00945 4D -~ ol 0,00067 A
0,00216 ng ol ~0,0001% 4D+ 2t
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De la méme fagon, on obtient pour Z I’expression suivante :
(23) h=-—gqol-+w .2 W sin[AD + £ g -+ 1) = k' L— k",

Les arguments v ont les valeurs indiquées précédemment, et les
g y I
coefficients v sont donnés par le Tableau suivant :

Coefficients. Arguments. Coeflicients. Arguments.
—0,02753 o) —og— ol 0,00083 oD —{(
0,00215 28 ~+ 2l —0,00044 2D —og—al+/
0,00142 28 0,00008 2D~ [
—0,00108 oD —og-~ol—1/

En employant la méthode de Poisson, on aurait obtenu des coeffi-
cients tres peu différents des précédents; excepté cependant le coeffi-
cientde l'inégalité d’argument 2D — 2/ qui serait inférieur de 0,01428
ou de 49’17 & celui que nous avons trouvé pour la méme inégalité.

Dans tout ce qui précede, nous avons rapporté, comme on fait d’ha-
bitude, la Lune & des axes de directions fixes passant par le centre de
la Terre. Nous allons maintenant former les équations de son mouve-
ment relatif, par rapport & un systeme d’axes, animé de rotations cor-
respondant aux mouvements séeulaires des noeuds et du périgée.

Soient

O le centre de la Terre;

Oz, Oy, Oz trois axes de directions fixes passant par le point O;

0X,Y,Z, un triedre trirectangle animé d’une rotation uniforme autour
de Oz et de vitesse angulaire o;

0X, étant I'intersection du plan mobile OX,Y, avec le plan fixe OXY;

v 'angle constant de ces deux plans.

Considérons un deuxieme tricdre trircctangle mobile 0Z, X,Y,,
animé par rapport au triedre OZ, X, Y, d’une rotation uniforme autour
de OZ, avee une vitesse angulaire constante .

Désignons par A 'angle que forme an temps ¢ 'axe mobile O X, avee
I'axe fixe OX; par g langle que forme au méme instant les deux axes
mobiles OX,, OX,. Et soicnt A° et g° les valeurs respectives de £ et g,
a Porigine du temps.
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Il est manifeste que
ho=Nn 4 at,

e 0 .
§—=8 - ﬁla

de sorte que OX, et OX, coincideront & chaque instant avec les posi-
tions moyennes des noeuds et du périgée, pourva que "on donne i o
et & a4+ les valeurs des vitesses angulaires moyennes du nceud et du
périgée, et que I'on prenne pour £2°, 4° + g° les longitudes respectives
de ces points au temps ¢ = o.

Fig. 1.

ey
VP

D’apris ce qui précede, le tricdre OZ, X, Y, cst animé de deux rota-
tions uniformes : 'unc autour de OZ et de vitesse angulaire ; 'autre
autour de OZ, et de vitesse angulaire B.

Désignons par p, ¢, rles projections sur Oz,, Oy,, Oz, de la résul-
tante de ces deux rotations. Pour trouver p, considérons le triangle
formé par les trois points Z, X,, X,; on a dans ce triangle

cos (LX) == cos (£X,) cos (X, X,) -+ sin (ZX,) sin (X;X,) cosZ X, X,,

cos(ZX,) = sing sing;

re=oa Cosg -+ o.

done
on trouve de méme
5.6

(1) pecasingsing, ¢--acosgsing,
Ann. de {'Lc. Normate, 3¢ Série. Tome X.
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Désignons par a, y, s les coordonnées de la Lune par rapport au
tricdre mobile 0Z,X,Y,. La force vive absolue du point matériel
x, y, = est, & un facteur constant pres,

w_ [(dx\? | [dy N\ fds\? Nt e g . .
21 -——(7{;) -+ <’EE> -+ c_l-t-) +(gs—ry)--(re—ps)--(py —qz)

dx dy ds
+a(gs—-ry) T A2 (ra - ps)—c—ﬁ Ao (py —qx) T

Posons
de | dy dz »
de 7 di ~? dt 7

et exprimons T en fonction de «, y, 5, ', ¥', s nous aurons ainsi

ol mz 't y2ap 3 [acosgsings  —(acosg-- )y
b (@cosy - B)a — a sing sing s |*
Ao [asingsingy - acosysinga|?

b afecosgsings - (zcoso -+ B)y]a’
e af(acosg -+ Ba -~ a sing sings] y'
! olasingsingy -~ acosgsingax]s’.

Désignons par T, U'ensemble des termes de T qui sont du deuxieme
degré en &, ', 55 par T, les termes du premier degré, et par T, les
termes indépendants de 2/, ¥/, =/,

IIV e PII“ “i“ f]'lx M]“ ll'l“.
Posons ensuite

. ) SR,
Sn ey T e S e
da’ Jdy' dz"’

en développant les seconds membres, il vient

S “ b COSE SINGs — (ot oS - L)y,
(%) p o=yl g Sing $ings - (2 C08g - ),
( o 5l o COs g sing @+ asing singy.

Remplagons, dans I'expression de T,, 2, y, s par leurs valeurs en
fonction de u, ¢, w tirées des équations (3); soit T" la fonction de «,
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¢, w, x,y, 5 ainsi obtenue

2Ty= [« —2cosgsings + (acosg +B)y]
(4) “+ [¢ + asin gsings — (acoso + B)z]?

-+ [w+acosgsingzr — asingsingyP=2T.

Désignons par Q la fonction des forces exprimée en fonction du
temps ¢ et des coordonnées relatives x, ¥, z, et posons

(5) —H=Q2+T,—-T.

La théorie des mouvements relatifs nous apprend que le mouvement
relatif du point 2, y, 5, par rapport au triedre OZ, X,Y,, est déterminé
par les équations

Cdx  OH de  0H

di — ou’ de oz’

dy _ oH de _ o0H

®) \di T A T oy
ds ol deow _ OH

dl 7 ow’ dt T 0=

Nous avons vu, au § I, que : en désignant par K une constante, par
rla distance de la Lune & la Terre, par R la fonction perturbatrice, la
fonction des forces Q ¢tait

De sorte que

2
M= S (o ot @) o R

et [ 0 c0s (g + ) sings - (acosg -+ () y]
—p [ asin(g’-+pe)sings — (acosg +B)x]
—w[ acos(g"-+pe)singr — asin(g’+fe)sinoy].

Posons
H=1,+R,
on a
2
Mooz d (ot w?) = =
(7) LR Rt [ 2 c0os (g0 - BL)sings -+ (e cose -+ P)y |

G0 esin(g'--Bt)sings — (acosg -+ B)z]
o W’[ oA C()S(ér()__i__ FJ‘) Sin(P(L’ - O(Sin(é"“ . @[) Sing)'}.’l.
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Remplagons, dans les équations (6), H par H,, nous aurons les
équations du mouvement elliptique

de ol ﬁ’{f o oH,
ar T ou’ de T Jx
dv  oH, de oH,
(8) Vde o dac T oy
d oM, e om,
cdr T 0w’ e 0z

En intégrant ces ¢quations par la méthode de Jacobi, on obtient «,
v, z, u, v, w en fonction de six constantes «,, «,, oy, B,, B., B, et ¢

a == F (L oy, i),
w=W(L, oy, ;).

Portons ces valeurs dans R” et désignons par R’ la fonction de ¢, o,

(; ainsi oblenue
Ri(a, y, 5, 4y 0,00, L) e R (L, oy, 5.

En appliquant des théoremes bien connus de Jacobi, nous trouvons
que Pintégration (6) se trouve ainsi ramence a celle des équations

doy IR dp; aR it o 3
(9) W 0p Al T on Wt

Les variables a;, f; qui enteent dans ces formules ont, relativement
aux axes mobiles OZ,, X,, Y,, des significations géométriques ana-
logues & celles qu’ont les variables G, G, H, ¢, g, A qui figurent dans
les formules (6) du § 1, relativement aux axes des directions fixes OX,
Y, Z. La fonction R est aussi de méme forme que la fonction pertur-
batrice ordinaire.

On obtiendrait donc un systeme d’6quations analogues i celles qui
ont servi de point de départ & Delaunay en faisant dans les équa-
tions (9) un changement de variable analogue 4 celui qui, au § 1,
nous a fait passer des équations (b) aux ¢quations ().

En appliquantaux équations ainsi obtenues la méthode de Delaunay,
simplifiée par M. Tisserand, on éviterait le reproche que on a fait &
Delaunay de supposer, au début de ses caleuls, le périgée et le noud
immobiles.
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DEUXIEME PARTIE.

SUR LES VARIATIONS SECULAIRES DES EXCENTRICITES ET DES INCLINAISONS.

INTRODUCTION.

La variation des éléments osculateurs ou elliptiques de chaque
planéte est déterminée par un systeme d’équations différentielles du
premicr ordre, que I'on ne peut malheureusement pas intégrer actuelle-
ment. En désignant par /un ¢lément quelconque, on sait que le déve-

df . [ ’

loppement de -~ se compose de deux parties : 'une S(f)) dont tous
les termes contiennent quelqu’une des anomalies moyennes 0, 0', ...
sous le signe sinus ou cosinus, et 'autre L( /), indépendante de ces

o , . . df
quantités, représente 'expression qu’on obtient pour %—, quand on
réduit la fonction perturbatrice R & sa partie constante R,.

De sorte que 'on a
af

() S =L+ 80,

== [ L(f)de+ [ 8(f)dt;

et comme les éléments varient beaucoup plus lentement que les
anomalies moyennes, la portion /AS(/) dt, au bout d’un grand inter-
valle de temps, se détrait prcsqiw entierement par suite des rapides
changements de S; tandis que L( /) étant presque constante,./'L(f) dt
varie dans le méme sens et représente par conséquent a peu pres la
partic principale de /. Elle ne représente pas exactement sa valeur
moyenne car les termes périodiques de S(/) ne donnent pas que des
termes & courte période dans /. Quoi qu’'il en soit, dans les recherches
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concernant I’état du systeme planétaire a des époques tres distinctes,
soit qu’il s’agisse de sa stabilité dans 'avenir ou des variations qu’il a
pu présenter aux diverses époques géodésiques, on réduit /2 fL(f)dz.
On appelle alors dguations séculaires celles qu’on obtient en réduisant
les seconds membres des équations («) a leur partie L( /), ou encore
R & sa partie constante R,.

Les éléments séculaires sont donc les intégrales exactes des équa-
tions

f
®) Y — 1),

et I’on nomme inégalités seculaires ce dont ils varient dans un temps
donné.

La forme méme des équations () montre qu’a chaque plangte cor-
respondent seulement quatre oqudtlonq séculaires.

L’intégration compléte et rigdureuse de ces équations n’étant pas
possible, les astronomes ont da procéder par approximations suc-
cessives. L'emploi de cette méthode était facilité par la petitesse des
masses des planetes comparées i celles du Soleil; ¢’est ce qui a con-
duit Le Verrier & développer les inégalités séculaires suivant les puis-
sances croissantes des masses.

Mais ce mode de développement présente, comme M. Poincaré I'a
montré dans ces derniers temps, de nombreux inconvénients : la véri-
table nature des intégrales est completement dissimulée et les déve-
loppements ne sont pas convergents.

MM. Hill, Gildén, Lindstedt ont imaginé d’autres procédés d’ap-
proximations successives plus rapides et plus satisfaisants & tous
égards que celui de Le Verrier. Ces procédés donnent un plus grand
nombre de décimales exactes; toutefois on n’en aura pas autant que
I'on voudra, car on est conduit & des développements qui ne sont pas
convergents, ainsi que M. Poincaré I'a montré.

La divergence de ces développements détruit toutes les conclusions
que I'on en a tirées sur la stabilité du systeme des grosses plandtes
dans un avenir tres éloigné. Tout ce que I’on peut, en ce moment, dire
a ce sujet, c'est que les variations séculaires des excentricités et des
inclinaisons des plus grosses planites resteront petites. Cela résulte,
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comme on sait, de U'intégrale des équations séculaires

Em\/(M -+ m)a(1— ¢*) coso == const.

Cette impossibilit¢ de résoudre le probleme dans le cas général
donne plus d’intérét & I'étude des cas particuliers; étude qui est de-
venue beaucoup plus commode avec les méthodes inventées par
M. Poincaré.

C’est ainsi que, par la théorie des invariants intégraux, j'ai pu dé-
montrer tres simplement qu’en ne considérant que des planétes dont
les masses sont du méme ordre, il y a stabilité au sens de Poisson pour
les variations séculaires de leurs excentricités et de leurs inclinaisons.

De plus, un nouveau théoreme de M. Poincaré, sur le calcul des
limites, m’a permis de développer, dans quelques cas particuliers, les
inégalités séeulaires en séries convergentes et ordonnées suivant les:
puissances croissantes des valeurs initiales seulement.

Tel est le but de ce travail.

CHAPITRE L

Soient O le centre de gravité du Soleil; P, P,, P,, ... les centres
de gravité de diverses planttes dont nous supposerons les masses m,
my, my, ... du méme ordre. Par le point O menons trois axes rectan-
gulaires de directions invariables et soient, relativement & ces axes,
Xy ¥y By 15 4, Vis 545 Iy, .. les coordonnées des points P, P,, Py, ..
et leurs distances au centre du Soleil.

Les équations différentielles du mouvement de la planete P sont,
comme on sait,

(d? z _ dR
i TR = o
? y _O0R
(1) TE o eE =
d* s oR

aw T
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ou l'on a
p=1-m, rr=m gt i e 57

(2) a R::_/m,[ . S, i A “1]+
\/(L — &9~ (y — Y1) - (5 — 5))* ry
En supprimant R dans les équations (1), on a les équations diffé-
rentielles du mouvement elliptique

d*x &
d_..zé. e f [ i =0,
dry . i
(%) f Gt I = o
ad*s .5
-1 -(:Zl—_'l e ./ - ;.3 =0,

et 'on sait que leurs intégrales s’expriment en fonction de la longi-
tude ¢ et de six constantes 0, 9, &, ¢, «, ¢ appelées éléments elliptiques
de la planéte et dont nous rappelons la signification pour plus de
clarté :

0 estla longitude du neeud ascendant;

¢ est 'inclinaison du plan de Porbite avee le plan des @y

@ est la longitude du périhélie;

e excentricité;

a le demi grand axe;

e la longitude de I'époque.

D’autre part, en intégrant les équations (3) par la méthode de Jacobi,
on introduit six arbitraires canoniques «,, o, o, 3, B2, B, qui sont
liées aux ¢léments elliptiques de la planéte correspondante par les
formules

K2

Gy oy K \/Ea( 1_;(‘) cos g, oy == K \/'CZ(I—?- e“m)-’

(4)

=R a*, Boa=10, fy=w—0,
et les intégrales générales des équations (3) sont de la forme
2= @1 (L, o,y Oy, Uy B, ﬁh Bs)s = Qay % == Q3

(5) dzx . l; ds
"L Wi (¢, o, gy gy Bry oy Bu)s ‘“y = Yy, P Py
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D’apres la théorie de la variation des constantes arbitraires, I'inté-
gration des équations (1) sera alors ramence & celle des six équations
canoniques

doay  OR de, IR doy IR

(6) s de 0B, de T 0By de T 0B,
| dB,  OR dB, IR dB; IR

de T ay de T 0wy dc T Qo

ot 'on doit prendre pour R la fonction de ¢, o, «,, a;, B,, B, B,
obtenue en remplacant, dans laformule (2), &, y, z par leurs expres-
sions (5). Des équations (4) et (6), on déduit aisément les dérivées
des éléments elliptiques @, e, 9, 0, », e en fonction des dérivées par-
ticlles de R par rapport aux mémes éléments. En y réduisant R & sa
partie indépendante des longitudes et, par suite, de ¢, ¢, nous aurons
les ¢quations suivantes pour définir les variations séculaires des élé-
ments clliptiques ('),

da o
de 7
v

tang = s
ds TP IR, N P e V1—e* oR,
pro— o o eosmmesilis e R S W —e f" mesr~a e —y
dt /v -t 09 v na*e de
dl 1 IR,
e e ',
di na*yi ~ctsing 0%

(7)
do ' \/l'-—»:;}‘d‘ IR,
di  nate de’
de Vie—et O,
de nate 0w
) tang C_P
Ay ! oy T2 IRy
R ising WU pary)i— ¢t 0B

R, ne dépend que des variables ¢, 9, 0, o et des variables analogues
qui correspondent aux autres planttes. Il suffit donc, pour avoir les

(1) TissuraND, Mdccanique céleste, L. 1, p. 169.

Ann. de ['Fe. Normale. 3" Série. Tome X.

W
N
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variations séeulaires de ces éléments, de réduire les équations (7) aux
quatre dernieres.

D’autre part, les longitudes n’entrent pas explicitement dans les for-
mules (4) etles deux derniers groupes de ces équations donnent e, o,
0, @ en fonction de a«,, B,; «,, B, seulement. Il en résulte que R,
s’exprime aussi en fonction des scules variables «,, B, «,, B,; @), .

Les équations séeulaires de «,, B, oy, By o, ... sont donc

da, !)ll, day, f)lh
. V@ — oz W
(%) dB. R, dB, R,
dr Oay At Jay

R, ne contenant pas d'autres variables que @y, B., «,, B, ..., ces équa-
tions ont U'invariant intégral positif d’ordre 4r, 2 étant le nombre des
planétes considérées,

| /.([22 doy dfpy dy doy . .
On sait de plus que les équations (7) ont U'intégrale
1 9 Al
2‘//'\/(M myea(net)cose o (G

et comme nous avons supposé les masses des planetes du méme ordre,
il en résulte que les excentricités et les inclinaisons ne pourront jamais
acquérir de valeurs notables. Toutefois il ne s’agit ici que des valeurs
séeulaires et non des vrais ¢léments.

Faisons maintenant dans les équations (8) le changement de va-
riables

‘ . ‘ oy .
s hooagsin (By By, P y”fsm(ju,
(9) ‘ *
. 2
, e - Uy (ﬁ()s(ﬁg“i"’ p:;v)w o= d'c‘)sﬁ‘z'
3

%o |(J'.H Giys 18.';

Le déterminant fonetionnel de 4, £, p, ¢ par rapport i
( H - o\ !
est, au signe pres, ( S0t
\ &3 cos’o

de variables est doublement univoque.
Done les équations en /4, £, p, ¢, déduites des formules () et des

¢quations (8), ont aussi un invariant intégral positif.

- Comme 3 reste petit, ce changement
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Des relations (4) et (9), on déduit

fo=K\Va(1 — e*) si ) == L si
‘ Vel e?)sinw, yZ e sin0,
(10) {
{l"jlr / 7 7': wf;";— 086 (] — "“—‘I*'—*' S0
( KVa(r-— e?)cosm, q oFg cosf.

Donc 4, 4, p, g5 I/, ... restent finies.

Par conséquent, d’apres un théortme de M. Poincaré sur la stabilité,
si les conditions initiales ne sont pas exceptionnelles, 2,7, p, g5 7/, ...
reprendront une infinité de fois, sinon les valeurs initiales, du moins
des valeurs aussi voisines que 'on veut de ces valeurs initiales. A
cause des ¢quations (10), il en est de méme de e, 9,0, w5¢,9, ...

Done, en ne considérant que des planétes dont les masses sont du
méme ordre, il y a stabilité, au sens de Poisson, pour les variations
séeulaires de leurs excentricités et de leurs inclinaisons.

CHAPITRE 11

Considérons sculement deux planetes et cherchons un domaine dans
lequel la partie de R
m'

l) PR

Vo't o rr cosd - rt

sera développable suivant les puissances des excentricités, des incli-
naisons ¢t du rapport des demi grands axes; et un maximum du mo-
dule de P quand les variables restent dans ce domaine.

Nous emploierons pour cela une méthode tout & faitanalogue i celle
dont Cauchy s’est servi pour déterminer une limite supérieure de
Perreur commise en négligeant, dans le développement de la fonction
perturbatrice, les termes qui contiennent le rapport des demi grands
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axes et les excentricités h des puissances supéricures i des nombres
donnés.

Désignons avec Cauchy par e, ¢ les excentricités des deax planttes;
par 7, = lesanomalies moyennes: pard, J’les anomalies excentriques;
w, o' les anomalies vraies; ¢, o' les inclinaisons des orbites; 0, 0" les
longitudes des noeuds; @ et @ celles des périhélies.

Soient (fig. 2) A, A’ les périhélies des deux planttes; B et B les

IYig. o.

B

- . . N . . T ,oe
points de leurs orbites qui sont & des distances angulaires | des péri-

hélies.
Désignons encore, avee Cauchy, par Ay, la distance angulaire des
points A et A; par A 5 Ap 3 Ay les distances angulaires respectives
( e () v

i P) 4z

des points A, A et B'; Bet A’ B et B'; enfin, par Aq la distance angu-
laire de deux planbtes fictives qui déerivaient des circonférences de
telle facon que leurs anomalies soient constamment ¢gales aux ano-
malies moyennes 7, 7 des deux planttes considérées.

Les variables b, 7, ¢, 4/, 7/, ¢/, ... sont lices par les relations

i b e g sind, Yol - efsind,
reza(t-—-gcosy), Lo ,
(1) {Cos s Lospe R

T— 2 GoR )’

. sint
10 § B % e
L~ € ¢

)84)\/' C‘E, ..........
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Posons, avec Cauchy,
Eerv-i R ¢ = Rler'V-1 )
y=c i+l y=vad,
TL':._.: et V=1 , ;, — P pq! 1
et, en outre,
o=@V 1, f=0e V-1, w=1Iler V-1,
;.;I:'—— (])’(}I., \/ 77] 5 -O‘IT: @l(!"" \/: i ) m,:,: H’e“/ J:—l .

- =, ] . ,
Désignons par r, 7', 8, Ay, ... ce que deviennent r, r', 8, Ay, ...
quand on y remplace e, ¢, ... pare, ¢’. .. ..
La fonction P deviendra ainsi
P — — N nl’
Sl e, r+d, 7+d, 9,0, ... ) =
\/1"—— 271 oS0 + r?

D’une facon générale, nous désignerons par A f le maximum du mo-
dule d’une fonction f des variables précédentes, quand celles-ci se
déplacent respectivement sur des circonférences de rayons E, B,
et par A/ le minimum du module de la fonction / par le méme dépla-
cement des variables.

Nous aurons ainsi

2ol

T m
AsQe, e, .. ) - S e
. - 5 2
ar A
AlrP A 1= S e080 -
- ,J e -
or
/ 9r r?
A’( [ e 'ﬂ-f COSO -f - ’1—- — (os/\TT e — »7((,oso—— LosAﬁ)
\, I l 2 1

A (1 c,os Ay »|~ :* — ) = I'I — ( 08 /\ﬁ'»i— == (cos‘zAm + sin? Ay ):I
I

" -
' . s
< n = cos/\ﬂ/) - A»_;z sin® Ay
o

2
Ar? . o
'_:(1 A AcosAﬂ> —»;Q—;;;Asm?AW

Y e e A COS Ay —é— (/& €08 Acy — Asin®Ary),
A Alr
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mais il est aisé de voir que, d'une facon générale, si 'on pose

x = Xel, Yo Y eld,

ona
: eX- ]
Asina = hel —8(X),
eX g e X .
A cosx == e = G (X)),

cx 4+ Y ¢ ~X4Y)

A sin(z == y) - = 8(X +Y),

I

XY g (YY)

Acos(axty) = (X 4 Y).

2

De plus, lesfonctions S(X), CG(X) satisfont aux relations suivantes,
dont nous nous servirons dans la suite
GH(X) 4 8(X) = G(2X),
COX)COY) -+ 8(X) S(Y) = C(X+Y),
CX)B(Y) +8(X)C(Y) =8(X +Y),
2(X) -8 (X) - 1.

Il en résulte déja que expression précédente de
ar - e

A S oS Ay - - )

7! ,-I:ZV

peut s’éerire

- -\ 2 :
A'(l-—~ ): €08 Agy -+ i) - (r A’«) . 2As (A COSAgy-—1).
r \ .

r 4} /\'l"

Désignons par Q, un nombre supéricur ou au moins ézal au plus
[»)

grand module de (c0$6 — 08 Awy). On aura alors
AS: m/ 1
1 a[ - 3 ;

’ Ar\? a2Ar aAT
[(l i *> e j'\,“;.:; (/\. COS /\1;-;“ - [) vy S.-)q
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Posons
(.2) Qf == 521 - A COSA':’::"“ I.

1l viendra

m.' 1

A
Ar\~ 2Ar )
(= 3%) - 55

Or, des formules (1), il résulte immédiatement que

A7 0 [1—EC(d)], -

- ) . . a > a, 0 == =
Ar's a -+ B G, @
On a done
" Lom! I
(")) A/ -d/ : ‘ e S — , S [ ..,__H,____f.
{[_1 A RBCW ) =00 +ECW)E— 22 01+ ECH) (1 —E C(k};’)}”

Cherchons maintenant le nombre Q.
A un instant quelconque, w, w' désignent les distances angulaires
des planétes a leurs périhélies A, A’. De sorte que I’on a
COS0 = Cos Ay, Cosw Cosw - cos AU x COS v sin o/
- COSAp . sinw cosew’ - cosAg wsinwsingw'.
2’ 3’8
On a done

080 == 08 Aoy COSw COS ¥ ~- COS A, mcosw sing’
T

4~ cos A sinw sing -+ cos Ay « sinw sinw'.
=3 () oy

2 22
En y remplacant cosw, sing, cosw’, sing’ par leurs expressions en
fonction de e, ¢, &, §/, déduites des formules (1), eten posant
7= \/I —- 22, Ut — 1 — [DEN

w'== 1\ ;‘_Eu, U'em 1 — TR,
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il vient

C()S(,T - ‘Lp) — COS(T'-*_ L‘Hl) - 8/
INECOS(T + :P) 1 ¢ (‘:05(-;/4_ C{»’)

cos(r 4 vb) - \/-rh:_?; sin(r - 'q:'\

Gi—ccos(t0) 1—gcos(+ )

€080 == oS Agg

-~ cosA

— . o iy N ! T/‘ o W
cosh, viom. sin(med) eos(ag)—e
30 1zcos(za-d) 1

Y (z+) RII)(T b u)
b COSA \'/[_.62 /I,ﬂ.,. A R— Kin
73 ) ‘ - cms.(r —:~L{))Hl — (os(r - '.P )l

et, apres quelques caleuls, on trouve

o83 — ('osAa,-.,_.;, o -w~squo wap e € Teos Ay T To- 4-ge! ms/\m,

[1-~ccos(r+3)|[1-¢ cos(e+ )]

u(cosﬂw
£

,-wzs’cos“/\'7t >sm(7 |- ﬂ | (('m/\ eoosA )sm(r»i L]J’

1 “'1'* W

'lw-E(‘,Oh(T“im 'P)I |1 -€ (m("' + ‘JJ )|

nu sm(r 4o 1D) sin (7' ')
[1~~s(os(r )1 e cos (e -+ q;’)[

et comme on a, d’autre part,

€08Az  Fonfi=  COSAr cosh cos -+ cos A, . cosdsing/
v "'TI‘

4= COSA sind sind’ -4 cosA sind sin ¢/
- ¢ sAT‘P:‘T, ng sind/ - ()SAT'*%'T"*‘E P sind/,

(4 ¢ Asind 7 e , TS, Asind’ =8 (),
Acos¢ 2 C(L), Acosd G,
L S— L Ao T

1= gcos(t ~}«¢) 1--EC(y)’ ¢ cos(e ) T B GO
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on trouvera que

3 [‘ —ecos(r (:‘SZWFI Tl iﬁl@ jos(r 4= u’)] — cosAee g
3 [[—E u(< L'LJ)L(I F USRI ; Acos e
RGO B N R
TE Jiﬂ){ﬂ o] oo e
e :yl)fr(il)w etz

Mais, de la formule (4), il résulte que

AcosAc sy - C(Y) AcosAq, +S(Y) A cos.ﬂr\ftuﬂ ,

AcosAy, vy COY)Y AcosAy v +8S(4) A cosxo T

et, par suite,

mine I'équat

uzlll

| .
I
| -

.

\
i }..

S CY A CosA m -S4 S(V)AcosA =

A= U C(Y) AcosA -+ S(d) AcosAH;_E ﬂ—r—LAcosA

- U C() C(Y) A cosA

+ ;»U

on pourra prendre pour la valeur de Q, celle que déter-
ion suivante (")

B GO — EC)]

V() GV = [1 = EC(Y)] [r— B C()T| A cosAce
'I-(J‘(LIJ)S(LP')/\(;()SW/\'T n
’ 2

T -

T
{-5174-'2—

B ’("}(q/)/\ cos?\d‘,,.,' = S(PHA (:OSK(),-;'.,‘- EJ

(DY ‘C(q;) AcosAc, +-S(h) A cos—/(ﬂ'_”,_,_c 0] + EE'A ¢os Aq
2

U '(J(q/)/\cos.f('73 T,«F-S(vp')_/\‘ cosAr » =+ E'A cos Ay O:IC(k!J)
Qv -2—1 +-; -1

'vl:!

2

]GW)

e
’
2

wlad

(1) Jai trouvé ce caleul de @ dans un Mémoire autographié de Cauchy publié & Turin

et sur lequel M.

Ann. de UFe.

Tisserand avait pris des Notes qu’il a bien voulu me commumquer
S.8

Normale, 3¢ Scrie. Tome X.
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Soit £ le plus grand des nombres A cosAg,, A COSAO x -+ quand
'3

les variables 4, ¢, 0, 0', o, o' se¢ déplacent dans le domaine consi-

déré.
On pourra prendre pour valeur de Q, celle que 'on déduit de I'équa-

tion précédente en y remplacant par £ tous les nombres A cosA,,,

A cosA My e
0,-2-
On aura ainsi

ZUN DY eV o B UG
g, — [ B UGEY) e B VTG0
g Yo

/

=BG T EC) i
et la formule (2) nous donnera, pour déterminer Q , I'équation

(6 Qg B UG eV B UTGWY)
) o Y — I E(;‘('«l/) [ o I‘:":(H‘J’) [N

Cherchons les quantités A cosA,,, AcosA ., AcosA,. , ....
00 o E T

w1 ()
9

Soient (fig. 3) xy le plan de 'éeliptique pris pour plan de coor-

Iig. 5.

2t

données; NA, N'A’ les orbites des deux planttes. Posons

aN =0, N - NA =0, aN -+ NG =7,
aN == 0, LN NA =y aN = NG =7

yNG =0,  yNG =gl NGN -,

.
sin - =1,
2
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on aura

5.9

cosAge==  €os(m— 7 )cos(w —1') +sin(m— 7 )sin(n' —1')cos)
= c0o8(» - w')cos(t -1’ +sin(w+w')sin(t +1')

. . J e
+[eos(m--w')cos( T 1) —sin(w -+ o) sin(t +1')] (cos‘l =~ = sm?% );

or les formules de Delambre nous donnent (*)

]
. T 7 ¢ o'
sin -~ cos s, = Sln cm »‘D— cos0 — sm cos cf cosf’,

. T+ 4 !
sm - sm ——= = sin ﬁ (,OHEP- sin 0 — sm -~ LOS id smﬁ’

- ! 1

. T =— T </ B ¢ ! .
CO8 = CO8 = =20 os ('0\ EP— - sin = sin i;-cos(O - G"),

J .t~ 7:’
€os = sin - - == sin f sin - sm(O — 0.
En remplacant les premiers membres de cette ¢galité par les seconds
dans Pexpression de cosA,,, il vient, apres quelques caleuls,

040

. T
- singsing’ sin

shp= cos(w i-w')

2

2

f 08 (o7 - ') ms‘ c,» o st 7L gin? —Ce sm--’)- cos (a0 —20") + L sing sing’ cos (0 — 9’)]

I
-+ §in (@ -+ @) sm‘-’ ’) (os~»~ sinof sm‘ ‘a cos‘g sin20' -} sing sing’ sin (0 -+ 0’)]

-+ sin (@ — @') l_sm‘ sin?- CP sm? (00" +Lsingsing’ sin(f + 0")J.

Pour abréger I'éeriture, nous désignerons par (I), (1), (IIT) et (IV)
les coefficients respectifs de cos (& + @), cos(w - o), sin(w + o),
sin(o — '), et nous éerirons ainsi
08 Ago == (1) cos(m 4w’ ) + (1) cos(w — ') + () sin(w +&') + (1V) sin(m — o).

On obtiendra cosA; en remplacant dans la formule précédente o
20
2

(1) Tisserann, Mccanique céleste, 1. 1, p. 294.
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par = —+— “» et 'on trouvera

CosArx = (Iysin(w + &'

De méme

cosA ¢ =—(I)sin(w -+

)y — (I sin(w — &) + (I1I) cos (@ + &' ) +(IV) sin (v — o’

, ')+ (I1) sin(w — &) - (1) cos(® - &' )+ (1V) cos(w — '),
7

cosAg = —(I) cos(w-1- ') -+ (11) cos(

nn s(w--wm')— () sin(w + ") (1IV) sin(w —o').

in se reportant aux expressions de (1), (1), (HT) et (IV.
nifeste que

A(l);ﬁz(\?jﬂ’) 8(6) 8(g') 8t (0 - r/))

2

X 7\ li 2 ’ rr\ SN K

ALy (.:(9)(;(") [ ( )s( l 20-4-20) +18(2)S(5) C(0-+01),
. .")’/ % N

AT s(*“)(*) $(20) ;l. > ( lsc.»,o')-p;S(?>s<¢)s<o,.,--o'),
: ' SN 4

AIY) s(*’)s(“) (20 1- 00 )4 18(5) S (9')S(01-0').

Des formules qui donnent cos A g, cos A, , on conelut que
0

), il est ma-

AcosAyy “C(m - ) [AL) - A+ S(w -+ o) [A () -+ A(IV)],

A(;osAE'""'S(mw-m’)[/‘\(l) AN - Gl - w') [AHT) - ATV,
2

el I’()I'l ])Dlll', l)l'(}n(]l‘(} l)()lll‘ A (5().\'4\7,: " AcosA T les mémes V}ll()l] rs q ue
Sy 0, o=
L2 7

pour AcosA,, AcosAy , ainsi que cela résulte des expressions
) '

de cosA,c o €t cosA l)onc

¥y

A cosA0 no A cosAy ,
e “y s
2 %

AcosAr o= AcosAy,.
T
22
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Déterminons A cosA... On a

cOS A= Cc0SA,y, COST COST + cOS /\ x COSTSInT

",

-+ €08 AT_‘, , sint cost'-+ cos A,_t’,,_t sintsint/,

A cos A A cos Ay cos? (7~ 7' —+—Ac05/\ 1T\,/snn (z+1),

A cosArS A cosAy - A cosA

En y remplacant AcosA, ,, A cosAu‘f par les valeurs trouvées pré-

cédemment, il vient, aprés réduction, 2
A cos Az [A (1) + A(TT) + A(IIT) + A (LV)]em+.

Posons
() AT = AL 4 AL 4= A(1V) = &',
nous aurons
(8) ke ™™
et le nombre Q pourra étre déterminé par I'équation

¢? - B UL (g_(
1 ~l1h(1J) ’

szl -1

Enfin, en posant

V4B - lH‘HJ)

) T V
(9) LB () 1
on aura
Q 1=V, VI I,
(10) A7 ”' . !

@ B G — O[1+EC (]2 2 B [1-rE G — ')

Ainsi donc la fonction frestera finie et continue quand les variables

0— “,e, ¢, ...s0 déplaceront a 'intérieur de cercles de rayon @, E,

9 By €y w
al
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E’, ..., pourvu que les nombres 0, B, E’ soient tels que
(1) Ji— B C(Y) —O[14-EC(P)]]*— 220 [1+-E C(b)|[1— E C()] 2o,

et, dans ce domaine, le maximum de son module sera donné par la
formule (10).
Nous devons cependant rappeler que, dans tout ce qui précede, nous

nG

avons supposé que les nombres B, B, 4, ' sont tels que
EC(y) <1, BCY ) <.

Ce qui précede nous conduit immédiatement & la détermination
’une limite supéricure de DPerreur commise en négligeant dans le
développement, suivant les puissances du rapport des demi grands
axes 0, des excentricités e, ¢ et des inclinaisons g, ¢/, de la partie
e m —==_de la fonction perturbatrice, les termes ot les expo-
Vi arr cosd - r'*
sants de 0, ¢, ¢, g, 9’ sonl respectivement supéricurs & des nombres
donnés 7, n, n', n”, n".

Il suffit pour cela d’employer, sans aucune modification, la méthode
dont Cauchy s’est servi pour trouver une limite supéricare de Uerreur
commise, en négligeant dans le développement de la méme fonction
les termes ol les exposants de 0, ¢, ¢ sont supéricurs i des nombres
donnés ().

Pour plus de clarté, nous allons rappeler les principaux théoremes
sur lesquels nous nous appuicrons avec Cauchy.

1° Soient les équations

Y- singy, Yoo b siny .

Si les modules de z et «’ sont inféricurs au nombre 0,664, alors cha-

cune de ces équations offre une seule racine, correspond & unc valeur

de y — b, y'— ', dont le module est inférieur au nombre 1,199678.
Cela posé, si la fonction

Flax, 2!, v, ') ~F(r, 2/, b 35,0 4 3"

(1) Co paragraphe est, sauf quelques modifications, emprunté aux Noles de M. Tissc-
rand dont j'ai déjd parlé plus haul.
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reste finie et continue pour les valeurs de «, 2’ de modules moindres
que 1,199, alors, en posant

- ; .
szmsen=l, Fe eV

et, en supposant les modules z, 5° inférieurs cux-mémes au nombre
1,199, 0N aura

e ] == 208 _ : — ' cos (b E/ ‘ ~ N
Flz, 2, y,y) = ”L‘ﬁj / 35'-_!"” I(,(;)S (b -.) _I ! C?S(, +_‘> F (1', z',b+z,0 +;;>.
SRRV S—x sm(b +3) 3'—2'sin (b’-}- o

Cette formule reste vraie lorsque la fonction /' dépend d’autres variables
que z, x', y, ¥'.

2° Soil /() une fonction finie et continue quand la variable z se

Fig. 4.

U

Fd LT

o

meut dans un cercle de rayon X (fig. 4), faisons

7 Xend

Nous aurons

J(x)
sous la condition
|| =< X
Oron a
= e TR

et, par conséquent, Ierreur que Uon commet, en négligeant dans le
développement de /() les termes qui contiennent  a une puissance
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supéricure a 7, a un module moindre que
Xn, 1( A./( )

ou encore moindre que le reste de la série

X
NTTTR A / X
‘\\_ ‘é ./ (« )’
développée suivant les puissances de £
Considérons une fonction de deux variables x, ' qui reste finie et
continue pour toutes les valeurs de @ et 2’ de modules moindres que

X, X". Posons
= X erV= 1) a - Xl erV,

Si lon développe [ (@, ") suivant les puissances de x, le reste de
cette série aura un module moindre que le reste du développement,
suivant les puissances de &, de la série qui donne

X e
KA,
et, par conséquent, un module inféricur i

Erz

(l) Xn l(x "a)A/(:L, -7«"),

le module & étant moindre que X.

Et la somme des termes qui renferment des puissances de x au-
dessous de la ri®™¢ sera représentée par Uintégrale

W 2T .
el
(2) l/’ o /(J 2') dp
0

AT l”'l<

ou encore par 'intégrale double

W27 27T —
(3) ! / “ L # ) dp el
: e o e , X dp
(277)",0 o & — x x r, x) £

Si 'on développe la fonction (2) ou (3) en une série ordonnée sui-
vant les puissances de 2/, le reste de la série, prolongée jusqu’au terme
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qui renferme 2’ 4 la puissance »’, aura un module moindre que le
reste de la série

el, a fortiors, inférieur au reste du développement de I'expression

.\” X7 g
&/ Xn-—l(x A /(1/ ‘ZJ)
en une série ordonnée suivant les puissances croissantes de &, ¢’est-
a-dire au produit
z'n' \(n e
() XK :
X=X g1y X1 (X — £)

A/(a:.x

X pouvant étre supéricur ou inférieur i £ et X’ devant étre supérieur
Ak

En ajoutant le produit (4) au produit (1), on aura une limite supé-
ricure de 'erreur commise, en ne conservant dans le développement
de Ta fonction f(x, ') que les termes qui renferment x & des puis-
sances inféricures it 2 ¢t 2’ i des puissances inférieures  »'.

Done, en définitive, cette erreur ne surpassera pas la somme des
nombres que 'on tive des deux produits

‘““.'“"'EA./(&’:’ 1,’), X’ v x i A,/(L z'),

. . ¢
lorsql_l’cn supposant dans le premier produit X > ¢, dans le second

. . X
X > & et X &5 on remplace la fonction X F dans le second produit,
par la somme des r premiers termes du développement de cette expres-

sion suivantles puissances de %, et dans le premier produit par le reste
. X/
de la méme série. Puis la [raction g bar le reste de son développe-

v
ment en série ordonnée suivant les puissances de &' et prolongée jus-

O/ 2
qu’a la puissance ¢” ',

Pareillement, si, dans le développement de f(z, y, =, ...) suivant

les puissances ascendantes de », y, 2, ..., on néglige tous les termes
S.9

Ann., de ' Fe. Normale. 3 $éric. Tome X.
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dans lesquels les exposants de @, y, =, ... sont respectivement égaux
ou supérieurs & des nombres donnés, n, »’, n” la somme des termes
négligés offrira un module moindre que la somme des nombres que
Ion tire des produits

b LVACCRL R
Y X o
(5) (v x M =
7 Y X

lorsque, &, 4, ¢, ... étant les modules de 2, y, 5, ...; X, Y, Z, ... ceux
de =, ._17, Z, ... 0n suppose dans le premier produit X > &, dans le
second Y >, X pouvant étre plus grand ou plus petit que %, dans le
troisieme produit Z > Y; X, Y pouvant étre plus grands ou plus petits

X
produit par la somme des » premicrs (ermes de son développement
suivant les puissances de &, et dans le premier produit par le reste de

X « oy
qucE, M, ...ct que lonremplace o L dansle second, le troisieme, ete.

cette méme série; puis la fraction Y~:Y. P dans le troisieme produit et
les suivants par la somme des 2° premiers termes de son développe-
ment suivant les puissances de & et dans le second par le reste de
cette méme série.

Ajoutons que les valeurs attribuées aux nombres X, Y, Z, ... doivent
étre telles que les fonctions

f(.;',y,::, ), /(Zz_","—};, s, ..,), /(.‘—7;,.;,.;, ),

restent finies et continues, pour ces modules, et aussi pour les mo-
dules plus petits.

Observons encore que la somme des termes qui dans le développe-
ment de f(x,y,5,...) renferme des puissances de a inférieures a r

sera représentée par Uintégrale

e (2 35, L) dp
- )
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Et, en vertu des principes établis, la somme des termes qui, dansle
développement de 'intégrale précédente, renferment des puissances
dey, s, ... ades degrés égaux ou supéricurs aux nombres 2/, »’, ...
offrira un module inférieur i la somme des termes qui renferment les
mémes puissances dans le développement du produit

Y 7. zn— "
A

(6) Y_n i '.;n.-1<a'} x)f(.z',y,z, .. )

Done, si dans le développement de f(,y, s, ...) en une séric or-
donnée suivant les puissances ascendantes de @, ¥, =, ... on conserve
seculement les termes qui renferment des puissances de @, y, =, ...,
dont les degrés sont inférieurs & n, o', n”, ..., I'erreur commise oflrira
un module inféricur & la somme des nombres que 'on tire des deux
produits

v X . ':I - K X Y Z ':- - :
(6) X“;__"E‘A./C”’.y’ S een)s X—:Y—n 7—¢ Af(x, ¥, 5, .. D

. . . . X
lorsqu’on remplace, dans le premier produit, la fraction —— par le
I X
R =3
reste dudéveloppement de cette fraction en une série ordonnée suivant
les puissances de £, et arrétée avant le terme qui renferme £ & la
puissance n; dans le second produit, par la somme des 7 premiers

Y0 7<%
somme des termes qui, dans le développement de cette expression
suivant les puissances ascendantes de =, £, ..., renferment des
puissances de 4, {, ... d’un degré respectivement égal ou supérieur
an,n’, ...

Ayant rappelé ces théoremes, posons

termes de cetle méme série, puis expression .o par la

m!
(1 P e =/ 10,0 0.6,
P22 rr coso g

Les variables ¢, ¢/, ¢, ¢ et les anomalies moyennes =, " sont liées par
les relations
Yt esing, Y=t +¢ sind.
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Posons

T=We™T,  e=Rew T, 0=0evT, g=deVT, )

Lp’:lp’e”"/j, .......... , e s e RN

La somme des termes qui, dans le développement de /, renferme des
puissances de 0 inférieures & 0/, sera représentée par I'intégrale

LAY
(2) —I-/ ﬂ'imf(n, bV, 0, ') ds,

am J o G (60—

et la somme des termes négligés offrira un module inférieur au reste
du développement de la séric qui, ordonnée suivant les puissances
de 6, donne

”'“""'“ A/(‘; ) 01 '@y '-l)’a <P> ’{’I)v

lorsqu’on y néglige les puissances de 0 supéricures 0/, ¢’est-a-dire
inférieures &
(3) e 1(3; ~-/\/(c,c ’Jy,y,ou)

Cherchons ensuile une limite supérieure de Perreur commise en
négligeant dans le développement de la foncetion (2) les termes on les
puissances de e, €, 9, 2" sonl supéricures i des nombres donnés n, »,
n’, n".

D’apres les théoremes que nous avons rappelés pages 62 el sui-
vantes, on a successivement

S(e e, 5,0, 0,¢')

5(’05( -+ '11) & H)S(‘L" b (1)) C - . /
(am)? 5’510,7""‘(','{”}“' I,C’J o) dqg d
(am)* / / u-~esm(-:wp)¢’ e sin(e ) ) 7 Yy 9,¢') dqdys

jl(f) 5’7 -év Q’ E/’ 9, ’?I)

2T , ; L
o= (');r)"/ - ¢ “/6 . ?_. - ‘Pm /(5’5 /) r_l/ (P,q/)(,{/; dp' drdr',
) w ETEE—EP—QQ—y
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De sorte que

fle e, 0,0, ¢, 0,0

A B
[ e — ’_,_.__ J e ! PR
T (am)e v

0 e—te—c0—9 ¢ —g
1—gcos(t+P) 1 —e cos(c/+ 0)
b—esin(r+) ¢ —e'sin(7 -+T')

f(g, E',@,H—Z;J, ...,cp’) dg...dr',

en supposant toutefois que la fonction / reste finie et continue quand
les variables ¢, ¢, ..., 2, ¢’ se déplacent respectivement A l intérieur
de circonférences de rayons B, B/, ..., @'

Et, en outre, que les nombres E, L s -+ @ sont choisis defacon que

c <L A sm(’-’:"_‘]’) -1, o< ®,
. 1<,
g e E” g A ﬂﬂ%q)_) <1, (Pl< @

Ces dernieres conditions ne peuvent ¢tre remplies qu’autant que les
" restent inférieurs a unité divisée par le module principal de

I(T mp)

Pexpression A =222, ou hien au nombre o,667.

Avee (:4>slly[)<'>l,llcscs, le reste de la série qui exprime la fonction (2)

aura un module moindre que le reste de la série qui a pour somme

- o 3 "z-: 9 “_;ca_’_ﬁ 1~~~a(os(r I—L,J) 1—¢ cos(«. —f—u:)/( 58,3, 0, 5,<p)
- ‘(9 ’/) smss —e@g—0 -qu—-sslli(z+q))n}/’—«a bl[l(‘t—i—u)

et & plus forte raison moindre que le reste de la série quia pour somme

0 e (4
e p VI i

@ O+ I‘F(.{J 1 +EC

)
‘l’wcpq)‘-—-q)z,p — EC(Y 4J T A/<5’5’~~~; )

les nombres P, J’ étant choisis de maniere & vérifier les conditions
EC(W) < W, ECW)<W¥,

et la fonction f(e, ¢, ..., ¢') restant finie et continue quand les va-
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riables ¢, ¢/, ¢, ¢, 0 se déplacent & I'intérieur de circonférences de
rayons E, E', @, @', 0.

Nous avons trouvé que cette derniere condition sera vérifice si les
nombres E, E', ..., © sont tels que

(3) 1—E'C(¢) —O[1+EC(H)]|*—220[1+EC(Y)][1 —E'C(¥)]Z0
et que le maximum du module de la fonction / dans un tel domaine
était

m'
(4) Af< —

1

{(1—E/C(Y) — O[1+EC(H)])— 2 QO[1-EC _”1-—-""(‘(.]}

in résumé, la somme des termes que 'on néglige dans le dévelop-

En l ne des terme I g I
pement de la fonction /(¢, ..., '), quand on ne conserve que les
'rmes ol les degrés de 0, €, ¢/, ¢, 9" sont respectivement égaux ou in-
termes ot les d le ! ! t respect t

férieurs aux nombres J, », n’, n”, 2", offre un module moindre que la

somme des nombres que I'on tire des deux produits

(]
® — 0 A/(":? e, 0,9, V, 9, fPI),

A E 10 @’ (~) CEEC() 1 P

'—- i 7“‘ ‘P /v! t I
4’4’ Ee By (l)~—£p¢l)’ C? HH’ 1))/\/'(6 ¢, 0, J,,l) ,P,o),

0
Pyt dans le premicr produit, par le
reste du développement de cette fraction en une série ordonnée suivant
les puissances de 0 et arrétée avant le terme qui renferme 055 dans
le sccond produit, par la somme des 7 premiers termes de cetle méme

L L P @
E—el/—¢ & —¢ @—qg
termes qui, dans le développement de cette expression suivant les
puissances de ¢, ¢, ¢, ¢/, renferment des puissances de e d'un degré
égal ou supérieur & n, ou des puissances de ¢ d’un degré égal ou su-
périeur 4 n’; de o d’un degré égal ou supéricur & »” et de ¢ d’un de-
gré égal ou supérieur i n”; en supposant, toutefois, les modules 0, E,
E,..,0del,¢,¢,...,¢ choisis de fagon & vérifier, dans le premier
produit, la condition

lorsqu’on remplace la fraction ;

série; puis I'expression S par la somme des



SUR LES VARIATIONS SECULAIRES DES EXCENTRICITES ET DES INCLINAISONS.  S.71
dans le second, les conditions
' e <_ L, E C(d) <<, o<<®,
( ) ‘ El<:: ]1:/, ]i/C([‘pl ./ [l (D,<(I,,
7 <
14+ EC (V "
i 1—E'C(J) (4’ )
D’ailleurs, en supposant
00 1—¢ ar sui . Y
0 =20 < T et, par suite, r<r,
on aura
' / I
/(E,E, ey @) W— ,
Py @ LTS ayi e I EC0SY gy
1—¢'cosd 1 —¢'cosd’
I ~ I

J\. e a— - Y
e '.:“_‘f_(“i’f} V1 / — E(”S‘P _9r
\/l ’ -&' cos’ \ ! 0:--5(054}’ \//[ o r

e, par conséquent,

(e, &' 0. b, '« 4 m! 7 _,”?’I .
ARG ST I R W ey pearyy

!

I

0
Pour toutes les grosses planttes on a

0 < __l__m.
[ --€
On peut done déterminer © de fagon que
8) B
(! <O <
La formule (5) est donc applicable pour toutes les grosses planétes.

Passons a 'expression (6) :

Elle suppose que les nombres B, B, ¢, ..., @ vérifient les condi-
tions (7). Les premieres de ces conditions peuvent se remplacer par
les suivantes :

g <1, J<r,

‘ /
e Ve 2 ,(‘P.,w , g < B < L[J 0 << d, cp’< @',
(}"p e e,,A{/ ,qﬂ__*_ 6"‘"1’
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2 ' N . . - . LAY
Comme le rapportmcroxt depuis la limite ¢ =o jusqu'a la

limite ¢ = 1,199, et qu’en prenant ¢ =1 on trouve

2 2
o= 2 =o,64805,
Ve 1
(4
il est clair que les premieres des conditions (7) seront vérifiées si 'on
suppose

(9) ¢ <<E << 0,64805, ¢/ << B' << 0,64805, o<, o' << @,
et que 'on choisissc ¢, §' de maniere i vérifier les équations

o 2!
10 I S 1) G SR 1
( ) ’ (3,{/ e q/ -
Les conditions (g) sont vérifiées pour toutes les grosses planetes et
aussi par les quatre petites planetes Vesta, Junon, Céres el Pallas.
La derniere des conditions vy peut s’éerire

RGO

1 EC( ; . j , e 1 I
((~) - b) |£2’»;+—~\/($z )% 1]? §(~) . 1;37“('1'#') - €2 :.H/(sz o1 IIE':O.

[ B
Pour la vérifier, il sulfira de prendre © de facon que

I

6 1= KC(D) o Qe \/(S&’ -+ ﬂl—)z 1 e S—

TR

ou bien

- 1 1— E'CG (")
(0 O (@) 1 RO

et, de la formule (4), il résulte que 'on aura alors

- T— — ,)l'/
19 As(e e, 0,0, 0,49) SO .
( ) ./_G, ) 7‘1);1’7,%‘?). (,l,{(“)(lﬂ-E“(t}J)
Cherchons une limite supérieure de la valeur de 6.
Nous avons trouvé que @ devait étre inférieur i la plus petite racine
de équation

M B G~ O[1-FEC(Y)] 2= 2014 EC ()] [1 — E'C ()] = o.
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La valeur de Q' est donnée, dans le cas actuel, par les formules

eV E4+UC(Y) e¥+ B 4 U C ()
1— ECG () 1 — E'C ()

k= A (1) 4+ A (II) + A (I1I) + A (IV).

Q1 ==

k,

Cette racine croit rapidement quand les nombres ¢, ¢’ décroissent.
Nous leur donnerons donc les plus petites valeurs possibles, ¢’est-
a-dire que nous les déterminerons par les équations

EG(y)=, ECH)=4¢".
[’équation en O deviendra
=4 =00+ ) — 22700 — ) (1) =o,
et la valeur de Q' sera déterminée par I'équation

1 w l-l) WL ~ »,‘P'
et +E+ U eV B+ U L

Q oy = 3 K
I !.IJ I — vﬂp’
Posons
eV B U% eV - B 4= U ;%17 _
T =V, e =V,

I’équation en 0 pourra s’écrire
OH(-p )t 2 0 (04 ) (1= ) VVIK == (1 — /)= 0.

La plus petite racine de cette équation est

{ f B
) b= (v i)

ou encore

[

1 I 1 1.3 1
0= svv (- F Vv T v )

Cette racine croit évidemment quand ces nombres ¢, ¢ V, V', K
décroissent, et, par conséquent, lorsque les nombres E, E/, ..., @ se
-approchent de leurs limites inférieurese, ¢/, ..., ¢". i

Ann.de U Ee. Normale. 3° $érie. Tome X. 5.10
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On aura donc la limite supérieure de 0, lorsque, dans la formule (13)
jointe aux formules qui donnent V, V', U, U’ et K, on fera

E=s, E—=¢, b=, @' = o,

et qu’on donnera aux modules §, ¢ les valeurs déterminées par les
équations

ol ol!

=z L e -

(14)

Vet 7 A

. .. , . .. « \ .
Si la limite supéricure ainsi obtenue surpasse 0 = - > ¢’est-a-dire,

si 'on a

a = S——
e < “l-—:‘j%' (KVV’-—— \/K‘ VEViE ),

on pourra déterminer 0 de fagon que les conditions (7) soient vérifices
et la formule (6) sera applicable.
Cette derniere condition peut s’éerire

(13) KVV/ < (’,’; U A el )

a\d 1 Jf @ 1R iy

Cauchy a déterminé pour chaque planete une valeur tres approchée
de la quantité g, qui vérifie I'¢quation (14).
Il a trouvé les valeurs suivantes :

Mercure.......... Y = 0,2100065 Jupiter......... .. o= 0,0481 50
Vénus... . ........ 0,006884 Saturnc. ..... A 0,056313
La Terre.......... 0,016816 Uranus .......... 0,046750
Mars. ........... 0,093494 Neptune ... 0,008720

Il a ensuite calculé V par la formule suivante

— —
B 1TV E
, € '

1 —

D’autre part, nous avons trouvé pour déterminer le nombre K les
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formules suivantes

K SA(T) + A (I1) + A(TIL) -+ A(IV),

A(n)zse (‘P+‘P>+S<¢>S<<p'>,
sans[a(3)e($)] (DT < ssrs
s [s(2)o(2)] [ 500
AQLV) < (‘P)@(‘—“—)J +15(9)8(9))-

D’oli 'on tire, apres quelques caleuls,

. 1(1’.(1(’#)‘3(?’)'%-3,?{?)5(?’) _
OB T )T

Rappelons que nous avons posé, d’une fagon générale,

X . - -X X — p—X

C(l) LD et - ) S('I,) e s o

2 2

Comme ¢, o' sont trés petits pour toutes les grosses planétes, on
peut dans les formules précédentes remplacer C(g), C(¢), S(0), S(¢')
par les premiers termes de leurs développements suivant les puis-
sances de ¢, 9’

Nous calculerons done, pour chaque planete, les valeurs de C(g),
S(%) par les formules

) 2 ot
Clg) =1+ 2t 2I.3.4 e
. ¥ ¢?
Sley= ¢ + 153+

Cela posé, les valeurs de V des produits a(r — ), a(1+ 1) de
C(%), S(%) donnent licu au Tableau suivant :
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V. a(t—1). a(i--4¢). G(y). S(o9).
Mercure....... 1,84906v 0,305782, 0,468414 1,00773 0,12471
Vénus......... 1,02084 0,718359 0,728312, r,00175 0,593
La Terre....... 1,05159 0,983183 1,016816 1,00000 0,00000
Mars.......... 1,31874 1,381236 1,666150 1,00052 0,03239,
Jupiter........ 1,15408 4,950892 5,451510 1,00026 0,02289
Saturne........ 1,18239 9,000758 10,074984 1,00094 0,04349
Uranus........ 1,1{937 18,2806475 20,080135 1,0000Q 0,01353
Neptuno.. .... 1,02649  29,77505 30,20888 1,00048 0,03113

Nous avons trouvé précédemment que, lorsque les variables ¢, ¢,
4, ¥, 0, ¢, w, o, 0, 0" se déplagaient dans des circonférences de
rayons B, B/, ..., 0, @, la fonction

m!

(&8s 9,9 ) =
S(ese 99 7

ré—orr cosd - r'¢
restait finie et continue, si les nombres E, B sont tels que

BEC(b) <1,  BCW) <1,

9

=B O]~ 1 BOWN] 2@ G L1+ EC [1—B W] >,

le nombre Q' étant déterminé par les formules

Q 1=V, VK,
B UCH) oy eV B UG
—EC) 7 T TR
K'= A1) = A(ID) - A (I + A (IV),
= . i /0 e O
=5(25E) s s 1 (LED),

A

Lc £ ((ﬂ) [ (‘P) < )} (20 - 20') -+ 1 S (0) S(¢') C(0 -+ 07),

)
AT == s( )((‘?) $(20) + [ <1’7'>(<f)]‘s(20')
< :

2
S(2020")+48(9)S(e")S(0 +0).

oy

A(I)
A(ID) =

S(9)S(e")S(0+0),

Aav)=|s(?

Enfin, en désignant par A(/) le maximum du module de la fone-



() AUH)

an_
de ™
ar_
de ™
dp

dt ™
dq

?l-z.':. bt
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tion / dans ce domaine, on a

!
o Mm I

“a

)

1

(}—®ew - Surecwn| -2 0-Eowin—Ecw)

et le maximum du module de la partie de f qui est indépendante des
anomalies moyennes et que nous avons désigné par R, sera dans le
méme domaine

AR Z4m*A(f),
(%) AR.Z 39,478350 A( f).

D’ailleurs, quand les variables ¢, ¢/, w, o', g, ¢/, 0, 0’ se déplacent
alintérieur de circonférences de rayons E, B, =, ..., 0, les variables 4,
Lp, g, k..., q définies par les formules

ho=¢ sinw, l=eccosw, p=1langesinf,  ¢=tangocosf,
Me=¢'sine’, ... s e s e

se déplacent respectivement & I'intérieur de circonférences de rayons
0, L, P, Q H, ..., Q; les nombres H, ..., Q étant définis par les
formules

H=F S(w), L =E C(v), P=—=® 8(0), Q=0C(0),
== E'S (o), L'=E' C(o'), Pr=a@"'8(0"), Q' =0C((0",

et les nombres B, ..., ( étant choisis de facon 4 satisfaire aux condi-
tions (B). R, sera une fonction développable de 4, [, ..., ¢’ pour les
valeurs de ces variables de modules moindres que H, L, ..., Q". Dans
ce domaine, les variations séeulaires de A, /, ..., ¢’ seront détermi-
nées par les équations

m'an ORy vmlan ., . Ry T mlan / OR, 0R,>
oottt o D78 STl | ),
pooul a2 e+ ) ol [ ([7 op 9 Jdq

m!an Ry v m'an ., o, ORy 1 man 7) T ()R1>

woa T WG s M Ty )

m'an R,  [1m'an ., . 3man ]g& _1mlan <[ R,
' “[J. (7/7 + [_; ..7;,“ (h* =+ )+ % (P*+g) dg 2 L g doh
m'an JR 1 m'an 3 m'an R, 1man ldRi

i ! Im 2
e L [2) e D L p? 2
s Gt (P*+q )]

[J;b l)[) _(_); ET(]\_ﬂz—_

(1) Annales de I’ Observatoire de Paris, t. 11, p. 106.

h

h

o8,

A
JR,
ol

>,
).
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On aura quatre équations analogues pour la seco .«e plancte.

Les seconds membres des équations précédentes sont des fonctions
holomorphes pour les valeurs des variables qui appartiennent au do-
maine de rayon rdupoint/ = /= p = ... = ¢'= o; rdésignant le plus
petit des nombres H, L, ..., Q". Soit M leur maximum dans ce domaine.

Considérons les équations

(oM
de L S O EUEE S
( ({=1,09,...,8),
avec les valeurs initiales
o=z |R, ph=| 0], ceey po=y0.

Considérons dans ces équations (2) ¢; comme fonction de ¢ et o).

Nous savons que 'on peut trouver des fonctions satisfaisant aux
équations (2), se réduisant pour £ == 0 i ¢} ¢t développables suivant
les puissances de ¢, ¢] en séries convergentes pourvu que £ soil assez
petit.

Les coefficients de ces développements sont tous positifs et supé-
rieurs aux modules des coefficients correspondants dans les développe-
ments de 4,4, ..., ¢". Desorte que le rayon est une limite inférieure du
rayon de convergence des séries £, £, ..., ¢'. Pour le trouver, ajoutons
membre & membre les équations (2); nous aurons

. D0y Ol oo 0y)
(4) i

Posons
Oyt 9y b gy V.

V considérée comme fonction de ¢! et de ¢ satisfait & I’¢quation aux
dérivées partielles du premier ordre
oV 8M
dae v’
-
et se réduit pour ¢ == o
Voo o e oY e e 0 e X
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Toutes les fonctions ¢; ont tous leurs coefficients positifs; leur
somme aura donc ses cocfficients supéricurs aux coefficients correspon-
dants de l'une quelconque des fonctions ¢; et, par suite, de 4,7, ..., ¢

Déterminons cette fonction V. Comme elle ne dépend que de ¢ et
de X, il est naturel de poser

V=144 X);
la fonction § satisfait & 'équation aux dérivées partielles

d  8M
-
et elle se réduit & X pour ¢ = o.
Afin de revenir aux notations habituelles des équations aux dérivées
partielles, posons
(4, 5) =1,

oh_ 9

=, X=y, 5 TP X 9

I'équation (3) deviendra
(31 (l-—%)/}-—«SM;‘:();
la fonction Y ou z que nous cherchons est 'intégrale de cette équation
(qui passe par la ligne
& =m0, 5=y,

Les équations différenticlles de Lagrange qui correspondent a I’équa-
tion (3') sont

dw Ay 945 —dp _ —dq,
s o s\ PP

Elles admettent I'intégrale
Oﬂp ._'_:([.

Nous avons done une intégrale complete de I’équation (3') en intégrant

8M SaM
——dz 4 = dy,

(l:a -
1 ——

)

7

Shw
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ce qui donne

(4) s— 2 —8Ma +8aMy -+ P

o

&

»

Cherchons I’enveloppe des surfaces de ce complexe qui sont tangentes
a la droite

o o=

( S ':3‘}’.

Les coordonnées d’un point quelconque de celte droite sont

Xm0, T

en désignant par £ un parametre arbitraire.
Eerivons que ce point est sur la surface (4), nous aurons

. ¢ ,
(6) com e (1= BaM ) - o= 0.
2r
Le plan tangent en ce point i la surface (4) est
— 8MX - 8aM(y ) -+ (5 1) <;_ - ,) == 0.
Exprimons que ce plan contient la droite (5), il viendra
t
(7) BoM - - T 1E 0.
En éliminant ¢ entre (6) et (), nous aurons entre a et 8 la relation
£ o Mz
o= (l--—BQM)‘z),
Penveloppe des surfaces dela famille (4) dont les paramétres «, b sont
liés par la relation précédente est I'intégrale cherchée.

En faisant les calculs indiqués par la théorie des enveloppes, nous
trouverons pour son équation

Sl ors - 16Mrax - y(2r —-y)=o.

En revenant aux anciennes notations, nous trouvons quce la fonction



SUR LES VARIATIONS SECULAIRES DES EXCENTRICITES ET DES INCLINAISONS.  S.81
cherchée V est la racine de I’équation

Vi—orV4-16Mri+X (27 — X)=o,

qui se réduit & X pour ¢ = o. Done

(9) V= r—y(r —X)* —16Mre.

Cette fonction est développable suivant les puissances de ¢ et de X ou
de ¢} pourvu que

(o) t<p="Tgy, o X=IR[H[l[+ g <r

de sorte que, en supposant vérifice la condition X <, on peut trouver
des fonctions £, £, ..., ¢ satisfaisant aux équations (1), se réduisant i
A, 0, ..., ¢ pour £=o, et développables en séries convergentes
suivant les puissances croissantes de ¢, A°, [°, ..., ¢'* pendant le
temps

(r—X)?
T oM TP

Désignons ces séries par

fop (6y RO, 00, PO, g0, B0, 1Y, pli, '), =g (G0, .., g,

N (P ), A Y G ),
Y G B Py (o )y
R T (P )s G =y (e )

Soit ¢, un point intérieur au cercle de convergence de ces fonctions;
hooli, .., ¢, les valeurs de 4, 4, ..., ¢' pour £=1¢,. On voit que %,
l,y ..., ¢, sont des fonctions développables de 4°, ..., ¢°.

M. Poincaré a montré d’une fagon générale que I'on peut étendre ce
cercle de convergence :

Désignons par A, £, ..., ¢ les valeurs de %, /, ..., ¢ pour

; fo! o B e o S0 4= By L0y pO b B g0 = RO - A= 9 (A0, 00 )
(11)

<
Ann, de Ule. Normale. 3¢ Série. Tome X. S.11
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D’autre part, soit (¢;), la valeur de ¢; pour ¢ = ¢, et (¢;)} la valeur de
(¢:), pour :' = Vf_: =...==o0; de sorte que

(p)y= (e + A0l = Bied+. .. ({==1.2...8).
On sait que

(o> Al (e0))>[AY], Av>ay], Bi>laa], ..o,

T L S T R I

.......... ) B IS “eee . u ey e sy e

Les quantités (¢;)] sont les valeurs pour ¢ == ¢, de fonctions satisfaisant
aux équations (2) et se réduisant & zéro pour ¢ = o, c’est-a-dire de
fonctions égales ct satisfaisant & I’équation

de M

On a done

A I o BTy
(07)§ == g R \//‘~»-~ 16Mre,,

. . . - s I
et 'on voit ainsi que (v;)] sont inféricurs i g-
0

A fortiori, il en est de méme de [AY[, |47, ..., |4 |. Posons de

maéme
(¢ —t, =L,

(12) Jey = R == (A0), by — LY == (1), cey
ho—h)=(h), {— 1= (1), ey

et considérons le systtme d’équations obtenu en faisant dans (1) ce
changement de variable

d( i (1)
LD = 1)+ b (D By gy ), S
| A =fi[(h) + R, oo, 1, Ay,
(13) di e~V
N _ ot aq) __
d& b B T Y » l[ﬁ - 32
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les seconds membres sont des fonctions développables dans le domaine
de rayon
,J —r r
o 8

du point
(h)y=()=...=(g) =o.

Cherchons s’il est possible de trouver des fonctions satisfaisant i ces
équations, se réduisant pour ¢ =o0 a (4°), ({*), ..., (¢"), et déve-
loppables suivant les puissances de ¢, (A9), ..., (¢*) pourvu que ¢
soit asscz petit.

A cet cffet, considérons les équations
dvy M

de' : A R e S SR A
- 7
=

(14)

(==1,2,...,8).

Avec les valeurs initiales pour ¢ = o

G (0 — (o)) > (A%, ...,
O == (0g)— (92)§ > (L), ...,

En remplagant dans ¢/ la valeur précédemment obtenue pour (v;)],

on trouve que
= (o= (§ - VIO ) SV TG,

En prenant le point ¢, sur le cercle de convergence des fonctions
(10), ¢est-d-dire en faisant ¢, = p et en remplagant p par sa valeur,
on a

o < LVrE—(r—X)%
Si donc
X‘I 7 N \% IJ
Faal \/I“—— (r—X)e< T
ou
(13) (2r = X)X <2 (r—y)%

il existera des fonctions satisfaisant aux équations (14); se réduisant
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pour Z=o0 i ¢ ct développables suivant les puissances croissantes
de ¢, ¢}, pourvu que R
U< Pl: f'l“::‘;}*l)
16r'M
et, a fortiori, dans cet intervalle de temps, on pourra développer
(h), (1), ..., (g) suivant les puissances croissantes de ¢, (A°),
(), ...

Pour toute valeur de #'=¢’, les fonctions (%), ({), ..., (¢)" seront
donc développables suivant les puissances croissantes des valeurs
initiales.

Il en sera de méme des fonctions 4, {, ..., ¢’ pour toute valeur de ¢
inférieure i p + ', ¢’est-a-dire, pour

. I (,____X)‘z (,J__XI)":
e [T =X,

En répétant le méme raisonnement que précédemment, on voit que
I'on pourrait encore étendre ce domaine de convergence, pourva que

X7 = P XN (1 ).

En supposant cette inégalité vérifice, £, £, . .., ¢" seront des fonctions
développables de A9, o, . ... g%, pour toutes les valeurs de z telles que

t<p-p -+

. l(_f'_— X)g “ (,/ __IX/)Q . (,J/T:”X‘”)z:l :

(16) L < = , i

T 16M
oul'on a
X' =4 X)X,
Nous allons montrer que les quantités p, ¢, ¢”, ... vont en dimi-
nuant et que leur somme reste finie; cela prouvera que les développe-

ments précédents ne sont possibles que dans un intervalle de temps
limité. ‘
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A1
A cet effet, considérons le rapport =
p

lmﬁy X'\
E.’—» ({.,__,_S".E ! 'J M 1 ' I
%) (=7
Or
X _Xr_ 1 T X\X_ 1 X_ X
r 7 ;"1»-4 —T>T>:—;I‘/’I—
Done
AP
P(\ L.

La série p, o, p", ... est convergente et la somme g + o'+ ¢”, .
reste finie.

[l n’y a évidemment lieu de considérer les développements précé-
dents que s’ils sont convergents pendant un grand nombre d’années,
¢’est-a-dire, si la valeur de ¢ donnée par la formule

(r7) L 16M 7 ’ "

[ X0 (e X (= XY ]
. ! s e

est sulfisamment grande.

Il est manifeste qu’il n’en sera ainsi que si la somme des va-
leurs initiales X differe sensiblement du rayon r du domaine de con-
vergence, et si la valeur de M qui résulte des formules (v) et (3)
données page 77 n’est pas trop grande; cette derniere condition
ne sera satisfaite que lorsque le rapport ,% sera tres différent de I'unité;
comme cela arrive, en particulier, si 'on associe I'une des planetes
Vénus, la Terre avec Jupiter, Saturne, Uranus ou Neptune et encore
lorsqu’on associe I'une de ces trois derniéres planttes avec Mars.

Dans chaque cas, les formules (B), (), () et (17) donneront une
limite inférieure de la durée de convergence des développements; les
valeurs des nombres V, V/, K qui entrent dans ces formules sont
données par le Tableau qui se trouve & la page 76.
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Détermination des coefficients des développements précédents.

Les développements considérés sont de la forme

= Ay B0+ By 14 €y p = Dy g - AL - B L + G p'o - D g

A-BARE 4. KR+,

F e N T L ,
B A A Byl e e ,

(1) 4 U A O e e ,
P=o hO =Pl p 0, WO - By p 0T g,
= Y L ,
............................................................ ,
Gl i - e

On sait que les équations qui donnent £, £, 2, I sont de la forme

lh

:—“—' = ol (h, by pygs g0 (M by ooy g') -,

dl - , ,

i oy b oy &' =Yy (Ay oo ) o (Ml o)
(2) {

dan’' , v

- = A A A ,

dl . ,

o ol L oy e e

En remplagant 4,4, ... par leurs expressions (1) dans les formules (2),
on a

)
T (AR By o) = (o At dosA) RO
%
(AR Byl ot ) == (— oy Ay g Ag) k.
o (A:x /l'“ [ S ) fesened ( ")L’,l A‘l e JL,; Ak) hﬂ ., ,

Z(Z (Aho ... ... o (e A oy Ag) O

En écrivant que les deux nombres sont identiques en A%, 0, ..., ¢'°,
on aura des équations qui détermineront les coefficients A, B, C, .. ..
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En particulier, les coefficients A, A, A,, A, sont déterminés par

an,
72_[- oty “J\"l Ag"l‘ eﬂ.‘)g A[‘.,
{4A'7
[4 ~:___QJL,1A1—'”{L‘2A3,
de
(3) dA

7[-* = o Ay by Ay,
(/A,, ’ ’

\ »627[ el -——e~,ﬂ01 A1"— Jl"gA"i'

Avec les valeurs initiales, pour t=o,
A1'_;;l, Az:::A;;:Aa,::O.

Les quantités o, ooy, &), Jby, qui entrentdans ces équations, ont été
déterminées par Le Verrier. En adoptant ses notations, on a

m'an . ma' n'
gz (0, 1) == —p—— 8 (1) o == (1, 0) == ——" 8 (1
1 ( H ) 32{1- ( )7 1 ( ’ ) 52“/ ( )7
m'an ma' n'

oy =z (0, 1) 8 (2), Mofy=z (1, 0) == Tl 8 (2).

3o
Ces quantités vérifient la relation
uﬂul Jlu; — ﬂﬂ.’?’l cjlng Q.

De la forme des termes du premier ordre dans les seconds membres
des ¢quations (2), il résulte que tous les coefficients B;, C;, D;, ... sont
déterminés par les mémes équations (3).

Nous sommes donc conduit & chercher Iintégrale générale des
quatre équations

da dx' ' /

(4) s u= wy+wy,  gr= ay+ay,
o d}" / ’

((7;’ —ay @ — aya’, —(—l_t_:_alx-—%x,’

ou 'on a
Ay ay— Wy ay==0.
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Pour eflectuer I'intégration, posons

x = Nsin (gt -+ (), a'=N cos (gt -+ ),
y=N'sin(gt -+ p), y' = N'cos (gt -+ B).

L’équation caractéristique des équations (3) est

G () g+ apay,— i 4y == 0;

ses racines sont

IN ITH ma'n'

e 8 (1) - “D*;‘I“ 8 (2),

[J

1

g7 0, R T =

’

et intégrale générale des ¢quations (4) est

', . @
= Nsin (gt -+ 3) + 4 o'z 2 Nsin (gt -+ 8) — - p,
a @,
(5) ; ‘
. a,
( y =Ncos(gt~+ ) -+ 4, = ;’é Ncos (gt--p)- s
5 .y

En déterminant les constantes N, A, ., § de facon que, pour ¢ = o,
@£, yomalimylo

nous obhtiendrons les coelficients A,, A,, A,, A,.

Les cocfficients B, A}, B; se déduisent des mémes formules (5).
Quant aux coefficients C;, D;, G, D), ils satisfont encore aux équa-
tions (4) et ils sont tous nuls pour ¢==o. Donc ils sont identique-
ment nuls.

En faisant les calculs, nous trouvons ainsi que les coefficients des
termes du premier ordre, dans £, 4, 2/, ', sont

/

o @, 7
A= =y COSGE o e By = L singe,
Cl"‘l" Cl2 1'{’" ﬂ ’11 ope “
« a,
~~~~~ B, == M.NM__'..WI. COS g8~ = 2
~ a, »}« @, Uy -l g (12
/ ‘
o, am @, .
Ay s cos gt * By == ' ;oo singt,
(g~ I“‘uJ)(lg (//1—+~a )az ()4 dy) ay,
’ 7 4
—aa, . g y
A, = —L L _singt, e o P ) L e

(a + ) dy (gt y) 2y (g~ ) (g ’
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et
oty :
Al COS L — =Py B = — sin g
Al = 0S, 3] = —— sin gt
! )=t " a, -+ e YT a -+ d e
——— ((_.! . ({. ah
Ay= - =5 singt, B, = —— Cos gt — ——,
¢t @+ a, A+ a,
' a ?
» £ , a, .
\; b e COSgL A 1»-~, , By == ——2— sin g¢,
) = 0, ay - @, Toat+a, ’
’ (ll
\; — o —’7, s“]‘_t;'[; B,. o -"—*“2*"—,‘ C()Sl”t = —“"1‘__:"
-t a, -+ a, -+ a,

Cr= D= Ch== D=0, (i="1.2.3.4).
l4v fb . \ > 7 ’ "
‘nfin, dans ces formules, a,, «,, a, a,, g ont les valeurs

ay == (0, 1), ay = (1,0),

&=(0, 1) + (1,0).
iy == (0, 1), dy=(1,0), g = (0, 1) +(150)

Les coefficients des termes du deuxieme ordre en 2°, 0, .., ¢'° dans
Ay, oo g sont identiquement nuls. En effet, les seconds membres
des ¢quations (2) ne contenant pas de termes du deuxieme ordre en
AL, oL, g0, ces coelficients sont encore déterminés par les équa-
tions (4) avee des valeurs initiales toutes nulles : donc ils sont identi-
quement nuls.

Passons maintenant i la détermination des coefficients des termes
du premier et du deuxieme ovdre dep, ¢, p', ¢’
dp dq dp' dy'

2 Ty

NG el ‘ \ ot
Les expressions de 417 T i

sont de la forme (')

((/l/l’ = o (g ) (Ml g ) A,

i , :

Gy (= p) s U by ) s
(6) ((2)’

(;2 mee d (=) A G (M g )

l ! 4 s 14

c{;,;' ai(p-—=p) byl by gy A

Kn remplacant dans ces équations p, g3 p', ¢’ par leurs développe-

(1) dnnales de ’Observatoire de Paris, t. 11, p. 3. _
Ann. de U'Ee. Normale. 3¢ Série. Tome X. S.12
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ments (1) et en écrivant que les deux membres sont identiques en A°,
£,...,q"°, onaura les équations qui déterminentles coefficients a;, B, v,.
En particalier, les coeflicients v v: sont donnés par les équations

d-/ ({Y: 1

717[ = a (Y= 72)s 7[[; = = (Y= 72),s
dv, dy.,

Z’/Z =a (= 7s), T @ (71— 7a)-

Avec les valeurs initiales, pour £ = o
71 =1, “/2: '/3 oy '/,*:'::: 0.

Les cocflicients o}, B, ..., ¢; sont déterminés par les mémes équa-
tions, mais leurs valeurs initiales sont différentes.

Désignons d'une facon générale, parx, y; 2,y les cocfficients d’une
méme valeur initiale dans les expressions de p, ¢, p’, ¢'. D’apres la
forme des équations (6), ces coeflicients x, y; a', y’ satisfont aux
équations

d.x r! ,
(7) | % = =0 )
Vi ‘
dy ol dy' e
’ i cem gy (2, I (! — ).

La solution générale de ces équations est

“Nsin (gt -+ £), pg—
) gl (agb ol

(l
yoeNeos(gie-- ), ylea— o eos (g7 B) b
1

de sorte qu’en tenant compte des valeurs initiales, on trouve

a, a’ ay
e e COS G ol ¢ P - 1 61 o - 8in ""5,
-+ rzl y ”1 ”1+( !
—ay . ] s o'
ny L — 1 & ! NS ! ! 1
72 — b sin gl e, Oy T2 e R COS G e -
-+ a, r/, == 1 /(, —4- ”x
— v 0
- ’ 1 ~
37T e COS G e el 0y o - sing’t,
/ a4 ) a, - BTy (l’,
a, ) - (1, %
= sing’¢, Oy== — COSg L 4 — L

((‘..{. al - }—(‘ Ay -t ((l
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et
, — ' a, a,
71— 008 gl LA —— e 0= — L sing't,
1
a -+« ° a+a,’ YT a+a)
, a, , — a
Yo — ' sing't, _ 0= — r——~c0 sglt 4+ —
@+ T +a g+ a’,’
! U
, a a a,
Yy et 08 g1 L A e, 0y = — ——sm o't
U+ @ -+ a a,+a
' ’ .
, a . a a
— 1 / v 1
V= ——1—sing’t 8, e oS gt 4 —— Lt
7 a+d," 07 Yra+d TP ay+ a

w=op=P,=0=o0 (i=1.2.3.4).

Les coefficients des termes du deuxieme ordre satisfont encore aux
équations (7), car il n'y a pas de termes du deuxieme ordre dans les
seconds membres des équations (6); de plus, leurs valeurs initiales
sont nulles; donc tous ces coefficients sont identiquement nuls.

En portant tous ces coefficients dans les développements (1) de 4,
L ooy g, il vient

[ -
w4y d
* ] P [ 0 =y U) cos gt —(a b - ap 20) sin gl + ay & -~ @, 00 1+ by (A9, 0, . ..
L
1
N =z i [(a ROt ay W) cos gl 4 (ay 00 4= ay U0) sin gt — @ b0~ a 10] + oy (20, 10, ...
|
= p J:_ [_(/1 O - @y 1) cos gl — (i R+ ay h0) sin gt — a) O + a 00 )+ L5 (A0, 0, ..
-
Lo I .
p= @ ’}—'(T' [(q* =" cos g" t+4-(q" — ") sing'¢] + 5—;—[7 (@, potay p) =Wy (0 oo )+,
- 1
7= fl;l 1(//"—// Neos g’ bt-(p1—p°) sin '] 4~ ——” r (@ q'+ang")+ ...,
|+
. a ) , - [ / N
= ;11-_}_‘ i [(p'—p") cosg't+(q"0—q") sing't] + Z:d—'; (@ p°+ap®)-+. ..,
(l/
= P L) cosg L (0 —p)Sing ) o g g )
1

Nous allons maintenant indiquer la forme des équations qui déter-
minent les coelficients des termes d’ordre quelconque.
Considérons dans les développements de £, [, &, 1" les coefficients

#L(ay A0+ ay h') cos gl 4= (ag I - anl" ) sin gt + ay 70— ay ) + o5 (A0, 0, . ..

DA
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d’un méme terme du troisieme ordre; par exemple, les coefficients
de A3,

Désignons-les respectivement par x, y, &', y'.

On aura les équations qui les déterminent en égalant les termes
en £ dans les deux membres des équations (2'). Pour obtenir ces
coefficients, on réduitrespectivement 4, Z, ..., ¢’ i leurs termes en A%
eth dansles termes du premier et du troisicme ordre des équations (2).
Les coefficients de 4°, %, ..., ¢'° dans les développements de 4, 4, ...,
¢’ sont périodiques; done z, y; @', ¥ sonl donnés par des ¢quations de
la forme

dx ~ . ;

T Gy e L beos[(ig -+ g+ q],

dy ~ . .

d; e g X == Uy 2t Z deos|(ig—+ gy -+ q],
S /

( ) dx! ’ 1ot V / ; 7 oepl
TRy a2 bleos|(ig -+ gy e+ q],
dy' "o Cat S eos o ol :

T T . cos|(ig -+ gy q].

| - . . . ~ ,
Kn y faisant abstraction des termes compris sous le signe }_‘, ces Ggua-

tions se¢ réduisent aux équations (4) donl nous avons trouvé pour

I'intégrale générale

‘.

’
. Wyt . ¢
= Nsin(gt-+p) -+, alz=m 22N sin (gl B - =t [
ly ,
a, a
ye=Neos(gl-+4-£) -4, ¥ }[? Neos(gt-+-B) — —(’5 [
» (ty

ce qui peut encore s’¢erire
= Xsingt + Y cosgl -,
y=Xcosgl— Ysingt - 1,

i /
L, . ey </ 174
(9) Cales 2 Xsingt - Y cosgl -,
cy ty y
! ., 7
ylo 2 X cosgl b -2 Y singt - Sy,
v y ly y

et, ’apres la méthode de la variation des constantes arbitraires, I'in-
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tégration des ¢équations (8) est ramenée i celle des équations

ax .o ay .o /

o singt -+ v Ccos gl —I— ~~ Z heos[(dg =+ 2 e+ o],

dX : day . b N/ cosl( fo o

o Cos gl — T sin gt -+ g7 cos[(ig + "2 L=,
a, dX . ay, dY ay dp.
~E RN gl - COS QL = o \ b e =gy
ay 2 oy dt a, ddt heos| (@ CN gl
wy dX ay dY a, dh 1
T2 TR cosgt— Sl wingl— 20 N cos[ (g b e g
oy dl - ay ot 2 ay (t oy cos(ég -+ 08 q].

AT dp. , - , .
l&n (‘1”””]1“]‘, ”(/{ entre ]?l [)l'(‘fl“lf‘l'(‘ ef lil troisiecme (l(:' ces (5({ uations,

o . .
el i entre la deuxieme et la quatrieme, on a

’

(/\ . (/Y ~ . . \
~ Sin gl - g Cos ol ‘\d ceos|(fg+dge+q],

X Y .
e COSZL = SINYL 3 creos[(lg =g+ g,

dt e i
d’ou
\ {,/‘; E 0 cos|(ig -+ g')t -+
(10) /

( ‘A 5 W cos|(ig +dg")e-+q],

et ensuite, on trouve, pour déterminer A, @, des équations de la forme

ﬁ {(/112 Z K cos[(dg + &g")t-+q],
(r1) ) ,0
: S == \1 T eosl({o - (o -
( i ey W eos[lig gl ]

Kn portant les intégrales des équations (10) et (11) dans les for-
mules (¢) et en déterminant convenablement les valeurs initiales, on
aura les coefficients des termes en 2°* dans les développements de £,
LA, L.

On déterminerait absolument de la méme facon les coefticients
d’un autre terme quelconque du troisieme ordre.
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Apres avoir déterminé les coefficients des termes du premier et du
troisitme ordre, on sera conduit, pour avoir ceux du quatrieme ordre, i
des équations de méme forme que (8). Bt ainsi de suite, de proche en
proche, on pourra déterminer les coefficients des termes dordre quel-
conque des développements de &, £, ..., ¢'.



