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MOUVEMENT D’UN POINT MATERIEL

I’UNE RESISTANCE PROPORTIONNELLE A LA VITESSE,

Par M. ELLIOT,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE BESANCON.

R =t 7Y e

l.

Equations de Lagrange et systéme canonique.

f. Les équations différentielles du mouvement d’un point libre de
masse égale a 'unité, sollicité par des forces dérivant d’un potentiel U
que nous supposerons dépendre seulement des coordonnées du point
matériel, et, e¢n oulre, soumis a4 une résistance proportionnelle i la
vitesse, dirigée en sens inverse de la direction de la vitesse, sont

, dx; ey OU .
M ac Va a C

Cherchons ce que deviennent ces équations par le changement de
variables
(2) i @Y1y Yoy Is)s

ol les g; ne contiennent pas le temps. D’aprés la méthode générale de
I;agrangc, on ajoutera les équations (1), apres lesavoir multipliées par
Uy

== 0n aura ainsi

dqy,

~ dra; o Ny dy Jo; ~ JU do;

3 AR AT R T N 78

(3) 2 At dyy, } /Zl dt dyy Zc)wl dl/;"
14 I3 3

et 'on sait qu’en posant

T oz () )4 ),
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le premier terme de I'expression (3) se transforme en

d [ oT ()'I‘
de \ dy), dy
Quant au second terme, en utilisant U'identité bien connue
do; _ da}
o9 . &%,
dqy, dqy,

.. , q- . . (
on voit immédiatement qu’il a pour expression a7 en sorte que les

e
équations (1) deviennent

d <()l ) i Jar-_ou (fe=1, 5, 3),

(4 A \og,) " o T dgn T o

Si le point est assujetti & rester sur une surface ou sur une courbe
donnée, nous pouvons supposer que les équations (2) représentent
cette surface ou cette courbe, a condition de supprimer la variable ¢,
dans le premier cas, les variables ¢,, g, dans le second cas. Les équa-
tions (1) ne sont plus celles du mouvement, et on doit les compléter
en ajoutant dans les seconds membres les composantes de la réaction;
mais, cette réaction étant dirigée suivant la normale i la surface ou
suivant une normale a la courbe ('), les termes complémentaires dis-
paraitront dans la combinaison que nous avons faite des équations (1).
Les équations (4) au nombre de deux conviendront done au mouve-
ment d’un point sur une surface et détermineron( les deux paramétres
g4, ¢t ¢, en fonction du temps. Dans le cas du mouvement sur une
courbe, il n’y aura qu’une équation (4) qui définira le paramitre ¢,.

2. Proposons-nous maintenant de ramener les équations (4) 4 la
forme canonique, ¢’est-a-dire de faire un changement de variables tel
que ces équations coincident avec celles des caractéristiques d’une
équation aux dérivées partielles dont il suffira, d’apres la méthode de
Jacobi, de trouver une intégrale complete pour écrire les équations
finies du mouvement.

(1) On voit que, dans notre hypothese, la résistance ne provient pas d’un frottement tel
qu'on "admet habitucllement de la part de la surface ou de la courbe. On peut supposer
que cette résistance est due au milieu, la surface ou la courbe étant parfaitement polie.
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Pour cela, nous substituerons aux variables ¢, de nouvelles va-
riables p, définies par

"
kt
pr=ckt——.
(]/L

La transformation se fera immédiatement dans le premier et le second
terme de I'équation (4), et le second membre n’est pas modifié. Pour

JoT
transformer le terme - Jg; Temarquons que T qui est primitivement une
12

fonction des ¢, et ¢, devient une fonction des ¢,, p, et de ¢. Afin d’¢-
viter toute confusion, entourons provisoirement d’'un crochet les dé-
rivées partielles relatives & ce dernicr systeme de varia])les En expri-
mant dans les deux systemes la différentielle totale de T, on aura

it

. JoT . ) ~()'I -y ()'l‘ . ,QI— N T
() Z din o F—/Z A oYy, 2 (){/ O 1, = /2 ann opn -+ ()[ ol.

La fonction T étant homogene et du second degré par rapport aux ¢,

on aura
N JT
2T o= Z 17—
- %y ()(/’h,
il

par suite, en prenant la différenticlle totale
N or I . "
20T == f)f/, P*Z//:" ‘120 / ')’//H Z’//LUC “Pi-
14

L'identité (5) devient, en remplagant le second terme du premier
membre par sa valeur tirée de la derniere relation

*‘()l ar| ()'l‘hr\
S Saoeene- [ e S 2o 2]

Remplagant enfin la différenticlle ¢T par son expression relative au
nouveau systeme de variables, on aura
OT o
— | ot
| %)

)r 1 - )rlw -
()(/,lJ o nt 2 l ()p;l_]
= Z oL -0 -+ c*”‘z 45 Opn— ket 3t E}?nq}p

h h
Ann.de I’Ee. Narmalc. 3 Série. Tome X. — Aovr 1893. 30




234 ELLIOT.

En identifiant les coefficients de 8¢, et 3p, dans les deux membres,
nous aurons les relations
JT JT 7 oT -~
6 LA S L e=htg, — | L.
(0) G [Uflh-l’ 7 [()Ph
Les équations (4 ) deviennent, en supprimant les crochets désormais
inutiles
d oT Ju
A=kt /» — It e ——
‘“(6 pu) +kemHpid dqn — Oqn
ou, en simplifiant,
(7) dpn _ _ (/tf)glf_g.) .
’ dt g

Laseconde équation (6) peut s’écrire, en remarquant que U ne dépend
pas des p,
(8) dqu — (,/uz.’i.(.,';i‘_.li).

di apy,

Les équations (7) et (8) forment un systeme canonique. Appe-
lons n le nombre des variables ¢; n aura la valeur 3 pour le mouve-
ment d’un point libre, les valeurs 2 ou 1 quand le point doit rester
sur une surface ou une courbe. Considérons I'équation aux dérivées
partielles

W r o),
oit les ¢, ont été exprimés au moyen des p,, et ot les p, cux-mémes
sonl supposés remplacés par 7;2,‘/\% Cette Gquation est & n -+ 1 variables
indépendantes ¢, ¢,, ¢y, ..., ¢, et ne contient pas la fonction V.
Abstraction faite d’une constante additive, une intégrale compléte
contient n constantes arbitraires e, €,, ..., &,, ¢t si 'on a trouvé une
telle intégrale
VUl Gy ooy Guy €15 = v os En)s
les ¢, seront déterminés en fonction de ¢ par les équations

AN (01,9 . viyn)
L (6= 1,9y oy ),

oit les ¢ désignent de nouvelles constantes arbitraires.
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3. Dans ce qui précede, la fonction U n’est déterminée qu’a une
constante additive pres. On peut vérifier directement que, si I'on
ajoutait & U une constante quelconque %, cette addition ne modifierait
en rien les équations du mouvement.

Prenons le cas d’un point libre, et rapportons le mouvement i trois
axes rectangulaires. On a

T = (27 + 22+ 32).

En introduisant les variables canoniques p, = ¢* 2, on trouve I’équa-
tion aux dérivées partielles

AN e (QXA JovVE: V2

e
Jdxy ~ Jxi = dx;

>—«c“U::o.

Posons V=W, ou W est supposé¢ dépendre seulementde x,, x,, x,;
on a, pour déterminer W, I'¢quation

IdW: 9w  gw: -
(9) Gt Ty gy T 2kW 2 U=o.

Sil'on connait une intégrale complete W (x, @, x,, €, €y, &), il vé-
sulte de la transformation précédente que les équations du mouve-
ment sont

oW

ekt ()El-- g ({=21,09,3).

Or la constante £ qui entre dans U peut étre modifiée a volonté en
ajoutant i la fonction W de 'équation () une constante arbitraire, et
cette derniére n’a évidemment aucune influence sur les équations du
mouvement qui viennent d’étre éerites. La méme remarque s’applique
sans modification dans le cas d’un mouvement sur une surface ou une
courbe.

4. Mouvement sur une surface. — Supposons I’élément linéaire de
la surface représenté sous la forme habituelle
ds?= B du?+ 2F dudy + G dv?,
ol K, F, G sont des fonctions connues des deux parametres u ct o.

Dans la fonction
Te=(Bu*+ aFu' o'+ Go'),
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il faut introduire les variables canoniques en posant
Eu +Fo'=pe*,
Fu'+ Go'=qge k.

On en déduit ‘
Gpr~aFpg—+ Eqg? =2kt

I
T = - . <
2 EG — F*

[’équation aux dérivées partielles dont il s’agit d’avoir une intégrale

complete est
G AK e AYAAY i A%
s R T I I [

(IO) - 1 [ ;..VEG,;::_ o2 S J === 0.

ot

Elle est & trois variables indépendantes; en posant, comme précédems-

ment, V=¢"W, clle se transforme en une autre & deux variables
indépendantes, mais renfermant la fonction inconnue

;OW! L pOW OW | g oW

e o % kW e U =2 0,

(1) dut Cdu Jv
l e Al A —V-
EG o~ F*

Une intégrale complete de équation (10) avee deux constantes e, €,
donne w et ¢ en fonction de ¢ par les formules

A% , A% ,
— -V
Jde ’ Je, !
Une intégrale complete de I'équation (xr1) donne « et ¢ par les for-

mules
4 W e gl okt d W )

ekt 2. , : ,.
Je ()E|

5. Mouvement sur unc courbe. — Si I'élément linéaire de la courbe
est représenté par la formule ds* = Edu®, olt B est une fonction con-
nue du parametre u, on trouvera de la méme fagon I'équation aux dé-
rivées partielles
IV ekt gV? .
S A V=
Jdi 2B Jut
ou, en posant V= ¢*W,

. 1 dW?
(12) B dut " 2kW - 2U = o0,
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qui est une équation différentielle ordinaire & une seule variable. Si
'on a trouvé son intégrale générale W (u, <), 'équation qui définit le
parametre z en fonction de ¢ sera

OdW

ket
c ——en.
e

=g,

Remarquons que le mouvement sur une courbe quelconque peut
étre ramené au mouvement sur une ligne droite. Prenons, en effet,
I’arc s de la courbe comme variable indépendante, et supposons que
le potentiel U ait alors pour expression f(s). L’équation du mouve-
ment sera

d?s

ds .
(13) ai g ) =o

Regardant maintenant s comme une longueur portée sur une ligne
droite donnée, on voit que I'é¢quation (13) définit le mouvement sur
la droite d’un point qui serait sollicité par une force fonction de la
distance du mobile & un point fixe de la droite, avec une résistance
proportionnelle & la vitesse.

Que le probleme se ramene a Uintégration d’ane équation du pre-
mier ordre, ¢’est ce qui est ¢vident sur équation (13), ol ¢ n’entre
pas explicitement, mais, cette inlégration supposée faite, on aura i
effectuer une quadrature, tandis que la méthode de Jacobi, des que
Pon a intégré Iéquation (12), n’exige plus qu’une différentiation.

I1.

Examen de quelques cas ou I'on peut intégrer I'équation
aux dérivées partielles.

6. Commencons par le cas du mouvement sur une courbe, ou, si
'on veut, sur une ligne droite. Remplagant s par z dans I’équation (13)
du numéro précédent, nous aurons & examiner les cas d’intégrabilité
de I’équation
d*x

dz o
(1) i+ /r—c—ﬁ — f!(z) == o.
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Nous avons vu qu’il suffit, pour intégrer cette équation, de trouver
I'intégrale générale de I’équation du premier ordre

dW?

(2) W-{—Q/CW—Z/.(Q)):O,
I'équation

OV
(3 “ge TF

donnant I'intégrale cherchée avec les deux constantes e, ¢’

Si I'on ramene, par le principe des courbes unicursales, 1'équa-
tion (2) & une autre ne contenant la dérivée qu’au premier degré, on
aura

o () — 02
{.I.W = 0, W famen .)i.!..g_{ ) ____J -
dx ak
I’équation en 0)
aj S[(x)
([I) ;Z:(-' T e /f = --—-6._...

se présente sous laforme que j’ai étudiée dans un travail antérieur (*).
Les deux cas d’intégrabilité signalés au début de ce travail corres-
pondent & 'hypothese que /() est un polynome du premier ou du
second degré.

La force qui sollicite le mobile est constante ou bien proportion-
nelle & la distance. On peut, dans ce cas, intégrer 'équation (4) et
vérifier, parun caleul qui n’offre pas de difficultés, que I'équation (3)
donne bien intégrale générale de (1), Mais, comme cette équation (1)
est linéaire et i coefficien(s constants, il est clair qu’il est préferable
d’en ¢erire immédiatement I'intégrale générale qui fournira la solu-
tion du probleme.

(Cest ce qui arrive dans le probleme classique du mouvement d’un
point pesant sur une cycloide dont la tangente au sommet est horizon-
tale. On peut ajouter le cas d’un point se mouvant sur une chainette
et attiré par la base de la chainette proportionnellement & la distance,
ou bien encore supposer que le point se meut sur une spirale loga-

(1) dnnales de I’ Ficole Normale, 3¢ série, 4. VII.
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rithmique avec une attraction du pole proportionnelle 4 la distance,
en admettant toujours une résistance proportionnelle & la vitesse.
M. Appell (') a indiqué, relativement aux équations de la forme

l
() =y (),

dx

un certain nombre de cas d’intégrabilité, soit qu’on puisse effectuer
I'intégration au moyen de quadratures, soit qu’on ramene I'intégration
a celle d’une équation de Riccati. Il a résumé les plus simples dans les
quatre formules suivantes

cp(w):t:\—(%, o (&) == ac*, o(z)=ax, o(x) = %

> . 1 1 . . e
Le changement de fonction y = 5 et un changement de variable facile

a ¢tablir ramene Iéquation («) a la forme (4).
a

L’hypothese (@) == -\/-{r répond au cas déjh examiné ou
e
f(x) == b(x - xy)t ou plus simplement JS(z) = ba®.

L’hypothese ¢(a) == ae® correspond i f(@) = bla. La force qui sol-
licite le mobile varie en raison inverse de la distance. L’équation (4)
est

ol b

o l @l

Le changement de fonction 0 == 0, — £ la transforme e¢n I’équation
intégrable

o a2l k),

d, b
Nous verrons un peu plus loin que, quand la force varie en raison in-
verse de la distance, la méthode de Jacobi permet d’écrire les équa-
tions du mouvement pour un point qui reste dans un plan. Le pro-
bleme actuel en est un cas particulier.

Lorsque ¢(x)=ax, on (rouve aisément f(x) = byxz. La force

(V) Journal de Mathématiques, t. V; 1889,
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varie en raison inverse de la racine carrée de la distance. L’équa-
tion (4) est alors

.(_Jg_ —_—— k4 -_{{: _{

da a/z 0
Introduisant, au lieu de 0 et x, une nouvelle variable @, ¢t une nou-
velle fonction 0, définies par les relations

0 =z, — ka, a = 03,

’équation se transforme en I’équation de Riccati

dl

b ke oy e k02,
day L

SN \ a b .
Enfin & Phypothese ¢(x) = —5 répond f(a) = - La force varie en
raison inverse du carré de la distance. L’équation (4) est
dj p b
de =" Xt

Faisons encore un changement de variable et de fonction défini par
les formules
0 0, m—— /.‘.’L', -—;: e

qui traduisent, comme dans les deux cas précédents, la méthode d’in-
tégration de M. Appell. On obtient I'équation de Riceati

A, b1 0}

da, Y-

Y

Mouvement dans un plan.

7. Supposons d’abord que le point soit soumis de la part d’un point
fixe que nous prendrons comme origine & une attraction ou répulsion
fonction de la distance. En faisant sur les équations du mouvement

arx " da: JU

5 F T
] ,

( (.‘_1.2_.)_’. 4=k dY .(Zy

dac N al oy
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la combinaison qui donne le théoreme des aives quand 4 = o, on aura,

uisque Ly AL identiquement nul, U'intégrale
P dy dr ' o ’ R

dy dr .
T ._v‘.)_ —— ) _.,l_. =} (_;~/n‘l,
dt odt

ot C est une constante arbitraive. En coordonnées polaires r, 9, cette
intégrale sera
(6) r2dl = Ge=rtdy.

En se servant de celte intégrale, on peut ramener le probleme i

Pintégration d’une équation du second ordre. Multiplions les équa-
tions (5) respectivement para ety et ajoutons-les. On aura

Pyl U U e
CaEr Y g e T gy (o )

Remplacons le premier membre par sa valeur tirée de Uidentité que
I'on obtient en différentiant par rapport ¢

_(/,{" I dy dr
St ’.)"(/[' ! di

o
Remarquons que U == /(r) donne

ol U e
Tow gy

Nous obtenons ainsi 'équation

dzr ol * dr
P e fep et
I(H” / (Hz,.,./‘/'(/) /Icll’

qui devient, en vertu de 'intégrale (6),

T

612[' ‘(/,. . (1' L A—
(7) i R TS e =

Silon a intégre cette derniere équation, Uintégrale (6) donnera 0 en

Ann.de !’ fie. Normale, 3* Série. Tome X. ~- Aovr 18¢3. a1l
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fonction de ¢ par une quadrature, et le probleme sera completement
résolu.

On voit que cette équation ne dilfere que par le dernier terme de
celle qui a été obtenue dans le cas du mouvementsur une ligne droite.
On retrouve ce cas particulier en supposant que la constante G est
nulle.

Appliquons maintenant la méthode de Jacobi. Il faut trouver une
intégrale avee deux constantes arbitraives de 'équation

A 1.*/,,(0\"” & et
P PP o) S(r) o,

ou en coordonnées polaires

A% A Jav?
o pe ekt .2 o 20 LY
B e e S A Y LN LN A G I SO
o Jr* Sr) - 7 '
Cette équation peut étre satisfaite en posant V== C0 4 V,, ot V, ne
dépend que de ret 2. 1 suffira done de trouver une intégrale avee une
constante arbitraive non additive de I'équation

: ’)V‘i Ao ft ‘()V;I’ 2 WLl
(%) PR (j,),--" + ) ).

Sil'on a trouveé une intégrale de cette dquation V,(r, ¢, C, e) avee une
constante arbitraive ¢, on conclura de la relation qui lie Vi V, que les
intégrales du mouvement sont

oV,
de =

¢ et 0, étant deux nouvelles constantes arbitraires. La premivre de
ces deux équations, qui ne contient pas la variabhle 0, est 'intégrale
générale de I'équation (7), comme on peat le vérifier, si on le veut,
par la méthode suivie dans tous les cas analogues en Méeanique.
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8. L’¢quation (8), dont dépend toute la solution du probleme, peut
étre ramence par le changement de variable e = /¢, i celle-ci :

/m_
Y

AR
Wi

= 0,

avi ()V1 (
0 ()l1 s

Cherchons si, pour une ddétermination convenable de la fone-
tion /(r), I'équation précédente peut admettre une intégrale du pre-
mier degré. Pour la commodité du caleul, appelons un moment et y
les variables r el ¢, et représentons par p et ¢ les dérivées partielles

' /
de la fonetion V. L’équation aux dérivées partielles s’éerit
1

| D— /)2—-— 2l - 2 A= 0O, A==

8
]
»
>~
A
<
i

Pour qu’elle admette I’ intégrale
(ll oy o ﬁ(/ - / g,

ou o, 13 v sont des fonetions de @ ely, el e une constante arbitraire,
il faut que Pon ait identiquement (F, @) == o, ¢n tenant compte de
I = o, ¢'est-h-dire

’oet /()1 o * 0 r dy U 4)); Ty, ? ()3; -

; ( )z 0p ()'/") l)\ ( Az - 05 dy ) s OA
, - . : '

liunpla( ons ¢ par,p® - A et égalons i zéro les coefficients des diverses
puissances de p. On voil (zlmul que B doit étre une fonction Y de y
seulement: on aura ensuite les conditions

)y du oA JA dy

- Y=o, i o= (7;)7 - Y-)-‘—); A AY - ))’ o= 0.

dz
o

Les deux premieres déterminent les fonctions o et y

o=t Y - Y,
g Lt Y e 2 Yk Yy,

ol Y, et Y, désignent deux nouvelles fonctions arbitraires de y.
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La derniere équation donne alors, pour déterminer A, I'équation
aux dérivées partielles

<wv+ﬂ%%+vg+vx+$vuww+u:m
F4 ‘ it

Pour nous borner, dans l'intégration de celte équation, & ce qui est
relatif & notre probleme de Mécanique, nous allons chercher si elle
peul étre satisfaite en déterminant convenablement /() dans la fone-
tion

A*Lﬁ“{S5

Le coefficient de G* doit étre nul aprés que Fon a fait cette substitu-
tion de A, carla fonction /() que nous cherchons doit ¢tre indépen-

dante de C. Cela donne Y, = o. La fonction /() doit done satisfaire
a I'équation

oY , Y/ P T 1 2\, o
_/-‘Tﬁf(.") T oktyr [/ Ce) =0 flr)| 4 Y- Yo,

Prenons Y =™, ol m est une constante queleonques; on voit alors
que les variables 2 et y se séparent dans notre équation qui peuat s’é-
erire

2 ) () m

T [ef"(e) 42 f(e)] = Tm(m —1)(ne— o)t ybmY, = o,

On doit done avoir, en désignant par a une conslante,

m — 9 PYAL?)
( W) == 2 e () e L e 1) (102 e 2 ) 2o = D227 2,
(9) ’/ ) mx S) == ) ) T '
{ ),.'5 “ N Y; e (4
On en déduit par 'intégration
. k% ek
J() = — ;}25- — sm(n— o) 2t b ",
«

P e st e M2
YQ -~ I — .7 -+ Ayy
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b et «, désignant de nouvelles constantes arbitraires. On peut, du
reste, supposer @ = o, puisque notre probleme ne dépend que de la
dérivee de la fonction /(r). En nous rvappelant la signification de
la variable .2, nous voyons done qu’il y aura une intégrale du premier
degré, si la fonction des forees est une fonction de la distance du mo-
bile & un centre fixe définie par I'expression

22—

Slxy=Lm(m — o) 2uer+ Do ™

L'hypothise & = o correspond i une foree qui varie en raison directe
de la distance dont P'imtensité i Punité de distance peut étre choisie &
volonté, a cause de Parbitraive me. Mais, dans ce cas, les équations dif-
forentielles du mouvement s'integrent immédiatement.

Les résultats précédents comprennent en particulier un cas intéres-
sant quand on suppose e == 2. Les ¢quations () deviennent

L

0, Y, o

4

o a
) -t —
Jr) 7

On en conclut
Sy Rl Yoo aly.,

Il y a done une intégrale du premier degré lorsque la foree varie en
raison inverse de la distance. Achevons completement Uintégration

dans ce cas. L’équation

(l()) Phe o -k

Y oyt Y, 0, Yoo aly,

a*
Gy, By, Ve aly.

Lintégrale du premier degré est

il

(11) A Yig -+ ‘-;)- - aly g,
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L’élimination de ¢ entre les équations (ro) et (11) donne

yipraaaxyp -+ G ¥¥~ — 2 al 4 i 2% e 98 20

/J::————f-:l:l- ‘)“-l*"é?[-— w-—‘m’)
¥y w

et I'on en conclut pour ¢ 'expression

On en tire

Done 'expression de p da —+ g dy sera
/ 4

g ly .'1'”
L d —+~< i
(y "y) Y 7

On apereoit immédiatement Pintégrale qui est

£ '/.y /\/ C y (
e (Xay ’>.~.~-)((/ e
Y '/ .'}"(y at y)

Revenons maintenant aux variables primitives » el .
Léquation (8) dun®7

oV avi
AR P72 AR B TP Ty R
g7 e <1)/"-'~ ~+ ,_&) = Rta et lr o

admet U'intégrale

- keekt - a/r"'/' (et - Lk ekt dt — § for? c”‘»{r«/b\/; e '),-a llt %; u,
ol 'on a posé
(12) oz forekt,

Le deuxiéme et le troisieme terme ne donneront aucun résultat quand
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on prendra les dérivées par rapport & € ou par rapport 2 C. Les inté-
grales du mouvement pour un mobile sollicité par un centre fixe en
aison inverse de la distance, ¢t soumis h une résistance proportion-
nelle & la vitesse, sont done

»
- /A'(f/"/ = T [/.I{ = 8’,
(¢
28— aalu —
. i

1
<
u*

re

wi

w ¢tant défini en 7 et 2 pour la formule (r2). On peut vérifier sans dif-
ficulté que Ia premiere équation est, avec deux conslantes arbitraires
g, &, intégrale géncérale de Uéquation () ot f(r)= — k*alr. Quant
a la deuxieme équation, si on la dérive par rapport & ¢, on retrouve
Pintegrale

9. Nous avons ramené, dans ce qui précede, Pintégration du mou-
vement d un point sollicité par une foree centrale fonction de la dis-
tance, el soumis & une résistance proportionnelle & la vitesse, 4 la
recherche d’une intégrale complite d'une équation aux dérivées
particlles. Cette dquation du premier ordre est du second degré par
apport aux dérivées partielles, et les termes dusecond degré forment
un carrd parfait. 11 est hon d’indiquer que ce probleme peut étre aussi
ramené i une recherche de lignes géodésiques.

L'équation (r1) du n® 4, quand le mobile s¢ meut dans un plan,
devient

JW?2  OW?

o }- il)ylh e kW = o U = 0.

’ .

En coordonnées polaires, celte équation s’éerit

IW? R ()VV':
AT 0t
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On peut faive disparaitre la fonction inconnue par le procédd ordi-
|

naive. Soit T(r, 0, W) =0 une intégrale quelconque de équation

préc(edente; la fonction T satisfait & Péquation

NiE - ‘ T o |
2 ayr e [AW —[(r)] JWi T e T

On peut la vérifier en posant T=4A0 + T,, ot T, ne dépend que des
deux variables 7 et W, 4 ¢tant une constante. L'équation en T, est

5] ()Hf o e/ ; ')’l“ll 2 e
r e i [/n A4 — f(r )I Wi = A 0.

Avec les notations habituelles, et en désignant par e et y les variables
ret W, cette dernitre Gquation s’éerit

. l*
Pl by — fla)] gt -1{; 0.

Le probleme revient d une recherche de lignes géodésiques; mais il
parait difficile de mettre en évidence des cas d’intégrabilité de I'équa-
tion précédente.

10. Reprenons maintenant le probleme du mouvement dans un
plan, mais sans supposer que la force qui sollicite le mobile est une
fonction de Ta distance & un centre fixe. I faut, dapres ce quia ¢té vu
au n° 4, (rouver une intégrale complete de 'équation aux dérivées
partielles

(12) Fozp? o ks —all == o0,

z désignant la fonction inconnue. 11 est naturel de chercher si I'équa-
tion peut admettre Uintégrale du premier degré

Dz ap 4+ Loy -+ 5+ y ==,

ol nous supposons que o, §, v sont des fonctions de x ¢t y et que C
est une constante arbitrairve. Il faut exprimerici que l'ona [ F, @] = o,
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et cette derniere équation, qui ne contient pas z, doit étre vérifiée
identiquement, quels que soient p, ¢, z, y. La condition développée
donne

’(‘{)“ PP A (;f’“, L 0B 9
A YR E A R R AU MR ”)

ou = 5 (OU N\
“+ o <;):1‘ - Ap) “+ B (})y - A(/) = o,

On devra donce avoir

9% | mo 9P 9% o P
o B o ‘)) ] ;)’y -+ 1220,
o Jy U 0U
e o g T S e s T
0w MET gy KB e, By e

. 9 . . . y .. do ()‘6 ;

Pour que la fonction y existe, il faut que Von ait 7 = . En rappro-
dy e

.. . . dor 0
chant cette condition de la deuxitme, on voit que )~ et )(2

[ ] . »
-~ doivent étre
dy " dx

nulles. En désignant par a el b des constantes, on doit avoir
—-— oy AN / P - - A 1] 2 /,- Py /./
amid o a, Goboy, 7, (2t ¥*) & fkaax + kby.

La fonction U doit satisfaire & 'équation

U 240
T Y):)-y

(a ) e ( ,

On peut maintenant, par un simple transport des axes, supposer
nulles les constantes « ¢t b. La fonction U doit étre alors homogene et
du degré zéro. Ainsi I’équation

R ST A
(14) Pr- gt aks - of ;) =0
admet Uintégrale du premier degré

(15) PE Ay 5 ’/—f(x"‘iry") =C.

La fonction U est fonction de 'angle 0 en coordonnées polaires.
Ann. de U’ lie, Normale. 3¢ Sévie, Tome X, - Aovr 1803, 32
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La force qui sollicite le mobile est toujours perpendiculaire au rayon
vecteur.

En résolvant les équations (14) et (15), on aura

) P N 7
z [:: + G - (224 97) | oy VR
P e e SR = man e Y

ou

)

- /l ) - .
R - o,(w“-»la}’“)./'(':;:) 'l“ - (e l’)"‘)l ck(at - yt)s o aGs - 3t

[

La recherche d’une intégrale complete revient a Uintégration de
Péquation aux différenticlles totales

ds . pda -+ qdy.
Pour effectuer cette intégration, posons
@ eost, yomrsind, Jttangf) - 1(0).
[équation i intégrer est
ds = (5 - (‘I)(f.,' Yhrdr R0,
ot 'on a maintenant
RocarI(0) (G- Yhryr  friz - alis 5%

Faisant d’abord Uintégration par rapport & z, et désignant par ®(0)
la constante (’intégration, on aura

ser®(0) G Lk,

» . . ’ (): ’ . 1 O
Il faut maintenant exprimer que le careé de a5 est égal iR, En fai-

sant ce caleul, on constate, comme cela doit étre, que r disparait, et la



]
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fonction @ se trouve déterminée par I’équation

(16) :l;gz @ =aF + 2kC.

Ces résultats s’appliquent encore lorsque 4 = o, c’est-h-dire quand
il n’y a pas de résistance. La difficulté analytique est la méme; elle
consiste dans l'intégration de 1’équation (16). Clest i cette équation
que on ramene la recherche des lignes géodésiques des surfaces spi-
rales; on ne sait I'intégrer que dans un nombre tres restreint de cas.
Je me propose d’indiquer, dans une autre occasion, quelques formes
de la fonction I, pour lesquelles U'intégrale peut étre exprimée sous
forme finie.

Si Von veut que le probleme de Mécanique, comportant une résis-
tance proportionnelle & la vitesse, se résolve par des quadratures, il
faudra que I’équation (16) s’integre quelle que soit la constante arbi-
traire qu'on ajoute 2 la fonction F, et cette condition rendra plus rares
encore les cas d'intégrabiliteé.

11. Lorsque le mobile est assujetti a rester sur une surface dévelop-
pable et qu’il n’y a pas de force autre que la résistance, on peut tou-
jours trouver les équations finies du mouvement. On sait que I'on
peat déterminer deux variables w et o, telles que Pélément linéaire de

Ja surface soit
ds? o odut - dy®,

[’équation aux dérivées particlles

OW:  IW?

J o

admet une solution de la forme
W - Slu)y 4+ q(v),
les fonctions /et g étant déterminées par les équations différentielles
do*

df?
e e 0 fof 2z O -tmn e ako=0;
du S ! dy* ' !
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on en tire
k

I .
—g(u—i—s)z, 9 = (0 -e)n

T

J=

On en conclut que « et ¢ sont donnés en fonction du temps par les

relations
e o=l ek, g gl e H

’. !
s &4 €0

avec les quatre constantes arbitraires ¢, ¢ |



