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DE

L'EXISTENCE DES I N T E G R A L E S
DANS UN

DIFFÉRENTIEL QUELCONQUE,

PAU M. RIQUÎER,
PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCï^NCKS DE CA13N.

Un très peti t nombre (Fauteurs se sont occupés, jusqu'à présent,
de l'existence des intégrales dans un système d i f l e r en t i e l i m p l i q u a n t
un nombre quelconque de fonct ions inconnues et. de variables indé-
pendantes. Les plus simples de tous sont les systèmes complè tement
intégrables d'équations dif lerentiel les totales du premier ordre : ils ont
été étudiés par Bouquet et M'. Mayer dans des travaux bien connus de
tous les géomètres ( ^ ). En ce qui concerne les sysicmes partiels du
même ordre, Caucby (2) , M. Darboux. (!$), M1"" de Kowalevsky ( / t) ,
M. Kôni^ ( { î ) , MIL Méray et Riquier (°), M. Bourlet (7), ont é tud ié

( 1 ) BOUQUET, JhdUîlln de^ SclerwïSK m.al/iémfflù/fU^ et ctsirofiomufife.v^ l. Uî, p. '.>,() 5,
: i<S7â;A. MAYER, Mathctnatlsahc .A/ii/aldfi, t. V, p. 44^ ûl BuUfîUfi dc^ SdcncGs wa£/io
mauqw.îs et a^tronornifjiWf i^'sério, t. XI.

( 2 ) CAÏJCCÏY, Comptes rencimf de l'Académie dfî^ Scù'//(w, L XIV, [)- 1020; t. XV* p* 44*
85 et r3 i ; t. X.V.Î, p* 572.

( 3 ) G. DAÏUÎOUX, Comptes rendus de l'Académie de^ Scicucas^ t» LXXX, (h 1 0 1 et 317.
( 4 ) SOPHIK VON KOWALEVSKT, Jour/ud de Crdia, t. 80, p. î .
( y ) J. KoNre, (Jeber die ïtitc^ratioft ^imul/.a/wr Système partieUer Differemial^lci-'

cfluii^cfi mit înehî'cren twhekti.iuilen Ftuiclwfiett (Mftt/i(mwtlsc/i<ï Àn/udf'tt, l. XXî i î } .
(<i) MERAY ot B.ÏQ'UÏISR, Sur la ('cm vergence des déwloppemefrU d(^ infé^Talcs ordirïaireis

d''un sys terne d'éffucdio/if! di[)'ér(îittieUes partù'lles (À in taies de l'Ecole Nw/wde. ^u.périfîUH.ïy
janvier, février et mars 1890)*

(7) «BOURLET, Sur les écfu.atiolu1 aux dérwéef: partie Ile ff flimulUf.néefi ({ui cofitien/wnt pla-
rieurs joue lions inconnues (Thèse, avril 1 ^ 9 1 ) *

Ann. de l'Éc. 'Normale. 3e Série. TomeX» "- FÉVKÏKR îH(j3. Q



66 HIQUÎER.

successivement des types de plus en plus généraux, et M. Bourlet , le
dernier en date de ces divers auteurs, a pu, dans une thèse de doc-
torat, réduire un système différentiel, quelconque à une forme du pre-
mier ordre assurant la convergence des développements de ses inté-
grales. .L'introduction de cette forme, bien qu'elle const i tue un progrès
sur les résultats antérieurs, est pour tan t loin de résoudre la ques-
t i on , et tout dépend à cet égard de la découverte d'une forme cano-
nique q u i soit en outre (mnpiêternent intégmhle.

Le problème est assurément compliqué, et, i l y a quelques m o i s î t
peine , de profonds géomètres i n c l i n a i e n t à croire qu' i l é t a i t impos-
sible, dans l'état actuel de la Science, d'affirmer l 'existence générale
d 'une pareil le forme (1). II n'en est rien cependant : avant; que j 'eusse
connaissance de la thèse de M. Bourlet, avan t même qu ' e l l e fut : pu-
bliée, j 'étais déjà en possession d'une forme beaucoup p lus générale
que la s ienne (2), et j 'ai pu dernièrement ef lectuer la réduction d 'un
système quelconque à un système complètement intégrable, d'ordre
égal ou supér ieur à i, et présentant, avec certaines part icular i tés , la
forme entière par rapport aux dérivées des fonct ions inconnues ( n l ) .
Le degré de généralité des intégrales générales, Immédia tement connu
dans les systèmes de cette dernière sorte, se trouve donc, au moins en
théorie, fixé avec une entière précision dans un système quelconque»

Ces résultats ont été communiqués à l'Académie des Sciences dana
la séance du 28 mars i8c)2, et: l eur exposition détail lée consti tue
l'objet du présent Mémoire.

Systèmes harmoniques.
!. Désignant par

(r) .r, y, ...

les variables indépendantes , et par
(2) u, r, ...

P) '^oir la l\fîme ^énéralfî (ICK SMII.C(:ÎK pures et appliquées', numéro (lu 3a nu;u iBylf»
p. 338. 1 ' 1 , 1 ' 1 l i l 1 1 1 1

C 2 ) Voir la note do le pa^e 68.
( 3 ) Les particularités dont il. H'a^ifc sont dô nature toile, quo, lorsque1 ïe âyaième est

par hasard du premier ordre, il est on même temps linéaire,
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les fonctions inconnues d 'un système dif férent ie l quelconque, faisons
correspondre à chacune des quant i tés (i), (2)^ ent iers , posi t i fs , nuls
ou négatifs, que nous nommerons "respectivement cote première, cote
seconde, . . . , cote ^l(tm<î de cette quant i t é . Considérant ensu i te une dé-
rivée quelconque de l 'une des fonctions inconnues , et désignant par y
un terme pris à volonté dans la suite i, 2, . . . , /? , nommons cote q1^
de la dérivée en question l 'ent ier obtenu en a j o u t a n t à la cote y™0

de la fonc t ion i n c o n n u e les cotes homologues de toutes les variables de
di l férent ia t ion , d is t inctes ou non.

Cela étant, le système différentiel proposé sera d i t harmonù/ue, si,
moyennant un choix convenable du nombre/? et des cotes attribuées à
.:r, y , ..., u, v, . . . , il rempl i t à la (ois les diverses condi t ions sui-
vantes :

i° Chacune des équations données a pour premier membre une
certaine dérivée de quelque (onc t ion inconnue , elles seconds membres
de ces mêmes équations, si l'on y considère pour u n instant/r^y, ...,
u, v, ... et les diverses dérivées de //, f, . . . qu i y f igurent , comme
a u t a n t de variables indépendantes d i s t inc tes , sont olotropes dans
q u e l q u e système de cercles (1).

2° Les diverses dérivées des (onct ions inconnues qui f i gu ren t dans
le second membre d 'une équa t ion quelconque ont des ordres au
plus é^aux. à celui du premier membre correspondant. En outre , si
l'on désigne par c,,, <^, ..., e^ les cotes du premier membre, et pa r^ ,
Cy, ..., c celles d'une, dérivée que lconque d'ordre é^al f igurant dans
le second, les différences

C i — C i , C a — C g , . . . , c/ ,—^

ne sont pas toutes nul les , et 1& première d'entrejilles qui ne s'éva-
noui t pas est positive. ^ .

3° Aucun des premiers membres ni aucune \jJl lelirs dérivées ne

( 1 ) La dériûmmîitîon ^ohtropc e été employée et définie pour h promièrû ibis par
M. Méray, danH wm Nouveau préch fi'Ânafysc infmif.énmtde; 3o lecteur pourra cotisuUor
à ce Hujet rriori, .Mémoire* Sur lûfs princîpe.ff dû lu théorie générale des fo/u'twm' ( An miles'de
l'Mcûle Normale supérieure^ ïSt)», p. 59, tk),^» ei 34)"
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figure dans le second membre d'une équation donnée que l l e qu ' e l l e
soit(\) .

2. Étant donné un système harmonique, nous dirons que les fbnc"
lions

0(^,7, ...), V(.r,.y, ...), . . .

constituent pour lui un groupe à'intégrales ordinaires, si elles remplis-
sent à la fois les deux conditions suivantes : i°'les fonctions U(.r,j,...),
V(,r, y, . . .), ... sont olotropes à l'intérieur de quelque système de
cercles, et les valeurs qu'elles acquièrent entre ces l imi tes , prises con-
jo in tement avec celles de leurs dérivées et des variables indépen-
dantes, restent toujours intérieures aux cercles d/olotropie des seconds
membres; 2° la substi tut ion de U(^,.y, <..) , ^ î ( x , y , . . . ) , ... a a, ̂  ...,

( 1 ) Les systèmes qiie j'appolle harmoniques renferment, comme cas particulier, k*H
systèmes canoniques do M. Bourict, dont voici la définition :

« Étant donné uû système d'équations aux dérivées partielles du premier ordre, linéaire,
y entre ///. fonc tic» ris u^ u^. ...; u/n, et K variables indépendantes ^1,^2, . . * , j'^, t'éHolu

, , ,, . , <)u/
)) i)ar rapport a un certain nombre de donvocs -.;—?

àifi
1 } X ! , ' ^ik,

"n nous dirons (pic co systènic ost rnis sons fbrrîiû cfinom.qfw^ on» (»IILS bru'vcrnont, (ÎHI en"
1» itoniqw, si les fondions ^ik dô y\i .̂ 2, ..., ^,ti ^ 1 5 ^2. • • ' ? '(m ^t ^^ dérivées de //i,
» u^ ..., u,n (qui contiennent d'ailleurs linéairement ces dérivéeH) Kîitisfbnt aux condi-
)> fions suivantes : 1° ^us- ne contient que des dérivées par rapport nnx varjuble^ j1^ dont

w rindice/' ^{6^aloumpêrmiràk\ '^ si une dérivéo , / d'uno fonction HJ \mY ra|»}Hfrta

» la variabtô ^/c fî^urc dans ^//•. l'indicô / d e cette Ibnction eat fnfpéritîur à L » (A^i/" ht
Thèse de M. Bourlot, p. ^7.)

Considérons, en ofïbt, un système linéairo du j)remior ordre résolu par rapport à un
certain nombre de dérivées; attribuons-y à ciiîi(;une des4 variabkiB indépcndanton ,ri
.^2, ..., .r/i 'une cote première é^ale à Bon indice changé de si^ne et une cote Hecondo
niilîe, puis, inversement, à chacune dos fonctions inconnues /f^ / /g* ..^ i/m une cote
première nulle et une cote seconde égale à non indice changé désigne*. Il Hufftt alora, pour
retomber sur lu type canonique de M- Bourlel, do supposer que chacuno dos dérivées
figurant dans le second membre d'une équation quelconque du système poHaèdo, 8oit uno
cote première inférieure à celle du premier mmx'bro eorreapondani, so5i unô coto pre-
mière é^ale avec une cote seconde inférieure. Or» une telle hypothèse entraîne évidem-
ment la nature harmonique du système*
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opérée entre les mêmes limites, t ransforme en identi tés les diverses
équat ions du, système.

La subs t i tu t ion d'intégrales ordinaires connues dans les équations
du système en transforme tous les seconds membres en clés fonctions
composées, hab i tue l l emen t di f férent ie l les , des variables, des inté-
grales et de certaines de leurs dérivées. D'après la définit ion même
des intégrales ordinaires , et entre les lirniles assignées par cette défi-
n i t i o n , les règles établies pour les fonctions composées sont appli-
cables aux seconds membres dont i l s'agit, et Von peut, en consé-
quence, differenlier indéfiniment les relations du système. '.En adjoignant
à ces dernières toutes celles qui s'en déduisent ainsi par difleren-
liations, on ob t ien t un groupe i l l i m i l é de re la t ions , dont la considé-
ration permet de partager en deux grandes catégories les dérivées de
tous ordres des diverses f o n c t i o n ^ inconnues : parmi ces dérivées, les
unes, que nous nommerons principales., f iguren t au m o i n s une fois
dans les premiers membres des relations considérées; les autres, que
nous nommerons puranzéirùfues, n'y f igu ren t jamais.

Pour abréger, nous nomin^ron^ primùwes les relations dont i l s 'agi t ,
et aussi les diverses expressions quelles fou rn i s sen t pour les dérivées
pr inc ipa les des intégrales. Chaque dérivée prmcipale possède donc au
moins une expression pr imi t ive , et presque toujours p lus i eu r s ( < ).

3, Les relations prùnil'wes d'un sys lé/ne har/nonù/ue donné pewent
se partager en groupes se succédant suiwnl une loi telle y que les seconds
membres d^ un groupe qfieleounue ne conliennenty ouire les variables in-
dépendantes, les fonctions inconnues et certaines dériçées paramétriques,
que des dérivées principales figurant dans les premiers memô'res des
groupes antérieure (en particulier, les seconds membres du premier
groupe ne contiennent aucune dérivée principale).

( 1 ) Dans la suite du présent Mémoire, j'aurai constamment à me servir des locutions :
Iftié^rafcfî ordinmr/îK, dérivées priiu'ipalcs, dêrwée^ pa/vt/noirù/w^^ relatiotnî et e.xpra^
{îionsi primUwfîs, rnla/lo/^ ci (^'pres^wns ultimes. Cos locutionn se trouvent déjà employées,
à propos do corùmis systcmea du proinior ordre, dans im Mérnomî do MM. Méray et
Biquior ayani pour titre : »Sur la cotiyar^cncfi cto déwîioppctncfd^ des v/té^mle/f ordi"
ttmw d'un sf sterne (réqueiliotis did'ercfitleUes partielles. Le lecteur pourra comparer
les n^ iâ îi, K fin présent Momoiro aux. passagOH analogues dn M6moiro dont il1 s'agit
( /ïnfuiles de l''Ecole Nof'ftwic supéruîurCf 1890, p< ^4 9 ^7 et 3'î à 38).
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I. Toute relation primitive remplit la seconde des conditions énoncées
au n^ 1.

Soit

(3) rî =/(..., S1, ...)

une équation prise à volonté parmi celles du système donné, et dans
laquelle S, à' désignent deux dérivées d'ordre égal; soient en outre

^l? ^îi? " • • 9 Cp,

c\1 c t i1 " • • 1 cp

les cotes respectives des dérivées ô, à'; enfin x l 'une quelconque des va-
riables indépendantes, et^, g^ ..., g p les cotes de cette variable. La re-
lation déduite de (3) par une différentiation relative à^a pour premier
membre ̂  et ne contient évidemment dans son second membre

que des dérivées d'ordre au plus égal. Les dérivées 4°» d^ ont d 'ail-1 0 ' ' ci^ (,i.i 1 ' " ' 1 1 '
leurs pour cotes respectives

<?i + ^'i, Cî + g^ . . . , Cp -i" g p ,

^i+À'i^ ^+6'â» ..., ^4-^,,
et les différences

(c, + ̂  ) - (,ci -h ff, ), (Câ 4- ^â) - (A + .̂ ), - ., (€•/, ̂  ̂ ^) - (e-;, -.h ̂ )

sont respectivement égales à

ci-^, ^-c;, ..., ^"-^;

en vertu de l/hypothèse, elles ne sont donc pas toutes nulles, et la
première d'entre elles qui ne s'évanouit pas est-positive; autrement
dit, la seconde des conditions énoncées au n° i ne cesse pas d'être sa-
tisfaite'après une première difîferentiation exécutée sur une équation
quelconque du,système donné. En vertu du même, raisonnement, ap-
pl iqué 'à ia relation résultante, elle ne cesse pas de l'être après une
seconde, et ainsi de suite, quel que soit le nombre des différentia-
fions. ! ! ! ! , ! , ! , ' ! ! ! !
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II . On partagera d'abord les relations primitives en groupes d'après
les ordres de leurs premiers membres, et l'on rangera ces groupes à
la suite les uns des autres de telle sorte que, dans le passage d'un
groupe au, suivant, l 'ordre des premiers membres aille toujours en
croissant; plus brièvement, on partagera les re la t ions primit ives en
groupes d'après les ordres croissants de leurs premiers niemhres. Les
relations de chaque groupe seront ensui te , toutes les (bis qu'il y aura
lieu, partagées en groupes partiels d'après les cotes premières crois-
santes de leurs premiers membres; puis , dans le groupement résul-
tant, les relations de chaque groupe en groupes partiels d'après les
cotes secondes croissantes de leurs premiers membres; et ainsi jusqu'à
épuisement des p cotes.

Cela é tant , i l résulte immédia tement , de l ' a l i néa 1 que la condition
formulée par notre énoncé général se trouve sa t is fa i te dans Fun quel-
conque des groupes d é f i n i t i f s dont nous venons d 'expliquer la forma-
t ion .

4. Étant donné un système h a r m o n i q u e , nous nommerons désor-
mais <"/a.v^ d 'une dérivée p r i n c i p a l e le rang occupé, dans la suite des
groupes d é f i n i t i f s fo rmés ci-dessus (3, II), par ce lu i ou, elle figure
comme premier membre. La classe d 'une relat ion pr imi t ive sera celle
de son premier membre,

Cela, posé, un mécanisme très s imple , appliqué aux re la t ions pr i rni"
, tives d'un système bamonique, permet, comme nous allons le voir,

d'en déduire, pour les dérivées principales des classes successives, cer-
taines expressions dépendant exclusivement des var iables» des fonc-
tions inconnues et de leurs dérivées paramétriques.

Désignons, en effet, par |li on partie ind i f fé remment l 'ensemble des
relations pr imit ives de première classe, et par

l̂  l̂  y^ —
les groupes respectivement 'formés avec les relations primitives dos
classes i , 2, 3, . . * , llemplaçons maintenant dans les relations ^3 et,
de toutes les manières possibles, les dérivées principales de première
classe par leurs expressions tirées de t^ ; autrement dit , extrayons du
groupe |la une relation quelconque î^, du groupe ISi un groupe Itt^
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fournissant une expression et une seule pour chacune des dérivées
principales de première classe, substi tuons aux dérivées dont i l s 'agit
dans l 'équation p^ leurs expressions tirées de Kp et répétons l'opéra-
tion en faisant successivement tous les choix possibles pour pa et
pour lil^. Comme les expressions fournies par 1!l< pour les dérivées
principales de première classe dépendent exclusivement des variables ,
des fonctions inconnues et de leurs dérivées paramétriques, le groupe
des relations résultantes Itt^ fournira, pour les dérivées pr incipales de
seconde classe, des expressions jouissant de la môme propriété. Si.
considérant alors les relations |il;(, on y remplace de toutes les ma-
nières possibles les dérivées pr inc ipa les de première et de seconde
classe par leurs expressions tirées de lit,, lia, on obt iendra un groupe K;î
fournissant, pour les dérivées principales de troisi i ï rne classe, des ex-
pressions jouissant encore de la propriété dont il s 'agit. Et ainsi de
sui te i n d é f i n i m e n t .

Nous nommerons ultimes les relat ions

1!(,, lilu, ^ —

obtenues à l 'aide du mécanisme que nous venons de décrire, et. aussi
les expressions qu'elles fourn issent pour les dérivées p r inc ipa les des
classes successives x , 2, 3, .... La classe d 'une relat ion u l t ime sera,
celle de son premier membre,

5. Avant d'aller plus lo in , il. importe de f a i r e les remarques sui-
vantes :

T° Toute expression primitwe, lomfuel/e ne coïncide pan avec quel»
(fuune des composantes ^\/igurant dans les seconds membres du ^sterne
harmonique donné, est une somme de termes dont chacun /ohlieni en
multipliant quelque dérivée partielle de ces com/wuû'Ues' par un certain
entier positif ̂  et souvent aussi par certaines dériyéey, principales au para»
métriques, des fondions inconnues.

( 1 ) Foir le ^fûiwaau Précis d'.Âfialy^e itifriUwimuia do M* Méray et mon Mémoiro Sur
les principes clo la Théorie générale deff fonctions (Ânfude^de l'École Normair^ sapé»
rieura, 1 ^ 9 1 , p, 85). 1 , 1 , . . , • 1 1 1 1 1
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2° Toute expression ultime est une somme de produits pouvant contenir
comme facteurs quatre sortes de quantités, savoir: certains entiers positifs;
certaines composantes clés seconds membres du système donné; certaines
dérivées partielles de ces composantes; enfin certaines dérivées paramé-
triques des fonctions inconnues.

3° Les variables x, y, ..., les fonctions inconnues u, v, ... et leurs dé-
rivées principales et paramétriques de tous ordres étant considérées pour
un instant comme autant de variables indépendantes distinctes^ pour que
les relations primitives soient vérifiées par des valeurs particulières données
des variables dont il s agit, il faut et il suffît que les relations ultimes le
soient.

6. Quand un système harmonique possède quelque groupe d'intégrales
ordinaires, les développements de ces intégrcdes par la formule de Taylor,
à partir des valeurs particulières ^;'o, y ^ , ..., peuvent être reconstruits, dés
que Von connaît seulement leurs valeurs initiales et celles de leurs déri-
vées paramétriques de tous ordres. [On suppose, bien en tendu , que les
valeurs x^, y<,, ... n'excèdent pas les l imi te s assignées par la défîni-
t ion des intégrales o rd ina i res (2).|

Ef ï ec t ivemen t , les seconds membres des fo rmu le s ult imes ne conte-
nan t que les variables indépendantes , les intégrales et leurs dérivées
paramétriques, l/hypothese numér ique ^ == «y<,, y == Y(), ... les trans-
forme tons en des quant i tés connues, et f a i t connaître, par suite, les
valeurs ini t ia les de leurs premiers membres, c'est-à-dire de toutes les
dérivées pr incipales des intégrales dont il s'agit.

En résumé, on c o n n a î t donc a in s i les valeurs init iales de ces inté-
grales et de toutes leurs dérivées sans d i s t i n c t i o n , c^est-à-dirc ce qui
est nécessaire pour construire les développements cherchés.

7. Par rapport aux valeurs ini t ia les ^o, jo, ... des variables indé-
pendantes, nous nommerons détermination initiale d 'une intégrale la
portion de son développement formée par l 'ensemble des termes q u i , '
aux facteurs1 numér iques connus près, ont pour coefficients les valeurs
ini t ia les de l'intégrale et de ses dérivées paramétriques de'fcous ordres.
Quelquefois aussi, nous nommerons principale la port ion; restante ^ d u
même développement» , ! !

.Ânn,, de fÉc. jNormaic* 3* Scrikî- Ton'H;"'X.— MAfts 1893* 10
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Cela étant, le théorème ci-dessus (6) peut s'exprimer comme i l su i t :
Quand un système harmonique possède quelque groupe d'intégrales ordi-
naires, leurs développements par la formule de Tayîor pewerit êire re-
construits dès que F on connaît seulement leurs déterminations initiales.

(S. Inversement, cherchons s il existe quelque groupe d'intégrales or-
dinaires répondant à des conditions initiales données. (On suppose, bien
entendu : i,° que chaque détermination ini t iale est convergente; 2°que
les valeurs ini t ia les des variables, prises conjo in tement avec celles des
intégrales hypothétiques et des dérivées paramétr iques f igurant dans
les seconds membres du système donné , sont in tér ieures aux cercles
d'olotropie de ces derniers.)

L Pour que de pareilles intégrales existent, il est tout d'abord néces-
saire que les relations ultimes s accordent mirnériquement par rapport
aux conditions initiales don il sa^ity c'est-à-dire que les diverses ex-
pressions ul t imes d 'une même dérivée p r inc ipa l e p rennent toutes la
même valeur n u m é r i q u e , lorsqu'on remplace pa r l eu r s valeurs i n i t i a l e s
les variables indépendan tes , les fonct ions inconnues et leurs dérivées
paramétr iques .

Kiïectivernent, à cause de la mu l t i p l i c i t é de ces expressions» on
pourra bien obteni r de plusieurs manières les valeurs de certains1

coefficients des développements; mais, si les intégrales dont il s'agît
existent , les valeurs obtenues pour un même coefficient sont numéri -
quement égales les unes aux autres, parce que les relat ions d'où on
les t ire sont toutes des conséquences nécessaires de Inexistence sup"

, poséedes intégrales.

IL La concordance numérique des relations ultimes étant supposée
avoir lieu, la convergence des développements des intégrales hypothé-

^ tiques correspondant aux données initiales est encore une condition
évidemment nécessaire à f existence effective de ce$ intégrales.

1 1 1 . Cela posé^, si, pour un' choix déterminé des conditions initiales,
les relations ultimes s accordent numériquement^ et quen outre les déve-
loppements des intégrales hypothétiques soient convergents, leurs sommes
constituent des intégrales ordinaires du système harmonique donne.
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Soient, en effet,

•y, y , ... les variables indépendantes ;
//, v, ... les fonctions inconnues ;
à, ... les diverses dérivées paramétriques figurant dans les seconds

membres du système d o n n é ;
XQ, jo, ... les valeurs in i t i a les de x, y , ... ;
U, V, ... les sommes des développements, supposés convergents, des

intégrales hypothétiques ;
A, ... les sommes des développements des dérivées de U, V, ... qui se

rapportent respectivement aux mêmes variables que S, ....

Traçons de x^ j\,, ... comme centres des cercles C^ C^., ... de
rayons suf f i samment pet i ts pour que les développements U, V, ....
par suite aussi A, .. ., convergent dans leur intérieur, et pour que les
valeurs de*x*, y, ..., prises conjointement avec U, V , . - . , A, ..., soient
in tér ieures aux cercles d'olotropie des seconds membres du système
donné . Dans ces l imi tes , la subst i tut ion de U, V, . -. à u^ ^, ... trans-
forme les deux membres des équat ions d i f férent ie l les proposées en
des (onctions de ;r, y, ... olotropes à l ' in té r ieur des cercles C^, Cy, ....
Or, les valeurs in i t i a l e s des variables indépendantes , prises conjointe-
ment avec celles des développements eux-mêmes et de leurs dérivées
de tons ordres, vér i f i en t les formules ultimes, et par suite (5, 3°) les
formaitôs pr imit ives . Donc les fonct ions de^y, ... qui, après la sub-
s t i tu t ion , f igurent dans les deux membres d'une équat ion 1 d i f féren-
t ie l le quelconque, sont égales, ainsi que leurs dérivées semblables de
tous ordres, pour «r == x^, y ==y^ ..., et par suite sont identique-
ment égales entre elles dans tout l ' in té r ieur des cercles Gy, Cp ....

IV. Il ne peut y awir enfin plus (F un groupe d'intégrales ordinaires
repondant à des corulùions initiales données.

Car chaque relation ul t ime, étant da premier degré par rapport à ta
dérivée principale qu i figure dans son premier 'membre, ne fourni t
pour cette dernière qu 'une seule valeur in i t i a l e .

9» Nous avons donc à nous occuper ma in tenan t des deux conditions
relatives : x° à la concordance numér ique des relations ul t imes (8,1);
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2° à la convergence des développements des intégrales (8, II). ('/est
ce que nous allons foire successivement dans les deux paragraphes
suivants.

Conditions de passivité d'un système harmonique ( ' ) .

10. La concordance numérique des relations ul t imes, dont nous
avons indiqué plus haut la nécessité (8, 1), peut résulter de deux
causes entièrement différentes :

Ou d'un choix convenable des données initiales relativement à la nature
particulière des composantes figurant dans les seconds membres, choix
qui, s ' i l est possible., f a i t naître la concordance n u m é r i q u e pour cc^
données initiales sans l 'assurer pour d'autres;

Ou d'une corrélation mutuelle spéciale entre les composantes de$
seconds membres, en vertu de laquelle la concordance dont il s'agit sub-
siste indépendamment des données initiales.

Nous exprimerons l 'existence do cette dernioï^ corrélation en di-
sant que le système ha rmon ique proposé est passif. La dis t inct ion
entre les systèmes harmoniques passifs et les systèmes harmoniques
non passifs s'opère a isément comme il s u i t .

I l * Si l 'on considère deux dér ivées (d i s t inc tes ) (Funo f o n c t i o n
quelconque F(;r,j, ...), et que l'on ad jo igne rnenl-a lement à chacune
d'elles la suite i n d é f i n i e de ses propres dérivées, tout terme c o m m u n
aux deux groupes i l l i m i t é s ainsi ob tenus se nommera u n e rësultanteàw
deux dérivées on ques t ion . Pour passer de la f o n c t i o n F à l ' une on h
l'autre de ces dernières, il f au t exécuter sur elle certaines di f leron-
t iat ions dont quelques-unes peuvent ôtre les mêmes de part et d 'autre :
en désignant par le symbole ]). Fensen-îble des d i f Ïe ron t ia l ion» com-
munes, et par les symboles IY,, ir. Fensernbkï des d i f ïe rent ia t ions
restantes pour la première et la seconde dérivée respecUvement, les

( 1 ) Ce paragraphe contient rexionsion aux systèmo» harmaniqueg dê8 eoluJUiorig de
pas»ivU6 formulées par MM. Môray et ÏUqmer 'pour uno1 certaine catégorie ( i © 1 gyglômoH
du premier ordre (À.nfuiles de l'École Normale s^érIewe/tB^, p. 38 ôl suiyanto^
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deux dérivées considérées peuvent évidemment s'écrire

D.iy.F,
D.iy.F,

et l'on voit sans peine : 1° qu 'e l les admet ten t D.'D'.D^.F comme
résultante unique d'ordre 'minimum; ,2° que le groupe complet de leurs
résultantes s'obtient en adjo ignant à celle d'ordre m i n i m u m la sui te
indéf in ie de ses propres dérivées.

Considérons m a i n t e n a n t un système harmonique dont les premiers
membres soient tous dist incts , et, dans ce système, deux équations
ayant pour premiers inernbres respectifs deux dérivées d'une morne
f o n c t i o n i n c o n n u e ; puis, prenons la résul tante d'ordre r n i n i m a m de
ces dérivées, et répétons l 'opérat ion en f a i s an t varier de toutes les
manières possibles le choix, de la f o n c t i o n inconnue et celui des
d e u x équations sur les premiers rnernbres desquels on doi t opérer :
les résultantes, en nombre essentiellement l i m i t é , que nous obtien-
drons a i n s i , se nommeron t , par rappor t au. système donné, les déri-
^ées cardinales de ses diverses f o n c t i o n s i n c o n n u e s .

12. Cela posé, pourra un système différentiel /utrm.onu/ue soit passif ̂
il faut et il suffit : i01 (jue les premiers membre de se^' diverses équations
soient tous di$tinct$; 2° (.{'ue les divers expressions ultimes d'une me/m
dérivée cardinale quelconr/w (il.) soient égales identiquement, a est-
à-dire quelles '(fue fiaient les valeurs attribuées aux variables, aux
fonctions inconnueff et à celles de leurs dérivées pcirarnétrufue^ r/iu y
Jlgureru^ ces trois aortes de quantités étant considérées pour un instant
comme autant de variables indépendantes dùtincte$.

I, La passivité d'un système l iarmonique en t r a înan t l ' ident i té île
toutes les expressions -ultimes d 'une même dérivée pr incipale quel -
conque, i l est clair: i ^ q u e si deux équat ions .d'un système passif" ont
le même premier membre, elles ont forcément aussi le même second
membre, au t rement di t , que les équat ions d 'un pareil système ont1

leurs premiers membres tous dis t incts ; 2° que les diverses expres-
sions ultimes d'une même'dérivée cardinale quelconque sont identi-
quement égales entre elles.
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Les conditions posées sont donc nécessaires, et il nous reste à prouver
qu'elles sont suffisantes.

II. Etant donné un système harmonique quelconque dont chaque
second membre soi t une fonction connue des diverses quan t i t és dont
il dépend, considérons en par t icu l ie r l 'un des seconds membres en
question, et remplaçons-le par une composante i ndé t e rminée (olo"
trope à l ' in tér ieur des mêmes cercles) des variables i n d é p e n d a n t e s
x, y , ... des fonctions inconnues u, v, ... et des diverses dérivées
paramétriques figurant dans le second membre que l'on considère.
lin répétant cette opération sur chaque équation du système donné,
nous obtiendrons un nouveau système que nous nommerons al^o'rufi-
rmque, par opposition au système donné qui sera d i t concret. Ces sys-
tèmes sont tous deux harmoniques : les dérivées pr inc ipa les et para-
métriques y sont respectivement les mêmes de part et d'autre, cl la
classe de chaque dérivée pr inc ipale y est également la même.

Il est clair que, si l'on effectue parallèlerneot les mêmes calculs,
d'abord sur les équations du système a lgor i thmique , puis sur celles
du système concret, le second résultat peu t se dédu i r e du premier en
subs t i tuan t a u x composantes indéterminées du système a lgo r i t hmique
et à leurs dérivées partielles les composantes connues du système
concret et leurs dérivées semblables. C'est de cette maniè re , par
exemple, que les relations p r imi t ives ou ultimes du système concret
pourra ient se déduire de celles du système a lgor i thmique , Pour faci-
l i ter le langage, nous conviendrons (fattrihuer la qualidcaiion tÏ al-
gorithmiques et celle de concrets aux résul tats de calculs quelconques
elÏeclués respectivement sur le système algori thmique et sur le sys-
tème concret.

l i t . Les variables «z?,y, ... et les fonct ions^, ^, .., étant affectées
chacune1 de p cotes, considérons une relation ayant pour premier
membre une dérivée quelconque de u, p , 1 . . . et pour second membre
une fonction quelconque de<r, y, ,.., de u, y , ... et de quelques-une^
des dérivées de ces fonctions : si la relation dont il s'agit satisfait à la
seconde1 des conditions énoncées au n° •l» nous dirons, pour abréger,
qu'elle est harrnonique, comme aussi, l'expression fournie -par elle
pour la dérivée contenue dans son premier membre. , ! ^ ^
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Cela étant, si sur une relation harmonique on exécute des différenlia-
lions quelconques, en remplaçant après quelques-unes de ces différentia-
tions telles ou telles clés dérivées qui figurent dans le second membre par
des expressions harmoniques des dérivées en question, on tombe encore
sur une relation harmonique. (Dans celte sui te de calculs, on suppose,
bien entendu, que les principes généraux de la théorie des fonctions
composées ne cessent pas d'être applicables.)

i° Si sur u n e relat ion harmonique on exécute une différentiat ion
première, on tombe sur une relation de même nature.

Môme ra isonnement qu'à l 'alinéa 1 du n° 3.
2° Si, dans le second membre d 'une relation harmonique on rem-

place telle ou tel le dérivée par que lqu 'une de ses expressions harmo-
niques, on tombe encore sur une relation harmonique ,

Ce point est évident lorsque la dérivée à' dont il s'agit est d'ordre
in f é r i eu r au premier membre o de la relation harmonique donnée.
Supposons alors qu'elle soit d^ordre égal, et désignons par ^ u n e
dérivée du même ordre figurant dans Fexpression harmonique de o\
puis par

< * 1 , Cl.̂ , . . . y C^f

C\9 C^ .... C^

^' i ? ^ y, 9 " • * , c p

les cotes respectives des dérivées §, S\ S^ Si l'on considère les diffé-
rences

<"j "-"- C^ C^ •"-"" C^, . . » , Cp "•-" C.^^

C\—C'[, €^—C'^ ..., ^—C;,

Cl — C^, Cg — C'^ . . . , (;^ — C'^

i l résulte des hypothèses que , dans chacune des deux premières
lignes horizontales, les différences ne sont pas toutes nulles, et que
la première non égale à zéro y est positive; comme d 'a i l leurs le der-
nier terme de chaque colonne verticale esl égal à la somme des deux
premiers, la dernière l igne horizontale j o u î t évidemment de la même
propriété que les deux premières.

3° Le rapprochement de x° et1 a0 prouve, dans toute sa généralité,
le point énoncé au débu t de Falméa III , et cela alors même que, dans
les diverses relations harmoniques qui concourent à engendrer la relation
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finale, les composantes des seconds membres seraient plus ou moins indé-
terminées.

IV. Considérons ac tue l lement , dans un système harmonique quel-
conque, une relation obtenue en différentiant un nombre q u e l c o n q u e
de fois l 'une des équations qui le composent, et remplaçant après
quelques-unes de ces difïerentiat ions, en tous cas af'rês la dernière.
les diverses dérivées principales contenues dans le second membre
par telles ou telles de leurs expressions ul t imes . Dans le premier
membre de la relation résul tante figure év idemmen t une dérivée
principale, qui se trouve alors exprimée immédiatement au moyen
des variables indépendantes , des fonct ions inconnues et de quel-
ques-unes de leurs dérivées paramétr iques . Pour abréger, nous
nommerons immédiates les relations, a lgor i thmiques ou concrètes,
auxquelles peut conduire Inappl ica t ion du mécanisme précédent (en
y comprenant celles du système lui-même, a lgor i thmique ou concret),
et nous affecterons de la même qual i f ica t ion les expressions qu'el les
fourn i s sen t pour les diverses dérivées p r inc ipa les des fonct ions incon-
nues. Il est c la i r que les relations u l t imes (4), en part icul ier , se
trouvent au nombre des relations immédiates .

Notons ici, nous réservant d 'ut i l iser cette remarque au moment .
voulu. (VÏI), que chacune des dérivées principales de première classe
figure comme premier membre dans que lque équa t ion du système,
et que l 'ensemble des relations immédiates expr imant les dérivées
dont il s'agit s\)btient en extrayant da système les diverses équat ions
dont elles cons t i tuen t les premiers membres.

Ces déf in i t ions posées, on conc lu t f a c i l e m e n t de l 'a l inéa Ml que
les relouons ultimes sont toutes hcirrnoniqws; puis , que si l'on forme,
à l'aide du mécanisme décru ci-dessus, une relation immédiate quel-
conque, les relations successivement rencontrées dans le cours d'un sem-
blable calcul jouissent de la même propriété ; que, par suite, toute dérivée
principale figurant dans le second "membre d'une des relations intermé-
diaires est de classe nécessairement inférieure au premier membre corres-
pondant»

. Ces conclusions sont d'ailleurs indifféremment applicables au système
algorithmique et au système concret ( I I ) .
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V. S/', dans un système Aannonique quelconque, Févalué l'deniique a
lieu entre les diverses expressions immédiates Çconcrèles) de chaque dé-
rivée principale des classes i, 2, ..., j\ toutes les expressions immédiates
(concrètes} d'une dérivée déterminée de classe j -+- i obtenues en effec-
tuant sur une même équation du système proposé l'opération ci-dessus
indiquée (IV) sont identiquement égales entre elles, de quelque manière
que celte opération soit conduite.

1° En premier l i e u - , si. l'on n'opère de subst i tut ions qu'après la
dern ière difTérentiat ion, les expressions immédia tes (concrètes) aux-
quelles on, est condu i t pour la dérivée en quest ion sont i d e n t i q u e m e n t
égales; car la relation, pr imi t ive résul tant des seules d i l Ïerent ia t ions
est indépendante de Perdre dans l eque l on les exécute, et pour cha-
cune des dérivées pr incipales , de classes nécessairement i n f é r i e u r e s
à , y 4-1, qui. y f igurent , les diverses expressions immédia tes (con-
crètes), a, plus fo r t e raison les diverses expressions ul t imes (concrètes),
sont par hypothèse ident iques .

2° Si, l'on ne chan^ p^ l'ordre relat if des d i f Ï é r en t i a t i ons , le ré-
s u l t a t de l 'opération ci-dessus i n d i q u é e ( IV) est indépendant de toutes
les autres cond i t ions dans lesquelles on l ' e f f e c t u e .

Supposons, en effet, que les d i f Ï é r e n t i a t i o n s soient exécutées dans
un. ordre dé te rminé , certaines d^ntre elles é tan t su iv ies de subst i tu-
t ions déterminées, et soit ^ celle des variables indépendantes par
rapport à laquel le la, dernière doi t avoir l ieu . La relat ion concrète sur
laquelle on doit exécuter cette dernière d i f fé ren t ia t ion peut, comme
nous l'avons fait remarquer (II) , se déduire d'une certaine relation
algor i t l imique par la s imple substi tut ion des composantes connues
du système concret et de leurs dérivées partielles aux composantes
indéterminées du système a lgor i thmique et à leurs dérivées sem-
blables. Soient dès lors

(4) 3 r:r f(.r, y, . . ., u^ ï, . .., cr, .. ., T, . . .),

(5) <î^/(.r,j, ̂ ^ u, r, ...,cr, .. *, r, ...)

les relations, algori thmique et concrète, dont il s'agit; dans ces rela"
Ânn. de l ' É c . Nonncde, 36 Série. Tarmî X. — MAHS ïS03- 1 1 u
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fions, nous avons désigné par o une certaine dérivée pr incipale , de classe
au plus égale'à y, par a", . . . , T , ... les diverses dérivées, respective-
ment principales et paramétriques, qui . f leurent dans le second membre
(algorithmique) de (4), et dont les premières sont de classes au. plus
égales à y - - i ( IV). Les dérivées ̂  - • " et celles d 'entre les dérivées

—? t • t qui sont principales, sont au plus de la classe y; car elles figu-
rent dans le second membre de la relation a lgor i thmique que l'on
déduit de (4) a. l 'aide d 'une d i f fe ren t ia t ion relative à x, et, par su i te ,
sont de classes inférieures au premier menibre -r"> ( l u i esl, de classe1 dx l

y 4 ~ î (IV). Chacune décès dérivées, comme aussi chacune des déri-
vées principales a", ..., a donc, dans le système concret, une expres-
sion imméd ia t e unique, qui se trouve être, a plus forte raison, son
expression u l t ime u n i q u e . De là résulte en par t icul ier que, si l'on
désigne par

v v

les expressions inurnédiales (concrètes ) de

(ha, _, ^, ...,,

et par ( ( "^ j j , ... les résuilat.s que donne lu. règle des fonctions corn-

posées quand on eflèctue sur ï, .., une diiïeresitiation relative à x^
les diverses (îxpressions immédiates ,̂, , » . peuvent s'obtenir en éli-

minant respectivement des diverses expressions [ [ / ̂ \\^ * . . h*s déri"
. ê Vv^v/ 1 ' '1

vées principales^de classcîs nécessairernent inférieures aj, (jui |ieuv(*nt
y figurer.

Cela posé, au l ieu de dif lenmiier par rapport à x la relation (con-
crète) (5), ce qui donne

do „.„ ̂  ^ ^f du^ d/ d^ (if ^i df rh
J^ 11"1 '1""1"' <& 1+ du dx 'Jr Jç '"^ ""h ' " ' 4" ̂  dÏ + 1 1 " * " l" l l t" l" l' l^ ̂  "lll-h - ̂
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puis de remplacer , d 'une part les dérivées principales

dfj
cr, . . ., -y-? " • " •

dx

par leurs expressions immédiates

V V

*

d'autre par t celles d 'entre les dérivées

du d^ d.r
• • ' , " • • i '•7"'" î • • " î "•7"""' ? * * B

a-r a a' //„/"

qui sont pr incipales par les expressions immédiates correspondantes,
il revient év idemment , au même de differenl ier par rapport bx la rela-
t ion

3 ;:::::/(>, j, ..., a, ^, ..., i, ..., T, ...),

ce qu i donne

do df df da df dv df//dï\\ clfdr
"dx =: ̂  ""111"" du ̂  +1 ̂  r̂ 4>11" " " ' 4" ?/.S\lrf«y^ 4"" * " + dr Jx + " " î

puis do remplacer par leurs expressions imm.édiates les dérivées prin-
cipales qui peuvent alors figurer dans le second membre,

En résumé donc, au lien d'eflectuer sur une équation quelconque
(a) du système concrel. une suite de di t ïerentiat ions et substitutions
propre à, engendrer quelque relation immédiate, on peut, sans rien
changer au, résultât f i n a l , procéder de ta manière suivante : en dési-
gnant par k le nombre des difÏerentiat ions successives, et para la dé-
rivée principale que- l 'exécut ion sur (a) des k— i premières amène-
rait dans le premier membre, on prendra la relation immédiate
(unique) dont le premier membre est S , on effectuera sur elle la
^w differen liât ion, et l'on remplacera finalement par son expression.
immédiate , (unique) chacune des dérivées principales que cette k1^
différentiat ioïl aura pu introduire dans le second membre. Il, est
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visible dès lors que, dans la première suite d'opérations, l 'ordre re-
latif des différentiat ions peut; seul influer sur le résultat f ina l .

3° Considérons deux quelconques des expressions immédia tes (con-
crètes) d o n t le présent al inéa ( V ) a pour but de démontrer r i d e n l i l é ,
et qui se déduisent , comme nous l'avons expl iqué (IV), par dilTéren"
tiations et subs t i tu t ions , d 'une même équation da système concret .
Si, sans changer de part ni d 'autre l 'ordre re la t i f des d i f le ren ( . S a l i o n s ,
on n'opère de subs t i tu t ions qu'après la dernière d'entre elles, on lombe
sur deux expressions immédia tes respectivement i d e n t i q u e s a u x d e u x
précédentes (2°), et l'on sait d 'a i l leurs (i.°) qu/en procédant a in s i le
ré su l t a t est i ndépendan t de l'ordre des d i n e r e n t i a t i o n s .

VI* Si, dans (m système harmonique où [es premiers membres sont tous
distincts, V égalité identique a lieu, d'une part entre les diverses expres-
sions immédiates (concrètes) de chaque dérivée principale des classes i ,
2, .. .,y, d'autre part entre les diverses expressions ultimes (concrètes) de
chaque dérivée cardinale ( 1 1 ) de la classe /•+--(, les deux expressions
immédiates {concrètes) d'une même dérivée principale de classe / + i!,
déduites de deux équations différentes du système proposé par l'operation
indiquée plus haut ( IV),-,$w^ nécessairemerU identiques.

Supposons, pour f ixer les idées, que ce soif , la f o n c l i o n a d o n t cer-
taines dérivées f igurent dans les premiers membres des d e u x équa-
tions considérées. Pour passer de la f o n c t i o n // h l ' une ou a Paul re de
ces deux dérivées, il f au t exécuter sur e l le cer ta ines d i l l e ren t i a l ions ,
don t quelques-unes peuvent être les mêmes de par t , et: d'autre. Nous
désignerons par le symbole I). l 'onsernble de ces d i H e r e n i i a l i o n s
communes, et par les symboles IY., l)\ l 'ensemble des di l îereTHiat ions
restantes'pour la première et la seconde dérivée respccimmîent Les
deux équations peuvent donc s'écrire

( 6 ) 1 ÏU)^ :::::: . . . ,
(7 ) D/D^^^: . , . .

.Cela posé, la dérivée de classe j +i dont parle l'énoncé coïncide
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soit avec D.iy.irj/, soit avec quelque dérivée de D.D'.D^ (11).
Dans le premier cas, en vertu de l 'alinéa précédent (V), les opéra-
tions à effectuer soit sur réquation (6), soit sur l'équation (7), pour
en dédui re une expression isnniédiate de D.D'.iy. u, pourront l'être
comme i l s u i t : on exécutera d'abord la d i f Ïerent ia t ion D". s'il s'agit
de l 'équation (G), la d i f Ï e r e n t i a t i o n iy. s'il s'agit de l 'équation (7), et
l 'on remplacera, ensuite dans les seconds membres des formules ré-
sultantes les dérivées pr inc ipa les des classes r , 2, . . . , / par leurs
expressions u l t i m e s . Or ce mécanisme engendre précisément deux
expressions u l t imes (concrètes) de la dérivée card ina le D.iy.iy.^,
c'est-à-dire deux expressions q u i , par hypothèse, sont i d e n t i q u e m e n t
égales l 'une à l 'autre.

Si la dérivée de classe j + i don t parle l 'énoncé coïncide avec quel-
que dérivée de D.l'y. \)".u, les opérat ions à e f fec tuer soit sur l'équa-
t ion (G), soit sur l ' équa t ion (7) pour en dédu i r e uno expression im-
média te de la dérivée en question pourront l'être comme i l suit :
i° on e f fec tuera d'abord la, d i fTé rcmUa t ion IV s'il s 'agit de la i)re-
miere, la d i t l e r en t i a t i on D/'s 'il s'agit de la seconde, et l 'on rempla-
cera les dérivées pr inc ipa les ' f igurant dans les seconds membres par
leurs expressions u l t i m e s ; 2° on exécutera ensu i t e les d i f f e r e n t i a t i o n s
restantes, q u i sont les mornes de part et d'autre, et l'on é l iminera
f ina le rnen t des seconds membres les dérivées principales. Or, comme
nous venons de le voir , les résultats sont identiques après la pre-
mière partie de ^opéra t ion , par suite aussi après la seconde.

V I I . l)a n s u n sys tèrn e l iarm on i q ue o u les prem i ers niem hres
sont tous dist incts , l'égalité i den t i que entre les diverses expressions
immédia tes (concrètes) d'une inôme dérivée principale de première
classe a l i eu d'elle-môrno, p u i s q u e les relat ions immédia tes de pre-
mière classe f o n t directement part ie du systèrne (IV). On en conclura,
par Inapp l i ca t ion répétée des propositions1 ci-dessus (V) (Vl), que
cette égalité iden t ique a encore lieu pour la deuxième classe, puis
pour la troisièiïUî, et ainsi de sui te indéf in iment . // ny a donc, pour
une même dériçée principale quelconque., qi^une seule expression immé-
d'iute concrète y et àphis forte raison ('faune seule e^preswn ultime concrète.
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13. Si l'on partage en groupes les équations du système harmo-
nique donné suivant celles d'entre les fonctions inconnues u, ^ ...
dont quelque dérivée figure dans leurs premiers membres, a un groupe
formé d'une seule équation ne correspondra aucune condition de pas-
sivité. En particulier, si chaque groupe ne contient qu'une son le équa-
tion, le système sera nécessairement passif.

Dans un système harmonique et passif, on peut toujours supposer
qu'un premier membre, quel qu'il soit, n'est la dérivée d'aucun autre :
car, si deux. équations du système avaient respectivement pour pre-
miers membres fi,.u, î).,.Ï)^u par exemple, l'identité des diverses
expressions ultimes de toute dérivée principale permettrait évidem-
ment de supprimer la. seconde.

( A suivre.)


