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SUR UNE CLASSE

D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES,
PAU M. E. VESS10Ï,

M U T R E 1)K (;ONI''ÉIlKNr;lîS A LA FACUI/nî ItlîS S(;11ÎX(!!ÎS l»lî LILLIi .

Nous nous proposons d ' é tud ie r les ( ' îquilt ions d i f î f ( ' ' t '< în t : i c l l r s d t i pr^-
in ier ordre

(.) ^ ..V(.r,n,

qui jouissenf; de cette propriété que leur intégrale ^énérîile ^v ^^\-
prinie, en fonction (l'un cerlain nombre (l'inté^rîties parlicnlii^rt^

( a ) ^, x^ . . . , ;r//,

par u n e f o r m u l e , connne ou i n c o n n u e ,

(3) 1 ^^/(.ri, . . .,.r/, a),

(lui subsiste lorsqu'on y remplace les intégrales (2) p^r n autres in té -
grales par t icul ières que lconques .

En d 'autres termes, il s^agit des équations du premier ordre, qu i
possèdent ce que l'on peut appeler des systèmes fondamentaux d ' i n t é -
grales. Nous mont re rons que ces équations se ramènent , par un chan-
gement de f o n c t i o n

^=9(X),

\\ des équa t ions linéaires du. premier ordre avec o u , s a n s second mem-
b r e ^ oirà.des équations de Hicca t i , résultat q u i a été démontré par
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M. Kôni^sberger(1) , dans le cas pu la relation (3) est a lgébrique eu
^, ..., cc,^ Nous indiquerons ensui te comment on peut les caractériser
et en ramener l 'intégration soit à deux quadratures , soit a l ' intégra-
t i o n d 'une équa t ion de Riceat i (2).

L Nous démontrons d'abord un lemme sur les groupes de transfor-
mations. Il résulte des proposi t ions fondamenta les de la théorie de
M. Lie, que la condi t ion nécessaire et suff isante pour que les équa-
t ions

j;; := fi ( ̂ , ..., ̂ n \ ̂  i, . . . » a, ) ( l :^: i, ̂ , ..., n)

déf in issent un groupe à r paramètres est que /,, f^, . . . , fn so i en t les
h in tégrales d 'un système complet de la fo rme

n /1

^u(^ • • •-^) ̂  ̂ El3^^ - • - ̂ ) ̂  ••..- ^ ! (// - < » ̂  • . - ̂

i ̂  i l h ̂  1

q u i se réduisent respectivement à ;r^«^, .,., <r^, q u a n d on y demie
a u x a certaines valeurs particulières a^, . * . , a^» On doit supposer, <!(*
p lus , que le dé te rminan t des fonc t ions 1̂ . n'est pas id<'ml. iqi îeîmmt
ri u I.

Cela posé, soient

(4) . '^^fd^i^ ...,^/J^n ...,^) ( / ^ . - i , ^ , . - . , / / )

les équations d 'un groupe simplemeîi t transi t i l*; tït. JaiHons-y le ciîaîî-»
gernent d(ï paramètres ^

(5 ) ^/ =•:::: fi {x\, . . . , ^^ | ai, . . . , a,, ) ( l - 1 '1 » , 't, . . . ,n ) i , ! f1""»

les nouvel les équations du groupe

(6) ^ :1-1.-::: ̂ (^i, . .., .r^ \b^ . . ., b,, ) ( r1 - 1 1 - î , ' - » , . . , , / / )

sont telles que gi se réduit à b^ quand on y remplace x^ , * . , a'̂  par

( î ) Àcia mttth(îmait€fi.f i. JiS, 1 , 1 1 1 1 1

( ï î ) (^cci, prouve, comme noun l'ovion^ (.tïnioticé, (jiic Ic^ ^quaiioîw du pf(înii(*î' or(jr<*
<^ie l'on rcncoiïiro dîn-i» r^ppikîation df lîotra nïéitiïnj^ cJ^ifîlégratîori doN é(|uatlonN
linéair^H pe(iiv(*nl être reffîplacéeH |mr (ien éqiïalioîiiH ^f» IRimiii* (^m- AfHh d^/'Ém/c
Nonn^ tHo'Â»)
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^, . . . , x^. Or, d'après le théorème précédent, les g sont in tégra les
d'un système complet

/i n

^^(^, .. •»^/J+^P/U-(^ ...,^)^-=:0 (//=I,;-i, . . . ,^);

;=1 / r= l

et, de plus, le groupe (4) étant t ransi t i f , le d é t e r m i n a n t des ̂  n'est
pas iden t iquement nu l . Donc, toujours en vertu du même théorème,
les équat ions

(7 ) h', = gi{^^ • • • » ̂  | <^ - • . ̂ n.) ( i =" » , a, • . • , / / )

définissent un groupe aux paramètres .-r,, . . . , .2^. (rest le résu l ta t que
nous voul ions obtenir.

2. Revenons à l 'équation (i). De la propriété que n o u s l u i suppo-
sons résulte que les équat ions

^ ::= /Oi, . . . , .2-,, ( a,) {i-z:.::.. 1 , 2 , . . . , ^ )

déf in issent un groupe s implement transitif. Si donc l 'on pose

:̂::::/(.:r;, . . . , .:r;; | C T / ) ,

on aura des équa t ions analogues

^•^g(x^ .. .,.^| />/ ) ;

et, en vertu de notre lemme, les équations

^:=:^(.:^, . ̂ ,x,,\bi)

définissent elles-mêmes un groupe, ce qui revient à dire que la seule
équation

h'=: ff(Xi, . .., ,z;",J b)

d é f i n î t un groupe. On peut donc supposer que, dans la fo rmule (3),
la constante d'intégration a est tellement choisie que l ' équat ioo

(B) ^=/(^,^^.r,,|a")

définisse un groupe aux paramètres x^ . * . , .r^
Or M* L i c a démont ré 'qu ' i l n'y a que trois types de groupes-à un
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paramétre : le groupe linéaire homogène, le groupe linéaire général
et le groupe projectif. Donc, par un changement de var iables corm1-
nal ) le ,

^r:::©(c), a':=:: o (<;•'),

l ' équa t ion (8) prendra l ' une des trois (ormes

a'-1:.::: cG (.2-1, . . .,^//),
c 1 •:-:::-:. cC,{x^ ...,.r,/) 4-^(.^, • • --r^

^_ r;0i(.^, . . .,.:./",/) -hO^.r^ . . ., .^^
c"^î"(' l.rl'711.11111'. i1.1'1,"^) •-»- ^^ (^'i. • • - ' -r// )

Cela revient a dire que l'équation (3), (jui définit l'inlégrale générale
de l'équation (i), prend, par le cliangemeni de fonct ion et de con-
stante

.r ••••:-• 9 ( X ) , ^-..1 q>(< ' ) ,

l 'une des trois formes
X. ' — r î ^ ( / ) ,

X -r:..(! ( % ; ( / ) ...h ^( / ) ,

^ a i ( / ) ll-ill- . ^ a ( / )
r?a3(.0 •r '%» ( / ) '

X

et que, par suite, le changement de fonc t ion

..•,, 9(Xj,

appliqué a l'équaiion ( i } , fourni t une équalion linéaire saus Heminl
inerniïre, ou avec second mernbre, ou une équaï.nm de Iliccati, <7(*st le
théorème annoncé,

La réciproque est, du reste, évidente, en vertu des propriétés hic»
connues des équations linéaires et de l'éijualioli de ISiccalL Klle
montre enfin que le nomhre/uies intégrales d'un système IbrNiaîîKUlttNl
est i, 2 ou 3. De 1à trois (dasses d^équations (ju<1* ïnmê &Um'm étiKiief"
successivement. 1 1

3. K(.iualion^ de la première alas^e» — 1,/équat.imî ( ï ) prevN'ftty |:ïftr lui
changement de fbncît ion1 1 1 1 1 1 1 1' 1

^"^(X), 1 1 1 1 ^ ^ 1 1 1 ! . , . ^
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d'une équat ion l inéaire sans second membre

(9) ^^p(^)X=o.

On a donc
F(,r,^)=:~P(/)Xy(X),

c'est-à-dire que F est le produi t d ' u n e f o n c t i o n .2' par une f o n c t i o n de /,
ce qui s 'exprime par l ' i den t i t é

^}o^F ^
~~àaràr

ou
F ̂ 2F--. _ â¥ ()F ^... ,,

à se àt àx ôt

.Réciproquement, si cette condit ion est remplie, l ' équat ion ( i ) est
u n e équat ion de la première classe, et s ' intègre par deux quadra tu re s
indépendantes . On a, en efÏet,

F ( x , i ) ::::: P(^(.r),
et l'on pourra prendre

P ( / ) =: h F(.:^ ^, ^ (^) == ^ ^(^•, /.),

k et ' k ' étant deux constantes sa t i s fa isant à la c o n d i t i o n

^F(^/o)=^.
Posons alors

c'est-a-dirc

, . ,. dx
^• l r ) r——xrfXy

.. r^Lx:^'17'^;
et cette équat ion définira le changement de fonction qui ramène
l 'équation donnée à la forme (9). D'autre part, la proposée s'écrit

dx =:/P(l)dK;4^-)
d'où l ' intégrale

f^^f-PW^J +0') J ' •
Àfm. de VRa. Normale. 3" Série. Tome X.— FÉViUEn 1893. S
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En résumé, les équations de la première classe sont celles ou les variables
sont séparées.

4. Equations de la deuxième classe. — Si l ' équa t ion ( i) provient .
d'une équat ion l inéaire avec second membre

(• 'o) ^ + P ( Q X :::::• Q ( / ) ,

par un changement; de fonction

.r^X),
on a

F(. r , / )= :~.P( / )XçZX)4-Q(^)^^X) .

F es^donc intégrale d'une équation linéaire du second ordre, dont. les
coefficients sont fonctions de ^ mil, De plus, deux des intégrdes de
cette équation

(..) ^-^•)l^(./Q-.-o
sont

y,:-Xs/(X), y, V(X),

et sont,, par suite, liées par la relat ion

• „ ^ f,n\
.r., (l.r \ ;)"•,,/'

c'est-à-dire

('») yf- ,)\y\- -.yij;.

L'équation (> i) a donc cettu propriélé (pu. 1 < > d^nnwmt f»nc(i<,n»i(.j
de deux intégrales est une intégral,,; on en condut ,s;ms («.inc

^(.z-) -: -V{.r).

Réciproquement, si cetf.c condition c.st, n-mplie. j, dis qu'on ,><•(«(
trouver deux mtégralcs de l'équation (n) vériii.nth rdali<»,r.u)
Soient, en efÏet, ^, ̂  deux int,égr,-,t(,s qiielconques; on a, par l»yp,C
l, 1 j i,; o (^ y

(i3) 1 . ^ ^ . . , i ,
^ ' 1 ^^i, — ^i5g ̂  ̂ S,"f«. ^53 5 ^ 1



SUR UNE CLASSE D'ÉQUATIONS DÏFFÉRENTtELLES. 5o

et si l'on pose
y^az.-^b^ ji= J î,

on retombe précisément sur la relation (2). (Si h était nu l , on pose-

rait j,=~^.)

Supposons donc que F soit intégrale d'une équation de la forme

( •4) Ê-^)^^^
F(^, /,,), F(.z?, ^) en sont deux intégrales, et l'on a une iden t i t é

PO, t) = A, {t} F(.r, /O + A,(0 F(.r, /,),

où l'on déterminera A.4 e t A a e n donnant à .rdeox. valeurs par l iou l iè res -
On a de plus une ident i té de la forme

?(., ̂  ̂ ll - ,(.,, , ) <W^à ̂  , F(,^ , ) .„, , „(,,, ̂

où les eonstantes a et h se dé terminent de même. Si l'on pose» alors

ja = ̂  F ( x, ̂  ) + /> ¥ ( .r, ̂  ), ,yi = - F ( .r, /, ),

on a enfin une dernière i den t i t é de la forme

F(^0=:~P(^j,4-Q(/)^,

où, P et Q sont connus,-et ohy^y^ vérif ient la condi t ion < - î a ) . î/équa-
tion

Y - ^îA •..,—..'-' -—
Ja

définî t alors un changement de fonct ion qui transforme l ' é q u a t i o n
donnée en

^=[--P(^+Q(^,]^f;

ou, à cause de (12),

^^^[-PWy.+QWy,],
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c'est-à-dire en l'équation (10) . Celle-ci s'intégre des lors par deux qua"
(1 ra turcs s u ]) e rp osées.

En résumé, les équations de Ici deuxième classe sout celles pour les»
quelles F est intégrale d'une équation linéaire1 dît seco/nl ordre à eoe//i.^
dents en x lelle que le délermmanijoncilofinel de deu.v i/flégmie,^ en .w///
une intégrale ; elles' s intégrent par deux quadratures.

l{emar(fue. — On peut traduire cette condition p;H' deux ident i tés
entre F et ses dérivées. F sît t is iaisant a l'éqnîition (i\), il en esl de

1 (^ l \ 'î-'l - ^V ^ -ï - ^ ï • l . rmême de -j; de p lu s , r et ,. sont deux nite^rdes l u d f ^ ' H ^ î d ^ n l ' e s ,ôi '
sans q u o i

A 1 , ûV ()V

et l'équation serait de la première classe. On doit doue avoir { 'et cela
suffit)

1 r)A, / ' ( r) - ' ( ( ) v ^v , i ) î v ^ïv ' }A f)^ ' ' • ' ' ' l l l" l l l l [ l i l A \J.r ^T^/ ""11"11 '" '^^i })l^ii^)i( /

l.es condit ions annoncées sont donc

<)^ I(»^'Â
""/y.r1^/1"1" l l' l l l i l l l ;": l n'

j fùV ô^'V ^V (^V \ Y^IO^A
A^,r Ï'^ûl """" ̂ ï J^H)"^ """'"'J.r3111'1^ i : ' : i i i ' i i : th

On peut enf in remarquer que la p remiè re , développée, s'écrit

^ 1 ^F ^V
Ïr ^

()V (^V ^V
"(H "i)^""(H J^'tH ^0"
^ ^y ^y
'"(^ ^FfH^ ^7)^

5. lîcluationH de la trolsiêm.e ela^e. - Si l'équation ( î ) (n'ovieni
d 'une'équat ion'de Biccati,

(i5) dX
^ - • ^ } ^ / j : X ^ 4 - ^ ( < ^ X ^ I U / ) ,
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par le changement de fonction oc = ç(X,.), on a

F C ^ Q ^ P ^ X ^ ^ X ) +Q(^ )Xy(X)+ inQa / (X) .

F est donc intégrale de l ' équat ion l i n é a i r e du t ro is ième ordre, a coef-
f i c i en t s indépendants d e / ,

(,6) ^^(.)^+^)^(,^,r-",

qui admet pour intégrales

^= X2 cp^X), ja= X o/(X), ,n=:=: o/( X).

Ces intégrales vérifient les iden t i t és

( 1 7 ) j^^._jj::^o,
( 1 8 ) j3=y,.r; -727^ V2'=j\r; -jij^ ĵ .^.r; —fir,;

l 'équation (16) est donc i d e n t i q u e à sa t r ans fo rmée au dé te rns in în i t
fonct ionnel de deux in tégra les . Je dis q u e , r éc ip roquement , s'il eu esl
ains i , on peut trouver trois intégrales v é r i f i a n t les i den t i t é s ( , 1 7 ) et
(18). Soient, en edet, Uç, u^, u^ trois in tégrales que l conques . On a, par
hypothèse,

^ u'^ — i^ u^ = a^ u^ -h ̂  u^ -\- (•(•^ u'^
( ! r9) < ^3 U\ "-•" u'\ ^-S ̂  f-hl U\ •+- ^22 U^ •+ ^;î^;t»

ai ^^ — //a a^ -:=: ;̂n /^ -h ^;{a Uy, 4" ;̂̂  //»,

d'où la re la t ion quadra t ique

J^ a/^ Ui u^ ::-::.:• o ( /, k =: i, 2, 3 ).
/', />•

Ou peut alors trouver trois nouvelles intégrales ^, s^, ^ telles que
cette relat ion prenne la forme

(^0) .;^3~^^:=0.

Posons

(Vi=r^^— ,s^^ a(ï^=,^3^'i —5i:,s^ w^^s^^—s^^;
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^i-^'.'i "+" ^a^i — ^t - ï -â^a =: <•>•»

(^i^ •+• (.T^ "— a (T^â ""̂  0^

et aussi, à cause de' (20),

et, par suite,

S.i ^3 -{- ^,'{^1 — î-î -^2.î;a == <;>,

^ j ̂  ̂  -h ̂ :̂  ^ —— Î-Ï ^2 ̂  y """̂  (11

^•Ï __ ̂  __ ̂  __

Or ces iden t i t és sont de la fo rme

^n ̂ i ""•i"" ^n^i "+•• ^,1 ^ c^ "^. ^> ^, ^

h^ Si -j- ^aî ^2 "+" ^2» ̂ s ^^-^ ^ '^a^

^;}t ^1 + ^g^ 5g "•}••••" ^;ï;i 5;} ••""•11- ^» 5^

où les & sont des constantes. Ors a donc

^î î — ^ i h^ /^^

^'n ^iiî •"1"1°"" f^ ^a» 1 " 1 1 ' - ' <s

^3ï ^ya ^ ; i : s 1 1 1 : 1 1 1 ' f^ |

c'est-a-dire q'iïeû) est Jui-nmne line eonstaîtie donnarît lien î i î î x iden-
tités

Si alors on pose

(a^ 5,:::r-ô»Jî, ^^r.::^,^, ^, ;•:,:;„ ̂ ^r,,

Ji ^ Ja» ^3 sûnt tes trois intégral<*H deri îaîîdées.
Cela posé, su.ppOHong (jne ¥ ( ^ , 1 ) satJsfa^e à lîne équatiori (tO)

ayant la propriété énoncée. On pourra poger , " '

^- F(.T, ̂ ), ,̂,,, p(^^ ̂ i ^^.^v^^ ^^ .

'e t reprendre les calculs précédents, len constantes ̂  ̂  ^ i^\ v
figurent se calculant, comme on hrvii a» paragraphe précédent, a»
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moyen d'équations du premier degré. Les intégrales y^ y.^ y^ étant
déterminées, on a

F(.r, t) = P(/)7,+ Q(^r.+ R(^)y3,

et les fonctions P, Q, R s 'obt iennent encore en donnant à oc trois
valeurs particulières. Si l'on pose alors

!^ ̂  J'i ̂  Ja ^„ ̂  „ ̂ ^,

on trouve, en vertu des iden t i tés (î:3),

^==gF(. ,<)=^.( i>n+Q^+l^)
OU

^=X'P+XQ+^plt,

c'est-à-dire l'équation (î5). On a donc bien aHairc à une équation de
la troisième classe, et tout revient à intégrer l'équation de Biccati (i^).

Eu résumé, les équations de Ici Iroineme classe soni celles pour lesffueUe}!
F est intégrale d'une équation linéaire du Iroùié/ne ordre, à coefficients
en x, identique à sa trans/brrnée du déterminant j\)netioniiel de d.enx
intégrales. L'intégration y en ramène, par des ealeafs algébric/aefî, à celle
d^une écf nation de Biccati.

remarque, — I I est f a c i l e de d o n n e r la forme générale des équa-
t ions (16) qui jou i s sen t de la propriété précédente . Posons, «m ef le l ,

zi'^ .ri.rîî-jtijn
i l v ien t

d ' i z ^ ,, ̂  d - + ( ̂  4.,. ̂  .̂  ^ ) d- ^ ( ̂  ̂  ^ ..,„ „ ) „„ ,^
d^ ' ^'d.^ " i - v " '"" -T-^^;,

I d e n t i f i a n t avec (ïO), on obtient

1 ==; o, p.̂ r;: 2^.

Le type d'équation cherché est donc

^^^^^^^Wy-^
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C'est, la forme gérsiîs'ule (les (''([oalioî'îs IhwîiiîW (lis Iroisii'iîh1 ord't^^
maïîquiulfc de second Icr.m.e, et dont Irois irile^î'iiles soni liet^s (nsr une
relation quîulraliqne a eo^illicients consliHils.

î l serait', facile clé déduire de lEi, comme on l'a f;ii(. au pîu'a^Taphe
précédent, l-es relations diiréreiît!elles entre V et ses dérivées, < | ! î i
caractérisent les équations de la troisième ehsse.


