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SUR LES

COURBES ALGEBRIQUES A TORSION CONSTANTE,

Par M. E. FABRY,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE MONTPELLIER.

—— e e

Dans une Note publiée dans les Comptes rendus de I Académie des
Sciences (séance du 25 janvier 1892), j'ai signalé une courbe algé-
brique réelle & torsion constante. Je me propose de généraliser la mé-
thode quim’a conduit & ce résultat, et de rechercher parmi les courbes
en nombre illimité auxquelles elle peut conduire quelles sont les
plus simples.

Une courbe & torsion constante, rapportée a trois axes rectangu-
laires, est représentée par les équations

a Tl /“ l(’/A/‘I:;«'/\‘ & ’

o - B
(1) ceg / ”//”“ /(//' ,
ol

L [ edn bt
) — " /12‘__}\_ /"!;i.:. /"7

ol %, &, [ sont trois fonctions arbitraires d’'une méme variable.

Nous prendrons ici pour %, £, [ trois fonctions linéaires des sinus et
cosinus des multiples d’'un méme angle 0, et nous déterminerons les
coefficients de fagon : 1° que A* + A* 4 £ soit constant; 2° que dans
Y exprimées en fonctions
d’ dl
linéaires des sinus et cosinus des multiples de 0, les termes constants
disparaissent. Les expressions (1) de @, y, = auront alors les mémes
formes que /4, £, /, et la courbe sera algébrique si les multiples de 0
qui y entrent ont des rapports commensurables.
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les trois expressions, telles que £
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Nous remarquerons d’abord, pour simplifier la question, que /, £,
[ sont proportionnels aux cosinus des angles de la binormale avec les
axes; et si, considérant %, £, [ comme les coordonnées d’un point, on
leur fait subir une substitution correspondant & une transformation
d’axes rectangulaires fixes, I'origine restant la méme, /2*+ £*+ * ne
change pas, et les dérivées de 4, £, [ et, par suite, z, y, = subissent la
méme substitution; on obtient donc la méme courbe rapportée i de
nouveaux axes. On peut, du reste, facilement vérifier ce résultat en
effectuant la substitution dans les formules (1).

En particulier, nous pourrons remplacer % et £ par Asina + £cosa
et hcosz — £sine. On peut encore multiplier %, £, / par une méme
constante, ou changer le signe de 'une des fonctions /£ sans changer
la courbe (1). Enfin, remarquons que si 'une des fonctions /% se réduit
a une constante, &% + /* étant constant, un simple changement de va-
riable montrera que la courbe obtenue est une hélice (ce n’est plus
une courbe algébrique).

Posons

he=a -0 cosh 0+ c¢ sink 04 d cosp. U+4-¢ sinp. 0,
(2) k=a 4 0'cosh §+ ¢ sindh' [~ " cosp’ 0 -+ ¢’ sinp’ 9,
{=a"+ 0"cos "0+ ¢"sink" 0 - " cos " § - e" sin p." 0,

ou l'on peut supposer

B> 2> o, gl >0
et

Les coefficients d, e ne peuvent pas s’annuler en méme temps, car
autrement c’est A qui remplacerait p. avec la condition b =c=o. Il
en sera de méme pour &', ¢’ et d”, ¢".

Nous allons exprimer que les coefficients vérifient les deux condi-
tions déja énoncées, et nous chercherons les systemes de valeurs
réelles.

On peut toujours, en remplacant 0 par 0 + «, déterminer o de fagon
a faire disparaitre le terme ¢sinp0 sans changer la forme des autres.
Soit donc e =0, dZo.

Si >/, dans expression /%2, I'angle 2.0 étant le plus grand, le
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/
terme — cos2p ne pourrait se réduire avec aucun autre, et T4* ne

pourrait étre constant que si = o. Il faut donc que p. = p.".

St p=p'= ", il faudrait A=""'=121", car autrement si A, par
exemple, differe de X" et de 1, on peut toujours supposer ¢ = o, et le
dak
di
aura de méme ¢’= o, mais alors dans £/4* le terme en cos2ul ne
pouvant se réduire avec aucun autre donnerait

I .
terme constant dans /ﬂgwf — h =+ est — ude : il faut done ¢'=o; on

Ad* 4 d"? 4~ d"* == 0,
ce qui est impossible.

Mais, si p.=uv/= p." et A =A"=1", on peut combiner les fonctions
k, {par une rotation d’axes, de facon & annuler le coefficient de sinuf;
on a alors e = ¢'= o, et en combinant % et £ on peut avoir d = ¢ = o,
ce qui est contraire & nos hypotheses. On a donc nécessairement
== /> p” et A=, car autrement on aurait encore ¢ = o, p.de’=o,
d’ol ¢=o0 et d* + d'* = o.

Nous pouvons, en outre, supposer ¢’== o en remplacant 0 par 0+ 2;
on fera ensuite disparaitre le coefficient e par une rotation d’axes
entre 4 et £, ce qui ne change pas la forme des autres termes puisque
A= N. Les termes en 2.0 dans £A* donnent alors

e'd=o, A4-dr— =0,
d’ot
d'=o, d*=1¢"?,
et 'on peut supposer d = ¢'=1 sans changer la généralité des solu-
tions. Les équations (2) se ramenent alors & la forme suivante :

h=ca + b cosk 0+ ¢ sink 0+ cospb,
(3) ? k== '+ b cosk 0+ ¢'sind 0+ sin pb,
{ == a"+ b"cos M0 + ¢"sind"0 +- dcosp” 0.

L'angle le plus grand qui reste dans ZA* est alors (u -+ 7)0 ou
20”05 si les termes en 21”0 ne se réduisaient avec aucun autre, on
en déduirait = o3 si ceux en (p. -+ 1)0 ne se réduisaient pas, on au-
rait

b—c'=b+c¢c=o,
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Ah dar . S e
et le terme constant de £ — /4 2> qui est (b¢'— b ) A + ., donne-
rait

(O*~+ )k 4+ p=o0;

A et p étant positifs, il n’y aurait que des solutions imaginaires. Il
faut donc que
[T

T

"
=
et A" ne peut pas étre égal & A, car autrement la seconde condition que
doivent remplir /4, £, / donnerait

(be'— ¢l')) + =0,
(O e"— 0" )k =0,

(0'¢ ~—c"D)h =0,

ce qui n’est possible que si §"=¢"= o.
De méme, si les termes en (p"+ 2”)0 ne se réduisaient pas dans
2%, on en déduirait
Vd=c"d=o.
LA
£

Donc, si 4" et ¢” ne sont pas tous deux nuls, il faut que A"~
soit égal & 'une des quantités p, 27, ou . — A, c’est-a-dire que
. — A 3h—pm B 3%

V= £ ) ou m———
2 ) %

De plus, les termes en 21”0 = (. + A)0 ne peuvent se réduire avee
aucun autre dans A2, et 'on en déduit

‘ ' = —c,
) d*=a(c'— b),

J.
( be'+ ¢+ % == o,

(4)
cotte derniére équation étant donnée par la seconde condition entre /4
et 4.

Nous allons maintenant examiner séparément les trois cas suivants,
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qui sont les seuls possibles :

10 O'==c¢"= o,
. 3h—p
2° /= pa— > 0,
)
30 2= LJ'—_/'.

2

Dans le premier cas, on a toujours

a=a'=o,

car, si ;.2 24, les termes en 0 dans £A* ne peuvent pas se réduire, et
il en résulte
a=a'=o.
Sip==2A, p.”= }\, en cxprimant que X/4* est constant, on a, outre
les équations (4), olt p. = 22,

Qa0 — ' =0,
20" 4 be 4+ 0' "= o,
b0l 4+ od =0,
O — ¢ 4 oac ~+ ocd' ¢ =0,
et ’on en déduit
a(br-+c*y+de(c—b)=o,

ac(c' — b)Y+ a' (c*—+ ¢'*) = o,
et, si @ et @’ n’étaient pas nuls, il en résulterait que
(24 b')¥P=0
et la derniere équation (4) donnerait p. = o. On a donc, dans ce cas,
== CZ,: 0.

Si w232, le terme en cosp”0 dans /4* ne peut pas se réduire eta” = o.
On a alors les relations

V'=c¢=o, b=-—7c',

A=/, ¢'=+ {'}’;
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J /I _— \/"‘ cos 1O -+ C(JS{J-?,
)\

: b ,
Solution [ ....... h=+ \/L sin M0 - sin b,

t=ay/\/E et

On obtient la courbe déja signalée dans les Comptes rendus de U Aca-

démie des Sciences; il suffit d'un simple changement de variable et

d’axes de coordonnées pour ramener les équations & la méme forme.
Si .= 3%, p”== 2], on a, outre les équations (4),

20 4 be+ b’ =o,
200+ ¢+ 02— " fd"d = o.

On en déduit
O (2-~0-c')=o.

Mais si & — ¢’= 2, on aurait &*= — 4, solution imaginaire; il faut
donc
V=c=o0 ct be' —=— 3,
d*=2a(c'— 1), ha"d=(c"-+0)(c"— b-—2).

Les quatre coefficients b, ¢, a”, d qui restent dans les équations (3)
dépendent d’un seul parametre. Si ’on suppose d arbitraire, on a

? ol ;
¢'== /| = i -—-5,

> cl'_m
/,).._.-_—Z \/_1_6__';

et ’on obtient une deuxieme solution réelle

ho=bcosl +cos30,
Solution I1I.. ....... k == ¢'sin0 + sin 30,
l =d" +dcos20.

On peut toujours supposer d > o, et il faut d* > 4 y/3; i chaque valeur
de d correspondent deux systemes de valeurs de &, ¢’, @'; mais, si 1’on

?
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change le signe du radical, ¢’ et & se changent en — b et — ¢, "
. . T ,

change de signe, et si 'on change O en - — 0, 4, %, /sont remplacés

par — £, —— A, — I, et 'on retrouve la méme courbe; il suffit donc de
prendre les valeurs

o — ? - ot
% 6o
da? d-
b = — — —_— — 3
4 16 s

a" = i o 3
L 16 ’

) P \ by
et & chaque valeur de d supérieure a 2 /3 correspond une seule courbe.
.y -~ 3)L - L . a
Dans le deuxieme cas, A" == == '“T“L > o3 il faut que dans Z/4* les

termes en 24”0 puissent se¢ réduire avec d’autres, car autrement I'on
aurait 4" = ¢"=o, et ’'on serait ramené au premier cas. Il faut donc que

oW =y b, p—2d, p’ oou pl—f

et, en tenant compte des valeurs de p” et 27, il en vésulte que
pe=ak, 42, B, gd, 3L ou {2

Mais, si == 24,

. A TR}
X et [-~~~——;

2 2
ce cas peut étre considéré comme rentrant dans le troisieme : nous
I’¢tudierons plus loin.

Si b= 44, B = ;7\, A= ,

~

i

-, les termes en .0 et n”0 entrant isolé-

N~

ment dans Y42, on a
a=a =a"=o,

et ceux en 2270 restent alors seuls; donc
b= c¢"=o.

On est ramené au premier cas.
Si p=5A, on aA=1", ce qui est impossible, et il ne reste que
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trois valeuars possibles

= 77., %7\ ou —;7
Daus ces trois cas, I'angle A0 ne peut étre égal & aucun autre de ceux
qui entrent dans £/* et 'on a

ab+ad'd=o,
ac+a'c'=o

et comme, d’aprés les équations (4),
be'— ¢! =— [j < 0,

il faut que

aa= ({]::().

Sip=13n ' =2x A =14, les termes en 21”0 ne peuvent plus se
réduire et V"= ¢’ = o.

Donc u. =7 ou £k, et dans ces deux cas p” = 21"; le terme en
sin2A"0 donne

‘ b"¢" = o.
Sil’on suppose /" = o,

l=a"+ c¢"sin\" 0+ dcosad 1.

. T
. Silon change 0 en  + —;, on aura
l=a"+ c¢"cosh' 0 —dcos21"0

et on peut, par une rotation d’axes, ramener A et £ 4 conserver la
méme forme (3). On peut donc toujours supposer

¢"=o, b"2o.

Examinons d’abord le cas olt p. = 7%, w' = 2A"=/4A:on aalors les
équations
a=a=c¢"=o, 0= ¢ =0,
D} — = " U o b d = o,
4((”([ - [ O,
O"d 4+ b 4 ¢ = o,
d* =0 (c'— ),

Joa e
b’ 47 =03
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en ¢liminant @” et 67, on a

— b

(b+ ¢ [/’"C'—z—l— Sk )2]

o
or b4+ =—">0"d” o, eten éliminant b et ¢’ on a
d®+ Tt 56 = o,

équation qui n’a que des solutions imaginaires.
Dans le cas ot . = A, p/ = 2N = 1A, ona les équations

o
a==ca = c"= o, U=c¢=o,

O = 2d"b" 4= 0"d = o,
ha"d +- 0" == o,
ab"d 4 0 — ¢t =0,
APz o (' —b),
be! -5 = o;

en ¢liminant «” el 07, on a

’

or b-+c¢' o, carautrement U'on aurait &"d = o, et, en ¢liminant b et ¢,

on a
6 b /2
(1‘) __1;9-(’_/) — 8 :=o.
2 3 \2

Cette équation donne, pour ¢*, une seule valeur positive, et 'on peut
supposer d > o3 on a ensuite

o?
¢ — b= —>
: 2

ook b= B AT
d
b” et @ sont ensuite donnés par des équations du premier degré. Mais,
si ’on change le signe de ¢ -+ b, on voit que ¢’ et b se changent en — b
et — ¢’; 0" change de signe, et il suffit de remplacer 2”0 par = — AH
pour retrouver les mémes formules (3), A et £ étant permutés. Nous
Ann. de I’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome IX. — Juiy 18g2. 24
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obtenons ainsi une troisieme solution

(h =0 cos306 + cosdl,
Solution 111......... k=rc'sin30 + sin59,
{ =a"+ V' cos2f + dcosil,

ou
(Zﬂ 2 TR
[I = — —4"- -+ Zl\/,&(l +8,
A2 e
ol = —\od*+8,
¢ =+ 7 +d\/zr -+
O =+ \/'J).fp—i— 8,
A2+
Ve S
“= ad
et
e 2
(({) — i;)(d> — 8:==o0, d > 0.
2 9\ 2

Les coefticients ont des valeurs complétement déterminées, et on
n‘obtient ainsi qu’une scule courbe réelle. )
Examinons enfin le dernier cas ol 3= £, /= 11{274{', on doit
supposer wZ3A, car autrement A”=72; il en résulte que le terme
2a’d cos "0 dans XA* ne peut pas se réduaire et
"= o.

SiwzZ2h les termes en 240 et (o — )0 donneraient

V' =c"=o0;
il faut done

N N A " -
K== 24, W= = P30

On a alors entre les coefficients les relations

[/ f oo
a’ = o, 0 = — ¢,
br— ¢ cd?
aa + b"d -+ — =0 20" 4+ ¢"d — ~— =0,
2 2

b'e"+2ac 4 ad ¢ —c"d —2¢ == 0,

Ot "2

— 2ab—2d'¢c +0"d+ b+ =0,

P
d*=2(c'—0), ¢+ b+ 2 = 0.



SUR LES COURBES ALGEBRIQUES A TORSION CONSTANTE. I8’7

Ces formules contiennent deux parameétres arbitraires. Pour les
mettre en évidence, posons

(;”—cd:(a’?—i—@g, 0" — bd + a’::(a'ﬂ—f—!;)%/;

on déduit alors des équations précédentes, en éliminant a, @’ et b”, ¢”,

bad?
=0,

c \
= e+ o+ b+

Pr—gt=10, pq—-/,)al::2 2

d’olt

d2<-f -1—/./)2> — 8p2gd 4+ o+ b+ hp g =o.

On peut choisir arbitrairement p et b, alors
[ P
g ==%Vp—0

et d aura deux valeurs réelles pourva que b < o et que p* ne soit pas
compris entre les deux expressions positives

— (b2~ 4) =602 4~ 16
26

Les valeurs de ¢, ¢’, ", ¢”, puis a et a’ sont ensuite données par des
équations du premier degré. On a ainsi une nouvelle courbe réelle.

h=—=a-+b cos2f-+c sin2l + cos40,
Solution 1V... { k—=a' —c¢ cos20-+ ¢ sin2f 4+ sin4b,
| = b cos 0-+c"sin §4+dcos3;

¢ =ap(qg—d),

£

7k
¢ ==l

Vo=@ 5L va—n,

"

" = (2—5d¥)p+2pgd,

P7AQ 7] (/([
ga:_g____dz<;__1>-—(d?-+—[;).;-,
2
2a’:pd<(1£* —‘2—‘ld>’

7 =E=Vp'—0, d'l('[f - 4/’”) —8prqd ++ 2 + (p*+ ) =o.
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Si 'on change p en — p sans changer b, ¢, &, ¢, ¢" et & changent de
signe, et il suffit de remplacer 0 par —0 pour retrouver la méme
courbe. On peut donc supposer p > o, et de méme ¢ > o, car, si l'on
change ¢ en — ¢, en changeant le signe du radical de ¢, on a un
résultat analogue.

Pour chaque systeme de valeurs de p>o, b <o, tels que d soit
réel, on a donc deux courbes; mais il est facile de voir qu’elles ne
sont pas toutes distinctes, car si 'on change 0 en 0+ g; en combi-
nant % et £ pour leur conserver la méme forme, on retrouve la méme
courbe p et b ayant changé de valeurs. Pour obtenir les courbes dis-
tinctes données par les formules (1V), posons

ol .
]):‘r;('(‘).\'ﬁi, f/‘—' ;"' :?Pﬁlllf;)
et
d =z,
on en déduit

b ==p* cosan — asing — == |,
/.

228iN3m =1+ g — — - =

Si 'on donne ¢ et @, que 'on peut supposer positifs, pourvu que
sin3o soit compris entre — 1 et 41, on aura, pour o, six valeurs
distinctes.

Si I'on exprime tous les coefficients en fonction de g, o, o, les for-
mules (IV) deviennent

Pﬁz‘l

ho=—1pra?cosam —g?alsinm - sin (20 -+ 0)] 4+ p2cos (20 — 2m) — o cos Y D4 cosio,
i
2,2
k==—1tpratsinan — p*afcosm — cos (2l + m)] -+ psin (20— ap) -+ ﬁ_{u Sin a0 --<in 49,
Qz'l" .
l = pPacos(l—a2m)+ p(z — [i),,) Sin (0 o) -+ pacosdi,
Y AT s
Sil'on change © en w + —,)' et 0en (4 70 ¢l remplacant A et £ par
T Y ST Y 2T . ,
h C0$ 5= — k sin -5 ot A sin 5 +/c0()s--,—5—, on retrouve les mémes for-

mules, [ étant seulement changé de signe.
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De méme, si 'on change w et 0 eng —wet — g— — 0, en combinant
2 et & par une rotation égale i :;, on retrouve la méme courbe; i des
valeurs déterminées de ¢ et « correspond done une seule courbe, et
'on peut supposer o compris entre — :—f et -+ g

On devra prendre

o> 2 V/'-; — 2,
t & doit vérifier les conditions
39

(22— 42— 8(z +2)2 << f' < (o — )t —8(a—2)%
()

in substituant les valeurs de 4, £, [ dans les équations (1), on
obtient les équations des quatre courbes saivantes :

VA , VA / )
( x = '\/V:“\T sin pl — (—{\»\»::_—{'-)— {7/*}:/ sin (g —p)i— 7; sin (g +/))’/’ .
urbe 1... ¢ YNy AP [A (0 — V0 4= —— cos 5
( ’.; = cospl Aoy '/—-I)C%w i '_l/—i‘p(d()h((/—i—p)j»
tA ap

\ 5o (/\ --}-—[)‘2 "-(7- El”(/ov

ol
N A = \/f/—-ti’i!f et g >ap.
(/ — 2/}

Les premiers paramétres A et g ont été remplacés par —pet —l—p;

cette courbe renferme un seul paramptre arbitraire 7 ” qui doit étre com-

mensurable pour que la courbe soit algébrique.

¢ a\/L . . 2l . .,
T == g : sinf 4+ B sin36 -+ —sini?),
r /'2+4}\_‘3()‘~'¥_l)2< A sinf+ B sin = sind )
Courbe II. .. / ¥ o= ¢ ?\/l (— A’cosO-l—B’codO——-zu)sa/)
12 —}-/,7—5(/’1-:
5 == ‘ . (— 4R =3 sin20+ 4sin40);

A=) — 3 (k—i—z
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A=0+3) A+ + A +3)VE=3,
A=+ +1)—20+5)/ir—3,

. 2 A2 A TR
B_—T+<§_,)w_o,

ou

. . I/
Dans le eas limite A=3, on retrouve la courhe I, ol }{ a la

valeur 4,

Z = /\/)l »[ A sinf + B sin30 4+ C sin50 + D siny 0+
(/\‘1—5)"
i\ , ‘ ’
Courbe I .. ¢ y = (—7\————5 — ArcosO + B eos30 — ' cosh—+ D (()s,O———
[ 8 / 0+ sin80
\~——— sl \ e sm? T 10T )sm
A =0 2) Bh—2) + (1h +50) § /5y

=1

A= +2)(3h—2)— (1§ +52) .?1;_,

/=1
’—06
B=—12+- 3% \/k—i—x

h—6 /) ok
[ I L,
W=—1 == \/)«.+,

—~<—'~—-\mg/
1)

9(~

)
L cosgl

9(h--1)

J
|
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? . . .. ., .
K= - représente la racine positive de I'équation

7."’—3%;07\—-820.

d
’I L= e i [ sm,@—f—(A—Zl—-) sin50 — B cos54
() ( o
4 (Ccos20 — D sinw) sind 4 -+ (Esinaw — F cosw) cos34
-+ (H + L cos2e + Msinw) sinf )
+ (K cos3w + Lsinan +Mcosw) cosf |,
¢ T d (A . .
Y s ———(~(:(;579— A+ ) cos30 —Bsindo
S e AN 14 bo
(P"*")‘(l"*‘“{)
Courbe IV. + (Csinao —D cosw)sin39— (E cosam — Fsinw) cos36
“ (— H + L cos2w -+ Msing) cosf
—+ (K cos3m — Lsinao — M cosw) sind‘],
v 2 2
5= —-——[--mmﬁmé [(—l— sin64 -+ fi_/i sin(40—20) —pdcos (4 + 0)
(n -t-l)"(l—f—:-) 1 !
b
! ol 22
‘ +pﬂ((—1—, —;—z/‘-‘-—.‘%—i-p——d— sin(29-+2m)
16 4
p([ d* , p 1.
l v p~——6+|p—d—-1o cos(26—w)|;

%/ d*\ .
A= P—- COSD0) ~+ % (3 -7 sino,
i}

2l o2
B == E:L sinam + 3—— —~> COStm,
E A

0 02(/( . _z_i_d?
-+~ ‘.--’*-3—— 7 p [| ’

\ ., prd?
L»—l“———z)—-y
2,72 b
Do f = "——~-J——(~Z~-—-(—l~————-f—9p2-—8),
2 16
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o sz
= tazl<l+ 4

K=o (L e 3),

! 10
od 1—o*
Lo==- <7 e >
> prd? Al S
M= Eg— (p -+ 11-;~ -7 + 60— —d*— r'z>,
ou
. 1 o g,
sindm = —; (p"+p~c[~— —_— -\—9,>,
aptd\ 16
, . s s
w Gtant compris entre — = et -~ = ¢t o et  pouvant prendre tous les
[ 0 5 {

systemes de valeurs positives qui rendent o réel.
On peut remarquer que, dans le cas limite olt p==0, ona ®* =4 2,
et I'on retrouve la courbe I, ol ¢ = 6p.

Courbes imaginaires. — La discussion précédente montre que la
méme méthode donnerait un assez grand nombre de solutions imagi-
naires. Les calculs seraient beaucoup moins simples, car dans les for-
mules (2) on ne peut pas toujours annuler les coelficients comme dans
le cas des variables réelles; pour qu’un changement de variable per-
mette d’annuler e, par exemple, il faut supposer e*+ d*Zo. Nous
allons examiner seulement le cas le plus simple oii les fonctions 2, £, {
ne contiennent chacune qu'un scul angle, ¢’est-d-dire on, dans les
formules (2), de, d'¢/, d’¢’ sont nuls. Il est facile de voir qu’il faut
alors que

A=2==2)" et a'=o,

et st 6”7+ ¢"* n’est pas nul, on peut supposer ¢’ = o; on arrive alors
aux deux solutions suivantes :

h=a - cosal,
(0 k== a'— icosal,
l=ni\Ju—d icos?),
S h=a- cos20 -+ isin20,
k =a'+- i cosn0 —sinal,

(1)

| l=i\/5(a+ &) (cosO+ isin).
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Mais la seconde se ramene a la premiere en posant

Vi—cos?,

d'ont
o 4
(i 1 cosall
- 2
Les équations (I) donnent
21 “cos30 3 .
P p— : ‘ [ . ._;—( -~ — 'l )(:030 ,
Va—dai(a+ai—a)l 6 2 /
~ 2l cos30 /3 ) ]
[ R u— - v — ( - a) cosf |,
Va—di(a+ai-—-a2yL 6 2 / -
7
3 I e OS2 0
a4 d'i—

On retrouve ainsi la cubique gauche rectifiable déja connue.
Si Pon pose

nm—a—a—ali
m=\a—a'i
d
cos0 = u,

les équations prennent la forme obtenue par M. Lyon | Annales de (' en-
seignement supericur de Grenoble, équations (10), p. 395]. On peul
remarquer que, si Uon remplace la variable w par wn, il ne reste, outre
le facteur d’homogénéité m*p, qu'un seul parametre f—, et un simple
changement de variable montre que cette cubique est identique i la
courbe (6) page 360 du méme Mémoire.

Ann, de ' Iic. Normale. 3¢ Série. Tome IX. — Juix 1892, 20
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La méthode de M. Lyon peut du reste conduire facilement aux
courhes réelles que nous avons obtenues. Cette méthode consiste &

poser

A k—hi

B!

b

C k- he
Uy=— = = —.

B

{

Les courbes & torsion constante sont alors données par les équations

(p- 361 et 372)

. o du
Syl =T e
: J o1+ wuy

ST

, (g du — ey

14w,

TAB'— BA/

i,

B BC'— B’
= ) Rooprds
i CA— A

e —;‘— m di 5

oit, pour les courbes réelles, « et u, sont deux fonctions imaginaires
conjuguées d'unc méme variable, et pour les courbes algébriques uni-
cursales A, B, G sont trois polynomes entiers en¢. Mais il faut remarquer
que les parties réelles de la courbe peuvent correspondre & des valeurs
imaginaires de la variable, et « et », étant deux fractions rationnelles
en ¢ peuvent étre imaginaires conjugués sans que les coefticients le

soient.

Par exemple, pour la courbe réelle (1), on aura

et

k— e
[ ety =

ke

— \/E_ e—loi
A
7 = =
217 \/
A

el __ \/ﬂ e)‘f)i
A
)

- IJ.O’

= CO0S ——
2

y=

= =
__2,'\7&0057‘_____"’”0
A 2
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et si I'on pose

‘ .
(J.:T:zl-—l—p, /.:::g—p
et
V=1,
on a
(7=p — (p Ij-_)fi
0= Y 12
Vi
(p—pu=ny /2P
", = q9—=2p_

iy (!————“;—El—)(t’l—kl)
q—2p

et 'on devra poser, dans les formules de M. Lyon,

A posvan L (/;.}_‘_'_)'!;' 72— [l’““”,
o —2p

o in SUE2L s
(/ — '),/)

B (ST TE2P (g1 ey,
o —=ap

Onvoit que, pour obtenir Ies points réels de la courbe, il faut donner
4 ¢ des valeurs imaginaires de module 1, et la valeur conjuguée de «
s'obtient en changeant ¢ en ; et Zen —z @ on retrouve ainsi u, .

Les trois autres courbes réelles que nous avons obtenues peuvent
évidemment se déterminer par la méme méthode; par exemple, pour la
courbe (11, on aura

. P * .
e300 N SR S L
16 4
N ?

o= -
i(a"++ dcosal)
JR— .
=3 o=-0i _f{_' —_3 = _d_ el
16 4
) == >

("t dcosal)
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et en posant ¢ = ¢ on aura les trois polynomes

it S =0
] /—/--—~—! /,{é R e I .
Ve 5
[+ ,
Y=y \/——, R
S10 ]
(1 TR /—(7:*:_’— I
o 4 \/ 16 ‘

Pour ramener les points réels de la courbe i correspondre d des
, . . " ==y
valeurs réelles d'une nouvelle variable, il suffit de poser ¢ == s o
obtient alors, pour « et u,, des fractions rationnelles de la variable
réelle i, dont les coefticients sont imaginaires conjugués.



