
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

E. FABRY
Sur les courbes algébriques à torsion constante

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 9 (1892), p. 177-196
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1892_3_9__177_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1892, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1892_3_9__177_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR LES

COURBES A TORSION CONSTANTE.
PAR M. E. FABRY,

PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE MONTPELLIER.

Dans une Note publiée dans les Comptes rendus de F Académie des
Sciences (séance du ri5 janvier 1892), j 'ai, signalé une courbe algé-
br ique réelle à torsion constante. Je me propose de généraliser la mé-
thode qui m'a condui t à ce résultat , et de rechercher parmi les courbes
en nombre i l l imi té auxquelles elle peut conduire quelles sont les
plus simples.

Une courbe à torsion constante, rapportée à trois axes rectangu-
laires, est représentée par les équat ions

' ̂ //.-/^//-/•-/-/^
///':i:'7.î :/̂

/* // dt ~ / ( î ! i
y ^ \ j AT^.^^

L-dh ." h d ^
J^jr^/^

où A, k, / sont trois fonctions arbitraires d'une même variable.
Nous prendrons ici pour h, k, l trois fonctions, linéaires des sinus et

cosinus des multiples d/un même ang'le 0, et nous déterminerons les
coefficients de façon : î° que /r ' -h-A2^^ soit constant; 2° que dans
les trois expressions, telles que /—• — / • — , exprimées en fonctions
linéaires des sinus et cosinus des mu l t i p l e s de 0, les termes constants
disparaissent. Les expressions (i) de x, y , z auront alors les mêmes
formes que h, k, l, et la courbe sera algébrique si les multiples de 0
qui y entrent ont des rapports commensurables.
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Nous remarquerons d'abord, pour simplifier la question, que h, k,
/sont proportionnels aux cosinus des angles de la binormale avec les
axes; et si, considérant A, k, / comme les coordonnées d'un point, on
leur fait subir une substi tut ion correspondant à une transformation
d'axes rectangulaires fixes, l 'origine restant la même, P-4- P+ l2 ne
change pas, et les dérivées de h, k, /e t , par suite, x, y , z subissent la
même substi tution; on obtient donc la même courbe rapportée à de
nouveaux axes. On peut, du reste, fac i lement vérifier ce résultat en
effectuant la substitution dans les formules (i).

En particulier, nous pourrons remplacer h et k par h sina 4" ^cosa
et Àcosa — k sina. On peut encore multiplier A, /', / par une même
constante, ou changer le signe de l 'une des fonctions h sans changer
la courbe (i). Enfin, remarquons que si l 'une des fonctions h se r édu i t
à une constante, P + l'2 étant constant, un simple changement de va-
riable montrera que la courbe obtenue est une hélice (ce n'est plus
une courbe algébrique).

Posons
( h •-= a -1- h COSÀ 0 4- c s i n À 0 -4- d cos/j. 0 + e s inpr . 0,

( a ) \ /i'= a' -^r V ces}-/ 0 -4- c1 sin// 0 "h (H cosfJ/ Q -l- e' sinfJ/ 0,
l =: a" •+ ^COSÂ^ •+• c"w\\"Q + d ' ^ c o ^ ^ O •+- e^InpfO,

où l'on peut supposer
p. > À > o, ^ > )/ > o, \}' > ï" > o

et
^ .̂

Les coefficients d, e ne peuvent pas s'annuler en même temps, car
autrement c'est X qui remplacerait ;x avec la condition h = = c = = = o . Il
en sera de même pour d\ e' et d1'\ e ' .

Nous allons exprimer que les coefficients vérifient les deux condi-
tions déjà énoncées, et nous chercherons les systèmes de valeurs
réelles.

On peut toujours, en remplaçant ô par 0 + a, déterminer a de façon
à faire disparaître le terme ^s in^O sans changer la forme des autres.
Soit donc e === o, d^o.

Si [J. > p/, dans l'expression SA2, l'angle 2p/i étant le plus grand, le
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//2

terme — cosspiO ne pourrait se réduire avec aucun autre, et S/r ne
pourrait être constant que si d= o. Il faut donc que pi == [j/.

Si a === (J/== a/\ il faudrait À^À7^:'}/', car autrement si À, par
exemple, diffère de À' et de ^//, on peut toujours supposer e == o, et le
terme constant dans k^- — h— est — u^de' : il faut donc e'= o; on
aura de même e"= o, mais alors dans SA2 le ternie en ces 20.0 ne
pouvant se réduire avec aucun autre donnerait

a^^-h^^o,
ce qui est impossible.

Mais, si [M = [^= {^f et A === À'=: \\ on peut combiner les fonctions
k, /par une rotation d'axes, de façon à annuler le coefficient de sinp.O;
on a alors e === ^== o, et en combinant h et k on peut avoir d == e == o,
ce qui est contraire à nos hypothèses. On a donc nécessairement
a == [x'> [j/' et À == "X', car autrement on aurait encore e == o, ^A/== o,
d'où ^== o et d2 4- rf'2 == o.

Nous pouvons, en outre, supposer ^== o en remplaçant 6 par 04-a;
on fera ensuite disparaître le coefficient e par une rotation d'axes
entre h et k, ce qui ne change pas la forme des autres termes puisque
À == V. Les termes en ap/J dans S/r donnent alors

d'où
e' d'= o, û?2 4- ^/2 — ̂  = o ;

^=0, ^^e^

et l 'on peut supposer d=e/== i sans changer la généralité des solu-
tions. Les équations (2) se ramènent alors à la forme suivante :

/ //, == a -h b ces À 0 -l- c sinÀ Q 4- Côs^^,
(3) \ k =;:: a /+ V COSÂ 0 -+- 6^ sinÀ 0 4- sin fJ.^,

( / ::= ff.//+ 1/cosV'Q 4- c^inr^ 4- dcos^Q.

L'angle le plus grand qui reste dans SA2 est alors ( ^ 4 - A ) 0 ou
2^0; si les termes en s^O ne se réduisaient avec aucun autre, on
en déduirait d=o; si ceux en ([x 4-À) 0 ne se réduisaient pas, on au-
rait

• , 6.—. </:=: ̂ 4-c=o,
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et le terme constant de k^— — Â-p qui est Çbc' — cb'Yk -4- a, donne-\l0 d Q '
rait

(/^-l-c^À+^-^o;

À et [JL é tant positifs, il n'y aurait que des solutions imaginaires. Il
faut donc que

..//—^--i-71
p. == •——— i
{ 2

et \" ne peut pas être égal à X, car autrement la seconde condition que
doivent remplir À, k, l donnera i t

( hc'— cb' ) ). 4- ^ •== 0,

(b'c"—c!h'f)l^(^

( b " c --• c" b)l —o,

ce qui n'est possible que si /7== c"^ o.
De même, si les termes en ([j/'-i- À^O ne se "réduisaient pas dans

SA'2, on en déduirait
î f d ^ ^ d ^ o .

Donc, si /y et c" ne sont pas tous deux nuls, il faut que ^"-i- ^~;—"
soit égal à l 'une des quantités p,, 2Â, ou y.—À, c'est-à-dire que

-) //„ ^ "~ "̂  î LT ̂  ' • • ^ """" ^ "̂
3 ;i ' à

De plus, les termes en 2(^0 = (p- 4- À)0 ne peuvent se réduire avec
aucun autre dans SA2, et l'on en déduit

(4)

^=-c,
d2^^^'— &),

bc'-^r ^"-t- L == 0,

cette dernière équation étant donnée par la seconde condition entre 'h
etyL •

Nous allons maintenant examiner séparément les trois cas suivants,
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qui sont les seuls possibles :
i" h'^c'^o,

^^3^j^ ,

30 ^^r-^
'ï

Dans le premier cas, on a toujours
a == €(!•==. o,

car, si p ^ a À , les termes en p.0 dans S/%2 ne peuvent pas se réduire, et
il en résulte

ci == a1'^- o.

Si [j. = ̂ À, [jf= |X, en exprimant que 2^ est constant, on a, outre
les équations (4)» où [x == 2À,

4^ + ̂  ~ c'2 ^ °»
^a' -^r hc •4- b' c''=. o,
/; ̂ . c'^ ^ ah -h a €(' {•}'==. o,
// /— c 4,. ^ ̂ ,c ~h ^a' c' •^ o,

et l'on en dédui t
a ( //:i -h c2 ) 4- ci' c ( c ' — b ) = o,

r/c ( ̂  — h ) + a' ( c2 4- c^ ) = o,

et, si a et a' n'étaient pas nuls, il en résulterait que

(c^ bc'y^-o

et la dernière équation (4) donnerait (x == o. On a donc, dans ce cas,

Si [j^3X, le terme en cosp/'O dansS/r ne peut pas se réduire eta'^ o,
On a alors les relations
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Dans ce cas, les formules (3) deviennent

Solution f

li

i\

-—\/^os

^v^51"
-vV?

^0 4-

10 4-

1
P f\ QOU5> —

cos^,

si n jj.Ô,

" ^ ^ O
9.

On obtient la courbe déjà signalée dans les Comptes rendus de l'Aca-
démie des Sciences; il suffit d'un simple changement de variable et
d'axes de coordonnées pour ramener les équations à la même forme.

Si p. = 3^, [j/'^r: 2À, on a, outre les équations (4),

On en déduit

-2//-4- bc-h b'c' =:o,
-3 ( ̂  -4- c^) -h ̂  — c^2 + 4 ̂ // <r/ =: o.

^(a^^+^)=o.

Mais si & — c'== 2, on aurait <:^== — 4» solution imaginaire; il faut
donc

^=c==o et ^==—3,

^ ==: 2 ( c' — b ) , 4 a' cl := ( c^ + b ) ( c^ — h — a ).

Les quatre coefficients &, c\ a", cl qui restent dans les équations (3)
dépendent d'un seul paramètre. Si l'on suppose d arbitraire, on a

,.~ î/!+./f/^T 3,

3,

' ̂  4. "" V ^
j dï ^, /^r~^-^^v^-^

et l'on obtient une deuxième solution réelle

Solution II.
Â= b cos0 4-cos3^
A < = c'sin04- sin3(3,
l := €("•+• d ces 20.

On peut toujours supposer rf> o, et il faut ̂ > 4 \/3; à chaque valeur
de ^correspondent deux systèmes de valeurs de b,c\ci11; mais, si l'on



SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES A TORSION CONSTANTE, j 83

change le signe du radical, c' et b se changent en ~ b et - c\ a"

change de signe, et si l'on change 6 en ^ - 0, À, ^ / sont remplacés

par — k, - À, ~- /, et l'on retrouve la même courbe; il suffit donc de
prendre les valeurs

c' — ^ /^zr^4 y r6 ' ) 9

^-f-v^.
/, à?2 — 4, f^'

a ——yV^~3,

et à chaque valeur de d supérieure à a ^3 correspond une seule courbe.
Q 1

Dans le deuxième cas, V == ± —^ > o ; il. f a u t que dans 2À2 les
termes en 2À / /0 puissent se réduire avec d'autres, car autrement l'on.
aura i t /// == r/^ o, et l'on serait ramené au premier cas. Il f au t donc que

a À" =: ̂  }., ^ ̂  ?,, ^/^ o d ^.^ .„.„ }/̂

et, en tenant compte des valeurs de [jf et ^//, il en résulte que

?.:.== 2\ ^ 5Â, 7^, .j.}. o(i, j/.

M:ais, si [j. == 2 À,
Â^ .̂̂ .::̂ .a """ a J

ce cas peut être considéré comme rentrant dans le troisième : nous
rétudierons plus lo in .

Si jj. == 4.X, ^^ ^ Â , 7^= ̂  les ternaes en p-0 et ^O entrant isolé-
ment dans SA2, on a

a^a'^-a^o,

et ceux, en ^O restent alors seuls; donc

//^c^o.

On est ramené au premier cas.
Si ^==5À, on a À = "/V\ ce qui est impossible, et il ne reste que
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trois valeurs possibles
^=7?., |À ou p.

Dans ces trois cas, l'angle XO ne peut être égal à aucun autre de ceux
qui entrent dans SA2 et l'on a

ab 4- ci! Y ~=~ o,

^c 4- ̂  ̂ / -==• o

et comme, d'après les équations (4).
f^'^ch'^— Ï< o,

il faut que

Si [j. = ̂ X, p/= •IX. }^== ^X, les termes en aX^O ne peuvent plus se
réduire et //'== r / ' ' = o.

Donc a = = 7 À ou |^A, et dans ces deux cas [ j f ^ ' z V ; le terme en
sinaT^O donne

l/'c^o.

Si l'on suppose l>11 == o,
/ ̂  ^// + c" sin X' 0 -h ^ cos 2 X' 9.

Si l'on change 0 en 0 + ~ ? on aura

C =: a" + c^ cos V 0 — rf cos 2 "À" /5

et l'on peut, par une rotation d'axes, ramener h et k à conserver la
même forme (3). On peut donc toujours supposer

c^o, b"ÏQ.

Examinons d'abord le cas'où ;x = 7 A, [j/'rr^ 2 A/''== 4"^ ^ on îi alors les
équations

^ == (^/ ==: C'̂  =:̂  0, // .=•• C =:; (,),

^_^^4a / /^+ ̂ //d—o,
^cd'd^y'^o,
îfcl+b 4-^=0,

1 ^rr^^— ^),

^/4-. 7 ^.O;
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en é l i m i n a n t ci" et /// on a
i85

(b^c'}^
c') \ b(b-\- c 1 ) b — c ' — ' î + : o:

or b -h ff == — l / ' d ^ o , el en é l i m i n a n t & et c ' on a

J6-^ |^4- 56==:o,

équat ion qu i n'a que des solut ions i rnag ina i res .
Dans le cas oh ^ == -|Â, uf= ^X" ==== ^À, on a les équa t ions

<^ :̂ =: rt/ rr= c^ == 0, b' ::== c == 0,

^ + ^ + a^^^d-^'^^-O,

4^<':/-h^//2r~:o,

^ y ' d ^ r Î^—C^^O,

cl^ 2 ( c ' — b ) ,

bc' + 5 =. c> ;

en éliminant (C el ///, on a,

( h ^ c ' ) ,,^c'-b^ i^^^

or &4-f/.;o, car a u t r e m e n t l'on aurai t f.fd= o, et, en é l i m i n a n t b et; (:\
on a w^w,^^.

Y a / 3 \2;

Cette équation, donne, pour r f 2 , une seule valeur positive, et l'on peut
supposer d^> o; on c'i ensuite

..'-.=rfî,a

r/ + ̂  ^= ± l? ̂ ï^T'îi ;

^// et ̂  sont ensuite donnés par des équations du premier degré. Mais,
si. l'on change le sig'ne de r/+ b, on voit que c' et; b se changent en — b
et — c ' ; b" change de signe, et il suff î t de remplacer À^O par -n — "X^O
pour retrouver les mêmes formules (3), h et k é tan t permutés. Nous

Ànn. de l 'Éc . Normale. 3e Série. Tome ÎX» — Jui^ 1892. ^4
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obtenons ainsi une troisième solut ion

h = b ces 3 ô -+- ces 5 Ç,
Solution / / / . . . . . . . . . A' == c' s in30 + sin5(5,

^ == a" -h- ^// ces 9. Q -+- <:/ ces 4 6',
ou

/, = - ^ 4 - ̂ S^S,
L) ^

^â ,.) __________

a' ==+ — 4- -1 L/a^ +. 8,
q a

///^-..^a^Ts,

„ ^+4.

et

^^

/ . /v1 ^/^v 8 r=. o, ^ > o.

Les coeff icients on t des valeurs complè t emen t dé te rminées , et l'on
n 'ob t i en t ainsi qu 'une seule courbe réelle.

Examinons enfin le dernier cas où À"^ ï——', uf == ^-——, on d o i t
9. i '/t

supposer ^-^3X, car aut rement X ^ ^ À ; i l en résulte que le terme
aa^cosp^O dans SA2 ne peut pas se rédui re et

Si p .^2À les termes en a A Û et ([j. — 'X)0 doone.raient

b"-=c"-^o;
i l f au t donc

j.=.À, V^^ ^^t/..

On a alors entre les coefficients les re la t ions

^=0, ^=,~C,

/^s _ ^/a ^.^î
2 a •+- //'f/ 4- ———— =1 o, » ̂  -h c'̂ '/ — — =: o,'Js 'î

b1' €"•+- 2 ac 4- ^ a' c ' — c^ d — 2 c = :̂ o,
hi'î^ c^î—————L«., -^ ^ ̂ ^ _ ^ ̂  Q 4, // ̂  ̂  ^ ̂  (J.^ ̂

'À

d^^^—b), cï^bcf•+' ^^•o.
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Ces formules con t iennen t deux paramètres arbitraires. Pour les
mettre en évidence, posons

C / /—6^==:(^2-^4) p, ^—^/+ â?==(^4-4)7 ;
-S .A

on d é d u i t alors des équations précédentes, en é l iminan t a, a! et è", c",

//2 — cf- = b, pq — pd : c2 -t- 2 4- &2 4- —— == o,
2

(! OU
^2 / ^ ̂  4^2 \ __ §^2 ̂ J + ̂  + 52 ̂ , ̂  ̂ 2 ̂ 2 ̂  o.

On peut choisir a rb i t ra i rement /? et h, alors

q == dr ̂ 2 — 6»

et r /aura deux valeurs réelles pourvu que b<^ o et que/?2 ne soit pas
compris entre les deux expressions positives

— ( y ̂  4) ± ̂ (f^TTe. . _ . . „ „ ^ - , - ^ .

Les valeurs de c, c', ///, c"', puis a et a! sont ensui te données par des
équations du premier degré. On a ainsi une nouvelle courbe réelle.

h •== a -h b cos 2 0 4- c sin 2 Q 4- cos 4 0,
Solution 7F . . . • A- = a' — c ces a 9 -h ̂  sin 29-4- siri 4 6,

l = b" cos 0 + c^ sin Q 4- rf cos 3.9 ;

c =2p^—d),
, 6/2

<?' = ̂  4- -"" ?
9.

/7 = ( ^ 2 ^ 4 ) 2 +^(ô-^ i ) ,
<!Î

C^ == ( 2 — j C/2)/^ -h S/^/^

^ .^(^.
\2(—)-(^<.

//^ A2a/==^lal — — û — (7a/ l»
\ a /

^ == ±: \/p^-—• b, ^ ( ̂  + 4^2 j _ Sp^/d + ^ 4- (^2 -+" ^2)5S= o.
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Si l'on change p en — p sans changer 6, q, d, c, c" et a' changent î le
signe, et il suffit de remplacer 0 par — 0 pour retrouver la même
courbe. On peut donc supposer p ^> o, et de même q > o, car, si l 'on
.change q en — y , en changeant le signe du radical de. d, on a un
résultat analogue.

Pour chaque système de valeurs de p^>o, & < ^ o , tels que d soit
réel, on a donc deux courbes; niais il est faci le de voir qu'elles ne
sont pas toutes d is t inc tes , car si l'on change 0 en '0 + •«,? en combi-
n a n t A et ^ pour leur conserver la même forme, on retrouve la même
courbe p et b ayant changé de valeurs. Pour obtenir les courbes dis-
t inctes données par les formules (IV), posons

dp r= p cos^), <f — 1-- — p s in r<)

et
d = pa,

on en déduit
b == p2 ( ces '•ï r<) — a s in G) — -y \ i

. <•> ., ^ 1).2 a s in 3 <ù = i -\- a2 — —-. 4- --, •
<5 p"

Si l'on donne p et a, que l'on peut supposer positifs, pourvu que
sin3o) soit compris entre — i et + i , on aura, pour co, six v a l e u r s
distinctes.

Si l'on exprime tous les coefficients en fonction de p, a, o,), les for-
mules ( I V ) deviennent

r 2 y2

h = — .̂  ̂  a2 cas 9. c.) — p2 sy. [si n r,) -i- si it (2 0 -+• co)] + p2 cos (a 6' — a 6,») — '"•—. cos ^ 0 + cas 4, ̂ ,

A =.:•— ^p^^sin. ^o.) — p^^oso) — cos (2 0 + r,))] -i-p2sin(a^~ ar,)) -h £-̂ -. sin (^+ sui 4^,

/ == p3acos(0"-" 2^ ) - ( -p (9 ,— £-?-) s i t i ( (y-"h^)+ pacos3^

Si. l'on change a)1 en (04-^ et 0 en Û + ^ en remplaçant h et /: par

ÀCOS-^- - - -^s in— e t Â s i n ^ +Â>cos- :;^» un retrouve les mêmes for-
mules,7 étant seulement changé de signe.
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De même, si l'on change co et 0 en j — co et — ^ — 0, en combinant
'•^ <3

h et, k par mw rotation é^ale à ^ on retrouve la même courbe; à des
""' 0

valeurs déterminées de p et a correspond donc une seule courbe, et
l'on peut supposer oj compris entre — 7? et 4- ?•

Oïl devra prendre
a> ^^'2—'2,

e t p d o i t v é r s fi e r 1 e s c o n d i t i o n s

(^~-4)2-8(a-+-^) 2< 3 j< (^^ . / i )2_8(^„ „^2,

En subs t i tuan t les va leurs de h, k , . l dans les équations ( î ) , on
o b t i e n t les équat ions des quat re courbes suivantes :

/ /\/Ï . ,. t\r\p " Ai .y -= J— sîî i pO — -^ ——.-
l A - i / (A -h i ) - 2 //-/.^

sin ( / /—//) ( y - si M (7 4- p)07+^

^A" ,,,,„. / V / A / ^ —!-—— COS ( q — p ) Û + -Ly"/^ ^}' ::::;: —^....-.^.cosy^ — 71.""———7 ————i — A 7 (A -i" i , )^ L'7" P
f ^A îv^ . /,^ ::r: .11.1-111-11•--1•;~ —sn' i^y,^ ( A 4- i ) 2 ^ '

•!" ———— COS ( 7 ~t~ p ) 0q - ^ r p w 7 \

OU

A ~ ^i/'l±"2-"-^v^,^+ 2/>
<y — 9.p cl 7>â^.

Les premiers paramètres À et ;x ont été remplacés par •L — p e.t ^ +/?;

cette courbe renferme un seul paramétre arbitraire g qui doit être corn"
rnensurable pour que la courbe soit algébrique.

.T^:——^——- ^^—f A s inÔ4-B sin304-^sin5^),
À ^ ^ À — 3 (À -h:i)2 \ .-> , /

(îouri)e I I . . . _ t a\A
^""}^11^:4J_3 ^^i)

2À
A / cos 5 + B / cos 3 9 — ̂  ces 5 0 1 ,

!-± (^ 4^— 3 sin 20 4- À sir^);1 - ""-p^4),_3 (X+i)
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A = (X + 3) (À +i)2^- ̂  + 5) \/P"^"3,

A'rr: (À + 3) (À + l)2- À ( À 4- 5) V/Î ,

,. 2 P /À \ /^-^——^
B=--^-4-^-.)^-3,

3} 2 /^ \ ———^

"——-T- 3- 1 ^r3'
OU

^>^/3.

Dans le cas l imi te X = = = ^ 3 , on retrouve la courbe I, ou 1 a la
valeur 4»

/VA A sin0 + B sm30 + C sin5^ + I) si ri 7 0 + —y-—- sin (̂  ,^ =--: a+3)2 ^ • 9 ( À + i ) J

),
.. —— COS()
9 ( À + r ) 'Courbe II 1.... ^ y = .—^ ["- A^ cos (5 + B' cos 3 0 - (Y cos 5 0 + i}' cos 7 3 - ^^y- cos 9 9 ,

• ( À + ^

-(T^^"8^

a/."A = (1 + a) (3À - ̂ ) + ( ï4 + ̂ Â) i/.^^^^Ï-
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^y- représente la racine positive de l 'équation

p ^5^8=0.

,,^ | 4 sm7 0 + ^A - f-} s in5Ô - B cos5^^yH \ 40;(p^i)^4^

4- (C cos 2 G) 1— I) sin (o) sin 3 Q + (E sin a G) — F cos M) cos3 0
-l- (H 4- L cos a G) + M sine»)) sin 9

4- (K. cos 3 G) 4- L sin a G) 4- M COSG)) cos Q ,

-. ̂  c o s 7 @ - A + - cos50 - B sin5^^\
"/io,^ \ L ^ \ 4o/(^4-0^14^

+ ( C si ri a G) — D cos G» ) si n 3 9 — ( E cos 2 G) — F sin G) ) cos 3 Q
-h (— H + L cos 2 G) + M sin G)) cos^

4- (K, cos3 ()) — L si il. 2 G) •— M cos G)) sin Q ,

^ sin6^ + p2^ sin(^- 90) - p^cos(/^ + o))-:::: ————± ^ sin 6^ + p ^ sin(^ - a G)) - p^cos(/^ + o))
/ <> \ â / ^^ I2 4(r"^Y+^ ) L 12 4

//•/'" rJïd:î\+ p^ a ^ ,p_ 3 4_ Ei_ sin(2^ 4- 20)
' \^ 4 /

P^p4_^+4p^^^io)cos(2Ô-6)) |
4 V I6 / J•^ ^i- ^ • .r -y

A, :r; • r — cos st G) •4- L ( 3 — -7" ) sin G),;:) 1 5 y 4 /
p :̂/ . p / n ^\: L^- sm 2 G) 4- H 3 - —;:) y \ 4 /1^ r:

,, ,, ^ d ( , d'^(;4..E=^^p^^

fd'
C - E •

, . / . p2^ ^ ^ , .•-1 =: p*^ !— — ̂  — — + 2p2 — 8
3 \1 ! à ib 2 ' y

p^ / ^\î)^l.=^.^+^^
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11= — fi + ̂ Y f^- p^4- ̂  4- ̂ + 6'),
^/\ 4 / \ t i ^ )

K.=:^fÇ 4-<^4-3V
\ î 0 /L=Ç'(^^),

,,. pJ2 / , rs2^2 ^ ,. , 3 ,» \
M. r= !—— p'1 -+- 1-—— — — 4- 6 r/2 — - ̂  — i a ,

<S V 2 ib ' 2 /
OÙ

si, a 3 G) =: - I ~ ( r^ + p2 ̂ 2 — — + a ),,ap-^./v,,/ i i(.) /

œ étant compris entre — - et -+- ~ ol p et ^ ponvîint prendre tous les
systèmes de va leurs posi t ives q u i r enden t o.) réel.

On peut, remarquer que, (ians le cas l i m i t e où p = o, on a d2 = ̂  \/2,
et l 'on retrouve la courl:)e 1, où y ==; 6p.

Courbes im^g'incii'res. -— La discussion précédente n iont re ( j ue la
même méthode donnerai t un assez grand noro,I)re de solut ions imagi-
naires. Les calculs seraient l)eaucoup moins simples, car dans les for-
mules (2) on ne peut pas toujours a i inuier les coefficients comme dans
le cas des variables réelles; pour (.jil'un clian^eïï'ient de variable per-
mette d'annuler e, par exemple, il, faut supposer r^-h^^o. Nous
allons examiner seulement le cas le plus s imple où les fonctions A, k, i
ne contiennent chacune qu'un seul angle, c'est-à-dire où, dans les
.formules (2), de, d e ' , d ' ^ sont nuls. 11 est facile de voir qu' i l faut
alors que

À ==:?/= 3 V Cl ^=0,

et si //^"-(-c^2 n'est pas nu l , on peut supposer (/'^ o; on arrive alors
aux deux solutions suivantes :

(I)

(II)

h =: a 4- ces 2 Of
k-=ia'— ico'&^O,

[ £ ::= a l \fa — a' i ces 0,

' h == a -+- ces % 0 4" i si. n 2 0,
k == a'-\- i cos a 6 — sin 2 0,

1=: i^ï [a -h a' i} (cos0-+- IsinQ).
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Mais la seconde se ramène à la première en posant

d ou
^=cos^,

.20/—, ï,-^" COS 2 6'

Les équations ( I ) donnent

'^t cos30 / 3 , \•r == ——,-=;̂ ^— .̂—————.,.„„_ — . 4» „. _ ̂  ç^g0
^ _ ^/ ^ ( ̂  4.. a' i — a ) ... b '•1. a /

— ^f,('. r C0330 / 3 \
y :̂ --: --;==——————-——— ——- 4- -• — a cos,^

^a —• a' ^ ( a •+ a1 i -.-.-. ^ ) 1.,. ^ V '̂  /

ti ^ „ ^ ^ .
a ••-•h a' l — '•>,

et
'>^•y == —==—===:==•:= ces 0.

^/;ï ••---1 <2 '—• û' t

On retrouve ainsi la cubique gauche rectit'iable déjà .connue.
Si l'on pose

^" a -+• a' i — a 5

/n """.== v<^ —• ci i

el
cos0 =; M,

les équations prennent la forme obtenue par M,. Lyon | Ann'ales de l'en-
seignement superleur de Grenoble, équations (ïo), p. 395]. On peut
remarquer que, si l'on remplace la variable u par urn, il ne resie, outre

le facteur d'homogénéité rn^p, qu'un seul paramètre --̂ p et un simple*n̂

changement de variable montre que cette cubique est identique à hi
courbe (6) page 36o du même Mémoire.

Ann, tU l'Hc, No'rmaU'o 3'6 Série. Tome ÎX . — Jui?i ï89'<t. '^"-)
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La méthode de M. Lyon peut du reste conduire facilement aux
courbes réelles que nous avons obtenues. Cette méthode consiste a
poser

A k — hi
( ( = z c -———-

C /. + hi/ / ,__^____.

Les courbes à torsion constante sont alors données par les équat ions
(p. 36101372)

r du r AB '—BV ,./• 4~ r / =- T / ———— = T I -77-,——,T— dt,
J Ï -h UU^ j AC •— îï2

- - .• • — - (\ dul ^ —— fB(7—<1J IÎ /j ^ , ,_ , j ^^..^ ,,„ ^ j ^̂ ,.,.̂ .,̂ ^ ^

. r ̂ ,, f-/^ — ^ du i T z r c A. / — A r/ ,z^n -—-—————î ::::: — / ————dl,,
J î -l- uUi 2 J A C — B^

où, pour les courbes réelles, u et u^ sont deux fonctions imagina i res
conjuguées d'une même variable, et pour les courbes algébriques un i -
cursales A, B, C sont trois polynômes entiers en t. Mais i l faut remarquer
que les parties réelles de la courbe peuvent correspondre à des valeurs
imaginaires de la variable, et u et ̂  étant deux fractions rat ionnel les
en t peuvent être imaginaires conjugués sans que les coefficients le
soient.

Par exemple, pour la courbe réelle (I), on aura

e^i^.^/^e^k — lu _ y A
^ . /<•/a À + a .

2 î i / L COS———- 0y À 2

^^—4/^6^_ /<• 4- lu y À^ _,, — _; ———————— ^
' . 4/a À "4" a -

-- 2 ^ A / Ç COS ———•- 0
V A 2
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et si l'on pose
q > qp^^p. ^^-p

et
,u; — /C —— £,.

on a

B:^ .y?,,±JV:;(^+j).y q — 2 ^
On voi t que , pour ob t en i r les points réels de la courbe, i l faut donner

h / des valeurs i m a g i n a i r e s de module i , et la valeur conjuguée de u
s 'obtient en changeant t en ; et < f e n —i : on retrouve a in s i u.^.î/

Les trois autres courbes réelles que nous avons obtenues peuven t
é v i d e m m e n t se dé te rminer par la même méthode; par exemple, pour la
courbe ( I I ) , on aura

^^^i/'^^^fe^
a ::::;.. ̂ .,.,__^___JL

,^^^i/^^3-d2e^t

V ib 4
i[a"^ dcos'^O)

^i ̂  e^i /^ ^ 3 ~ ̂  ̂
_.

^i^.e^i\/—^ly jr ()JT () 4

i(a"'-}- d co s aô )
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pt: en posant ̂ ^ l on aura les trois polynômes

/y^- . / " ^ ^ i -;- /;> ,
|^ ̂  /:î J A / .̂.. ,̂  4- ————— ./,

'\d y ib '-i
^ ^ .̂—— ^^.

A^--/-1 y^-.-.>-/--.^,

^^ .̂,̂,,,..,̂ ..,̂ .v^^
Pour raHiener les points i*éels de la courbe à correspondre \\ des

(/ •••+- /valeurs réelles d'unc^ nouvelle variable, il suffit de poser* / == ^—~—:; ot i

ohtieîit alors, pour u et .^ i , des fractions rationnelles de la variable
réelle 0, dont les coefficients sont imaginaires ronjuiîués.


