P. DUHEM
Sur la déformation électrique des cristaux

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 9 (1892), p. 167-176
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1892_3 9 167_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1892, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1892_3_9__167_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR L4

'I‘)EFO'I:A{MA']?ION ELECTRIGUE DES CRISTAUY,
Pa P. DUHEM.

——

.

Dans wmes Legons sur U Electricite et le Magnétisme, ’ai montré brieve-
ment (Livee XII, Chap. IV) comment la théorie que j’ai donnée, au
sujet des déformations ¢lectriques des corps isotropes, pouvaits’étendre
de manitre & rendre compte des changements de forme que les cris-
taux ¢prouvent dans un champ électrique; j’ai développé particuliere-
ment le cas oit le eristal étudié est assez faiblement diélectrique pour
que U'on puisse négliger, dans I'expression des six déformations, les
termes du second ordre par rapport & Uintensité de la polarisation.

Ce cas avait déji ¢té traité, peu de temps auparavant, par une mé-
thode analogue, dans un écrit de M. F. Pockels ('), privat-docent i
I'Université de Goettingue; au moment ol j’ai rédigé mes Legons, je ne
connaissais pas cet article, qu'une aimable Communication de I'au-
teur m’a révéle récemment.

On sait comment ont ¢1é découverts les phénomenes auxquels s’ap-
plique la théorie donnée par M. F. Pockels. MM. P. ¢t J. Curie avaient
mon(ré que certains cristaux s’¢lectrisaient lorsqu’on les soumettait i
une compression; M. Lippmann démontra théoriquement que, s une
certaine face d’une lame cristalline s'électrise positivement lorsqu’on sou-
met cette face & une compression normale, inversement, la lame se dila-

(1) K. Pockers, Ucher die Aenderungen des optischen Verhaltens und die clastischen
Deformationen diclekirischer Krystalle im clektrischen Felde ( Neues Jahrbuch fir Mi-
neralogie, Geologic und Paleontologie. Beilageband VII, p. 2013 1890).
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tera dans la direction normale & la force, si l'on électrise cette face positive-
ment (*). MM. P. etJ. Curie (*) soumirent cette conséquence théorique
i des vérifications expérimentales.

La loi de réciprocité de M. G. Lippmann apparait comme un cas
particulier du Principe du déplacement de I’ équilibre, que M. F. Braun (*)
fait découler de la notion générale de stabilité, et dont j'ai donné ré-
cemment (*) une démonstration fondée sur la théorie du potentiel
thermodynamique. Mais, si I'on voit immédiatement que la loi de
réciprocité entre les phénomenes piézo-¢lectriques et les déforma-
tions électriques des cristaux hémiedres doit découler du principe
général sur le déplacement de I'équilibre, la démonstration directe de
cette loi présente, cependant, certaines difficultés. M. Pockels a exposé
cette démonstration pour le cas simple étudié par M. G. Lippmann.
Nous nous proposons de I'aborder ici dans toute sa généralité.

Imaginons que 'on ait donné & un cristal piczo-élecirigue homo-
gene de petites déformations quelconques, qui le laissent homogene.
Soient

oU A __OW
l)1 pres ;)-:;:9 |)2--—— 7)—)—; 5 l)u - .7).5.*,
GV OV 90U W G, = 0¥ oU
oy T 05 s T 0 0 T Dy

les six déformations, qui ont la méme valeur en tout point (x, y, =)
du cristal.

La polarisation (&, v, 2)aura aussi la méme intensité et la méme
direction en tous les points du cristal. Les composantes de cetie pola-
risation seront, en conservant les notations de nos Legons sur I’ Electri-

(1) G. LippMANN, Principe de la conservatwn de U'Electricité (Annales de Chimie et
de Physique, 5° série, t. XXIV, p. 145; 1881).

(2) P. et J. Cunig, Déformations électriques du queartz (Comptes rendus, t. XCV, p.g14;
1882.).

(3) ¥. BrauN, Ueber einen allgemeinen qualitativen Satz fir Zustandsanderungen
nebst einigen sich anschlicssenden Bemerkungen, insbesondere iber nicht eindeutige Sys-
teme (Wiedemann's Annalen, t. XXXIII, p. 337; 1888).

(%) P. Dunem, Sur le déplacement de I'¢quilibre (dnnales de la Faculte des Sciences
de Toulvuse, t. 1V, N; 1890).
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cuté et le Magnetisme (t. 11, p. 396-397), données par les équations
o = — T’,(a“x Ot + B15v),
(1) / '\u)'—-'"%(6211—}—822[1—*“823‘)),
\ S =— Fi‘u (312 + 039 pr =+ Gg3v)

avece
7\ = l1 l)l+ l‘l Dz—'}— [3 l)3+ l_', G1+ l;, Gg+ l(; G3.

(2) p=my D+ myDy+ myDy+ m, G, + m; G, + m; Gy,
L v == Ny [)1+ g l.)g"' ny D3+ ’L[, Gl+ n;; (;2"'- Ng G:;-

Imaginons maintenant le cristal soustrait & P'action de toute force
extéricure; plagons-le dans un champ magnétique uniforme, tel que
les composantes de sa polarisation prennent en chaque point les va-
leurs &, ¥, ©. II éprouvera des déformations qui le laisseront homo-
gene; soient

Ju __dv __ Odw
A= A=y M=z
. Ow Oy _OJu  Ow __dv  Ju
L=y~ D=grm =g+

les six déformations qui auront la méme valeur en tout point du
cristal. Ces six déformations seront données par les égalités [loc. cit.,
p- 472, égalités (12)]

A A+ a4+ asAy+ a, U+ ays Do+ ay Ty = Lo -+ my Wb + n, S,
g1 Ay -1 gy Dy~ gy Ay~ @y, Ty~ @y Ty~ @y Ty = Lo 4+ mayVh + 2,2,
Ay Ay @z Ay agy Ay + g Uy @y Uy 4+ g, Uy = G + myth + 1, 2,
A Dy @Ay + a3 Ay + Ui+ ays To+ @y Ts =, o -+ m Vb +n, 2,
s Ay @ya By~ gy Ay + ag, Ty + g Ty a3 Uy = Lo 4+ my Wb + 248,
Agr Ay 4 Ago Ay 4+ gy Ay + g, Ui+ ags Uy~ agg Ty = lgho + mp¥h 4+ ng 2.

Multiplions les deux membres de la premiere égalité (3) par Dy,
les deux membres de la deuxitme égalité (3) par D,,
les deux membres de la troisieme égalité (3) par D,,
les deux membres de la quatrieme égalité (3) par G,,
les deux membres de la cinquieme égalité (3) par G,
les deux membres de la sixieme  égalité (3) par G,.
Ann. de U Ec. Normale. 3¢ Série. Tome 1X. — Juiy 1892, 22
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Ajoutons membre & membre les résultats obtenus. Le premier
membre de I’égalité résultante pourra s’écrire .

/ (D apuDy+ ayDy+ ay, Gy + ars G =+ @16 Gy) Ay

g A (@ Dy @3 Dy = @ay Dy~ Gy 4 aa; Gy + @2, Gy) Ay

(4 ) (@ D+ @y Dy gy Dy~ 3, Gy -+ Qs Gy a4 Gy) Ay

4) |~ (@ Dy~ @y Dy~ @4y Dy @y Gy ays Ga-+ @i Gy) L,

( A (a5 Dy gDy gy Dy a5 Gy 4 a5 Go+ @y Gy) Ty

Ve (@ Dy A aga Do gy Dy gy Gy as Gy @5 Gy) Uy
Le second membre deviendra, en vertu des égalités (1) et (2),

¢

. 1 L. _ . .
(4 bis) — (81122 4= Opa 2 = Oy ¥2 = 2 Ogy 1Y —+ 205y VA ~+ 201, 210).

Cette quantité (4+bis) n’est autre chose que ce que devient la fone-

(ion
— 2 (P11 0+ Poa A= Oyy PP 2 9uy By 20y Y2 - 2%, 23)

yar la substitution linéaire
[

‘“)'({P“ a -t (PMB -+ '1"1:;"/) = 1,
2 (9212~ Paa P = Quyy) ==,
9 (g0 C,/'u@ —- ’{J;,:,'/) =y,

qui donne (loc. cit., p. 298)
I~ - ~ oY
o T ‘r‘l'i(')u/~ 0 0Y),

. .
B T (Bag 2~ Oga . -+ By ¥),

i N
[ (D31} 4= Oy -+ Oy3v ).

Or, la distribution d’équilibre diélectrique sur le cristal n’est stable
(loc. cut., p. 312) que si la surface
@12 033 3% Dyt 4 20y, 57 2Py Y% A 20,25 =1

est un ellipsoide réel. La forme

y - "y rr o) o e
Gp10® AP B A Oyt - 200 BY 295 Y%+ 29,05
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est donc une forme quadratique définie et posizive, et la quantité (4 bis)
est une forme quadratique définie et négative.
Soient
Nl’ N27 Naa Th T?a T;i
les six composantes des pressions i Uintérieur du cristal, lorsque les
six déformations ont les valeurs

Dh 1)2’ I)Ih (}h }27 (}3'
Nous aurons

ay Dy ayy Do+ ay Dy 4 a0 G+ a5 6o+ @Gy + Ny = o,
Ay D~ @ga Dy - gy Dy =4 @0y Gy~ a5 Gy @y G+ Ny— o,
Wy Dy~ 39 Dy~ g3 D+ a3, Gy + a5 Gy~ 3G+ Ny=o,
Dy 4+ o Dy~ apy Dy = a,, Gy =4 @y Go -+ @y Gy + Ty = o,
s Dy 4= g Dy gy Dy - @z Gy ++ a55Go+ @y Gy - Ty = o,
A Dy gDy - gy Dy g, Gy -+ ag; Gy 4+ g Gy =+ Ty = o.

Si 'on tient compte de ces égalités et sil’on se souvient que la quan-
tité (4) est toujours négative, on trouve I'inégalité

NiA - NoBy -+ Ny Ay Ty Ty - Ty Ty ++ Ty Iy > 0.

Multiplions par dx dy d=; intégrons pour le volume entier du cristal
et nous aurons

(5) /'(N1 A, NoAy - NyAy 4 T, Dy 4= Ty Ty -+ T, Ty) diz dy ds > o?

Remplagons A,, A,, A,, T,, T,, T, par leurs valeurs en fonction de «,
¢, w, et effectuons des intégrations par parties. Le premier membre de
Uinégalité (5) deviendra

—S § [N, cos(ng, z) -+ Ty cos(ng, y) + T, cos(ng, 5)]u
+ [T, cos(ns, ) -+ Ny cos(ng, y) + Ty cos(ng, 5)]e
- [Ty cos (ns, ) -+ Ty €08 (ny, ¥) =+ Ny cos (ng, 5)]w | dS

ONy o1y (’L) “
- / dx dy 03

N (_ofr:_,_ ON. | dT, > .

gz T oy T os

()’rg ()]‘1 ()N'g )] 7.
-+ <7}7 e Ty + 75—:);& dx dy dsz,

&
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dS étant un élément de la surface du cristal et »; la normale & cet élé-
ment vers 'intérieur du cristal.
Mais si 'on désigne par

oXdy, pYdyr, pZdv
les composantes de la force appliquée a I'élément de masse pdv du
cristal ainsi déformé, on aura

ON, 0T, _ dT,

ox 0y BT =X
aT, 0N, oT, _
9z "oy Tz PV
OT, _ JT, N,
oz T oy Tz ek

’autre part, si on désigne par
P cos(P, 2)dS, Pcos(P, y)dS, P cos(P, s)dS
les composantes de la force extérieure appliquée a I'élément S de la
surface du cristal, on aura

N, cos(n;, x) + Ty cos(n;, y) + T, cos(ng, 5) =P cos(P, x),
Ty cos(n;, x) + Nycos(n;, y) -+ T, cos(n;, 3) =P cos(P, y),

T,y cos(n;, ) + Ty cos(n, y) + Ny cos(n;, 5) = P cos(P, ).
L'inégalité (5) peut done s’écrire
: s S PLucos(P, ) + ¢ cos(P, y) + wecos(P, 3)]dS

(6)
( + fp(f( w4 Yo 2wy drdy ds < o.

Que signifie cette inégalité?
Pour imposer au cristal les déformations
Dy, Dy Dy, Gy, Gy Gy,

il faut appliquer & chaque élément ¢S de sa surface une force dont les
composantes sont

Pcos(P, z)dS, Pcos(P, y)dS, Pcos(P,s)dS
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et & chaque élément v de son volume une foree dont les composantes

sont
pXdv, pYde, pldp.

Appelons ce systeme le systéme des forces F.

Soumis au systeme des forces F, et soustrait & toute influence élec-
trique extérieure, le cristal prend une polarisation diélectrique uni-
forme dont les composantes sont 4, w, €.

Inversement, le cristal, soustrait & 'action de toute force extérieure
et placé dans un champ électrique qui lui fait prendre la polarisa-
tion &, W, &, éprouve des déformations

Ah AQ’ AS) I‘“ 1‘21 r:h

résultant du déplacement (u, v, w) appliqué a chaque point du cristal.
Appelons ce systeme de déformation le sysiéme des déformations A.

St Lon imposait ces mémes déformations A au cristal soumis aux
Sorces ¥, les forces ¥ effectueraient, dans cette modification, un travail
négatif.

En d’autres termes :

Lorsqu’on fait agir certaines forces ¥ sur un cristal piézo-électrigue,
soustrait a toule influence électrique, il se développe a Uinterieur de ce
cristal une certaine polarisation diélectrique. Si, par Uaction d'un champ
électrique, on développait la méme polarisation a ['intérieur du cristal, le
eristal eprouverait certaines déformations A. Les forces F sont telles que
leur action §"oppose auze déformations A.

On reconnait immédiatement dans cet énoncé une conséquence de
la loi générale du déplacement de I'équilibre.

On serait tenté d’y voir la généralisation de I'énoncé donné par
M. G. Lippmann; nous allons voir qu’il n’en est rien et que, au con-
traire, la propositien démontrée par M. G. Lippmann est en contradic-
tor avee la précedente.

Lorsque le cristal est soumis & I'action des forces F. il prend une
polarisation uniforme qui exerce sur les points extéricurs au cristal la
méme action qu'une couche électrique fictive. La densité superficielle
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de cette couche fictive a pour valeur (loc. ciz., p. 397)

L1 N
(L:T[ (311} Braps + B1av) COS (1, 1)
(7) ’ ~ (g A =+ gt ~+ Oayv) COS (124, ¥)
~ (O3 A~ Oyt = 0yyv) cos(n;, 3)],

A, ., v étant définis au moyen des égalités (2).

Imaginons que le cristal ait la forme d’une lame & faces parallcles
indéfinies, comprise entre deux plans S;, S, perpendiculaires a Paxe
des «. Deux plans S', S/, sont infiniment voisins des faces de la lame.
Sur le plan S|, que rencontre d’abord I'axe des «, nous distribuons
une couche électrique uniforme de densité

9 I N ~ oy 4
= 0 (0112~ Dpapr —+ Oy3).

sar le plan S nous distribuons une couche ¢lectrique uniforme de
densité

I
2= — iy (O A+ O+ Opgv).

D'apres Pégalité (7), ces couches réelles sont identiques aux couches
JSictives qui recouvriraient les faces S,, S, de la lame soumise aux
forces F.
Ces couches produisent entre les deux plans 8, S, un champ uni-

forme, parallele & 'axe des «, et ayant pour intensité

oV hm o N o

s T e i (O A - Opa - Op3Y).

Iz T (G h = 0o + 013v)
Sous 'influence de ce champ, la lame cristalline prend une polarisa-
tion uniforme dont les composantes sont (loc. cit., p. 299)

e OV __ fme,

N
Mo = — T gy = TR 011 (O h =+ Opa b ~+ Gp3v),
€ JdV  4me
(8) £ e T O1a Jr = —T‘g'am(anx -+ O1a [ =+ 0137),
- e IV Lme 5 N
&= T Oy oz - T 13 (054 A 4+ Ogg [0 dy3v).

Les six déformations & Uintérieur de la lame auront des valeurs
Ay, AL A, T, T, TG,
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~T

données par les ¢galités, analogues aux égalités (3),

ay A+ A+ g A+ a, Ui+ a T+ @ Ty= L A"+ me i + n
Wy Al ag Ay @y Al @, Uy 4 s Uy o Uy == L, "+ mag Wb+ 1y
g A+ @ Ay agy A+ g, U 4+ ays U+ ayo Uy = £ " 4 g Wy + ny &7,
Wy A e Af g A+, U+ a; T+ ay U= [ A 4+ my W 4+ n, S
s Al gy A== gy A+ a5, U+ @y U+ ago U= L A" 4+ may W 4 ny &7,
gy A+ aga AL+ gy AL+ g, U+ gy Uy g U= LW+ mguy’ + ny 7

-

>

)OO 00

[d

Ajoutons ces égalités membre 2 membre apres les avoir multipliées
respectivement par D,, D,, D,, G,, G,, G,. Nous trouverons, en tenant
compte des égalités (2) et (8),
(ay Dy Dy @Dy + ay, Gy + a6+ @, Gy) A
= (Ao Dy~ @y Dy - gy Dy -+ aay, Gy @y Gy -+ g (1)) A
(a5 Dy @y Dy @y Dy = ag, Gy 4 ay5Go 4+ ays Gy) A
A= (e Dy Do+ Dy 4+ g, Gy + a5 Ga+ a4 Gy) T
= (g Dy~ e Dy = iy Dy -+ ag, Gy + gy Gy + ase Gy) T,
= (g Dy = ctoe Do~ gy Dy - g, Gy g5 Go—+ @46 Gy ) T
s [-ITI,TZ? (6“ } = 6”[.1. -+ (’)\13\))2.

Le second membre de cette égalité est essentiellement positifs il en est
donc¢ deméme du premier. En raisonnant comme nous I'avons fait pour
démontrer la proposition précédente, nous verrons sans peine que le ré-
sultat que nous venons d’obtenir peut s’énoncer de la maniere suivante :

Les forces qui imposent & la lame cristalline les déformations

D, Dy D, G Gy Gy
elfectucraient un travail posite/ si 'on imposait i la lame les déforma-
tions '

AL, AL, A, T, I, T

Ainsi, st lon soumet une lame cristalline piczo-électrique & un certain
systéme de forces extéricures F, la lame prend, sur ses deux faces, une
certaine électrisation apparente. St ['on communique unc €électrisation
réelle, analogue a cette électrisation apparente, & deux plagues métal-
ligues infiniment voisines des faces de la lame, la lame subit certaines
déformations, les déformations A'. Si I'on imposait les déformations A" a
une lame sournise aux forces ¥, les forces ¥ effectueraient un travail po-
sitf elles tendent done a favoriser les modifications A’ .
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Ce résultat est analogue & celui qu’a obtenu M. Lippmann, mais de
sens contraire. D’apres la proposition de M. Lippmann, les forces F
tendent @ s’opposer aux modifications A" et non pas a les favoriser.

Il est aisé de voir en quoi la démonstration de M. Lippmann est
inexacte.

M. Lippmann définit I'état du cristal soumis & 'action des forces F
par les déformations A et par I'ctat d’électrisation de la surface du
cristal. Mais, dans ce cas, la surface du cristal n’est pas électrisée. La
masse du cristal est dans un état de polarisation qui équivaut, pour
les points extérieurs, mais non pour les points intérieurs, a I'action de
deux couches électriques réparties sur les faces de la lame. De cette
confusion découle la conclusion erronée que nous venons de rappeler.

La proposition que nous venons de substituer a celle de M. Lippmann
semble, au premier abord, en contradiction avec la loi du déplacement
de I’équilibré; il est aisé¢ de voir qu’il n’en est rien et de lui donner
une forme qui mette en évidence la concordance de ces deux vérités.

[maginons les deux surfaces S| et S, mises en communication métal-
lique I'une avec 'autre. Lorsque, sur la lame, on fera agir les forces F,
les surfaces S,, S, s’é¢lectriseront comme nous ’avons vu; les surfaces
S', S, se recouvriront par influence de densités électriques égales et
de signe contraire & celles qui recouvrent les surfaces S,, S,. Dés lors,
on peut déduaire de la proposition précédente celle-ci, qui est tout a
fait conforme au principe du déplacement de 1'équilibre :

St Lon soumet la lame cristalline a U'action du sysiéme de forces ¥, les
deux surfaces S, S,, réunies metalliguement, se recousrent de certaines
couches électrigues; si ['on suppose, au contraire, la lame soustraite o
toute force extérieure et st L'on communique la méme électrisation aux
deuz surfacesS|, S}, la lame éprouve un sysiéme de déformations (— A').
Les forces ¥ tendent a s opposer a ces déformations (— A').

M. F. Pockels a montré, dans l'article que nous avons cité, I'oppo-
sition qui existe entre la proposition énoncée par M. Lippmann el celle
que nous avons établie ici; mais il a regardé la premitre comme exacte
et la seconde comme erronée.



