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SUR LES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
| ORDINAIRES,

Par M. JurLes CELS,

ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE, AGREGE DES SCIENCES MATHEMATIQUES.

INTRODUCTION.

1. On sait que Lagrange, en cherchant un facteur intégrant d’une
équation différentielle linéaire ordinaire, trouva une équation connue
aujourd’hui sous le nom « d’adjointe de Lagrange », dont I'intégration
est intimement liée & celle de la proposée. Il mit aussi en évidence la
réciprocité des deux équations en énoncant cette propriété fondamen-
tale : St l'on prend 'adjointe d’une certaine équation et si I'on prend

{adjointe de cette nouvelle équation, on retrouve I ancienne.

Plus tard, Jacobi étudia de plus pres la correspondance entre les
solutions d’une équation et celles de son adjointe de Lagrange; il ar-
riva au résultat suivant : Soit une équation (E) d’ordre » admettant
les » solutions y,, y,, ..., ¥, formant un systeme fondamental. Soit le

déterminant

.)’1 yg coe yn
! ’ 7
X1 Ja e Ja
A = ’
(n=1) (n—~1) (n—1)
yl" N2 oo Yn

les solutions de I'adjointe de Lagrange de I'équation (E) sont les divers
quotients des mineurs correspondants aux éléments de la derniere



342 J. CELS.

ligne du déterminant A par ce déterminant. La réciprocité se trouvait
précisée de la facon suivante : SiI'on désigne les » expressions dont il
vientd’étre parlé paru,, u,, ..., u, et si 'on considere le déterminant

Uy Uy . uy,
’ ’ ’
. i, i, e u,
| == b
(n--1) (n-1) (r2—1)
') "y P

les valeurs y,, y., ..., ¥, sont au signe pres les divers quotients des
mineurs correspondants aux éléments de la derniere ligne du détermi-
nant A, par ce déterminant.

2. En lisant attentivement la démonstration de Jacobi, je me suis de-
mand¢ pourquoi on prenait la dernitre ligne du déterminant A plutot
qu’une autre, la démonstration paraissant étre visiblement la méme
pour les autres lignes. C’est cette remarque qui m’a conduit 4 toutes
mes recherches.

Considérons done les quotients des mineurs correspondants aux
¢léments de la £eme ligne du déterminant A par ce déterminant.
Ces expressions en nombre n sont évidemment solutions d’une équa-
tion différentielle linéaire d’ordre n, dont les coefficients sont des
fonctions des coefficients de I'équation (1) et des dérivées de ces coef-
ficients. Soit (E,) cette équation. Cette équation différentielle aura de
intérét si elle est réciproque avec équation (B). Jai repris la démon-
stration de Jacobi en y changeant peu de chose, et j’ai vu qu’il en était
ainsi.

Il existe donc pour une équation d’ordre n, outre I'équation adjointe
de Lagrange, n — 1 autres équations adjointes. Toutes ces équations
adjointes correspondent en quelque sorte aux 7 lignes du déterminant
fondamental relatif & I'équation (B).

(e résultat acquis, il restait & former ces équations : la chose n’était
pas tres difficile; soit en effet une équation d’ordre n —1, (A), admet-
tant 7z — 1 solutions communecs avec I'équation (I2), d’aprées la compo-
sition des coefficients d’une équation en fonction des solutions, on voit
que les coefficients de I'équation (A) seront les solutions des adjointes
correspondant aux différentes lignes du déterminant fondamental de
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'équation (E). Il suffira donc d’écrire que cette équation a (»n — 1) solu-
tions communes avec I'équation (E) pour avoir » relations desquelles
il suffira d’éliminer » — 1 des quantités pour avoir 1’équation que 1'on
veut obtenir. Dans la démonstration que j’ai donnée dans la premiere
partie, J’ai un peu modifié cette méthode, mais le fond reste le méme.

Ces équations obtenues, il fallait préciser exactement leur role dans
intégration de I’équation (E). Or leur définition méme montre que,
si 'on connait I'intégrale générale de 'une d’elles, on connaitra I'inté-
grale générale de la proposée; enfin on montre bien facilement que,
quand on connait plusieurs solutions particulieres de l'une d’elles, il
est facile d’avoir les solutions particulieres correspondantes de 1’ad-
jointe de Lagrange, et, par suite, de simplifier, comme ’on sait, I'inté-
gration de la proposée.

3. Quelque temps aprés avoir obtenu ces résultats, j’étudiais dans le
Livre de M. Darboux (") I'exposition de la méthode que Laplace a ima-
ginée pour les équations linéaires aux dérivées particlles du deuxieme
ordre. On sait qu’a une équation de cette nature on peut faire corres-
pondre une suite doublement infinie d’équations de méme forme, cette
correspondance étant telle que, si Pon connait une solution particu-
litre d’une des ¢quations, on peut trouver la solution correspondante
d’une autre équation de la suite par des opérations qui, le plus sou-
vent, sont des dilférentiations. L'intérét de cette méthode se détache
avec une tres grande netteté. On établit, par exemple, qu’une équation
de la forme étudiée s’integre quand une certaine fonction 4 des coefti-
cients est nulle; alors, par la correspondance, on étend ce vésultat,
puisque la quantité A varie quand on passe d’une équation a une autre.
(est 14, je crois, le fond de la méthode : Tous les caractéres qui permet-
tent d’intégrer [’équation (B) deviennent, par la considération de la
suite doublement infinie correspondante, des caractéres d’une application
beaucoup plus genérale.

Jai eu I'idée d’imaginer une méthode analogue pour les équations
différentielles linéaires ordinaires.

Soit (E) une équation, prenons son adjointe de Lagrange (E,), pour
cette équation (E,) prenons son adjointe de la premiere ligne (E,);

(Y) Lecons sur la Théoric géncrale des surfaces, L. 11.
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pour celle-ci, 'adjointe de Lagrange, etc.; enfin formons une autre suite
en prenant d’abord pour I'équation (E) V'adjointe de la premiere
ligne, puis, pour cette nouvelle équation, I’adjointe de Lagrange, etc.

Cette suite doublement infinie est telle que, si I'on a I'intégrale
générale d’une équation de la suite, on a, sans nouvelle intégration,
I'intégrale générale de 'équation (E). Enfin, si I’on a une solution par-
ticuliere d’une équation paire, par exemple, on a, sans nouvelle intc-
gration, les solutions correspondantes de toutes les équations paires.

Ces propriétés tiennent évidemment a la réciprocité qui existe entre
une équation et I'une de ses adjointes; il aurait été impossible de for-
mer de pareilles suites sans la notion des adjointes.

Il ne s’agissait plus maintenant que de trouver des caracteres qui
permissent d’intégrer I’équation (E), on augmenterait leur généralité
par la considération de la suite d’équations. J’ai songé d’abord aux ca-
racteres que M. Halphen a si bien précisés dans son Mémoire (). Mais
pour étendre ces caracteres, il aurait fallu aborder le probleme géné-
ral du changement des invariants quand on passe d’une équation &
I'une de ses adjointes, en méme temps qu’il aurait fallu indiquer les
changements apportés dans les racines des équations déterminantes
relatives aux différents points critiques. La question, vue ainsi, m’a
paru trop vaste et trop difficile pour étre abordée des le début. La dif-
ficulté aurait été d’autant plus grande pour moi, que rien ne m’aurait
guidé dans cette recherche. J'ai préféré appliquer d’abord ma méthode
4 des classes particulieres d’équations afin d’apercevoir sur ces
exemples simplesle mécanisme des différentes déductions. Apres cela,
j'emploierai tous mes efforts pour la solution de la question au point
de vue le plus général.

4. Jai pris d’abord les équations qui généralisent I’équation de
Gauss sur la série hypergéométrique. Dans ce cas, toutes les équations
de la suite ont la méme forme. Le caractere que je transforme est tout
a fait élémentaire, ¢’est le suivant : on connait une solution de 'équa-
tion lorsque le terme en z manque; cette solution est, en effet, une
constante. Je cherche done la transformation apportée dans le coeffi-
cient du terme en s par 'emploi de la suite.

(1) Mémoires de Ulnstitue. Savants étrangers, t. XXVIIL.
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L’expression de ce coefficient dans 1'équation E,, est une équation
algébrique en p; je suis alors conduit & deux résultats qui sont princi-
paux pour cette étude, i savoir : qu'aux plus petites racines entieres
négatives et positives (en valeur absolue) correspondent des poly-
nomes comme solutions de la proposée ou de I'adjointe de Lagrange
de la proposée.

En cherchant & vérifier directement ces résultats, j’ai trouvé cette
propriété simple : Lorsque toutes les racines de 1'équation détermi-
nante du point <o son( entieres et négatives, il faut et il suffit que les
logarithmes disparaissent dans les développements des intégrales au-
tour du point critique » pour que Pintégrale générale soit un poly-
nome.

Jai encore étendu ce résultat par ma méthode, en cherchant les
équations qui ont, dans leur suite correspondante, une équation dont
I'intégrale générale est un polynome. Je suis arrivé ainsi au résultat
le plus important de cette étude, a savoir : que l'équation s’intégre sous
forme finie ou par des quadratures lorsque les racines de I’équation
déterminante du point o= sont entieres ¢t que des conditions algébri-
ques nettement indiquées sont remplies. Un des corollaires de cette
proposition est intéressant, ¢’est le suivant : Lorsqué toutes les racines
de I’équation déterminante du point oo sont entitres et positives, pour
que 'intégrale générale soit une fraction rationnelle, il faut et il suffit
que les logarithmes disparaissent dans les développements des inté-
grales autour du point critique o>. Enfin I"application de ces résultats
2 une équation déja considérée par M. Goursat conduit & une proposi-
tion tres simple qui décide des cas ot I'intégration se fait par ma mé-
thode. .

Cette ¢étude est terminée par Uapplication spéciale de la méthode a
’équation du deuxieme ordre. Je suis conduit & une formule conte-
nant des dérivées a indice quelconque qui exprime I'intégrale générale
de cette équation.

5. Jai ensuile appliqué la méthode & I’équation

drz ar—1z dz
ph—1 20 = e L -
((6) dxt = Az dah—1 dx

dnn. de U’ Ee. Normale. 3¢ Série. Tome VI, -— Novemsre 1891, 44

“+ "~ '5=o,
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qui généralise dans les ordres supéricurs I'¢quation de Bessel

d?* s dsz
—— 4= A —— - x5 =o0.
dre? " Tdx l

pa

L’équation (&) s’integre quand elle a 'une des deux formes

4" .
(l)) an—1Z - - etz o,
drs dr-1z
N -1 T -2 T o e—=1 e
(¢) A Az gimi T arTia=0,

bl

et ce sont ces deux résultats que j’ai élendus par ma méthode.
Une ¢quation a la forme (0) lorsque les racines de Péquation déter-
minante du point o sont

0, I, 2, ... (r0-—-1);
9 ) ? H "

I'extension est celle-ci:

Dans la suite, correspondant & Péquation (@), il y a une ¢quation de
la forme (&) lorsque les racines de I'équation déterminante du point o
pour I'équation («) sont

O, I-tpr, w--pr, ..., (n—1)--pn,

p ¢tant un entier positif ou négatif.

Jarrive de méme & montrer que, dans la suite correspondant i Ié-
quation («), il y a une ¢quation de la forme (¢) lorsque les racines de
I’équation déterminante du point o, pour I'équation («), sonl

1-=pr, 2-tpn, ..., (n-—2)4-pn, (n —1)--gn

ou
(n—1)-4-pn, (n-—2)--pn, ..., 2-+-pn, 1--qgn,

p et g étant deux entiers positifs ou négatifs.

L’intégration se fait donc facilement dans ces deux cas, et ces résul-
tats donnent Pintégration pour les équations du deuxieme et du troi-
sitme ordre dans tous les cas olt 'intégrale générale est uniforme
autour du point critique o; il n’en est pas de méme pour les équations
d’ordre supéricur, parce que, dans une équation d’ordre 2, les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que intégrale générale soit uni-
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forme autour du point critique o sont, ainsi que je 1’établis, que les
racines de I'¢quation déterminante du point o soient respectivement

1,2,..., (n~--1), 4 un multiple de » prés, qui n’est pas le méme pour
toutes les intégrales.

6. Jaborde ensuite le cas ol la suite d’équations correspondant i
I’équation (E) est telle qu’on y trouve une équation quilui estidentique.
Le cas le plus intéressant est celui ol la suite est véritablement pério-
dique, c’est-a-dire ot (B) = (E,,); dans ce cas, j’integre et je montre
que ces équations appartiennent & la classe de celles que 'on peut
ramener aux équations linéaires a coefficients constants, par un chan-
gement de fonction suivi d'un changement de variable.

7. Vindique cnsuite qu’il existe autant de méthodes de correspon-
dance doublement infinie qu’il y a de combinaisons de lignes deux &
deux dans le déterminant fondamental.

Il existe enfin des correspondances qui sont plus que doublement
infinies; on les obtient ¢n considérant, par exemple, trois lignes du
déterminant fondamental. On a alors une correspondance sextuplement
infinie, et, je le répete, U'intérét de ces correspondances consiste en ce
qu’elles permettent de généraliser de plus en plus les caractéres d’in-
tégration d’'une équation.

Tous les résultats exposés dans ce travail m’appartiennent : ils ont
été communiqués & ’Académie des Sciences dans les séances du
15 juillet et 8 décembre 1890, 4 mai 1891 ; personne, avant moi, n’avait
parlé d’équations adjointes autres que celle de Lagrange, et jai le
premier indiqué Dexistence de ces équations, leur formation et leur
role dans ma Note du 15 juillet. Je dois cependant dire que, six mois
apres la publication de ma Note, le 16 décembre 1390, M. Imchenetsky
a envoyé a I’Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg un Mémoire
contenant des démonstrations détaillées sur la formation de ces ad-
jointes et leur role dans 'intégration.

Qu’il me soit permis, en terminant, de remercier M. Darboux du
bienveillant accueil qu’il a fait & mes recherches et des encourage-
ments qu’il n’a cessé de me prodiguer pendant la durée de ce travail.
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J’ai divisé I'exposition en trois Parties :

Dans la premiere Partie, j’expose la propriété de réciprocité des ad-
jointes, le moyen de les former et leur role dans I'intégration de la
proposée. A la suite, je place une théorie de I’élimination relative aux
équations différentielles linéaires ordinaires, parce qu’on la déduit
facilement de la considération d’une équation linéaire aux dérivées
partielles que j'ai rencontrée dans mes recherches.

Dans la deuxieme Partie, j’expose, dans un premier Chapitre, la mé-
thode de correspondance doublement infinie; dans un deuxieme Cha-
pitre, application aux équations qui généralisent I'équation de Gauss
sur la série hypergéométrique; dans un troisicme Chapitre, Papplica-
tion aux équations qui généralisent I'équation de Bessel.

Enfin, dans la troisieme Partie, j’étudic les cas de périodicité de la
suite; je forme ensuite explicitement Padjointe de Pavant-dernitre
ligne et jindique Pexistence 'autres méthodes de correspondance
analogues & celles de la deuxieme Partie.

e (5 o~

PREMIERE PARTIE.

1. Lagrange a trouvé I'¢quation connue sous le nom d’adjointe de
Lagrange en se proposant la question suivante :
Ltant donnée équation différentielle linéaire du nime ordre
d"z d" s dr s ds

RSN NPT NPT - ——ry e g
e i Uyt oy b= Clpyy P - @, 3 == 0,

(1) Ay
oll @y, @y, ..., a, désignent des fonetions de @, trouver une fonction y
de @ telle que, en multipliant le premier membre de I'équation précé-
dente par y, le résultat soit la dérivée exacte d’une fonction linéaire
de z et de ses dérivées jusqu’a Vordre 2 - 1. Une suite d’intégrations
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par parties conduit & la formule

! ©odns dn—1z
f|,a° don T gy e an;:I ydz

d dr
::f[a,,y = s (tpry) +.. +(—1) T (aoy)] sdz
d a? dr—t

-+ 3 [%_1)’ ~ Az (An—sy) + e (@nsy)—...+(—1)»1 dzn—1 ao,}’)]

ds d I A N
/ o {a,r LN G (7 I “+ (— 1)”’“-2,?,_—2 (ao_y)J

k=1 z d dn—r

. = e . \n—bk .

g | Tk = (e ) (1 () |
"'z

! Rt (@y).

De sorte que I'équation qui détermine y est

. 7/ dr
(3) ay — £ (tpery) ..~ (— 1) == (ayy) == 0.

dex dat
Lagrange établit ensuite la propriété fondamentale de I'équation
adjointe d’une équation donnée :

St lon forme [ équation ad ointe de la nouvelle équation, on retrouve
U'ancienne.

infin il montre comment I'intégration complete ou partielle de1’ad-
jointe permet de simplifier U'intégration de la proposée. Pour toutes
ces considérations, ainsi que pour I'exposé des divers points de vue
auxquels se sont placés les géometres qui ont étudié cette question,
nous renvoyons le lecteur au bel Ouvrage de M. Darboux (Legons sur
la théorie génerale des surfaces, t. 11, p. 99 et suivantes).

2. Reprenons I'équation (1) en y faisant @, =1

p dn: ‘ dadr—1z l L
(4) ;7..;’: ‘rChm‘_—l e -2, 5 =0,

Soient z,, %, ..., 5, 2 solutions particulieres formant un systeme
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fondamental; soit de plus le déterminant
5y S Sn
o ~ "
~1 ~2 ~n
A= S(h=1) k1) k=1 7
sE-1 Y oo &Y
w(n=—=1) (1) ~ln-1)
3¢ 5 c. 5Y

ol les indices supéricurs désignent des indices de dérivation
Jacobi a montré que les expressions
1 0JA 1 0A
")/1 et A« ;’)‘:ﬂ(”/?_l)’ sey .},IL"”‘ A (»);g”_:.i_’
sont solutions de I'adjointe de Lagrange de I'équation (/).

Soit

- dary dr—1y } dy
(5) Tan 7 Tpni o by Iz -1~ l),,y o)

cette adjointe; il a montré de plus que Pon avait

1 0A, 1 JA
P Pl e .y P A
! Ay Qylh " A a)yﬂ,”"‘“’
A, désignant le délerminant
.,VI .7/‘.'. e ,yn
Ve ¥y e Vo
A .. .. ..
T o Jo—
4 SR 2 S PRI, S
‘},({z—-n y(‘n»-n .. y%z—l)

Cette proposition renferme celle de Lagrange concernant la récipro-
cité qui existe entre une équation et son adjointe, et elle montre, en
outre, la liaison intime des solutions des deux équations. Elle permet
enfin de déduire sans aucunc quadrature I'intégrale générale d’une
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équation de l'intégrale générale de son adjointe. C'est la lecture de
cette démonstration de Jacobi qui a déterminé toutes nos recherches.

SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES.

3. Imaginons, en effet, 'équation différentielle linéaire ordinaire ad-
mettant les solutions

1 0A 1 0A 1 0A

() =0 ———— Uo T 4= ) e Up= = —5—
YA e A Jgih=1l ’ A a1’

a

nous allons montrer que cette nouvelle équation est liée a I'équation
donnée de la méme facon qu’une ¢quation & son adjointe de Lagrange.
Des propriétés elémentaires relatives au déterminant A donnent

-2 — Slht) — ) — 1)
=o, 2”15'1 =0, ... 2“15({ Y=o, 2111.,‘,’” D=y, 2”142’—0» o Eu,J‘” Do,

Différentiant successivement 1, 2, ..., (n — 1) fois, nous obtenons

th=2) .. !l ! oal=2)
Eu’lz'l 0, .., Eu'lu‘{‘ 2.0, E”x*’f oo, L., Ezt,~‘ l==0,
W =3
E o Eulul =0,

............. ey e
i~ Yt (2] gin=kt1)
Eu‘; Vg0 Zu'[ 250, S e , Eu; gk,
- o1 1) gln=h).
Zu‘l”"“ =3 Zu‘l" DGO, vy e , Zu‘l‘ 1gir=Bz o,
3 3 (IR Sy .
Eu‘,"’z, =0 2“‘1’””' 0, v e , Eu‘;u‘l =z o,

La premibre colonne du Tableau précédent montre que l'on a

i 0A, 1 0A B ,
P toat. SN e — ] S“ne TN N 1)
VIS TR 5, 30
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A, étant le déterminant

uy 42 u,
’ 7 !
43 u, - u,
A=
- ulik-l) u‘z"‘” . uil/u—l)
(r--1) (n—1) (n-1)
[22% iy e uw,,

La propriété de liaison et de réciprocité est done démontrée.

[’équation qui a pour solutions les expressions u,, u,, ..., w, sera
appelée I'équation correspondant i la 4™ ligne du déterminant fon-
damental de I'équation donnée ou Uadjointe de la ki¢me ligne.

Relativement & ces équations, nous venons d’établir cette propriété
fondamentale :

I. Etant donnée unc équation différenticlle linéaire ordinaire, il y
awtant d’adjointes que d’unités dans Uordre de celte quation.

Si 'on prend I'adjointe de la £m¢ ligne d’ane certaine ¢quation ot
que 'on prenne ensuite Padjointe de la £ ligne de la nouvelle ¢qua-
tion, on retrouve 'ancienne.

Remarque. — Sous le nom d’adjointe de Lagrange de I'équation (1),
on désigne équation (3); dans tout ce qui suit, nous conserverons
cette dénomination, mais en remarquant toutefois que les solutions de
sette adjointe de Lagrange ne sont solutions de I'adjointe de la der-
niere ligne qu’a un facteur pres.

4. Proposons-nous de former Padjointe de la £ Jigne pour I'équa-
tion
drz dn=1z ds
(1) o i - ay P e ey 7 “t @5 == 0.
Soient =, z,, ..., 5, 7 solutions formant un systeme fondamental,
et soit le déterminant

“1 ~9 ~n
’
51 zlz Z:L
T atk~1) L k=1) o (le=1)
1 ~2 “n
~(n=1) ml=1) ml=1)
1 ~2 ~n
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Reportons-nous & la formule (2); elle montre que, si y, est solution
de Padjointe de Lagrange

d dar
any — C'E(an—l.)’) kR R ("'I)ILZZ"Z_,L' (ao)’) =0,

I’équation
/ . Nt l/z -1
O=3|Qp-1Y1— (a/L—2y1)+ (alz—3yl)+ (_l) —' = 1( 0)1)
-+ dﬂ [011—2)’1 a‘;,(“n-aJ’x) EaEIRRIRRI (=)t x,z_»(“oj’x)]
e T T T
(6) d]c—iz d - dn—=F
-+ Toh~1 a/z.-—-ls‘,_?’l — dr (7 Ny, 2% P + (—1)r—k don—F (@, )’l)—l
e e s o 8 5 s s s e usessacesensneasvananaei et ane e
(lfl~ 1~

1

| -+ - dzn— 1 Qo)1

admet (n — 1) solutions communes avee I'équation (1). En effet, pour
toutes les solutions de l’équqbion (6), le deuxieme membre de I'iden-
tité (9) ol y =y, est nul. Le premicr membre doit done s’annuler
aussi. Appelons z,, ..., 5, ces (n — 1) solutions communes. L’équation

Z - cer B, VA
FA FA ee. B, VA
O=| ity 1 SU—1) g [T
&Y =Y eo. 3Y
zg‘n-i) zgn—i) .. zxt-l) Z(u—ﬂ

qui a comme solutions z,, ..., 3,, est la méme que I'équation (6), & un
facteur pres. En développant cette équation ® = o, on la met sous la
forme

dr-tz 00 dar—2z 00 00
(7) dzn—1 gfn=1) -+ dzi-2 gfin—1) AR * 9z .

En remarquant que

00 A 0 oA
07,(n~1) = ()Z‘{l’"“, 7= — ()5(1u~2), Cy

Ann. de U'Ec. Normale. 3° Série. Tome VIII. — Novempre 18g1. 45
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I’équation (7) peut s’écrire

dr=1z  JA dr2z QA dé1z QA 0A

’]" e N (o) "'l"- s TN OTTTTTTT Y 7y TN e e s T AT
(7) daxn Azt 1 0 (IL 1) daen -2 ()S‘{l‘ 2)

dah-1 gzF b 5,

L’identification des équations (6) et (7) nous donne I’égalité

oA 0A
=) N1}
dsY N kS B
. - n—=rk ’
ay Y1

74 174
Cppm e Y1 EZ;Z,(ﬂn—-/cn:}Q)-i-- a1 "2{7‘0,; 7 (o)1)

mais (")

J0A
. S N G
AR E. @y
donc
0A
(1)
Ame WZ ,4_“,._,“() o =
Ayt Y1 (“lz-—/u 1)’1)“*— +( )n*/‘(lx" I ( O_yl)
) 1 0A d dn~%
(.S) A ()”U oyl = all-—ﬂ,)/l (an../,, 1)’1) ..o (‘—'[)” /Ld.z‘nﬂ"/‘ (ao:}/l).

Cette formule (8) montre comment on obtient les quantités « en
fonctions des quantités correspondantes y.

On obtiendra donc 'adjointe de la £ ligne en éliminant y entre
les équations

n—rk

d d
U= tpmiy — cm (Cpemy J) A= (=)0 E s (a0 ),

d d* N
apy — 225 (“11.—-1 )’) - ;Zl;‘j (“f).~-2.)’) B o (_ 1) d.,b"( 0.}/

ou entre les deux équations

d dn— —fe
(8 bis) U=y — o ((l,,,,_/f.-liy) A (— )n—~/. e ( @),
dtu k-1 =2 .
Ak = dph—1 (@nmrerr y) == P s (At y) + oo (— 1)1 (@, y).

(Y) Darsoux, Legons sur la théorie des surfaces, loe. cit.
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Il n’est pas inutile de remarquer que cette ¢limination conduit 2 une
équation d’ordre n.
On peut donc adopter la régle pratique suivante :

. Pour former ['adjointe de la k™ ligne de [’ équation

dan z dar-1z

W dgn T Y gpmi T T AR E=0

on considere [’adjointe de Lagrange
d a
apy — % Ap—r Yy + e (An—ay) ...

n—k dk \ n d”
= (—1) ok (Gp—ty) + oo+ (1) 3;%7(“0.7’)?

on la sépare en deux entre le k4™ et le k + 1™ terme; on e’gale les deux

kg
trongons (commencant tous deux par un terme positif) a l )

dbu d* dr-1

dzv le’“( Ut y) = dzk=1

dbu _ dbt
dxt = daxit

(a'/z—k—iy)+-' ('—1) n—k '“"( Oy)’

a xIL

(@p—tirr y) +o o= (=D ay y;
on remplace la premicre équation par U'intégrale re’pe’te’e k fois,

d
U= ap—ry — (arz—k—1y)+ - (_I)n -k ( Oy)

dxr—k
enfin on élimine y entre ces deux équations.

5. Quand on connait I'intégrale générale d’'une quelconque des équa-
tions adjointes, on connait 'intégrale générale de la proposée. Cela
résulte évidemment de la proposition I.

Quand on connait une intégrale particuliere de l'adjointe de la
£iéme ligne, on peut en général, a 'aide des formules (8 bis), en déduire
la solution correspondante de ’adjointe de Lagrange. En effet, sup-
posons pour fixer les idées que (n — £) soit un nombre plus grand
que (k—1),0n a

n—k=(_k—1)+(n—2k+1).

Différentions la deuxieme des équations 8 bes (» — 24 + 1) fols, nous
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obtenons ainsi n — 24 + 3 équations entre y, ¥/, ..., y*9, ¢’est-a-dire
% — 2 équations de moins que d’inconnues. En différentiant £ — 2 fois
la premiere des équations (8 bis) et la derniere de celles que nous ve-
nons d’obtenir, nous aurons autant d’équations que d’inconnues entre y
et ses dérivées. En général, nous pourrons résoudre ce systeme d’é-
quations linéaires par rapportay, y’, ..., y*®; donc, comme nous
’avons annoncé, nous aurons en général la valeur correspondante de y.
g .

6. Nous allons former I’adjointe de la premiere ligne d’une équa-
tion parce qu’elle nous servira souvent dans la suite.
D’apres la regle II, il faut éliminer y entre les équations
dn -t du

d
U= Gy = G (Gay) o (O (),

T =any;

on obtient alors

Gy du d [ ap—y dr=1 [ q
u— 2ot 20 (22 ) e (=) (S0 d ) =,
a, dx dx \ a, dx e,

7. Reprenons I'équation (1), ses » solutions z,, z,, ..., 5, et le
déterminant A; posons
1 dA
A 7)‘:{‘] =L
les expressions o} ol 7 veste fixe et £ prend les valeurs 1, 2, ..., n
sont successivement solutions de chacune des adjointes et ces solu-
tions sont correspondantes.
D’apres ce que nous avons établi relativement & la formation des
équations, nous avons

[ d 1
ZYy =gy Vi i (tpeg yi)+.ot=(—1)"! ol (@yi),

d dar -2
2y = Ap_ayi— s (@p—y  Yi) ... (—1)0"2 P (@yi)s
....................................................... s

(¢ d L art
9) Zb = ape kY — Un (@pmtem1yi) o= (—=1)" AZ[;EW??/? (@oyi),
........................................................ ,

i a
Lpey ==Yy Ez‘x(“o.}’z’)’

N4 o
zh =y
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De la, nous tirons les formules suivantes
i

Xy =y )i

N —
Ly = Yi — '(“"“’

7l
dx n—k+1 s

. A
(]0) . "Z‘n,—/»‘_“a/»‘.yi'— Az
..................... .
i (['I"I;;
Ty = QpenYi— ;/—ZT’
[ ,
X = A Y
D’autre part,
dax'|
—— e f— a L
[[.‘l: Il,} L9y
done
da’,
= = v,
dz nYis
drt, ;
et T g Vi X
Cl.l? n—1ri 19
dxt, i
e =y ¥ — XY
o n--2 Vi 9y
.................. ,
dxfx i
—L = a vy — 2k
dx [ n—1°
at ..
remplacant y; par =%, il vient
. o
dat dzb, . d’, L dz), _dx
iy xfz a/z—iwfz - @y Qp g &y = Ay Xy ay &, — A&, %o

En désignant, d’une facon générale, par X, la solution de 'adjointe
de la £ ligne, on a les relations

dX, dX, dX, ax, _dx

11 == = LT ey L =
() @ Xp  p Xp-— @y Xy @peo X, @y Xy ay Xp—ayXp i Qo

8. Considérons I’équation aux dérivées partielles

Jd
an X F (g Xn— @y Xy) 5—5—&

d d
( 4 (@p-2 X, -— ay X, ()(2){: A (@ X = @ Xy OX/—” -+ & ?)é =0,

9
n ()xl

(12)
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ol z, X,, ..., X, sont des variables indépendantes, / une fonction
inconnue de ces variables. A I'aide de ce qui précede, on peut trouver
la solution générale de cette équation en fonction de z,, z,, ..., 5,;
le résultat ainsi trouvé est simple. Au lieu de suivre cette voie, nous
partirons du résultat que nous nous contenterons de vérifier et nous
en déduirons une nouvelle démonstration de la regle 1.

Soient toujours z,, ..., 5, n solutions de I'équation (1) formant un
systeme fondamental. L’expression

da d*z; d" 257 . odr
Yln—‘(1u,+ Xz I"X3'c—‘;‘_} L RPE Xn -1 l hy 'I‘X,,—( T ‘M(,Onsl

est une solution de I’équation (12), 5, étant une des quantités z,. ...,
z,. Il suffit de le vérifier. En substituant, on a

(L,
an X/in"{" ((ln IXH - “()X ) L
. a{‘z:, ([n. 1,-,
=+ (a/z»zxn“‘ aox'z) ?ZIZL A (g Xn‘ - ((0 n- l) At l'
(ls, Al S drs;
- <Xl = Xg /1/2 B R Xlt _(l.';()"' :

Apres avoir supprimé les termes qui se détruisent, il vient

da 1/‘

ds; d?z dnz
X UpSi~t= Upey - l -y - l ey -

résultat qui est ¢videmment nul.
On a donc, pour I'équation aux dérivées particlles, les solutions
suivantles

(L'x v @*z dr -2z, dr-1z,
| Xiz Koo Xy g e X oy nypn—1 - €ODOSL.,
(l..2 A* 5y =2z, dr—1z,
(13) X, 3, - Xz = e Xy g ek X ‘d = 4= X, —ues TT const,
.............................................................. ,
. clg,L v d*5 dn-2z d” -
l Xl ~n " X2 - X;; 'd&;/? s PR S X.,,...] 27‘;(;/;*-2,‘2 ~- X / o ;— == const.

Comme on le sait, ces équations, résolues par rapport 4 X,, X,, ...,
X,.» donneront les solutions des équations (11); or I'expression de X,
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tirée des équations (13), est I'intégrale générale de 1'adjointe de la
temeligne. Donc les solutions correspondantes des adjointes sont liées

par les équations (r1). Comme il est facile de remonter des équa-
tions (11) aux équations (9), on retrouve ainsi la regle II.

9. On vient d’établir le résultat suivant :

L. St lon considére I’ équation aux dérivées partielles

I

of of
aAp Ty ;)‘x“l 4 (ap—1xp— Ao Zy) "”j‘_

().Z'o

(12)
af a 7}
-+ (an—zxm_ aox2) a‘;; R (ala’fz_ aoxu—-i) "d‘;f" -+ ()'—i‘: =0,
n he
O T, Ty, Xy, ..., T, sont des variables indépendantes, [ une fonction
inconnue de ces variables, I expression
dz, d>3; dr -2z, P
Y= @5+ @y A Xy o e Ly .
' L el v Fu-1
est une intégrale de I'équation (12), pourvu que =; soit une solution de
Uéquation differenticlle lincaire ordinaire

ds d*s darz
(1) A3~ Ap—y 7 = ey 7 e G g = 0.

D’apres cela, chaque fois qu’on aura une solution de I’équation (1),
on pourra en déduire une solution de I'équation (12); la réciproque
est vraie sous certaines conditions.

En effet, soit une intégrale quelconque de I'équation (12), cette
intégrale sera 9(Y,,Y,,...,Y,); supposons-la holomorphe dans le
voisinage de x, =, =... =, =0, en la développant suivant les
puissances croissantes de la variable, on aura

n J0 % dz; o
@(Yy, Yo, ..., X)) ==const. -+ xlzo 5 5Y}>0 —+ Zy 20 Tz <ﬁ>o+' .-
ndn-tz; [ 0D
”“‘”ﬂEo dzn=T <5Y,-)0""' e

Supposons que les termes du premier degré, dans le développement,
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ne soient pas tous nuls ; leur expression

n ob v /oD ds; [ , r/od\ drtz;
23w (ov.), =2, (). o2 (3v), T
est de la forme Y. Done
2 .. < f’,“i)
o \0Y:/,

est une intégrale de I'équation (7). D’ott ce résultat :

IV. St f(a,, 2y, ..., 2, 2) est une solution de Idquation (12) holo-
morphe dans le voisinage de x|, = x, = ... =, = 0, on oblient unc
solution de Iéquation (1) en prenant le coefficient de x, dans le dévelop-
pement de [ par rapport aux puissances croissantes de x ., . . ., &,, loules
les fois que ce coefficient r’est pas nul.

Les résultats I1T et IV permettent de ramener la recherche des solu-
tions communes & un systeme d’¢quations différentielles linéaires or-
dinaires, i la recherche des solutions communes & un systeme d’¢qua-
tions différentielles linéaires aux dérivées particlles du premier ordre
ct cette question se fait, comme l'on sait, par la théorie des systemes
complets ().

S’il s’agit d’équations algébriques, on leur fait correspondre d’abord
des équations dilférentielles linéaires ordinaires & coefficients con-
stants.

Un exemple éclaircira tout & fait les considérations précédentes.
Cherchons, par exemple, les conditions nécessaires et suffisantes pour
que trois ¢quations différentielles linéaires ordinaires, dont la plus
élevée est du cinquieme ordre, aient deux solutions communcs.

Soient donc les équations

(@) Ay’ 4= BV Ayl - ag” -+ a, b - ayt = o,
(6) ol - oo + by = o,
(¢) CoE¥ A i P + ¢y E=0.

(1) Poir Gounsat, Lecons sur les cquations aux dérivées partielles du premier ordre,
p. 55 ct suiv.
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olt @, 7 o. Soient les équations correspondantes

(a2 — aox2);)(~)~/— + (@2 — ayzy) 'QC + (azzi— au$4)‘d—f
(A) 2z da, dx;
a a
' -+ (abxi_aoxs)‘(ﬁé ez ()f + @ (;); 0,
(B) (blal—boxg)———f——l— ................................... =o,
(C) (¢ — cox‘l)()%f-l— ................................... =0
1

Je remplace les équations (B) et (C) par les combinaisons
by(A) — ay(B), ¢,(A) — a,(C). Jobtiens ainsi

o o o o o _
(a) GC‘()JC ‘i-“a;)";"*‘ Py 3—I— d‘rb—i— 55" =0,

(8) @1—"ﬁ+ ............. U +p350if

oW oy, ..., oy, By, ..., B; sont fonctions de & seulement

e =a;by— a, by,

Si les équations (a), (&), (¢) ont deux solutions communes,
d’apres le résultat I1I, il en est de méme des équations (A), (B), (C),
et par suite des équations (A), (&), (B). Si donc on complete le sys-
teme, on doit obtenir quatre équations, puisqu’il y a six inconnues.

Remarquons que la parenthese

(a,B)=o0.
Considérons

=5

(A, @) —'ZYIL ()f =0

et supposons que, dans le matrix

oy Oy Oy & Oy

61 B @3 Be Bs |

Y1 Yo Vs Yu Vs
Ann. de U’Ee. Normale. 3° Série. Tome VIII, — DEceMBRE 1891. 46
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tous les déterminants ne soient pas nuls. Soit

oy Oy Oy

0= | B £ B3| Fo.

. [ ST TR 1
Alors, si 'on pose
n==l n==§
,,,,, ~ Of - af _
(A, B) ZO”?}JL,—L =0, [A, (A, «)] _ZE" iz, = 0,
n=1 ne==1

on voit que les conditions nécessaires sont les suivantes :
Il faut que, dans le déterminant

Loy o oy oy A

|

|

| !

’ ﬁl ﬁ.' 63 Bh @:; I

Y1 oo e e Vs,
h 35

€ € |

tous les mineurs obtenus, en supprimant une colonne quelconque ct
soitla dernitre ou I'avant-derniere ligne, soient nuls.

Ces conditions sont suffisantes. Bn clfct, si elles sont remplies, les
équations (A), («), (B), (A, ) forment un systeme complet, ct les
af

0z,
1
of 0 . , . . " . .
()f, ()»{’ puisque ¢34 0. Alors I'équation (A) pourra étre résolue
w2 b}

y df . . .
par rapport & ;/> puisque «,740. Or les coeflicients des nouvelles

trois dernieres équations peuvent étre résolues par rapport i

&£
équations sont holomorphes dans le voisinage de z = », ot de
@, = Xy== Xy = X, == &y == 03 donc, d’apres le théortme de Mayer sur
les systemes complets, il y aura deux solutions communes holo-
morphes dans ce voisinage et se réduisant & z, ct 2y pour x =z, ct
x,=x, = x,=0; d'apres le résultat 1V, on déduira de ces deux
intégrales deux solutions de la forme Y,, Y,. Ces solutions sont indé-
pendantes, car, si I'on avait AY, + pY,=o0, en y faisant o = =z,
@, == Xy== 2, == 0, ON aurait Az, + pa;== 0, ce qui est impossible,
puisque z, et x5 sont des variables indépendantes. Enfin, des expres-
sions Y, et Y,, on déduira deux solutions communes, indépendantes
pour les équations («), (), (¢), d’apres le résultat TV,
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10. On peut rapprocher la notion des équations adjointes d’une
équation linéaire de la notion du systeme adjoint & un autre systéme.
C’est M. Picard qui m’en a donné I'idée.

Soit un systeme linéaire d’équations

dzl

d =S bisy+. ..+ {5,
dz,

T = s+ D139+ ..+ U5y,
........................... ,
ds/z

;]7,' =5+ 0y +. ..+ 1,5,

On sait qu’on appelle systeme adjoint & ce systeme le systeme

d7, . . .
7[.}! ==l — afo—...—a,l,,
d7.s ; " ,
Z;’z = [)[141 - I)QLQ e e bﬂlJn,
dZ, ;

(/*I' = — ll Z1 - lg LQ“‘" e T ln Z”.

Les solutions de ces deux systéemes ont entre elles une liaison re-
marquable. Pour la mettre en évidence, multiplions les premieres

équations parZ,, Z,, ..., Z,, lesdeuxiemesparz,, ..., z,, et ajoutons;
il vient

o . .
Tz ._Z;ﬁ(l,lzi—i—ﬁzzg—e—...+ann):0
ou
7,504 Fo5e—+. ..+ 1,5,= const.

Si donc on a les solutions du premier systeme

~1 ~1
~1 ~99 ) ~n»
~2 ~2 ~2
~1 ~ 9y RS ] “ns
‘e ey .y
-l - -n

=) ~9y .y ~pe
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on en déduira celles du deuxitme par les égalités
7,5 +Zy5) +...+ 7,5} = const.,

7,5} 2952 ...+ 7,5} = const.,

Ly5% ++Zo5% ...+ 7,5% = const.
qui donneront
Zh Z27 R Z/L‘

Cela posé, soit I’équation linéaire

drz a, dr—1ls ay d*—*z an,
(E) S e e e e S e L = =25
dx, a, dxt a, dar— @

pour avoir les notations précédentes, posons

ds dzn 1
I == 3y, (—Z’;_—.«.az, e ooy m'*l-

[’équation lin¢aire est équivalente au systéme

fds, ay Ay

dr a, "y e @y
cl;n___l
dx

(@) | don—s

Le systeme adjoint & ce systeme est

cdl, ay

de  — a,
dlipvq __ ay 7 r
Cl{L’ — ao “n “An--29

(6) e ,

ClZl o An—1 7 7

- e £ 7 Rl £¥ )

dx y

le 2

~1



SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES. 365
Entre les Z et les z, on a les relations

Zy5,+2Zo54 ... 1,5, = const.

ou

ds ds dr—1z

— Ly =+ ... +7 = const.
dx dax®

s -
l‘l"’“l"ZS ”dx" 1

Sidonc §,,%,, ..., sont n solutions de ’équation (E), nous aurons

df ? ar-1¢

4151 +Zo C"t -+ La 51 B P ‘1—71,13—’:;% — const.,
-

o %, (l a dn=1¢

Tikyt oo Ty —% ol ey 28 — const.,
dt a2 ., dr=tk

706417, [" 4—Z3£L—f—g"+ +7, e ———F =const

Ces égalités montrent que si, dans les équations (6), on élimine
tous les Z, sauf Z,, on a 'adjointe de Lagrange de I’équation (E); si
on é¢limine tous les Z, sauf Z;, on a l'adjointe de la £m¢ ligne de
I"équation (E).

Remarque. — Le systeme (&) n'est autre que le systeme (11) du
n®7.

DEUXIEME PARTIE.

CHAPITRE I

FXPOSITION D’UNE METHODE DE CORRESPONDANCE DOUBLEMENT INFINIE.

1. On sait que Laplace (') a indiqué une méthode qui fait corres-
pondre & une équation différentielle linéaire aux dérivées particlles

(1) Voir Legons, cle., loc. cit., par M. Darboux, t. IL, p. 23 et suiv.
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du deuxieme ordre de la forme

02z 0z 0z
E a0 L es=o0
(E) oz dy R P " oy + ’
olt a, b, ¢ sont des fonctions de et de y, z une fonction inconnue de
ces variables, une double infinité d’autres ¢quations de méme forme

o (Bo), oo, (B, (B), (B, ..o, (E,), ...,

cette correspondance étant d’ailleurs telle, que, si I'on connait une
solution de 'une quelconque de ces ¢quations, on connaitra la solu-
tion correspondante dans toutes les ¢quations.

2. Nous allons montrer comment il est possible, en partant des
¢quations formées dans la premiere Partie, d’imaginer une méthode
analogue pour les équations différenticlles linéaires ordinaires.

Soit donc une équation différentielle linéaire ordinaire
N drs dits dn—2z ds

(E) g O i Y e

Considérons son adjointe de Lagrange
¢ 2] 3

) or dn—1
(Ey) T (a3) = e (03) e (=) e == o
ou
dr s dn-1z dz
(Ey) i ’;[;.",,! - ’)1;]7",,:'711 e Ay ;[j {50,

Considérons ensuite, pour cette ¢quation (E,), 'adjointe de la pre-

miere ligne; soit
dn s, dn-13z, ds,

L g = = by = e e oy e A g By
(Ey) o = 0, prr=r i~ fy e f- 1y 53y 0,
continuons de cette fagon, ¢’est-a-dire formons I'adjointe de Lagrange
de I'équation (B,); soit I'équation (E,); puis 'adjointe de la premicre
ligne pour I'équation (K,) et ainsi de suite; nous obtenons une suite
d’équations :
(E)’ (EI)9 L] (Eli)’

Il est incontestable, a cause du résultat I de la premikre Partie, que
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la connaissance de l'intégrale générale de 'équation (E) détermine
I'intégrale générale de I'équation (E,); celle-ci détermine I'intégrale
générale de I'équation (E,) et ainsi de suite. Donc, de I'intégrale géné-
ale de 'équation (E), on peut déduire I'intégrale générale de I'équa-
tion (E,).

Comme dans la méthode de Laplace, nous pouvons encore former
une autre suite infinie en partant de I’équation (E). En effet, prenons
Padjointe de la premiere ligne pour I’équation (E). Soit

IR drs.., . drla oy
(, )_l ) a__1 T —‘!_ b__l e
dxr—!

S

et hy o - L5 =o.

dx
Prenons ensuite I'adjointe de Lagrange de ’équation (E_,), soit

L drz_, dr—1z_, ds.,
(L_g) d_o _;/.,I,"r. = b_.g 'W e /I,__2 7{7 -+ l_gz_‘_, = 0,

et ainsi de suite; nous formerons une suite infinie d’équations
(E), (B_y), ..., (E_,),

qui, pour les mémes raisons que précédemment, est telie que la con-
naissance de 'intégrale générale de I'équation (E) détermine I'inté-
grale générale d’'une quelconque des équations.

En définitive, nous avons formé unc suite doublement infinie
d’équations

LR ] [E~(2f/~|‘l)]’ (E~2f1)’ L] (E--l)’ (E)7 (E1)7 ceey (Ezp)y (E‘_’p-l—l)s
La propri¢té fondamentale est :

1. Etant donnée ['équation (B) et la suite doublement infinie qui lu
correspond, si U'on connait l'intégrale génerale de l'une quelconque des
dquations de la suite, on pourra trouver, sans intégration nouselle, I’in-
tégrale génerale de U équation (E).

En effet, supposons que 'on connaisse I'intégrale générale de I’équa-
tion (B,,,,) par exemple, et considérons la suite

(\EZIH-‘I): (Eip)’ L ] (Ei): (E)

L’équation (E,,.,) est, nous venons de le voir, I'adjointe de La-
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grange de I'équation (E,,) : donc I'équation (E,,) est I'adjointe de
Lagrange de I'équation (E,,,,); U'équation (By,_,) est adjointe de la
premitre ligne pour I'équation (E,,), ainsi de suite jusqu’a 1'équa-
tion (E). L’intégrale générale de I'équation (K,,,,) détermine donc
celle de équation (K). Le raisonnement serait tres peu différent si,
au lieu de I'équation (E,p,.,), I'on avait pris une des équations

(E‘-’p)’ [E»~(2r/—s1)]’ (E 2(/)-

Remarque. — La proposition I qui donne de D'intérét a la méthode
développée tient uniquement & la réciprocité qui existe entre une
¢quation et son adjointe. Grice a cela, les solutions des diverses équa-
tionsde lasuite se déduisent d’une certaine maniere quand on s’avance
suivant un certain sens dans la suite; elles se déduisent d’'une maniere
analogue quand on retourne en arricre.

3. On peut aller plus loin ¢t montrer qu’il y a une correspondance
univoque entre toutes les équations d’ordre pair

b (Boag)y [Eagnd oo (Boy), (E), (Ba), ooy (Bap), oo

¢’est-a-dire que d’une solution particuliecre de 'une quelconque des
équations de cette suite, on peut déduire la solution correspondante
de I'équation (E).

Considérons, en cflet, les trois équations

(E), (Ey), (Ey),

équation (B, ) est ’adjointe de la premitre ligne pour I’équation (E, ),
tandis que (E) est 'adjointe de Lagrange de I'équation (I, ); dans ces
conditions, nous avons vu dans la premitre Partie (n°6) que I’on a
1odo

lx dx o

P
& LD

La considération de la suite

(EZ)’ (ES)’ (Ek)

entrainerait la formule
1 d

e L5

~9 ——-‘Z; dx~k.
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Nous arrivons ainsi 3

(1) st d1dxr d 1 d_
ll dx 13 dax la (_[‘;; 2;;__1 ﬂ"’ﬂ[ﬂ

Supposons maintenant que I'on connaisse une solution particuliere
de I'équation (E_,,). Soit la suite

(Ev‘lr])v (F—'-zq—H)‘ (F—-Zq+2)~

L’équation (E_,,.,) est I'adjointe de Lagrange de I'équation (E_,,),
et I'équation (E_,,..) est I'adjointe de la premiere ligne pour I'équa-
tion (K_,,.,). Donc

T d

S—alg-1is

D’ou la formule

(2) oy e A A d
T (ggey A I (g dx le _y dz™
ou enfin
(3) s= flde [Iyde... [I_gg15-ade.
Remarque. — Celtte derniere solution renferme des constantes arbi-

traires, mais il existera toujours des valeurs de ces constantes, telle
que la formule (3) donne bien une intégrale de I’équation donnée.
La suite des équations d’ordre impair possede la méme propriété
que celle des équations d’ordre pair.
En ecffet, de la signification des équations

[E_gg—n]s (Bosg), [Eogen]

on tire
1 d o
S(2g—1) = z‘—;l Tp S
ou, en répétant,
y 1 d 1 d d Iil_’_
(4) VTl de 1, dx dz 1_y, dx~—B7F"

De méme la considération des équations

(E21:—1)’ (Eap), (E:!p—H)
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donne
- 1 d i
~eApl T l.“) dm"-“zp—l
et, par suite,

5) . 1 d~| 7 dlc_z:_
( TR dx by, dx dx by dax™"
ou encore
(6) 5= /"12 da. [l . - Uy Sapas dx.

Pour nous résumer, voici toute la méthode exposée dans le résultat
sulvant :

II. On peut a une équation donnée (B) faire correspondre unc suile
doublement infinie d’équations

(E-—(zq-l—n), (‘E——“zq)! RS (E—l>7 (E)7 (E1)7 R (Ezp): (E‘II'—H)’

La connaissance de Uintégrale générale del’une quelconque des cquations
de la suite détermine Uintégrale générale de Uéquation (B); la connais-
sance d’une solution particulicre d’une équation d’ordre pair determine la
solutior. correspondante de U équation (B), sans quadrature, si celle équa-
tion d’ordre pair est a droite; par des quadratures, sc elle est a gauche;
enfin, la connaissance d’ une solution particulicre d’une eéquation d’ordre
impair détermine la connaissance d’une solution particulicre de U adjointe
de Lagrange de la proposée sans quadratures, si cetle équation est @ gauche
de la suite; avec des quadratures, sc elle est a droite.

4. Dans certains cas, la méthode précédente ne fera pas corres-
pondre i une équation une infinité d’autres équations. On va indiquer
les cas ol cela se produit.
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