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SUR

LES DETERMINANTS FONCTIONNELS

LES COORDONNEES CURVILIGNES,

Par M. Ep. COMBESCURE,

AGREGE, DOCTEUR ES SCIENCES.

Les recherches suivantes ont principalement pour objet une cer-
taine extension au cas général des coordonnées curvilignes obliques de
la grande théorie créée par . Lamé. J'ajoute néanmoins quelques re-
marques qui ne sont peut-étre pas sans importance, touchant les sys-
temes orthogonaux. Enfin j’ai cru devoir rattacher toute cette théorie
a celle des déterminants fonctionnels, dont je rappelle les propriétés
qui me sont utiles, en les déduisant de la considération de formes qua-
dratiques.

§ 1. — Forme quadratique du produit de dewx déterminants. —
ldentités quu en proviennent.

Soient tes deux déterminants, aux éléments tout & fait indépen-
dants,

(O] (1) (1) D] (1) (1)
x X, o &y, ] [ 2, 2, ... 3 '
1
(2) (2) (2) (2} (2 (2]
X = | % 2 Xn , 7z — 1 2, “n I 3
) n) (n) n) ‘
.Z'(l”) (211) ;‘n Z(, 2 2
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et feur produit

..............

dans tequel o;; = Z28'z, la sommation s’étendant de g =12 g = n.

atusi que cela sera toujours sous-entendu pour tous les indices somma-
wires.

De 7
dVo dX dv. . di
Az dxf»g), (!zﬁ.g') T

on eonclut tout de suite

/ (A%
Sa'¥ gy =o ou V, Z2z'¢ AV
s ! dz'® PRl

=0 ou V.

les seconds membres étant o ou V, suivant que les indices ¢, j son:
différents ou coincident. Cela posé, on peut représenter le détermi-
nant V par Pune quelconque des » formes quadratiques

fre) — EC;_J' .Z‘(.g)z(.g}
o L
repondant aux n valeurs de g, et dans lesquelles les coefficierts €,

conservent les mémes valeurs. En effet, dans ces hypotheses et a cause
de

dFe —3C 5@ dF8) S0
) T iRy 0 = ey
d'® i ! dz® i '
‘£ . ]

on aura, par ce qui précede immédiatement,

dFs : o) ..
s V ou o :Zx;lg) — = 2GCy,; Zxﬁf’zj(.g) =20Ci;
N i 8 i

&

; — s goy ¢F®
)\ ou o=2 3 AT
& Z:.

g dx

~ N A\vr) ( ) VB!
=2C; 22 x =2Cy,j i3
Z & ‘

et des n® égalités formées par les membres exirémes on tirers, pous
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dVv
{e coefficient C; ;, la valeur symétrique o On aura done
)

Feor =23 av 28z = v,

ai e 8 T8

F(g;

dF
En multipliant par (J lexpresmon ci-dessus de ef prenani
ds dz'®

cnsuite la 2, 1l viendra

o
B

et comme, en vertu de (a), tous les termes du second membre dispa-
raissent, excepté pour j = A, il en résulte
s dF© 4§ v

o S g T =Y oy
‘ ]

Si 'on suppose, pour un moment, que les deux déterminanis X ei 7
coincident tour & tour 'un avee Pautre, et que 'on pose

El,l El,z e Ex,u .g“! cl,‘l C]_” E

I ? o o » ;
Xt —P = Eio Boe v Ean , == Cie Cap Lo i

EJ-" Ehu e Eu.n C,‘" C'Lu - :::_:, i

(g) ) p p N ) ) e
_{,,_.g,,-__>x x(‘" Lij= ,«,;_i.zfg z;" et PQ =V
Ul

on aura, comme cas particulier de ce qui vient d’étre dit, ou par des
considérations directes tout & fait pareilles a celles qui précedent,

2fO =3 A 2 2 =P, 20®) = 2B, 5928 = qQ,

ol N '

Auj=Ap== -j”'g— A= gg—, By =B:= ;C?j, B == ‘;3,
les formes /£, f vérifiant les relations
(a%) 3 ”df(g)__o ou P, 502 ou Q,

& ./ dz (&) s 7/ dzf.g)

'3
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et donnant lieu aux identités

e < df(é’) ([f(g) PA s df© dfe OB
{ ki L — i e - T — i
‘ « dz® dz® Y ds® dz
Maintenant il est aisé de voir que
I df® 1 dF&
x;é’: —_ Z ik ) V Z 2,;;; %3]
Q% dzh k dx,f
{e)

car de la premiere ligne, par exemple, multipliée tour & tour par z¥* et
par =, puis sommée par : 2 on conclut
(2 (ll‘w’ . @ dI®

St Szlé Vi = 2 Vip 2T,
Té < 7 Z<s~ ol Q% "‘g J ([z(a)

z. . —
slvl - V
ou I'on voit tous les termes des seconds membres disparaitre, en vertu
de (a) (a*), excepté celui qui répond a 2 = ;.
En multipliant entre elles les deux premieres expressions de x¥/, z %
et sommant par =, il vient
g
dfe) df(g;
(&)
dz¥ dzF

E_,zj— QZZZV,’ILU‘] AZ

c’est-a-dire, par (b*),
El i= Q ZU,].VJ[;BI.I”
(d) { et semblablement

, I
' Li=5% hzk"h,i Ut j An ke

La multiplication des deux dernieres expressions de z¥', z¢ donne
aussi

Vi = 2 ik Gk Care
h

Lorsque les et les z sont liées par les conditions ¢;; = 0 ou 1
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(suivant que j est ou n’est pas différent de 7), les formules (¢) (d) se
réduisent & _

~J

(g)__l_df(g)_?.” () . 1 )
xz,; = Q dZt.g) — -]‘ &ij B &,j= 'Q' Bi:l’
(c*) (a*)
' . 1 df(e o, 1
28 —= = 'f.n) =24, xfg), Cj= 5 A
P d.z‘t? i p

ou PQ = V? = 1. Les formes /, f, de leur c6té, reviennent &

o2 (&) ) . 2 (8
'f = EC;,,-x(.g)x(") =I, = Zii,j zfg)zl(."") =1,

p i ) ‘ ;o Q 4]
et 'expression de ¢;; qui fait suite & (d) donne 3&; ,§; .= o ou 1.
R
On retombe ainsi, sauf des différences de forme, sur quelques résul-

tats connus de la théorie des déterminants fonctionnels, en supposant

28 — &%

du.. &) __ da,- .
. i o i dug’

les «, oy, ..., «, étant des fonctions des u,, u,, ..., u, pris pour va-
riables indépendantes, ou réciproquement.

§ Il. — Relations différentielles. — Distinction de deux groupes
d’éléments.

"En désignant par Z une variable indépendante quelconque, et posant
généralement

dz®
(e) S2® —L =RY,
de sorte que

) o __ d&,;
Rl(!".’l' -+ Bj,i = 7{'9

il est facile de reconnaitre que l’on a identiquement

dxﬁf") e df@®
dt TR gae)?

Annales scientifiques de I’Ecole Normale supérieure. Tome IV. 13

(f) P
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car on conclut de 13, en multipliant par «f et prenant la 2,

(s) .
dz ¥ . dfe
; RO s L& UE

o (g) <
P32 = 3R 3,
. b oodt P a’x§°)

olt, en vertu de (a*), tous les termes disparaissent dans le second mem-
bre, & Uexception de celui qui répond a i = £.

' . R dfe . . .
De P’équation (f), multipliée par dj(—,), puis sommée par 2, on tire,
x’ ¢
]

en intervertissant 3, 3, et ayant égard a (b’),
g i

Ldfe d Y (),
(g) %m ~ar Z%Ai,/'R,,/n
1

et des lors, s étant une autre variable indépendante quelconque, on

- 4z
aura, en multipliant (f) par 7

&) 7..(8) , 73
P d_x."__ dx_" — SRW zd.f(g) dz, = SRY S A, R
e dt ds i B 4.8 ds i A
13
ou bien
dz® dz'® ,
h Ps — —E 3 A, RYRY.
(h) s dt ds I R R
Maintenant, de
()
dzf
(s) __ (g) I
RM = Ex,‘ T
résulte
(+) T an(8) (8) - 2 (8]
dR;, dz)}’ dz; 5o d 2 :.

dt  ds 2t dtds’

dt 25

d’ou, en échangeant ¢ et s et ayant égard & (h), on tire

a’R‘,’L dRﬁf), I Q)
2, ok , (s) () p(o
(k) dt ~ ds P E/A"'/ (Re Rji— BiGR;)-

Cette équation multiple, qui ne me parait pas avoir été remarquée gé—
néralement, exprime en particulier les conditions d’intégralité des
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svstemes simultanés d’équations linéaires

(g) - (8)
(1) p P _spudf® g pwdf©
dt it d® ds @ s

lorsqu’on se propose d’en déduire les «, toutes les autres quantités
étant censées connues en 2 el en s. On aurait de nouvelles conditions,
tout a fait pareilles, si 'on introduisait un nombre quelconque de va-
riables indépendantes, ¢, s,...; et 'on peut observer que I'ensemble
des systemes {f’) peut étre intégré, sous les conditions analogues a (&),
comme une suite de systemes linéaires séparés aux différentielles ordi-
naires.

Dans le cas des déterminants fonctionnels, les R sont soumis a des
conditions spéciales qui proviennent de la relation

dz®  dz®
11 —_ ] .
doj = do;’
d’out'on tire
dz® dz'®
3 .’1’.'(5') LI Zx(g) -
s ' doj e b do
¢’est-a-dire
(1) R(%) = R[".

~y . . ’ ! d"‘ / g .
Cette relation, combinée avec Rf.";.") —+ R’.“,") = 72‘—17 fournit
, : "

(m) Rl — 1 (da"'f -+ A& _ dZi"’):
2

A day, da; da/‘
ce qui permet, si on le juge a propos, d’introduire partout les £ au lieu .
des R.

En vue surtout de la théorie des coordonnées curvilignes, il con-
vient d’opérer une substitution particuliere dans les formules précé-
dentes, en se bornant au cas des déterminants fonctionnels. Je po-
serai

xf.g) = li(tgg} 9 Zgg) = h;af.") 9

£ij =Ll j, ¢i,; = hihj6;,;,
13.
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sous les conditions 7,; =1, 6;; = 1, de sorte qu'on aura

Sa®q (g) =y Sa®a® =0,
] s
Les deux déterminants )
Ai A Ao 01,0 O, 0.
A ) VPR W Ron , v= O, Osa ..o Gun
Mo Do Dan Bin Bon «oe O

seront liés par la relation
hohs o bWy bl LyA=1.
On pourra prendre pour les formes f; f les suivantes :
/
| 2
<

dy @@ , AV (o (@ Ay ) (e
(2 ® =t a¥a® + L afaf 4. 4+ afat =
| 2= 4o, M N gL 20,0 W =V

dA o dA (o) (s dA
(8) a¥als —= a®ge e aFal = A
d)\x t ! + d)n,'z ! 2 (ll}n n ’

-(7

(%)

o il est entendu que les 2;;, 9;; sont remplacés par I'unité apres les
différentiations. Elles vérifieront les relations

. s (o de® ,, @ dw's)
) Za, da =0 ou A, ?aj RS =o ouy,
( {o g [ (& (8] -
Edcp(”) dcp(’) LN dA , E(l_zss_(__) drsi’ ! Ly dgj_
¢ da'® da}é) 2 dhy; ¢ daf da(a) d9:;
b* ‘
( ) ' s dcp(é:) d@(g) — A 22 dA 5 ¢we d o8 dm(g) Viy_.
g da(.g) da(") d)\u g da‘g' da(g) T Vdb,;

On aura ensuite, d’aprés ce que deviennent les (d°),

dA dy
9 -——-—————Ex_’ Aij= 0
. v dA dA’ " dy dy
(") N @, *\ @, @,
(h?—i.i dA ) 1 1 dy
FTA L ¢« T hI'y dbi;
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Les (c¢) seront remplacées par

(c*) al{g) — i I d?\g agg) — -l z"lml'ig:'
/A dX daP dv da;®’
v dhi NV 0.
Enfin, en posant
()
(€) © 34 —(—’-i =a,
. ¢ dl 0

de sorte que
o (0 ) Al
Lnl.'j -+ '“Rj,i =’

on aura ici

(S/ dcp
> ; R (0 (g)
(F) A a’t % . dal¥) ’
dd® da¥ L dA
AS e Tk L o (1) o (s)
(h) A% dt ds ,22 ll-,jﬁ/"ﬁ'“
sl dal) ¢ dA
. ‘i — (¢) (s (s) 1
(/l ) A( dS . dt y '2_ d;\‘ ¥ (\lell (11/: - JL ] LI(I/I)

olt ®;; == 0. Cette dernieére condition introduit une simplification dans
les groupes (f), (]L) (k), par comparaison avec les groupes homolo-
gues (f), (h), (k). Par contre, la condition (1) est remplacée par cette
autre un peu plus complexe

di; (%) dl; ()
l —— il R = 5L l‘)\“-
( ) ([G( by d /_/"“
Que si on voulait se débarrasser partout des &, il suftivait d’avoir
égard & (m), en observant que
(//,'

RE == Ll Tl

Ces préliminaires posés, j'aborde la théorie des coordonnées curvi-
lignes; mais, pour simplifier autant que possible la notation, je repré-
senterai u,, u,, U, par &, ¥, 55 oy, %, %, par «, 3, 7; 4, by, 4 par
T, N5 Xy, hygs hia PAT X, P V3 Ay, Ry, by par |, m, ns Ga4s 04 900
par e,0, 05 a", a4, a4, &, a),a)’, a'', ), a’ par a,a',a’, b, 0, 0",

,¢”; enfin al’, aﬁ”, al, ... para,a, a’,
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§ HI. — Coordonnées curvilignes. — Développement

des formules.

Les coordonnées rectilignes orthogonales d’un point quelconque de
'espace étant z, v, =z, soient

F(.Z‘, ¥ z)::“, Fl(x’yy Z):ﬁ, Fg(.’l‘, ¥ Z)Z}I

les équations de trois surfaces ol «, {3, y désignent trois parametres
arbitraires qui n’entrent pas dans les premiers membres. Pour chaque
systeme de valeurs attribuées a ces parametres, I'intersection mutuelle
des trois surfaces déterminera, d’apres la conception féconde de
M. Lamé, un point M de I’espace. Les éléments linéaires des intersec-
tions, issus de ce point, étant représentés par lda, md 3, ndy et i, p, v
désignant les cosinus des angles que font entre eux ces éléments, on
aura ce premier groupe :

de*  dy*  d# _,, dedx dydy dids_ .,
det  da*  do? ’ dg dy ~ dB dy ~ dp dy N
A) dz? a"y"’ _g_ifi: o dr dz dy dy N dz ds — i
\ dp T dE T ap ' dyda " dyde” dy da .
dz®  dy*  dz* dz dz dy dy dz dz

AF AT TN Tdp T dadp T e M
auquel on adjoindra le groupe réciproque

do do  de . dpdy dBdy  dp
T dE =Y drds Ay dy Tz

o lap dp dp ., dady  dady dedy

W) Ve T ad=w=" ot d " dd
dy dyr dy? Qd_ﬁ+cladﬁ do df
dz T dy A2 dode T drdy Tz dz

-d—y mne,

+ -+ =u,

w0,

olt d[a, 51-@, sont respectivement, au point M, les plus courtes dis-

tances de deux surfaces successives de la méme famille, et ¢, 4, 6 les
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cosinus des angles que font entre elles ces plus courtes distances. On
prendra ici

dx de do  dB _ dy
Sﬁ”la’ lﬁ =mb, ;[—;l_n(,, 7. = s (-[—r—mb. 7
dy _,, dy ., dv__ de ., dB_ ., dy |
(1) ?%‘_[a. El—@_mb’ d_y_m’ -(7)—‘_“’ Ef_mb’ J__n(,’
dz N dz — ” dz__ o da___ ” dﬁ___ ” (Ll‘/ ”
xﬂ_la, %.—mb, 3—)/_”0’ Vit Fzz*‘“b 7 = e

Tout ceci posé, on aura

7’

A=1—R—p—v+2dlpy, y=1—¢e—n'— 0+ 26,
ImnyA . wamyy =1, dV=yAlmndadfdy,

dV désignant I'élément de volume. Les formes (¢) deviendront

20 =(1—N)a*+ (1 — p) b+ (1 —*)e*+ A be+ A jac+ A jab= A
20/ =(1—M)d*+ ...,
20" =(1—M)a"+ ...,

les lettres placées en indices indiquent les dérivées partielles, de sorte
que, par exemple, A, =2(py —2%). Ces formes vérifieront les conditions

dq . dw
St 2d — =
T =4, TRV
(3) o de dw
‘ Z[)%—O, )Zb (la o,

les = affectant toujours les accents. Les équations (¢*) s’écriront
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| . — 1 d b ‘I- 4 i?, . I ‘[@’
ST VAG =) da’ T VA(r—p?) db VA (1 —v?) dc
N S—
{ a -—\/A(I—]‘ﬂ) zl—a;-’ ................. P IR I .
= = G :
” VAT —38) da?’ ,
[ A . 1 dm. b— I ] d_'ﬁ)' 1 (]E
T Wy(1—¢) da Voi—nt) db’ T yya—6) dc’
a 1 dw’
L—\/V(r—ez) da" ................. 3 eee e s sesaeeoen 3
a”—————:—l—.—-—- ﬁ )
_\/-V——(—I——‘e—‘——) da”’ ................. 5 seessene S e een e N
et les (d")
T 1— ) _ 4, . 1——&7, - 3 Ve -
) 8a Vii—p)(i—) Fy V=) (i— )’

Ayant posé

Eb%:R(U, Za-d—c_.QW Zcil—)—P(‘
(6)
Eaj—i’:&im, @—Q«) Zb@——@w
ce qui entraine
. dv dp . dh
(6%) RO + &0 ==, Q<'>+@5f>=7‘ti, PO+ Q0 =5,

ol z est une quelconque des variables «, {3, v, les (f) s’écriront

A(::,— -—R<'> +Q_§')
b
(7) Ad—_P<t>‘;‘? _;_a(t)fé_;_?,
de

pai )
Ad ___Q(t _|_ @(1) db



ET LES COORDONNEES CURVILIGNES.

105

et I'on aura deux groupes analogues en accentuant une fois et puis
deux fois les lettres ¢, @, b, c¢. Le groupe (%) deviendra ici

A (dR(l)

ds

ds

(8)

A (clP(’) _
ds

(t
A(——dQ )

dt

dR® . 1 ’
____.> =(1— »?)(PEIDO — PODE) 4 5 A, (ROPE — PO RE)

‘ 1 1
+ 2 8,(Q0RO —QOR®) + S A, (ROKE — ROKW),

dt

dQw : +
. 5 et 3 —_— 9
> = (1— p7) (RO QO — ROPO) 4 = A (RO QW — RI()

I I .
+ =4, (QUM — QW) + 2 A, (QUR® — QWRY),

dP)
dt

g : ,
+-A, (PIQ® — POIQW) + — A, (R

I

1

HERE) — R

= (1— 1) (QWARM — QR+ 5 A (PO @G — Pe) Q)

() Q).

Enfin on déduira des équations (Z), en isolant les dérivées partielles

de I, m, n,

{9)

B .
(I _12)&(7) + éApPO)T

[ @) L (o) ]
(1—p3)@ +2A”QJ

dl. _ m (o) vl (5)
B=i=»® 1=t
fi_fﬁ n (ix(ﬁ) rm P(‘7)
dy — 1— Z 11— 7
dn _ ), P o)
da— 1—p? R T—pl Q
dl n o) mwl
(l}/——l——[.l’(;‘ 1-——{1’Q
dm 1 _l R vm ﬁ(o’)
do — 1—
dn m_ o) 7\n (2)
d_g 11— P 1 — X &
[

nple) I ()]
(1— )P +-2-A,46P~J

[ 2\ ]
((—1Q® + > A, &P

r ; )]
(r—p)R? 4+ 2 A,9¢)

Je joindrai i ceci les équations des lignes de courbure des surfaces

Annales scientifiques de U'Ecole Normale supérieure. Tome 1V.
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coordonnées. Pour un déplacement infiniment petit, effectué sur la
surface e = constante, on a -

N dx
= 7B lﬁ—k dy,
el par suite
{10) Ebox = mdp +nhdy, Zcdx=midp + ndy.

Si le’ déplacement correspond & une ligne de courbure, on doit avoir
dx=— 0@da, dy=—00da, dz3=—003a";

d’olt’on conclut facilement

"' zbax:;ifz[l A PP (i — zz):a(ﬁ)] dp
\/L\(l—lg) 2 _
o [1 () (y)’J
= -A P — 1) | dy,
\/A(I-—m) ) + ) Y

2cox

s R L

® D 41— 309 | v,
,‘ +s/__”—A(x—x>[ 49+ (1—7)Q | ay

En égalant ces expressions de 2bdx, Zcda aux précédentes et éli-
minant ensuite ©, on obtiendra I’équation des lignes de courbure de la
surface « = constante. On obtiendra aussi deux valeurs pour O, qui
seront les expressions des rayons principaux de courbure.

Remarque générale. — Les formules du présent paragraphe corres-
pondent directement & la question différentielle, o1, les coordonnées
rectangulaires «, ¥, z d’'un point quelconque de I'espace étant arbi-
trairement exprimées par des fonctions déterminées de trois variables
indépendantes de «, (3, 7, on se proposerait de calculer les principaux
éléments géométriques, soit des courbes d’intersection des surfaccs
coordonnées, soit de ces surfaces elles-mémes.

Mais il se présente la question, autrement difficile, de trouver w,
¥, zen «, 3,7y, lorsqu'on se donne trois conditions distinctes entre ces
derniéres variables et les /,..., v, I,..., @ ou d’autres quantités qui
peuvent en dépendre. Alors les équations (8), concurremment avec (g)
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et (6%), semblent jouer le principal role. Combinées avec les trois con-
ditions données, elles suffisent & la détermination. complete des fonc-
tions/, m,...,voul, m,..., 0 et des auxiliaires P, Q, .... Une fois ces
quantités déterminées, il se présente la question bien plus simple, et
que je m’en vais aborder, de déduire les cosinus @, b,... des équa-
tions (7) et des analogues, dont les (8) assurent précisément la coexis-
tence. Apres cela x, y, = s’obtiendront d’apres (1) par I'intégration des
différentielles exactes

(o) | de =lada +mbdB +ncdy,
' {

..........................

§ 1V. — Intégration d’un systeme particulier d’ équations

auzx différences partielles.

Les angles du triedre élémentaire M. («)(f3)(y) étant censés déter-
minés en «, (3, y, on peut concevoir menés par le sommet de ce
triedre trois axes rectangulaires M.X,Y,Z faisant successivement
avec O.zyz des angles aux cosinus A, &', &7, ¥, W, W', &, &', €”. En
désignant par &, &, &”; »u, 7', n"; §, &', & les cosinus des angles que
font avec ces axes auxiliaires les éléments des axes curvilignes (z),
(), (y) issus de M, on aura

a=ME+WE+CE, b=dAn+r+E1",...,
== NE+WE +CE, e s

avec les six relations

B By, L, - =y,
et 'on pourra disposer des quelques &, v, ... que ces relations laissent
encore arbitraires, de facon & donner au systeme auxiliaire la position
qu’on jugera la plus convenable relativement au triedre élémentaire.
Cela posé, si I'on fait

. dp . de L dwy
—_— = pll) Ay —— = gt & — — plt
Zay T PO, ZA a5 = 1 2z 7 P,
. dE L dg g, dn )
N = = = = (0 —_— =l
Zn P —UU): Zg di =, Zg di Yy
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on déduira des valeurs précédentes de a, b, c, ...,

da

3b 57 = (E —nE) 1O (nE — En”) g 4+ (En" — 0B pLO) =+ w09,
3090 — (1 — )0+ (B — LR g + (57 — EL) p w0,
3030 — (a7 — L) 10 - (En" — nE) g0+ (27— E") pOO) =,

d

¢e qui exprime linéairement les P, Q, R, et par suite les , 9, &, au

moyen des p, ¢, r, ou vice versd, et des quantités censées connues.
Moyennant cette sorte de transformation de coordonnées, on sera

amené 2 considérer, au lieu du systeme (7), le systeme canonique

/dcqo 73 (“ dt‘lﬂ 3 d:-,% (- ..
P '_’lﬁ)l‘< ) eq ), _“'lf!)Y'(ﬁ) e q(/ ), dy '—'lﬂ)r./) — Oq(/),
AT “ « dw (3) (7)) dwy . .
(7) _El_&______ep()__ojlor( )’ .d._ﬁ.:ep‘a__eﬂg’,/, —J_,;-—VOP(/)—‘A""(/)!
de « de de ; .
19— ag g [ 92 i g® ;[ 42 00

et deux autres tout a fait pareils en ', ..., &’,.... On aura ici

. PRI é,: —rge), 3 dor ooy = rr) 4 g g,
et les analogues, les lettres placées en indices indiquant des dérivées
partielles, de sorte que 4, = ‘2—“;’- Les p, ¢, r, censés connus en «, f3, 7,

sont supposés vérifier identiquement le groupe fondamental

r'El) . rfs) -+ q(z)p(:) —_ q“)p(‘) —o,

(8*) qu) _ qfx) + p(l)r(s)__p(s) ri) =o,
P — P+ r0ge) — re1q0 =o.
Du premier groupe (7°) on déduit
do=Ac+Br+Cu, w=Ac+Br+Cv, S€=A¢"+ B+ Cv”,

A, B, C étant des fonctions arbitraires de B, v, etleso, 1,... des fone-
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tions bien déterminées de «, 3, 7, qui se déduisent d’une solution com-
plete du premier groupe (7*) (voir ci-apres) intégré dans I'hypothese
de « seul variable. Ces fonctions doivent vérifier les relations ordi-
naires entre cosinus

e+ o+ =1, or+o'v+e"t"=o0,...,

a cause que 'on doit avoir, indépendamment de A, B, C,

A U+ P =1,
et par suite
At B+ C=1.

En exprimant que les valeurs précédentes de -\, ¥, € vérifient le se-
cond groupe (77), on en conclut '

(7**) Ay=Br—Cq, By;=Cp'—Ar, C;=Aq—Bp,
ol
r'=2te,+v B gl B,
¢=3ou+< P 2 glB) 4 2 (A,
pP=2Zvg+o P& o' (B 4 o (),
ces quantités p’, ¢’, r’ étant indépendantes de «. Les équations (7).

qui sont de méme forme que (7°), mais ne renferment plus de trace
de o, étant intégrées dans I’hypothese de 8 seul variable, donneront

A=ao+by+cy, B=a¢'+bd +cy, C=ae”"+bd”"+ cy”,

0, ¢, ... étant des fonctions bien déterminées de 3, y qui vérifient les
relations ordinaires entre cosinus, et a, b, ¢ trois fonctions arbitraires
de 7, telles que a4+ b* + ¢* =1. En substituant dans les expressions
ci-dessus de ., W, €, on aura des résultats de la forme

A =ak+bn+cg, Ww=al+bn +cl, €=at” -+ bn"+ct’

aux seules inconnues a, b, ¢; et la vérification définitive du troisieme
groupe (7°) donnera

(7°"*) a,=br"—cq”, b,=cp’—ar”, c,=aq"—bp"
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ou )
P = }.:'nE,/ -+ '.’_.p('/) ¢ q('/) oz rO,
q¢"=Z2E, + 1 p@ 40’ gD " r D,
p'=Stn, +Ep7) + & ¢+ g,

LT

les p”, ¢", " ne dépendant que de y. L'intégration du groupe (7""), &
la seule variable indépendante 7, donnera finalement

a=gl+ho+ko, b=gt+ he'+ ko', c=g0"+ ho" + ko,

8, h, k étant trois constantes arbitraires, telles que g* + A° + £ =1,
et les 6, =,... vérifiant les relations ordinaires entre cosinus. On aura
donc en remontant

(12) &:gﬂ—i—hiﬁ—klf@:, %:gﬂ'—i—hiﬁ'—i—k@ﬁ @:gﬂ"-f—-/z%"+/;@”-,

A, B, €,... étant des fonctions actuellement connues de =, 3, 7.
Quant aux expressions de A/, w/, €, 7, @', @, on les obtiendra
évidemment en remplacant, dans celles de «, w, © quon vient de
trouver, les constantes g, &, k£ par d’autres g', ', k', g”, k", &, et éla-
blissant entre ces constantes les relations habituelles entre cosinus

g+ M+ Ir=1, gg'+ M+ kk'=o,....

Il n’est peut-étre pas inutile de rappeler que les p', ¢’, 7’ ne doivent
dépendre que de 8, 7, etles p”, ¢”, r” que de 7. Ceci résulie de la
marche du calcul et des conditions d’intégrabilité (8%) qui sont suppo-
sées remplies. On peut aussi le démontrer directement. Je me bornerai

. dr’ . .
a prouver que —— = o. Des identités
da

! n

v, = o Pl c.//q(y.\, o, = a_//p(oc) _ a.'.(v.)’ o = a.q(c/.) . a_/p"y.)

et des analoguesent,..., v,... on conclut
\ N (“) " "t / PR -t !
}‘Ta-afs = — 241)])“3 -+ Z(T 0'/3 — ﬂ:’g-/g)p(”), 2’:“0'/3— — 2 (;’a"g —
et par suite,

B mmsepl =3~ ) )
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ol Pon voit tous les termes s’entre-détruire quand on a égard a (8 et
aux équations que les v vérifient.

Dans ce qui précede on a i intégrer trois fois de suite des systemes
rentrant dans le type classique, que I'on rencontre a propos de la rota-
tion des corps,

da

' db de :
T = br—cq, — =cp—ar, 7 = aqg — bp,

dt

ol p, g, r sont censées des fonctions connues du temps ¢. En faisant
usage de la substitution imaginaire employée par M. Hoppe (Journal
de Crelle, t. LXIII, p. 122),

bsin® + ccosf =1, bcosh—esind=ia, ou i=y—r1,
substitution qui donne
de do

~'19ﬂ)+ 00— + 1 =
sir 7z - COS dt—)—m—gz_o,

on a, en ayant égard aux équations différentielles et posant

tang Z- =z,
.dz C .
2l =208+ (g + ip)zi— (g —1ip),
ensuite

z‘c—zil —+ (rcosf +¢sinb)a + 4o — p==o.
ar 1
= étant déterminé par I'avant-derniere équation (de Bernoulli), la der-
niére donnera a par des quadratures; b et ¢ s’ensuivront. De la con-
naissance de a, b, ¢ on conclura tout de suite les trois systemes par-
ticuliers qui, pour le premier groupe (7*) par exemple, étaient dési-
gnés par o, ¢’, ¢’; 7, 7, T’ v, v/, V" respectivement.

On peut varier de diverses manigres l'intégration du systeme des
neuf équations (7*). Je me bornerai & I'indication suivante : on tire de
la premiere ligne horizontale (7%)

zr\‘xﬁ q(’/> — 1\,,'/ q(!g) ~ __L‘ﬁ "(7) —_— F'L"/ ]-(13)

( < ) T e [ — 9
(13) = TR g RO REOPE)
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& .
ce qui, en tenant compte de A2 -+ * + ©* =1, transforme le premier
groupe vertical (7*) dans

s (q(fg) )'(7) — q"’/) ]v(ig)) :."Lv“ + (]1((4)9(7)._ r(’/)q(“)) m’{,ﬁ +- (]'(ﬁ) q(m)——— )’(U‘) q(ﬁ)> rﬁo,/ :0,

(14) (g7 K] + (g 1) a2 — 2 (¢ gD 4 rPrD) ag o,
{ —(1—A2) (,./ﬁ)q('/) — ,,(7)q(,-3)):: o,
W, =2pl) — Arl®, e =g — gp,

W et © étant censés remplacés par leurs valeurs précédentes dans les
deux dernieres, dont l'une est superflue en vertu des trois autres et
des relations (8%). La premiere des équations précédentes fera dépen-
dre &, arbitrairement de deux fonctions = et w bien déterminées. Con-
sidérant & comme dépendant immédiatement de = et w, la substitution
dans les deux suivantes conduira 2 une équation du premier ordre et a
une du second entre &, = et w, quand on aura éliminé 3 et y par exem-
ple, au moyen des formes mémes = et w, ce qui devra faire dispa-
raitre «. Il est facile de voir qu'on déduira de ces équalions une équa-
tion du second ordre qu'on peut considérer comme aux différen-
tielles ordinaires, en dw par exemple. Les constantes introduites par
son intégration étant considérées comme des fonctions arbitraires de =,
les équations déja employées et la condition d’intégrabilité conduiront
aisément 2 deux équations du premier ordre entre ces constantes, d’out
» devra finalement disparaitre.

§ V. — Systémes triplement orthogonauzx.

Les cosinus A, u, v étant égaux & zéro, les relations (9) se rédui-
sent 2
S lg=— mI{(“); m, = —-nP('@); n,=— IQ(y);

( l,/ = nQ(,“); m, = IR(’B); n,= mP(y) ;

(15)

(16 —1Q®=mP", —mRY =nQ®, —ap" =ir",
La multiplication des (15*) montre que I’on doit avoir

(16) P(”—):O’ Q(IB):_..O, R(7)=0,

I, m, n étant supposés différents de zéro.
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Les identités (8) se réduisent, en vertu de (16),

RE/“) —__ Q'“)P('/) , Qf@“) — R(“)P(Ia), p‘(f) —_— R(ﬁ)Q(“)’

(17) . . . :
RP— P07, f = —RFPD, P @,
B(ﬁ“) _ ng)‘*‘ Q(“)P(ﬁ) —o,
(18) | QY — Q4+ R PV =o,

P(/ﬁ) . Pg/" + R(ﬁ)Q(?)_____ o,

et n’équivalent qu’a six distinctes, comme on peut s’en convaincre en
différentiant chacune des trois derniéres par la variable qui n’y figure
pas extérieurement.

D’un autre coté, en ayant égard a (17), (18), on tire de (15)

1/37 —_ mR,E”) - my R(”) — MQ(DC)P(I) + nP(ﬁ)R(")’

o= QS + 7,0 = nR¥P® L P,

de sorte que ces équations (15), comme on pouvait le prévoir, ne con-
duisent 4 aucune relation nouvelle entre les P, Q, R. Donc les seules
relations non identiques que doivent vérifier ces dernidres fonctions
sont exprimées par les équations (16).

Actuellement les neuf cosinus a, b, ¢, ... peuvent s’exprimer d’une
infinité de manieres au moyen de trois fonctions indépendantes. Si, par
exemple, on prend les formules d’Euler (DuraMEL, Mecanique, t. I,
2¢ édit., p. 267), qui donnent

de . . .d
)= 27 15 4
P =cosg dt+smcpsm9 Pk
dé . dy
()= — sino %2 +¢ -t
Q sing — coscpsmedt,
dy  de
0 =
R cosf P TIRET

il résulte de ce qui vient d’étre dit que la détermination des systemes
triplement orthogonaux peut se ramener: 1° a I'intégration des trois

Annales scientifiques de 1 *Ecole Normale supérieure. Tome IV. 15
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équations
dL’J . [llé _ dkp du _ 'L_lib_ _ d(g _
(rg) T, T cote o~ =o, R—tangm-—ﬁ_o ay Cotua,y._o,
oll
tang?_:eu’ COtu E_(P +e )

2 (et —e)’

2° & la détermination de /, m, n par les équations linéaires (15);
3° aux quadratures (¢) (fin du § III).

Quanta /, m, n, qui doivent vérifier les équations (15), si 'on s’at-
tache & I, par exemple, I'élimination de 7, n montre que cette fonc-
tion doit satisfaire aux deux équations simultanées et compatibles

=)
dl ByTdl (e)p(R)
Tadf R(a)dg + RERT =0,
(20)
et Pa ), _

[ étant connu, les équations (15) donneront m et n sans autre intégra-
tion. :

» Cette méthode, que je croyais nouvelle lors de I'envoi de la partie
théorique du présent travail & I'Institut (juin 1864), avait été I’objet
d’'une communication antérieure de M. Bonnet (mars 1862). Ce géo-
metre avait fait la remarque que 'intégration des équations (19) peut
se ramener & celle d’'une équation unique du troisieme ordre, que I'on
obtient en éliminant u entre ces trois équations, et considérant ensuite
¢ comme une fonction de ¢, «, 3. On peut obtenir une équation unique
du troisitme ordre par un choix un peu différent de variables. Si entre
les trois (19) on élimine ¢, ce qui donne

_dydy | dudu dYy d (%),( 2
d“dﬁ-!—[nza? -217 CO[ d‘y -I:L_; . I+Z¢T ’

o

et que I'on considere «, 3 comme des fonctions de u, ¢, v prises pour

les variables indépendantes, on trouve par les formules relatives au

da do da
changement de variables que - 3’ du’ dy sont proportlonnelles a des
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expressions qui ne dépendent que de z et des dérivées de 3 relatives a
Y, u, 7 jusqu’au second ordre inclusivement. En exprimant que ces
quantités proportionnelles satisfont a la condition habituelle d’intégra-
bilité, on ohtient ’équation du troisitme ordre annoncée. Cette équation,
d’une complication moyenne, peut remplacer celle de M. Bonnet, ou
vice versd, suivant les points de vue ou I'on se place (*). «

Methode de M. Lamé. — En vertu de (15) et de ce qui est dit sur le
mouvement d’'un point matériel (coordonnées curvilignes), les iden-
tités (17), (18) reviennent a celles de l'illustre auteur relatives aux
courbures des arcs et & leurs variations; et, en éliminant les P, Q, R,
on est ramené naturellement aux groupes forndamentaux [8], [9] des
coordonnées curvilignes (p. 76, 78): '

/ L n
* By =2 &, ...
(177) <M>y— wom’ ’
[ L, m
(18%) (—’3-> +<2°5> —|-—’—,—7-z—’=o,
mJjg Ll Jo n n
Les équations (7) deviennent ici
da _ () (@) da _ 4 n(®) da _ )
da—_bl{ -—C'Q ’ L_[—B—bR > Zi—;———CQ )
db _ () b _ o _ p(® b _
(21)(3-6-——&[{ ) CTB—CP aR > 217—-CP ,
de _ (@) o ode __pp® de _ o0 _ pp)
ik a5 =P T = a0 — b,
1 d dx

. . 1 dx 1 1 . , .
et, en y introduisant 7 -, — a8 n dy 20 lieu de a, b, ¢ respective-
ment, elles deviennent

d*z _ lpdz  Medx
(22) dedp~Tdatmag "

dz _l,de Usde U dx

(22°) de = T da mdB  mdy

(*) Je marque de guillemets retournés toutes les parties introduites postérieurement a une
rédaction que M. Hermite voulut bien accepter en mars 1865, et qui ne difféere de celle
envoyée a Ilnstitut que par les considérations préliminaires sur les déterminants et 'adjonc-
tion des exemples des §§ VI et VIIL

15.
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c’est-a-dire les [28], [30] des coordonnées curvilignes. A quoi il faut
joindre

1 dx? 1 dx? 1 dx?
(23) Fdetmap twap "

Conformément & la méthode de M. Lamé, apres avoir trouvé I, m, n
au moyen des six équations (17*), (18), on détermine x (et pareille-
ment y, z) au moyen des trois (22) et de (23). Cette méthode étant
loin de devoir étre tout a fait abandonnée, soit que l'on prenne pour
inconnues les rotations ou /, m, n [passage aisé au moyen de (15)], j’y
joindrai les remarques suivantes: 1° une des trois (22) est une consé-
quence des deux autres et de (23), comme il est facile de s’en con-
vaincre en tenant compte de (17%) et de (18%); 2° I'intégration des (22),
(23) se ramene a celle d’équations (21), qu’on peut traiter successive-
ment comme aux différentielles ordinaires, ainsi que cela a été déve-
loppé plus généralement au § IV; 3¢ il résulte de la premiére méthode
exposée dans ce paragraphe que les équations (22), (23) admettent
trois solutions uniques et bien déterminées (en mettant de coté ce qui
tient & une transformation de coordonnées rectangulaires) qu’il peut
étre plus aisé de trouver directement par la considération immédiate
de (22), (23), ce qui-arrive, en particulier, pour les -systemes iso-
thermes.

§ VI. — Exemple relatif au précédent paragraphe.

Les formules d’Euler peuvent étre remplacées par celles de
M. O. Rodrigues

Ba=1+x—yv—1}, Ob=2(xv+1), Oc=2(xz—1Y),...,
o dy dz  dx
OP“‘“2<Z?ZT‘YEZ_7!)’

. dz dx dy
@Q(t'——2<x-zl—t'—27[t-—"a?>’

dx dv dz
A R — i N
OR _2(Ydt X7 dt)’
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ol ® =1 + x* + v? + z*. Si, pour rétablir I’homogénéité, on pose

£ 7 _ ¢

X"——‘-‘-Ea Y:-ﬁs Z—ﬁ,

les équations (16) pourront s’écrire

dE dn de¢

H"_—Ed CE;—Y)E&:

" dn _ ¢ 48
tig") * e ”df» Tt
dt b, d

i~ édy vty ol

» On peut disposer du dénominateur arbitraire H de fagon & remplir
quelque condition particuliére. Si I'on fait par exemple la triple sup-
position que & ne contient point «, » point 8, £ point 7, ce qui fait
disparaitre les termes extrémes de gauche, I’élimination de H entre les
équations réduites donne les trois

— Wep = (Woe—Vy) (wﬁ—uﬁ),

= Vo = (Va = W) (V, = 0,),

— Ug, = (Ug —Wg) (1, —V,),
ol l'on a fait u = logg, v =logn, w =log¢, et qui n’introduisent au-
cune condition nouvelle, comme on le reconnait en les différentiant
par v, B, « respectivement. On tire, par exemple, de la premiere

( Wea >=w ,
Vo Wo/u “f

\%
acocﬁ_v ——W R ML
Wo:ﬁ Vo — W,

¢’est-a-dire

o wow'.

En différentiant par {3 et ayant égard a cette méme équation, on en

conclut
(logw)yp=—2m, 00 ®=W,p-

De la, d’apres M. Liouville,
”»‘0/1}!’/

T =)
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Il en résulte
L= (o — W), 1= S (S —b), E=1bS (B—e),
H=k— J\ﬁ«k’da—fﬂbf%’dﬁ——f s/ dy;

k est une constante arbitraire, ., doy, W, Wi, €, €, des fonctions arbi-
traires de «, 3, y respectivement, et les accents marquent les dérivées.
.De ces six fonctions arbitraires trois peuvent étre pmees pour a, 3, 7. <

En supposant 4, w, © constantes, on a la solution trés-particuliere

4 x=0y, Y=ay, z=aof,
qui donne

0P = Zay(w+1), 0Q™ >—zy ﬁ’——l) OR™ = —2p(y* +1),
0P =2p(e—1), 0QY =—2a(p+1), ORP =sa(y—r),
ol
O =1+ 2f3*+ o’y + Biy?
Les équations (15) fournissent généralement les trois combinai-

o dl () dn

sons P +R" =
. 5 dﬁ . .

pression d’'un facteur commun, immeédiatement intégrables, et d’ou

I’on conclut

=o0,..., lesquelles deviennent ici, par la sup-

(P+1)m—(y—)n =<P(f3,)’)
(P+1)n —(a2—1)l =Y(a
(1)l — (B*—1)m=y( ,B)-

Tirant de la les valeurs de [/, m, n et substituant dans les (15), on
obtient

(a’—l)%-{—(a’%—x)%:o,

d -
(g —r) B <ﬁ=+x>d—g=o,
(y’—-r)%%+(y*+l)‘-;—;9=o,

d’olt, par la différentiation immédiate,

dzx dzq, —o dz
dady 7’ dﬁdy
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Intégrant et substituant dans les équations précédentes, on en con-
clura les expressions définitives de ¢, ¢, x, et par suite

01— @ d <1(a)

o 7 (262) + @)+ (B~ 1)),

Gk w(B s )
@m_mm<~(—)——>+(a +1)u(y) + (P —1)A«),

On.*@_%( v(y )) + (B*+1)Ma) + (—1)p(B),

A, @, v étant trois fonctions arbitraires. Les cosinus a, b,... étant
d’ailleurs exprimés en «, 3, 7, on aura, par 'intégration de différen-
tielles exactes,

5 L7+ 0p(8) + (B = 1)3 () — (7 + Bw)] + [ 12a

x

Il

Q> @l

[(o+1)v(7) + (7 — 1)) — (2 + 7). +f“(p

I|‘<

LB+ 1)) ) + (a2 —1)p(B) — () +f—wdy

I

Par exemple, si 'on prend pour 2, p, v des fonctions linéaires de «2,
(3%, y* respectivement, on conclura facilement des équations obtenues
les combinaisons suivantes :

et par suite

—i—-\/[(a—l—
+\/[<6+— r g
sy [l sy (G2 e =i

R
S—
8
I

SV
L )
+
N
an.
H
)
S
R
l
Q1=
~—~—
®
+
[
|
N
),
il
=

—@_
+N
=
R
+
=
52X
|
™I~
S——
+
e
i
8
f
=~

|~
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g+ k, k étant des constantes. La premiere de ces surfaces orthogonales
se réduit  une famille de sphéres si g = o. Si, en méme temps, A= o,
la seconde se transforme aussi en famille sphérique, la troisieme res-
tant toujours du quatrieme ordre.

» Cet exemple présente cette circonstance que /, m, n renferment
trois fonctions arbitraires d’une variable différente et leurs dérivées
premieres. Il m’a paru au moins curieux de savoir si d’autres systemes
orthogonaux ne jouiraient pas de la méme propriété. Par 'emploi des
coefficients indéterminés, on reconnait, en ayant égard a (15), (17),
(18), que les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il en soit
ainsi sont

R(Ig) P</) Q(“)
0P = T @
Q" R P
a, b, ¢ étant trois fonctions arbitraires qui manquent de o, 8, 7 res-

pectivement.
Ces relations donnent, en ayant égard & (17) dans lintervalle des
transformations,

() » .
(R ) PV B¢ )Q(y>> IRNERr
R(“) P(/) P(V) i

On forme ainsi le triple groupe

R(“)R(ﬁ’) (log R(“)) = (logR(’a)) wff = (logP(7)>¢,3 = (logQ(y)) ofis
(@) { —Q"Q" = (10gQV)wy = . ..,
P(fa) P(/) (log P(B)) ......

De la comparaison des membres logarithmiques on conclut, avec
un peu d’attention, que I'on peut adopter, sous la forme la plus géné-
rale possible,

(d/) P(ﬁ)zec, P(/) Q(?’) GA Q(“) . 4C /; R(”-)ZGB, R(ﬁ)zeA’,

6 étant une fonction tout a fait indéterminée, et A, A’,... des fonctions
arbitraires de I'espece a, b, c.
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Maintenant les (17), (18) fournissent généralement les combinaisons
visibles

DB _ o8 p@) . ) p@ _ pipld | p@pe _ 1) p®
(3) POR® _w@p o kPP pWRE L pORS _RpP =,
et deux autres analogues,

| Bp _ p B — g _ g
—_ R(y)l{(f) . R(/’) R-/a) — P(rg)Q(/) R(“) + P(/’Q‘\/') R'\,‘“, ,

qui, abstraction faite du dernier membre de (7), présentent cette pro-
priété de rester absolument les mémes lorsque les lettres qui y figurent
sont multipli¢es par un méme facteur quelconque.

La substitutior, dans (£), des valeurs précédentes de P, P“ .. |
fournit
E B’y, _(i C‘,,; A

- = 5’
C, ¥

d’olt, en différentiant par «, (3, y respectivement, on conclut ces
formes plus circonscrites

A :@Mlb, B:JLUE:, C:’szcfb,

~/
BI-—‘_— @2 Jhn, (4 = cjlnz 'lﬂng I\’: LY e.,

A, by, o elant des fonctions arbitraires de « seul, ete.; mais la vérifi-
cation complete des équations non différentiées exige que

’ ’ ’
W g _ e b, _/ A b

BhoUby | ©E, - Sy s T el abathy

g, h, & étant des constantes qu’on peut évidemment supposer égales &
Punité. Ces équations fournissent ./ — Ay Ay = 0,.... Les trois con-
stantes qu'introduisait I'intégration de ces dernieres doivent étre égales
pour la coincideuce des trois valeurs de 6 déduites de (). D’apres cela,
il est visible qu’on peut prendre

, 1 I 1
Ao omm oo —y Aoy == — 2+ —» »:"m_::——a"."
24 c 74

Annales scientifiques de U'Eeole Normale supérieure. Tome IV. 6
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et, par suite,
6 — 23y )
T+ a“’f)ﬁ—i-dz)/?-!— ﬁ‘z},z

On retombe ainsi sur 'exemple précédent.

Si des expressions de x, y, s relatives & cet exemple, considérées
deux & deux, on élimine les fonctions arbitraires dont la dérivée
manque, on reconnait que toutes les lignes de courbure des surfaces
orthogonales sont planes. Si I’on voulait chercher, en partant des équa-
tions aux rotations (17), (18), tous les pareils systemes, on aurait
d’abord, pour exprimer que toutes les lignes de courbure sont planes,

R(“) P(/a) Q('/\
—7’/—) =a, "E = b, —T—)
(;)\ - R K P 7

=c (voirle § IX);

on trouverait deux groupes analogues & («) et (o), sauf qu’il faut
échanger les indices supérieurs de P, P;. ... Alors il faut commen-
cer de particulariser les fonctions arbitraires A, A',..., autant que
possible, au moyen des deux premieres (7). Par la considération
d’équations linéaires du troisieme ordre et aux différentielles ordi-
naires, on obtient des formes comparativement tres-réduites pour
les A, A’,.... On continue de les circonscrire par le groupe (3); mais
je supprime cette analyse, qui exige des détails un peu minutieux. «

§ VII. — Systeme triplement orthogonal et isotherme.

Plusieurs éminents géometres ont cherché a simplifier, par des con-
sidérations empruntées principalement & la Géométrie infinitésimale,
la méthode au moyen de laquelle 'illustre auteur des Coordonnées cur-
vilignes a montré que le systeme ellipsoidal était le seul triplement or-
thogonal et isotherme. L’importance du sujet me détermine 2 indiquer
quelques modifications qui me paraissent donner & cette méthode
toute la rigueur et la simplicité analytique que I'on peut désirer.

La condition d’isothermie donnant (Coordonndées curvilignes, p. 95)

{=BC, m=AC, n=AB,
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A, B, C étant des fonctions arbitraires qui manquent de «, 8, y respec-
tivement, les relations (17%) deviennent

B C A C
3&:—"& +—1\‘2, B:—B,—{——‘—A
B, %/ C A, 7T,

A B
(‘__AC 1_3;(‘

72

Ay

les variables placées en indices indiquant toujours les de1 ivations par-
tielles relatives & ces variables.
De la premiere on déduit, en différentiant deux fois par «,

B C B C
o={(=) A + f>A, o={—) A +{~) A,
(By>« / (‘ﬁs,« ? <B7>fm ’ (H&)m g

d’ou, en excluant tout a fait I'hypothése de A; ou A nul,

(B> (£> —

B, Jau _ \Ca/ax _ dlogy/(a)
(B) (G) da

B, /. Cz /o

les deux premiers rapports devant étre respectivement indépendants
de 3 et de . Dela

B =L+ fiy)s o= 1(B)la) + L(B),
V] R

les /et x étant des fonctions arbitraires. Il en résulte, en remontant,
0o=A,f(y)+A(B), A=A, fi(y)+As(B).

La premiere, en posant

dy dp
= =w(B), m—on=V,
= [

et désignant par ® une fonction arbitraire, donne

A=0(v), A, =0(v)a(y), Ag=—¥(v)w'(B)

Donc, en vertu de la seconde,

¥(v) =g = (y)fi(7) — o (B)(B),

16.
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et, en différentiant tour & tour pary et 3,
Y(v)e'(y) == () fi(1)] ¥(v)e'(B)=['BIE)]

Par suite,

vy = [FOARY _ [ BB _

='(7) W (B) Tk
W=£+ K, ®&=~h(v-+HY

4, K, &, H étant des constantes arbitraires. La forme nécessaire de A
étant reconnue, et par suite aussi celle de B, C, la vérification simul-
tanée de (17") donne sous la forme la plus générale possible

AQZ g("ﬂ)—e)l), B2: g|(@—‘m’{‘))p, CZ: g‘g(c% —'\‘l:))p’

olt g, &1, &2 p sont des constantes quelconques. Il y a une deuxieme
forme, exponentielle, qui correspond & % infini, mais on reconnaitra
sans peine qu’elle ne peut vérifier les (18%).

D’apr‘es ces valeurs, la premiere (18*) devient

() < | :
P — 1£] p( - ) _ oo
( ( R v>(v AP g+ e — ) (T e

sion 'ajoute aux deux autres, obtenues par une permutation circu-
laire des lettres, il vient

(W) (p—1)[(W — SPgh: + (€ — b )prig b’ + (b — Wb )rig, &4 = o.
L’hypothese du second facteur nul, lorsqu’on pose
g'd%"zU, g;'lﬁ)’:':—vy gz@":W,

et que 'on prend &, w, @ pour les variables indépendantes, donne,
par deux différentiations relatives a &,

(W — )Py + (€ — o P2y + (o — b )P+2w = 0,

(v — 2)p+2 :Zli — (p+2)(€ — )y +(p + 2) (b — WP+ w =0,

2

(v — )2 :lld& + (p+2)(p+1) (€ —RPY+(p+2)(p+1):bL —wFw=n0.
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Si 'on suppose p = — 2, la premiere de ces équations fournit
pour u, v, w des valeurs constantes qui vérifient les équations (),
mais correspondent & un systeme isotherme imaginaire, qu’on peut en
conséquence rejeter. On reconnait d’un autre coté que la supposi-

. L4 ., d?u , d IV
tion p = — 1, qui donnerait da: — 0 ne peut s’accorder avec (. ).

(p—+1) et (p + 2) étant différents de zéro, I’élimination de v, w
entre les trois équations précédentes donne une équation du second
ordre en u qui conduit a la valeur inadmissible v = o. L’équation ()
exige donc forcément que I'on prenne p = 1. En se rappelant que

U . dyu
oA =—u, 204 N"= = dou 20."=———
= ’ 5" da 5 dA’

I'équation (&) devient alors

du dv [ 2 1
—_)— — (& — W) — =— -_— ¥ — 2)u
(b —2) 7 —( Vaw=a—w 3= a\s) (W —S)u
o I - i (o —'15‘9)2 .
- <f~ﬂ‘) — b - b — e> (v P‘%)V - (U‘g - @)(@ - '.‘“) W

Isolant w et différentiant trois fois de suite par &, on obtient, apres
la suppression du facteur (w, —e), que la premiere différentiation
introduit,

, d?u dv L dv .
(Jls—ﬂb)-m~4(&—Mb)d—£+blr_2(c}b—vb)m—e—b",
d*u d*v " du dv
(Jlo-—’\ﬁ))’m-—2(0%—19a)m—;+2(m:2m7
d*u
(fo — UY) t—l’aﬂg‘_-—O'

Done X, A,, A, étant des constantes arbitrdires, on aura, en remontant
ou par symétrie,
U = AP + A2+ Ao + 4y,

v = Wb 4+ A 4+ A + A,

w = "'""7\@2 +)\1@ +)\:,
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et par suite, u, v, w ayant ces valeurs,

dor — _(lzilla 45 = dub dy = ds

_ ===
\/p /\‘ w
g g 8
Quant & la détermination finale de «, ¥, =, il n’y a rien a substituer
au calcul de M. Lamé.

§ VIII. — Systéme orthogonal déduit du systéme elliptique.

Lorsqu’on connait un systeme orthogonal particulier, on peut en dé-
duire les cosinus @, b, c,... et les P, P .. en «, {3, y. SiTon sub-
stitue ces valeurs particulieres des P, Q, R dans les équations (15), et
qu'on integre ces derniéres équations en premant /, m, n pour in-
connues, on obtiendra les expressions de ces inconnues avec trois fonc-
tions arbitraires généralement. Puis, en conservant les valeurs parti-
culieres des a, &, ¢,... on aura les @, y, z par des quadratures. Voici
un exemple propre & montrer 'importance de cette remarque. En po-
sant

6= = =G =1

h, k, j étant des constantes, les formules relatives au systeme ellip-
tique peuvent s'écrire, en supposant « > > 7,

a =Gk =) a—h)(B— )y — k) S L =y(a—B)a—7)
a »=V6( =) a—k)B—ki(y—Fk), {(m=V(a—p)(E—7)
s =VG(h—Fk)a—f)B—J)v—1J)

Les valeurs correspondantes des P, Q, R seront, d’aprées (15),

R = " x—7 B = B—v ..
2(0:-—@) ﬁ—-—y’ RY 2(ax—(3) oc—y’

Substituant ces valeurs dans les mémes équations (15), (20), ou l'on
regarde actuellement [, m, » comme trois fonctions inconnues, les (20)
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donneront, pour déterminer /,

d2l o+ B—2y dl { .
deodf -+ 2(a—B){a—7y) EIE +4(“—5)2—0’
d=l a+y—2a2B dl {

-+ - 4+ —o0.
da:(ly 20— BN a—y)dy  4{a—7p) °

Si 'on pose { =/ u, et ultérieurement m = m,¢, n = n,w, les deux
équations précédenteés deviendront, en observant que /, est une de
leurs solutions communes,

- d*u du du

=B Taap T3 A=Y
2(05_ )ﬂ.k SZE _(1_11_0
14 dady dy  da

Ces équations admettent la solution simple

.
(& — tW(@a—0)(p—0) (7 — 1)

T, ¢ étant des constantes quelconques. Les équations (15) fournissent
les valeurs simples et correspondantes de v, w, et I'on a la solution
trés-générale

. T .
u—=2x 9
(c—t)W(a—e)(B—1t)(y—1)
'l‘
(B—t)Va—0)(B—1t)y—1)
g T
w=2

(7 — tWla—0)(B= 1)y —1)

le = g’étendant & toutes les valeurs qu'on voudra de T, z. Pour trou-
ver x, y, z on prendra

,_Lde v JGh—))(B=R)(y—=0)
“=7 da 21 (a—nh) P

et par P'intégration des différentielles exactes (¢), § III, on trouvera

.
(h—t)a—D(B=Dly—1)

2=VGhk—j)a—Rh)(B—=I1)(y—Nh)Z
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- T
y=VG(j—hj(a—k)O—FK)(y—F)2Z , :
Y 7 r— Ve )(B=0)i7=1)

) o _ — . T
2= YO(h = F (7 =B =17 =7) % ~ ‘ :
VG = kT2 =B =D =D = = =

Les systemes, en nombre infini, compris dans ces formules, ont évi-
demment la méme image sphérique que le systeme elliptique.

§ IX. — Des surfaces applicables.

Fintroduis ce dernier paragraphe pour rattacher a la théorie géné-
rale des coordonnées curvilignes la théorie partielle de la déformation
des surfaces, qu’il est impossible de déduire des formules de M. Lamé.
Si dans les équations (15}, § V, on introduit 'hypothese n= o, elles
deviennent [, = o, m, = o, PY) = o, Q("> =0, R% =0, et

\ Cen l,: z m, 3 2
(24) R =— 2, p®=_%, mp™ 4 10® =0,

m { e

On ne peut plus faire usage des relations (17), (18) ou (177), (187),

établies sous la condition expresse de P, Q%, R égaux a zéro.
Mais en revenant aux identités (8), ol cette supposition n’a pas été
introduite, et ol I'on fera . = o0, p.= 0, v = 0, on aura ici, en ayant
égard a (24 ),

N\

[ Q@ptE _ P<”7Q'”:<[_ﬁ>h+ (g?_a) ;

m [4

Ny

; ( 2 m, () Ly (2

{251 i Q\‘”-)_ Q(I 4 P\J-) + £ P(/ - o,
£ ¢ . m

% l‘; (3) i, (e

- L Q\/ﬁ - = ()Vﬁ = U.

] <

N
P, —P)
? “ n ¢
Les équations (24), (25 correspondent au probleme de Vapplication
des surfaces quand [ et 7 sont donnés en «, (3. Dans le cas particulier

de [ =1, on retombe, en ¢liminant Q%, sur les équations fondamen-
tales de M. Bour (Journal de I’Ecole Polytechnique, XXXIX¢ Cahier ).

Lorsqu’on aura tiré de ces équations les valeurs de P(“?, P, Q) Q,
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‘on obtiendra les cosinus par I’intégration des équations (7), qui sont
ici

Cda ls («) da m, )
(_—log———b;?—‘—CQ > dﬁ— 1 "CQ >
b l db m
6 a () —_ pB) _ =
(26) T = P+ a B~ cP a5
dc (2) (@) de (@) (2)
([0’ Q — bP 3 —(7—@ aQ bP

et qui ont été considérées plus généralement au §IV. On aura ensuite
x, y, z par les équations (c), § III.

SiT'on veut se débarrasser de toute espece d’auxiliaires et déterminer
directement z, par exemple, il n’y aura qu’a éliminer P P, Q) @
entre (26) et la premiere (25). On obtiendra ainsi

() o (7)) | tads_de v
m)g T )ul™ dadp ™ dp d

m, da p 4b db l,a a_d_a (lb>
-+ ] a4 —— -+ >+;2 dﬁ dﬁ

(27)

1 dx ot L dx .
{ do " m dﬁ’ ce qui

fournit ’équation du second ordre que doit vérifier une quelconque des
coordonnées z, y, . '

Un autre mode de solution résulte de I’emploi des formules d’Euler,
lesquelles transforment (24) dans

ou I'on remplacera ¢* par 1 — a* — 0%, a et b par ;

/ ' i,
dg —+ (OSQ(Z‘J — L,
do da m
(lcp dl.lJ _m,
d@ —+ cos0 @ =-7:

/ . '\
nz(_cosq%—i—sinqsinﬁ%) l(smc,aa,(3 cos ¢ sinf lﬁ)b

Les équations (25) sont alors de simples identités. Lorsque ¢, ¢, 6 ont
été déterminées en o, 3 par ces trois équations, les formules d’Euler

Annales scientifiques de P Ecole Normale supérieure. Tome IV. 17
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donnent tout de suite les cosinus, et les quadratures (¢), § II, four-
nissent enfin z, y, z (*).

» Des équations des lignes de courbure d’'une quelconque des sur-
faces considérées, savoir

(1 +00")da +00®dg=o,
(m—0P®)dg— 0P da=o,
d’out
(P(“) Q("g) — P(’G)Q(“)) 02+ (mQ(“)— IP('”) O+ ml=o.

On conclut, en comparant avec la premiere (25), que le produit des
inverses des rayons principaux de courbure est

nlu[( lﬁ)f ('?)J

En désignant par w*da, v'“da, £*) les angles de contingence, de tor-
sion, et l'inclinaison, sur le plan tangent, de la courbe 8 = const.,
en appelant »®dp, V¥ dp, € les quantités analogues pour la courbe
2z = const. (¢, £? sont comptés a partir du plan osculateur corres-
pondant, en supposant que celui-ci tourne autour de la tangente dans
le sens direct) il est facile de voir géométriquement ou analytique-
ment que

P = () e( “  pl® — B sms<

Q(“) — 0)( ) sin €( ), Q(lg) — (/g) E(ﬁ),

R = ol cose™, R® = P cose®.

Lorsque, pour une surface individuelle, & = const., 3 = const. cor-
respondent aux lignes de courbure, il résulte des équations ci-dessus,
relatives & ces lignes, P =10, Q¥ = o. Dans ce cas v + {“ =0, de

(«)
R , .
facon que, si la ligne est plane, le rapport " —; e dépend point de «.

(*) Yai appris que les résultats ci-dessus avaient été établis par M. Codani, mais je ne sais
a quelle époque précise.
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Remarque finale. — S’il s’agissait d’établir le plus simplement pos-
sible les diverses formules relatives, soit aux surfaces applicables, soit
aux systemes triplement orthogonaux, il suffirait évidemment de
prendre les formules classiques de la Mécanique qui donnent les va-
riations des cosinus au moyen des composantes des rotations. On écri-
rait deux fois ces équations dans le premier cas, trois dans le second,
avec des composantes de rotations différentes (les deux ou trois
groupes (7%), § IV, par exemple), on écrirait le groupe (8%) (méme
paragraphe), que je présume avoir établi, le premier, dans sa généra-
lité; puis, en faisant coincider les axes rectangulaires mobiles avec les
tangentes aux trajectoires orthogonales de la surface (le troisieme avec
la normale), on retrouverait les formules du présent paragraphe, tandis
qu’en les faisant coincider avec les tangentes aux courbes d’intersec-
tion des trois surfaces orthogonales, on obtiendrait les formules rela-
tives & cette théorie. C’est cette derniere marche qu’a adoptée M. Bonnet
en employant tout de suite les formules d’Euler, ce qui lui a dissimulé
un peu, ce me semble, le role des rotations partielles, dont ta compo-
sition analytique, négligée par M. Lamé, avait, d’'un autre coté, laissé
stériles pour cet illustre géometre les trois conditions géométriquement

évidentes P* = o, QP =0, R =o0. «

7.



