
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

RIQUIER
Sur les principes de la théorie générale des fonctions

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 8 (1891), p. 59-86
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1891_3_8__59_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1891, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1891_3_8__59_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR LES PRINCIPES
DE LA.

THÉORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS.
PAB M. RIQUIER,

PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE' CAEN.

Depuis un certain nombre d'années, quelques géomètres, jugeant
défectueuses les méthodes couramment employées dans l'enseigne-
ment du Calcul infinitésimal, ont essayé de l'asseoir sur une base
nouvel le , et défaire reposer la théorie générale des fonctions sur /es pro-
prié/es des séries entières. Nous devons citer au premier rang MM. Wcier-
strass et MAray, qui, sans connaî t re les travaux l'un de l 'autre, s'é-
taient rencontrés dans la même voie.

M. Weierstrass n 'ayant publ ié aucun Ouvrage d'ensemble sur la
théorie des fonctions et s 'étant borné à la développer dans des leçons
orales, nous ignorons de quelle façon et dans que l les l imites r éminen t
géomètre pense que l'on doive tirer parti de cette idée. Quant à la
méthode de M. Méray, qui se trouve exposée succinctement, mais
complètement, dans un Ouvrage publié en 1872 (1 ), elle nous a paru,
et de beaucoup, supérieure aux méthodes courantes. Telle qu'elle est
cependant, elle soulève, à notre avis, certaines objections et ne nous
semble pas s'adapter, avec toute la commodité désirable, au, bu t élevé
poursuivi par son inventeur. Nous signalerons, par exemple, comme
ne conduisant pas toujours à des résultats sat isfaisants : i ° l a forme
donnée par M* Méray à la proposition concernant la n u l l i t é ident ique

( 1 ) Nouveau précis d'A/ïttfyse Inftuùcsinude.
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d'une série entière ( 1 ) ; 2° l 'exclusion absolue de toute considération
de cont inui té , soit dans la théorie des fonctions proprement dites, soit
dans celle des expressions calculables par cheminement ; 3° l 'hypothèse
restreinte consistant à supposer, dans tous les cas, que chacune des
n variables imaginaires

x —. ̂ '-\- iy\ y = y+ iy^

d'une fonct ion quelconque/(^,j, ...) varie, i n d é p e n d a m m e n t des
autres, dans quelque portion ou cure donnée du plan qui sert a sa no-
tation graphique, au l ieu de supposer, plus généralement, que In
poin t

/ ...f ^1 A/ ylf \
\ •/' ï "l » J î ,/ » ' ' " • /

varie dans quelque portion donnée de l'espace à 2/1 d i m e n s i o n s ; 4° h»
considération des sones additionnelles, constamment adjointes aux aires
dont il s'agit (2).

Conduit par une p ra t ique journal iè re de l'enseignement à adopter,
dans ce qu'el les ont de p lus essentiel, les idées de M. Méray, nous
nous sommes efïbrcé de remédier aux que lques inconvén ien t s que, à
tort ou, à ra ison, nous avons cru y apercevoir. Puisse l ' i nven t eu r do la
méthode nouvelle ne pas nous taxer de présomption, et accue i l l i r avec
indulgence ce modeste t ravai l , dont nous serions fier qu'il da ignât
accepter la dédicace.

Préliminaires.

1. Nous nous appuierons plus d 'une (bis, dans le cours de ce tra-
vail, sur certaines déf in i t ions ou propositions contenues dans un Mé-
moire antérieur (;î); mais nous nous dispenserons le plus souvent de
les formuler une seconde fois , nous bornant en pareil cas à l ' indicai ioî i
des passages u t i l e s» Les chiffres suivis d'un astérisque renverront le

( 1 ) Nouveau précis, p. 4 t -
0) //^,p^45- .
(3) Sur les fonctionf; continuas (l'un nombre qu.elaonrfue de varletbi^f et, A'ur h principe

fondamcfïtctl da la théorie deff équations al^e^riqUGS {An/talcs de rE€f)Ï€ Nûwudiîf sep-
tembre 1890).
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lecteur aux divisions du Mémoire dont il s'agit, et les chiffres non sui-
vis d'un astérisque à celles du présent Mémoire.

2. Nous nommerons point à n coordonnées tout système de valeurs
particulières respectivement attribuées aux n variables réelles x,y, ...,
et espace à n dimensions l 'ensemble de tous les points à n coordon-
nées.

La dislance des deux points

(.Ti, yi, .. .), (^2,j2, . • • )

sera, par définit ion, la racine carrée non négative de la quantité

(^-^^^(./â-ri)2^-....

Dans l'espace à n dimensions, on a souvent à considérer, à l 'exclu-
sion de tous les autres points, ceux dont les coordonnées satisfont h
certaines conditions, d 'une nature absolument quelconque d'ailleurs :
leur ensemble constitue ce qu'on appelle une portion de l'espace à n di-
mensions.

Une portion d'espace est dite limitée, lorsque la distance du point:
(o, o, ...) à un point variable de la portion dont i l s'agit ne cesse
d'être inférieure à quelque quantité fixe.

Un point est d i t complètement extérieur à une port ion donnée de
l'espace à n dimensions^ lorsque sa distance à un point variable de
cette dernière ne cesse d^tre supérieure à quelque quanti té positive
fixe.

Enfin, une portion d'espace est dite complète^ lorsque chacun des
points qui n'en font pas partie lui est complètement extérieur ( ' ) .

( 1 ) Par exemple, en désignant par Ï{ uno constante positive, et par X ^ V Q ) » • • des con-
stantes quelconques) positives, négatives ou nulles, le fragment d'espace défini par la re-
lation

( ̂  -.. ro )2 -+-( J-~ Jo )2 -+ - . . . ^ K 2

est à la fois limité et complet* Si rori supprime le signe d'égalité qui figure entre les
deux membres, pour ne laisser subsister que le signe d'inégalité, on obtient un fragment
limité, mais incomplet.
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3. Relativement à un groupe

d'indéterminées réelles en nombre quelconque /?, nous nommerons
intervalle complexe l 'ensemble de tons les systèmes de valeurs dont les
éléments s, t, . . se trouvent respectivement compris dans p in terval les
s imples

^Q à S, ^o à T,

(ou égaux à quelques-unes des valeurs extrêmes de ces in terva l les ) .
Cela posé, si l'on désigne par

9 (.y, i, ...), y^, {,, ...), ...

^ f o n c t i o n s réelles de ,v, t, . . . , toutes continues (7*) dans un même
intervalle complexe, l 'ensemble des n formules

/ .Tr:"9(.v, /, ...),

(0 y•-"•z(^^ -•),

où les divers systèmes de va leurs a t t r ibuées à ,v, /, , . . n 'excèdent pa^
l ' in terval le en question, dé f in i t ce que nous norrnnorons un an' (w^
tmu à p variables, ou, pour abréger.» un a/Y* à p variables dans Fespace
à n d imens ions . Si, pour les valeurs considérées de ^, t, .. » , le |)oint
(.x',7, ...) déf in i par les fo rmules ( î ) demeure c o n s t a m m e n t dans
que lque por t ion dé te rminée de l'espace a n d imensions, nous d i rons
que l'arc dont il s'agit se trouve en t iè rement s i t ué dans cette der-
nière.

Nous nommerons point de l'arc, tantôt un système de va leurs tic
^ l , . . , compris dans les l imi tes ci-dessus spécifiées, t an tô t le système
des valeurs correspondantes que les formules (i) assignent a u x va-
riables ^, j, .... En part iculier , si , dans chacun des intervalles
simplesoù-y, t, ... sont respectivement assujettis avar ier , on convient
de considérer l 'une des deux valeurs extrêmes comme valeur i n i t i a l e ,
et l'autre comme valeur finale, il faudra 'entendre par extrémité inùiale
(ou finale) de l'are donné, tantôt le système formé par les valeurs ini-
tiales (ou finales) de ̂  t, . . . , tantôt'ie .système formé par les valeurs
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correspondantes de x, y, . . . . Mais cette légère contusion de langage
ne donnera lieu par la suite à aucune ambiguïté, et, dans chaque cas
particulier, le lecteur apercevra bien facilement ce que nous aurons
voulu dire.

4. Une portion de l'espace à n dimensions sera dite continue si, à
deux points

(^1»./1? • - . ) » (^J'2, • • .),

y étant pris à volonté, on peut assigner quelque arc continu

^ =? (.y, t, ...),
y-=^(^ t, ...),

les adme t t an t respectivement comme extrémités init iale et finale, et
en t i è rement situé dans la por t ion d'espace dont il s'agit (3).

5. Etant donné dans l'espace à n dimensions un arc à p variables
s, l, . . . , si. la suite ( ' l imitée)

('2) (.y,, t^ . . .), (.Ça, /a, . . .), . . ., (,Çy, tg, . . .)

est formée avec des systèmes de valeurs n'excédant pas l'intervalle
complexe où le groupe des variables s, /, ... est assujetti à se mouvoir,
nous dirons qu'elle cons t i tue un chemin inscrit dans l'arc.

Nous dirons encore que le chemin ci-dessus défini admet comme
régulateur la quanti té positive p, si, pour deux systèmes consécutifs
quelconques

(,î^, ̂ , . . .), (.y/(..M, t/c+lf • • •)

de la suite précédente, les différences s^^ — s/^ .̂.n — ^, ... sont
toutes numér iquemen t inférieures à p.

Enf in , nous nommerons sommets de notre chemin inscrit, tantôt
les systèmes de valeurs compris dans la suite (2),, tantôt les systèmes
formés par les valeurs correspondantes de oc, y, . . . .

6. Nous nommerons premier et secona élément de 1/imaginaire
a' -+- la!' les deux quanti tés réelles ^ /, cf.
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Si aux n variables

( 3 ) .r == .r̂ h ix1', y — f-^ iy\

on at t r ibue "tous les systèmes possibles de valeurs imaginaires, les
systèmes de valeurs réelles que prennent alors leurs éléments re-
donnent les divers points de l'espace indéf in i à 'm dimensions* I I
arrive d'ailleurs sans cesse que l'on a i t a considérer exclusivement ,
dans telle ou telle question, les systèmes de valeurs des n variables (3)
fournis par tel ou tel, groupe de conditions subs i s lan t ent re leurs
2n éléments, ou, ce qui revient au même, les points s i tués dans telle
ou telle port ion de l'espace dont il s^if-

Dans les questions qui comportent la considération de n variables
imaginai res (3), et par suite de l'espace à in dimensions, on désigne
un point quelconque de ce dernier, tantôt par se» n coordonnées irna-
ginaires, c'est-à-dire par les n valeurs attribuées aux variables (3),
tan tô t par les 2n valeurs réelles attribuées à leurs éléments.

7. Dans l'espace à in dimensl.onfî, à la considération du-cfuel on est
conduit par celle des ri variables imaginaires x, j, ... (6)^ traçom un
arc continua? variables ^, t, .,. (3), et désignons par

( / ! 1 ) Ê^ (̂  -.

n constantes pas'U'wîs donnéesy par

(^ ^i» • -)» (A-â» ^ . . .)

deux systèmes de valeurs arbùraireme/u choisk daru Finte/vallc complexe
où legroi&pedes miricibles ,v, /, ... est cism/eUi à se rnûwoir, enfin par

(^15.ri» .-), (^,j2, . < •)

les systèmes de valeurs qui correspondent aux précédents pour le^ n va-
riables imaginaires 07,^, .,. » 1

Cela posé, on peut assigner une (îonMante positwe 1 telle, (.fue les diffé-
rences

<rr-.^ Ja—J^ - . • 1

présentent des modules respectivement inférieurs aux fuanlàà (4), dà
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que les différences
s^— s ^ y /g— ^i, . . .

sont toutes numériquement inférieures à ?.

Posons en effet
x - = = . x ' - ^ r - i x " , y-=:y'-^Ly\

x^ == x\ 4- ix\, y, == y\ 4- iy\,

^^= .̂ 4- ix"^ j2=j2-+- iy\, . ..,

et désignons par s la plus petite des quantités (4). Lus coordonnées
réelles x\ x " , y\y'\ ... d'un point variable de l'arc étant des fbnc"
tiens cont inues de s, i, ... dans l 'intervalle complexe considéré, c'est-
à-dire dans un espace évidemment l imité et complet (2) par rapport
au groupe de ces indéterminées, on peut (9^) assigner un nombre po-
sitif ? tel, que les relations

val. nm"n.(.z'a—x\') < —,
^

val, num.(^— x\) < —.y
^

val, num.Cy^Ji) < -^̂

val. num.(y;"~y;) s
'^

et par sui te aussi les relat ions
mod. (.Ta— î) <; s,
mod.(72—ji)<£,

résultent nécessairement des inégalités

val. nurn. (^— «^i) < P»
val. num. (^2— ti) < P,

8. Supposant connue la théorie des panantes simples, due à M. Méray
(Annales de l'École Normale, novembre 1887), nous avons donné»

Ann. dr l'"Rc. Normale. 3e Série. Tome VÏU. — FÉVKIER 1891. 9
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dans le Mémoire cité plus haut ( I ) , la défini t ion d'une variante com-
plexe (4^). Nous nommerons en par t icul ier variante imaginaire une
quantité imaginaire variable

^m=e;,,+«4,

dont la valeur dépend d 'un indice m, susceptible de prendre toutes les
valeurs entières et positives.

Dans l'espace indéfini à ^n dimensions, à la considération d u q u e l
on est conduit par celle de n variables imaginaires ,r,j, ... C6), une
portion donnée sera dite normale, si les n coordonnées imagina i res de
l'un quelconque de ses points peuvent être considérées comme les
limites respectives de n variantes imaginaires a?^,j,., , „ . , sa t is fa isant
a la double condition que nous allons énoncer : t° chacune d 'entre
elles, considérée isolément, diffère constamment de sa l imi te auss i tô t
que la valeur de son indice surpasse quelque entier ccmvcmablemeni
choisi; 2°-si l'on considère le point (a^,y/., .,.) et ceux qui s'en dé-
duisent en y remplaçant telles ou telles des variantes ̂  y,, ,., par
leurs limites respectives, chacun d'entre eux reste eonstamineni s i tué
dans l'espace dont il s'agit, aussitôt que les indices m, r, , * , , tons
indépendants les uns des autres, surpassent respectivement cer ta ins
entiers.

9. Les quelques exemples ci-après suf f i ron t à éclaircir la dé f in i t i on
du numéro précédent.

I. Si l'on désigne par R^, ï\y, ... n constantes positives, et par ;r^
7o, ... les n coordonnées imaginaires (6) d'un point fixe, l'espace dé"
fini par les relations simultanées

mocL (x ~ .^o) < B,,, mod. 0' — y<,) < H y ,

est normal .
Effectivement, ^, Y], „ , . désignant les coordonnées imaginaires de

l ' u n quelconque de ses points, les relations

mo<L {x - XQ) ̂  ÏÎHXL {x — Ç) + mod. (^ — ,^,),
mocL (7 — jo) $ mod. (y — n ) 4- mod, (:n — yo ),
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font voir que le point (^-y,.. •) reste constamment situé dans l'espace
donné, aussitôt que les modules des différences x — S;, J — Y ] , . . .
tombent respectivement au-dessous des quantités positives

R^-— mod(Ç—,^o)» Ry— mod(-/3 —-yo)? • • - •

Dès lors, il est facile de se convaincre que les variantes

(5) ^^-i-^, y,.-=n-}-^

satisfont bien à toutes les conditions requises.
II. L'espace déf ini par les relations simultanées

(6) mod( / r—.ro)^R^ m o d ( 7 — y o ) ^ Ky»

où K^, ïiy, . . . , ^o, jo. • • • ^nt la même signification que ci-dessus (I),
est encore normal.

Effectivement, si pour un point (Ç, Y], ...), pris dans cet espace, les
diverses relations (6) sont toutes vérifiées avec le signe d'inégalité, on
prendra encore pour x^ y/., ... les variantes (5). Si quelques-
unes sont vérifiées avec le signe d'égalité, si l 'on a, par exemple,
mod(i; — •^o) ̂  R.y» on remplacera la première des variantes (5) par

^=^^(S-~-^o).

III. Si l'on pose, comme d'habitude,

x = ̂ 4- ix\ y = y ' - ^ - z'y', , . ..,

et que l'on désigne par oc'^ y'^ ..., R des constantes réelles quel-
conques, la dernière essentiellement positive, l'espace défini par le
système des relations

( ^ /-.r^+(y-yo)2"+-•••<R^
( ^ ^^/^...^o

est normal.
Soient en effet ^, y]', ... des valeurs particulières de a/,y, . - . véri-

fiant la première relation (7), et a, a^ a les trois points ayant respec-
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tivement pour coordonnées réelles
x'y o, y, o, ...,
•<» °» YO. °» • • • »

^, 0, T/, 0, ....

En rapprochant la relation c^y. < R de la relation aa^ay. 4- ^a, qu i
subsiste entre les distances mutue l les de ces trois poin ts (1) , on voi t
immédiatement que le point variable a reste constamment situé dans
l'espace donné aussitôt que la distance aa reste i n f é r i e u r e à R — a^,
et par suite aussitôt que les valeurs numériques de a/— '^\ y ' — Y)', .. *
tombent toutes au-dessous de —^a^. Il en résul te que les var iantes

\Jn

j^=^4~? J-,—Yï /+- 1 .
I l v 1

satisfont encore à toutes les condi t ions exigées.
IV. Quant à la portion d'espace définie par les relations s imul tanées

(^- O2-^ (y-j^4-...< RS ^^.y"^.., :.:::;. o,

où les mêmes notat ions ont été adoptées q u e dans l 'exemple ( IL i l
serait facile de voir que tous ses points sans exception ne Jouissent
pas de la propriété constatée dans les divers exemples ci-dessus. Par
exemple^ si l'on suppose égal à 2 le nombre des variables imaginaires

.y "r: j^4- Ix"'y 1 y :r: y1'4- iy\

et que l'on considère les relat ions
^2+y^'g^ x^zzy^o,

il fau t , pour obtenir un espace normal, y faire abstraction des quat re
points où x ' ety' ont les valeurs suivantes ;

^= R, y== ô ; x'^ - R, y=: o ; x1-: o, y:,:-,: R ; x^ o, y;:zr — R .

(1) II est facile de prouver on efïet que, clans l'espace à an /lomôrc ffiwiconqiw de dl»
mendons^ la distance de deux points e^compwe CfUro la ^omrne et la digère fi ce de leur/}
distances à un mdme troisième {et'-peut pc^fok atteindre L'wic oa l'autre de ces dcu.r
limites).
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Fonctions olotropes.

10. Les propriétés des séries entières sur lesquelles il s 'agita
comme nous l'avons expliqué, de faire reposer toute la théorie des
fonctions (1), peuvent s'établir à l'aide des généralités relatives aux
séries quelconques, en y adjoignant au besoin quelques propriétés
élémentaires des polynômes entiers, de ceux notamment qui ne dé^
pendent que d'une seule variable. Elles sont suffisamment connues
pour que nous puissions nous dispenser même de les formuler : il
importe cependant d' insister un peu sur la condit ion de nullité iden-
t ique, au sujet de laquelle nous proposerons l'énoncé suivant :

Soient

(8) /(-^J. ...)=Ïa^,,..r^...

la somme d'une série entière par rapport aux n variables imaginaires .r,
r, ... ; u^, ,̂, ..., n variantes imaginaires ayant toutes zéro pour li-
mite, et remplissant en outre les deux conditions suivantes : i° chacune
d'entre elles, considérée isolément, demeure constamment différente de
zéro, aussitôt que la z^aleur de son indice surpasse quelque entier convena-
blement choisi; 2° la quantité f(u,^ ç^,. . .) demeure constamment égale
à zéro, aussitôt que les indices m, r, .... tous indépendants les uns des
autres, surpassent respectivement certains entiers.

Cela étant, la série proposée a tous ses coefficients nuls.

ï. Nous supposerons d'abord q u e le nombre des variables indé-
pendantes se rédu i se à ï . En désignant par

f( ,-r) :=:;:-: a<) -\~ a^x -i" a^a.'1 -{-. . .

la somme de notre série, on sait que le module d e / ( ^ ) — a o reste
infé r ieur à une quant i té positive donnée , aussi tôt que celui de ,x-
tombe au-dessous de quelque quant i té posit ive convenablement

(1) Nous signalerons oomme les plus importâmes celles qui so tronveal formuléeÂ aux
pages 32, 36 et 80 du Nouveau Précis de M. Méray, puis la continuité (1 F) et la condi-
tion do nullité identique.
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choisie. La var iante u^ é tant i n f i n i m e n t peti te pour m in f in i , la va-
riante/(^) — OQ l'est donc aussi , et, comme f(u^) f in i t par être
constamment nu], il en résulte a<, ==- o.

Cela étant, si l'on pose

/, (.y)==^i4- ci^'c -i- <^.y2 4-. . .,

d'où
/(.z1)^^/,^),

la variante/^ (^m) — <^ est, comme tout à rheure, i n f i n i m e n t pe t i te
pourw inf in i ; d 'ai l leurs, le produi t u^f^u^) =/(^) finissant par
être constamment nu l , et le premier f ac teu r u^i constamment d i f ie -
rent de zéro, le second facteur/» (^m) i^im^ p^' ê^* constamment n u l ,
d'où l 'on dédu i t encore a, = o»

Posant alors
^(.r) := rl/2+ a^.x1 4 1 - . . . ,

d'où
/(.T ):.,::: ̂ J\(^

on démontrera de même que a^ est n u l , puis ^3, et ainsi de suite in-
déf in iment .

IL II suffît ma in tenan t de fa i re voir que, si la proposition est exacte
pour u n e série entière dépendant de n — i variables, elle l'est encore
pour la série (8), dépendant des a variables x, y, .,., A cet e f Ï e t y
ordonnons-la par rapport à a", et mettons-la sous la 'forme

Ao (j, .,. ) -h- A i (y, ... ) .r 4- A, (j, . .. ) ̂  -h. . .,
où

(9)- Ay(y , . . . ) , A,(y, ...), A,(y,,..), ...

désignent des séries entières dépendant des n — ï variables j, . - * .
En ne considérant les indices m, r, .., qu'à partir de valeurs suffi-

samment grandes, les variantes u^ ^r.» • - " soîît constamment diflé-"
rentes de zéro, et la quanti téf(u^ ^» - * •) constamment égale à zéro.
Dans ces limites, si l'on at t r ibue aux n — x indices r\ . » , un système
déterminé de-valeurs particulières, l'expression

Ao(^n - - ) 4-AiOv,,. Q^^^-A^^tv, * . .)^,41-< * "
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s'évanouit quelle que soit la valeur attribuée à m, puisque ce dernier
ind ice est indépendant des premiers, et l'on a par conséquent (I)

Ao((-'r, ...)==Ai(P,., ...)=Â2(^ ...)=.. .=0.

Mais les indices r, ... étant à leur tour indépendants les uns des
autres et les valeurs particulières que nous venons de leur attribuer
étant arbitraires, il résulte de Inexactitude supposée du théorème
dans le cas de n —• i variables que les coefficients des diverses séries
(9) sont tous nuls, et par suite ceux de la proposée (8).

11. De là résulte immédiatement la conséquence suivante :
Soient f(x^ y,. ..), o(^,y,...) les sommes de deux séries entières

par rapport aux n variables imaginaires x, y, ... ; u^ Vr, ..., n va-
riantes imaginaires ayant toutes zéro pour limite, et remplissant en outre
les deux conditions suivantes : i° chacune d'entre elles, considérée isolé-
ment, demeure constamment différente de zéro, aussitôt que la valeur de
son indice surpasse quelque entier convenablement choisi; 2° la différence

f{U^ <'/•» < . . ) " - 9(^//» Vr. • • •.)

demeure constamment égale à zéro, aussitôt que les indices m, r, ...,
tous indépendants les uns des autres, surpassent respectivement, certains
entiers.

Cela étante les coefficients des termes semblables dans les deux séries
sont respectivement égaux.

'12. Nous pouvons maintenant énoncer la propriété générale qui doit ,
à notre avis, servir de base à la théorie des fonctions. Nous en ind i -
querons à la suite un certain nombre d'autres, presque toutes emprun-
tées à M. Méray, et qui, si l'on suppose connue la théorie des séries
entières, peuvent se déduire facilement de la propriété dont il s'agit.
Ces indications seront parfois accompagnées de démonstrations, et
nous aurons toujours soin, pour que la comparaison puisse être facile-
ment établie, de renvoyer le lecteur aux passages correspondants de
l'Ouvrage de M. Méray.

En désignant par x, y, . . . des variables imaginaires en nombre
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que lconque , nous dirons q u ' u n e fonc t ion f(x, y, ...), considérée dans
un espace normal (8), y est olotrope (1), si à chaque point {oc, y , . . . )
de l'espace en question on peut fa i re correspondre que lque groupe de
quant i t és positives c^, <^., .... et quelque série ent ière en A, k, ...,
jouissant conjo in tement des propriétés suivantes : 1° cette série adrnel
comme rayons de convergence les quanti tés .̂, ûy, ...; 2° sa somme a
pourva leury( . r4 - -Â,y+A, ...), tant que les accroissements /?, /', ...
ont dès-modules respectivement i n f é r i e u r s à o,/;, ̂  . . . , et que le po in t
(\y -{- h, r +• k, ..,) tombe dans l'espace d o n n é .

Les quant i tés ^, S y , . . . se nommeront alors les olome/res de la (onc-
t ion au point (^,.7?...).

Une fonction de n variables imaginaires , olotrope dans toute Félen-
due de respace à 2n d imens ions , sera di te indefifliment olotrope.

I l ne f a u t ' j a m a i s perdre de vue que notre, définition d'une, fonction
olotrope implù/ue essentiellement Ici nature normale de l'espace où on la
considère. Faute de cette restr ic t ion, la théorie des fonc t ions olotropes
pécherait par la base : le l ec teur devra donc la sous-entendre constam-
ment dans toute la su i te du présent paragraphe, alors même (pie nous
ne la spécif ier ions pas d ^ u n e maniè re expirosse-

13, Voici, quelques exemples très simples de fonc t ions olotropes ( l î).
I. Une fonction entière est indéf in imentolot rope , et admet en chaque

point des olomètres^de grandeur indéf in ie .
II. La fonction

^("?r•••^::--(î•::•lï^
ûù ^Q yo, •- désignent les coordonnées imaginaires d 'un poin t fixe,
et p , y, ... des entiers posi t i fs , est olotrope dans la portion d'espace
(évidemment normale) const i tuée par l 'ensemble des points où. aucune
des différences <r — œ^ y —y^, ... ne s 'évanoui t , et elle admet (ïommfô
olomètres au point {oc, y . , . . ) les modules de ces différences.

III. Lorsqu'une série entière ̂ n x — ̂ , y — y ^ , ... admet quelque
système de rayons de convergence (et par suite une infinité;, sa somme

(1; 'Nouveau Précla, p. 4% et 43.
( 2 ) Ibid., p. 44 et 45.
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a une valeur bien déterminée en chaque point où les différences ^ — ^ o ,
r — y o , ... présentent des modules respect ivement infér ieurs aux
rayons de que lqu 'un des systèmes; cette somme est donc une fonc t ion
de .r, j, . . . dans l'espace (év idemment normal) formé par l 'ensemble
des poin ts en quest ion.

Cela posé, on prouve faci lement : i° que la somme de, notre série
est une fonct ion olotrope de x^ y, ... dans l'espace ainsi déf ini ; 2° qu'en
dés ignan t par .z'/j^ ... les coordonnées imaginaires d 'un point quel-
conque de ce de rn ie r , et par R^., Itp ... des rayons de convergence
cho i s i s de manière à rendre positives les différences

'^x— mod(.r — .^o), Ry— mod(j —.ro)? • • • ,

la fonct ion admet comme olometres en Çoc-,y, ...) les différences dont
il s'agit. • ^ •

.1 •i (1 ). Si une fonction f(œ, y , ...) est, olotrope dans un espace donné,
les coefficient du développement de f(x -4-- À, y -4- k, . ..} en une séné
entière par rapport à h, A, ... sont des fonctions de x, y, ... oloiropes
dans le marne espace, et admettant en chaque point de cet espace les olo-
m.éîres de la proposée »

En premier l i e u , chacun des coefficients dont pa r l e ' l ' énoncé a une
va leur déterminée en tou t p o i n t (^,.y, . . . ) de l'espace donné et peut
dès lors y être considéré comme une fonct ion des 'mêmes var iab les in-
dépendantes q u e la proposée. Désignons, en effet, par ( < r , y , . . . ) un
point dé te rminé quelconque de cet espace, par A, A, . . . des accroisse-
inents variables at tr ibués aux valeurs initiales x, y , .... et supposons
qu'à partir de ces dernières la valeur de la fonc t ion soit exprimable
par un premier développement entier en À, /', ... avec les olomëires
.̂, Oy, ..., p u i s par un second développement de même nature-avec les

olometres û^ c^, .... Si l'on, nomme alors S",, o^., ... des quantités
positives satisfaisant aux relations

( 1 ) Nouveau PrcciV) p. 4^-
Ann.. de l 'Kc . ^orrnale. 3e Série. Tome VïlI. — MARS 189! . Io
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les deux développements dont i l s 'agi tent des sommes égales tant que
le p o i n t

(10) ( .y4-/^.r4-/- , . . . ) ,

sans sortir de l'espace proposé, donne lieu aux inégalités

M) od h < 0^., in od /• < o^, . . . .

Ils ont donc leurs coeff ic ients semblables respect ivement: é^'aux,
puisque cet espace est normal (8) (11).

En second, l i e u , si l 'on désigne pai\^^...(^^y, . . . " ) le coc t f ic ien i de
h^ l^ . . . dans le développement de/(a' 4" //,;y 4- / * , . . . ), la q u a n t i t é

( ! I ) .^ ,^, . . (^•4-^ l , . r+Â•, . . . )
est expr imable , dans les mêmes l imi t e s que cette dernière , a l ' a ide
d'une série en h, k, .... . EtïectivemenI, , si le p o i n t (10) de Pespacc
considéré donne l i eu aux re la t ions

mod h < <3.^, rnod k < Oy., .. .,

ou o^;, 0^,,, . * . désignent Ic^s ol()mcl.r(*s di» la fonction proposée eu
(,y,j, ...), et si le point

(.:r.+A4--//\ y 4" /• 4- /J, . . , )

du même espace donne lieu aux relations

mou// 4- rnod h' < Oy, inod /•1 - ! - mod h' -< Oy, . . .,

on peut , après avoir développé /(.-r 4" h 4" A', y 4- ^ 4- ^\ . . . : ) en une
série entière par rapport aux sommes h 4" h ' , k 4" ^, . . , , t ransformer
celle-ci en une série entière par rapport à toutes les quantités h,/^ , . . ,
A', k1; . . . , Or, dans cette nouvel le série ordonnée par rappor t , a l i ,
/e\ ..., le coefficient do Â^^... constitue le développement cherché
de l'expression (1; , ï ) <

1.5. Supposons ac tue l lement qu 'au l i eu d 'a t t r ibuer a toutes les va-
riables sans distinction des accroissements à partir de va leurs i n i «
(iales déterminées, on (in attribue seulement à ( juelques-unes d 'entre
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elles. Partageons à cet effet les variables indépendantes en deux
groupes

.2*, ...,
y^ • • •.

et, considérant une fonction f{x,.. .,y, ...), olotrope dans un espace
donné, désignons par Çx, . . . , j , . . . )un point déterminé de cet espace,
par À, ... des accroissements attribués à x, . . . ; supposons enfin que,

désignant des constantes positives, la quant i té
/0+A, .. ., r, . . .)

soit exprimable à l 'aide d 'une première série entière en À, ..., tant
que le point
(^) (,'r-h//, . ,.,y, . . . ) ,

sans sort ir de l'espace considéré, donne lieu aux inégali tés

îïiod h < o^, . . .;

puis, qu 'e l le soit de même exprimable à l'aide d'une deuxième série
entière, tant ' que le po in t ( î ^ ) » sans sortir de l'espace en question,
donne l i e u a u x inégal i tés analogues

rnodÀ. < o^, . . . .

Si l'on nomme alors o^., . . . des quantités positives satisfaisant aux
relat ions

yt ^ ^x
û^ ^ " "

les deux déveiloppernents dont i l s'agit ont des sommes égales, tant
que le point (12), sans sortir du même espace, donne l ieu aux rela-
tions

modA < ô^ . . . ,

et il résulte encore des n^S et 11 que les coefficients de leurs termes
semblables sont respectivement égaux.
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En conséquence, le dévelo])f)emeiit luilqHe de la quantiiè

/(,:r.+.//, . , . , j - , ...)

pcui sobienir eiifaisu/d / •==<) , .., (la fis celîu de la ( { ( fa / i l I l e

/(,r •+"//, . . ., . r41- / . , . . .).

1.6. Si l'on désigne par/(.r,y, ...} une fonction olotrope dans un
espace donné, le terme indépendant de h, /•, ... dans le développe-
inent de/(.r 4-A, y •+• ^, . . » ) est |)reciséïn(3nt f(fv, j, ...). I.cs co(* f "
ticionis des rîs^^Tîièrcs pu issnnccîs de A, /*„ ... se î'iornîneni les dérivées
premières de f(x, y, ...), prises par rapport à ̂ , Y, ... (^( is i ïec t iv t î rnc 1 } 1 ! ! ^

En vertu du î iu i tsero |)l técéll(kn(',, le coefli(;ieni de la première puis-
sance de fi dans le* d(mdoppemeni de f(^ 4-/ / ,^y 4"- /•, ...) (^si le i i îe îne
cïuc dans celui de f{;v "h" l i , y , . . .)* Pour olî tenir la dérivée première
do /"("•'x', y, . . .) par rapport a ..r, on peui donc ( ^ j ^é re r corlinu* si <r élail,
la. seule variabie, en considéras'U les aulrcs cossinïe- l ïêorneni î i î ïéêneî i l .
réduiies a des consiaî^t.es, ce qui nîinene touJ^xrrs 1 ( 1 calcul d'une dé-
rivée première ail cas d'une seule variable irHiéperuhinte ( i ) .

( . îoî t i i îKï li^ dérivées de /Ï^\,y» * * * } soni olol.ropes dans le jiîériK*
(^r^ace que hi [)roj)<)sée. et avec les mêmes okmîeires en c tê î i q i î e
1 ) 0 1 1 1 1 ( 1 1 ) ^ e l i (»s oui des dérivées JouissanI de wittî [>ropriété; de
inêrne, j)our ctdi t îs-ci , leurs (H'olîres dérivées, el ainsi de suite indéfi-
niment. (les dér ivées de dérivées sont- les dr•rù'>ees partielles de /.(H/S
ordres de /"(.r, y, . ..} f2 ) .

On prouvera faci lement :

1° Qiiune dérivée d'ordre ^apérieïir dépend ^.fiù/ueme/il des fiofnbre^
exprit'natti' co/'nôicn de fois (m ci dérivé par rapport a (dulciue 'variable,
dans (,p,iel(ft(.e. ordre (jiie e.es opérations partielles aie/il p i s r i r e r,rm/-
tées (1 1 } ) ;

2° Que la dér^ée d'ordres partiels p, y, ... dej^a^ y, ...) e.vl é^aic
eut. produil cfuoïl ol)tiefil en tnïdiipl.icitil- par le faeteîir fiïitwriaue

( l ) iV^/^-w/^ .P/'A'/.v, p» ̂
( 2 ) find., j), ^j.
( : î ) ïh(.d.f p. •(9 et 5o.
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ï. 2. . .p. ' . 2 . . . q... fe coefficient de k^k^.. rfa/zy fe développement de
/(,z-+A,y+^...)(^

17. Toute/onction olotrope est continue (14^).

Cette proposition résulte de la continuité des séries entières, com-
binée avec la déf in i t ion du n° 12.

18. Si dans un espace Çnormal)^ où la fonction f(x y y , ...) des n iwria-
bles imciginaires

x = x' -h ix^ y -==: y' -+- iy\

est supposée oloirope, on considère une portion limitée et complète E (nor-
male ou non") (2), les olomêtres defÇx, y, ...) en un point variable de la
portion dont il s agit restent toujours au moins égaux à certaines cfuan-
filés positives fixes,

1. S'il existe clans la portion E quelque point où Fun au yrwins c/es
olomêtres tombe forcément au-dessous de la constante positive co, on peut,
suivant une loi l)ien déterminée, assigner dans cette portion un point î e l
(./ne l'un au moins des olomêtres y soit forcément ^ oj-

L'espace E, étant l i m i t é , se trouve ent ièrement contenu dans que lque
in te rva l l e complexe Jl, (3). Divisons en deux parties égales chacun
des 9.n. in terval les s imples

<, a X\ <àX\ . y o a Y 7 , ^à' ï^ . . .

de l 'association desquels ce dernier résulte, ordonnons les interval les
complexes partiels fournis par cette subdivision (6*, II), et appe-
lons ^y le premier d'entre eux contenant quelque point de E où l'un
au moins des olomêtres de/(^,y, ...) tombe forcément au-dessous
de o.». En opérant sur T'intervalle Jta comme nous l'avons fait su r j l , ,
et ainsi de suite indéf in iment , nous obtiendrons une succession illi-
mitée d'intervalles complexes
( ï 3 ) 3,, X —, Xp ...,

jouissant de la triple propriété que nous allons énoncer :
ï° Chacun d'eux, fait entièrement partie du précédent;

( l ) Nouvecal P récifs, p. 5i.
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2° Celui de rang y est formé d ' interval les simples ayant pour gran-

deurs respectives les valeurs numériques de
_ ,y/ Y " _ y y _ y ' y ̂  _— j:-(, .A. _^jj_(» i' ,/ (» -A - __, ,̂ « ____ _./ (»
^ r" !3 w ^y.-l "" 5 ---^~f~ 1 ——^

3° Chacun des intervalles (ï3) contient quelque point. de E ou l'un
au moins des olomètres tombe forcément au-dessous de co.

Cela posé, nous désignerons par (a)^ la, var iante complexe (4"^)
ayant pour coordonnées réelles les valeurs extrêmes m.inima des in in-
tervalles simples dont est f o rmé Jl^ et nous démontrerons successive-
ment les p o i n t s suivants :

î 1 0 La varia/île complexe (u)^ tend vers u/ze limite (u), ^ilaée dar^ /'////
qwicarufue des interwiley (iS); car la distance des doux poinis (u),p
( fi\.^f inférieure à

( 1 4 ) r̂r ̂ [x7"^^ ,

est i n f i n i m e n t pet i te pour q i n f i n i , et le p o i n t ( u ) ^ \ r reste compris,
quel que soit r, dans l'espace complet JÏ,y (4^) (A*).

2° Le point (^)fail nécessaire/ne fit partie de Cesfïaee lil.

C/àï\ dans le cas con t ra i re , r i n t e r v a l l e ̂  con l i cnd ra i l . » en ménK*
temps que (u), q u e l q u e ) )o in t de l^espaco dont i l s'agit, et, la dis tance
de (u) à un pareil point, pourra i t ainsi devenir i n f é r i e u r e à la q u a n -
tité ( i / i )» P^* ^uite a toute q u a n t i t é donnéo. Or c'est là une conclu-
sion absurde, puisque l'espace donné est complet, et que le p o i n t ( u ) ^
s'il n'y est pas compris, ne peut l u i être que complè tement exté-
r ieur (2).

3° Les olomètres def(a;, y, .. . ) au point (u ) ne pensent êire à la fois
mpérieun à œ.

Supposons, en e f fe t , qu ' i ls le soient lous, désignons par I;, ïp ...
les coordonnées imaginaires du po in t (u), par 5^ o^, ,.. les olomètres
dont il s'agit, et para?, y, , - . les coordonnées imaginaires d 'un point
quelconque commun à ,E et à ̂ . A par t i r d ' u n e va leu r de q su f f i s am-
ment grande, les modules de x — $, j — rj, . - . t omben t au-dessous
de toute quanti té donnée, parce qu' i ls sont In fé r i eu r s à l'exprès-
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s ion( i4)- Des lors, les olomètres de la fonction en <r,j, . . . , au moins
égaux aux différences

o^— mod( .z -—^) , §^—~ mod(j — Y I ) , . . .

(1.3, III), deviennent supérieurs à 00 pour q suffisamment grand, et?
qui est impossible , pu i sque le point {oc,y, ...) peut toujours être
choisi de manière que l 'un au moins des olomètres y tombe forcément
au-dessous de cette quant i té .

II. Adoptons pour un instant la conclusion contraire à celle de notre
énoncé général, et admettons que, en désignant par œ une quant i té
positive de petitesse arbitraire, il existe quelque point de E ou. l ' u n
au inoins des olomètres tombe forcément au-dessous de 'co . En dési-
gnant par m un ent ier pos i t i f arbitraire, et prenant 00 == -1-? il existe,
d'après l 'a l inéa I, que lque variante complexe (4^)

(f),,^ (.z',,,,y/«, ...)

tombant constamment dans l'espace E, et telle que, au point ((/)^, l 'un
au moins des olomètres de /"(/r.y,...) soit forcément ^-^- La va-
r i an t e Çv},n ne sortant jamais d'un espace l imité , une variante

^)^=^)^^:(^^,y^\ ...),

convenablement extraite de (^/,)» ser^ converg'ente (6*), et l 'un au
moins des olomètres de / Ç x , y , . . .) y sera forcément infér ieur ou. au
plus égal à la var iante i n f i n i m e n t petite —; sa l imite (S, H, . . . ' ) sera
d'ai l leurs s i tuée dans l'espace E (5*). Or, si l'on nomme os, ^n^ • • •
les olomètres de la fonction en (S, H , . . . ) , celle-ci admettra en
(x^y^^ ...) des olomètres au moins égaux à

oa-"wd(;Sl~.z^)), QH~-mod(H-j7^). ' " " .

c'est-à-dire à des quant i tés tendant vers les limites posit ives o^,
âip ,. * pour k inf in i , et f inissant, contrairement à ce qui précède, par
être toutes supérieures à la variante in f in iment petite —"
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19. Etant donnéf; une j"onction olotrope dans un espace {normal}
quelconque, el un arc continu trace dans cet espace, les olométres de la
fonction en un point variable de rare dont ils'a.git restent toujours au
moins é^aux a certaines (fuantifés positives fixes.

1 . En désig/iant par

deujL" groupes de varialdes réelles en nombres respectivement quefeo/n/ue.v,
si les' fonctions réelles

(!:)) Z(^ , / ,

en me/ne nombre (/ue les variables du premier ^rofipe, sont toutes co/ni-
nues ( /7^) dans un rnê/ne espace lîvj,..., et si le pol/it ol^tenu par rassoda,--
tion de leurs valeurs (i^ ) ne sort jamais d/u//, espace IL^^. ou la. foucliou
réelle /(s, . . . ) jouisse de cette propriété, la fonction

f\7A^ / , , . . ) , . . . ]

est continue dans l'espace Ey^,,...

Soient en c f l e t
i s ^ , /<,, ...) un |)oini fixe de E^,,..;
^», ... les valeurs coi'i^esporidantes des fbnct.ions ( ï:'));
a iiii sioiTibre positil'elloisi a volonté;
3 un deuxième nombre positif tel que la diHerence

soil noméri.quenieni iriteri cuire h a, toiiles les fois (|ue le poisiK'^, . . .}
de l'espace Es^. sat is fa i t aux relations

vnl. mim, ( z —- Zç,') <; ^y . * . î

Y uî'i dernier norrïhre (îûsiliCtel que tes ditlerences

Ks, t, ..,) — Z(^, t^ ...),

.soient toutes numér iquement iriferieures à ̂  dès que le point, (A\ / , . - )1
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de l'espace E^,... satisfait aux relations

( ' 6) val. num. (.ç — .s-o ) < 7, val. num. ( t — t^ ) < y, . . . .

Cela posé, on voit imméd ia t emen t que la différence

/[Z(,^, ...), ...]~-/[Z(,ço^o, . . .) , . . . ]

est n u m é r i q u e m e n t infér ieure à a, dès que le poin t (^, ^, ...) de l'es-
pace E^.,... satisfait aux inégal i tés (16).

II . Si. Fon désigne p a r w un entier positif, et que l'on considère la
fonct ion réelle et posi t ive ^z dans l'espace que défini t la re la t ion
.^o, il, suf f i t , pour que la différence de deux valeurs de la fonction
soit n u m é r i q u e m e n t i n f é r i eu re à a, que la différence des valeurs de z
soit n u m é r i q u e m e n t in fé r ieure à a^.

A plus forte raison, cette fonction est-elle continue (/ans l'espace dont il
s agit.

1 1 . 1 . AÏ, dans V espace indéfini relatif au groupe des variables r-, ...,
o/i considère un arc continu dépendant du groupe des zwiahles réelles .v,
/, ... (3), la distance du point fixe (-s^, ...) de cet espace à un point
variai) le (z^ ... ) de cet arc est une fonction continue de s, /, ... dans
l'intervalle complexe où ces dernières quantités sont assujetties à se mouvoir.

1 1 suffit d'observer que-là distance en question se déduit de l'expres-
sion ^̂ ^̂ ..-̂

en y remplaçant les variables z, ... par leurs valeurs tirées des for-
mules qui définissent l'arc, pu i s de combiner avec la con t inu i t é des
fonctions entières les alinéas I et II du présent numéro.

IV. Comme un interval le complexe j o u i t évidemment de la propriété
d'être l i m i t é et complet (2), il résulte en par t icul ier de l 'alinéa III :
1° que la dis tance au point (o, ...) d^un point variable (s, ...) de l'arc
reste constamment inférieure à quelque quant i té fixe (KF); 2° que
la distance du même po in t variable à un point fixe (^o, ...) non situé
sur l'arc reste constamment supérieure à quelque, q u a n t i t é positive
fixe (11').

La proposition que nous avons en vue se présente alors .comme une
conséquence immédiate de celle du numéro précédent.

Ânn. de i'Éc. Normale. 3e Série. Tome VIÏI. — MARS 1 8 9 1 . ï ï
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20 (p). Soient

f(x,y, ...) une/onction olotrope admettant comme olomètres les con-
stantes positives a^ ûy, ... dans (tne portion limitée (normale on non}
de l'espace où on la considère;

,̂, â^., ... des constantes positives respectivement inférieures aux précé-
dentes;

v^ î i / / ' /• //( \^\ v /" / /? , / / , . . . } / . . . . /., \ '' '[ ï / ) Zi^^ ••• (J^ • • t ) 77;r::://;, T:^ ::11/; * ' •

le développement de la fonction proposée par la fornude de Taylor à
partir des valeurs initiales .r, y, ..,

Cela étant, on pent assigner une (fua/itité positive au»dessoas de laf/aelle
tombe constamment le modale du développement ( i^ ) , pour toas les sys-
tèmes de valeurs de ̂  y, . * . correspondant aax divers points de la por-
tion limitée dont H sa^lt, et poar tontes les valeurs de /i ̂  k, ... démodules
respectivement inférieurs on éffan.y à ù'^ o',,, ....

2.1. (12). Si da développement ( 1 7 ) on extrait une séné p:.(rtiel.(e en y
prenant tefs termes quon vendra, et les divisant par tel fnonôme entier
en h, k, ..., /i11 k 1 . . * , (fii'Us pourraient avoir comme facteirr eo/nmuiï, la
somme des modules reste, dans (es limites cl-dcssus spécifiées f20), con-
stamment inférieure à ffuelqae quantité positive fi.re.

22 (3). Soient /(^, J, * * * ) une fonction o/otrope admettafit (es olo"
mètres o^, Oy, .. * dans une portion déterminée de /^espace où on la, consi-
dère, et o^ 0^,, ... des qua/itùés positives respectivement ififérieures à
ceux-ci : si pour tous les systèmes de mieurs de ,,r, y , ... c()rresp()iula,iU
aux divers points de la portion dont i l sa^ l t , et pour toutes les valeurs de
h, ky ... de modules inférieurs ou ép;au.x à o^, 0^, ... y le dévelopf)ement
par la formule de Taylor de /(.•r 4- A, y 4- k, . . . ) conserve nu module
constamment inférieur à la, (fuantité positive 'M, la dérivée d'ordres par-

( 1 } Nouveau P^éci.v, i>. ')^ (*{. 3K,
( 2 ) I/W/., p. 6->,

( 3 ) Knd., p. 8(L
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fiels p, y, ... de fÇx^ y, ...) conserve, dans toute rétendue de la portion
considérée, un module constamment inférieur à

^.2 p I . 2 . . . / 7^j —._„_„ ——,^_
aj o^

23 ( ' ). Lorsque deux fondions, olotropes dans un même espace, y sont
identiquement égales, leurs dérivées semblables le sont aussi.

lïiverseiïîent, deux fonctions, olotropes dans un même espace con-
tinu (4), y sont identiquement égales, si, en quelque point de cet espace,
les valeurs de F une d'entre elles et de ses diverses dérivées sont respective-
ment égales à celles de F autre et de ses dérivées semblables.

îï. Soie/il fÇx, y, . ..) une fonction olotrope dans un espace continu,
et

,-t'l, '^â» » . . y '^"//O ' ' • »

J'iî ./âî • - • •> }' ri . . . »
• • • ? " • •I • » - ? • - . » ....

des suites illimitées dans chacune desquelles les termes sont tous inégaux.
Sif à partir de îHileurs suffisamment grandes' de m y r, ..., le point
C^'w.» Yri ' • *) esl constamment situé dans quelque portion limitée et com-
plète (2) de l'espace dont il s'agit, et qu en même temps la quantité
f{x^ y^ ...) sou constamment égale à zéro, la fonction f (x\ y, ...) est
identiquement nulle dans l'espace donné,

25. Soient
x, y, ...,
,y.t <yt

<M y J , . . .

n variables irnaginaires partagées en deux groupes ; E, E" certaines por-
tions des deux espaces indéf in i s ^ qu i correspondent respectivement à
cçs deux groupes de variables, et

(18) (E,^)

la port ion de l'espace indéf in i , à in dimensions qui résulte de la con-
sidération simultanée des précédentes. Il est extrêmement facile de se

( 1 ) Nouveau P récif!, p. f>r, 6% et 6Î.
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convaincre : i° que si. chacun des espaces E, E' est normal., l'un par
rapport au groupe ̂ ,y, . • • » l'an Ire par rapport au groupe cc\ r\ . • * »
l'espace (E,!^) jouit de cette propriété par rapport à Fensemble de
toutes les variables; 2° que si chacun des espaces E, IV es tcon l inu ,
l'espace (E, E') ne peut manquer de Pélre aussi.

Cela pose :
Si l'espace ( î8) est composé avec deux espaces normaux, et si la' fonc-

lion /(.r, J, ..., .2/, y, ...}, olotrope clans l'espace en question, y est in-
dépendante des valeur}! attribuées aux variables x, y, . * . , loule dérivée
intéressant quelquune de ces dernières (awc ou sans les variables x\
y, ...) s y annule identù/uement.

Inversement, en supposant l'espace ( îB ) composé avec deu^ espaces
normaux et continus, la fonction /(a;*, y,.. < , ̂ ', y\ . *.), oloirope dans
l'espace en (.fuestion, y est indépendante des valeurs atlrilmées aux varia-
blefî x, j, . . . » lorsque ses dérivées du premier ordre relatives à ces varialdes
s y annulent toutes iden/ù/aeme/// (1 ).

26. Nous avons vu à l'alinéa III du n0 13 qu'âne série entière en
.v — x^, .y—yo, - . (admettant quelque système de rayons de conver-
gence) définit une fonction olotrope 'de .r, y, . * * dans l'espace lormé
par l'ensemble des points intérieurs a divers systèmes de circonférences
respectivement décrites de ̂ p y^, .,. comme centres.

Réciproquement ( î î), toute/onction olotrope dans an pareil espace y
est exprimable à l'aide d'un seul et même développement entier en j." —" x^^
y—y,,, ..., (fui coïncide, naturellement, avec celui de Taylor, effectué à
partir des valeurs Initial.es ,2 ,̂ y^^ .. * .

En particulier, si une/onction / { x ^ y ^ ..,) est indéfiniment olo-
irope (12), le développement de /(<z*o "4- /^J<» 4- h, ...) est applicable
(.fiieU que soient et les valeurs initiales o^, y ^ , , . . et les accroisse-
ments h, k^ .. * .

27 (3). On appelle composition des fonctions l'opération qu i con-

( 1 ) En supposant que te nombre do variables irnagitiaircs du .groupe ^<, j', ,.. m ré-
dulso à zéro, on retombe sur une propoaîtion énoncée à h page 63 au Nouveau Précis.

( î) Nûweau PréWf p* 87 à 91 .
(r) îhid^ •p. 9-8 et suiv,
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siste à substitueraux variables u, c, ... d 'une fonction donnée/^/, c,. . . ')
a u t a n t de fonct ions données
( *9 ) ll(^,r,...), Y(^,y,.. .), ...

d'autres var iables .r, y, . . . , ce qu i engendre évidemment une nouvelle
f o n c t i o n de ces dernières,

F(^j,...)=/[U(^,r, ...),V(.r,y, ...), . . .].

Rela t i vemen t à cette opéra t ion , les fonctions (19) sont dites simples,
/(//,(', ...) se nomme la fonction composante, et F(.r,j, ...) la fonc-
t ion composée.

Cela posé, si les fo/ictions simples (19) sont toutes oloiropes dans un
espace E^^_; si Ici composante fÇu, c, ...) jouit (le Ici même propriété
dans un espace K^ ̂ _ ; si enfin les valeurs (les/onctions simples en chac/ne
point du premier sont les coordonnées imaginaires de quelque point du
second, la/onction composée F(.r,;y, ...) est certainement olotrope dans
le premier espace.

En outre, le déve loppement de la f o n c t i o n composée à part i r du
poin t i n i t i a l (^•o,^, ...), a rb i t r a i r emen t choisi dans E^^..., peut s'ob-
tenir en combinant le développement de la composante, effectué à
par t i r des valeurs correspoîuLïntes ?/o, ^o, ... des fonctions simples,
avec ceux de

U (.2", .y, . - . ) — u^ V (...r, y, ... ) — t'o. • • • »

effec tués à par t i r de,,z*o,jo, ... : il suffit de remplacer respectivement
_par les derniers développements les différences

//: -— UQ, t11 —,^o,

(lui figurent dan-s -chaque terme du premier, d'appliquer à chaque
résultat la règle de mul t ip l ica t ion des séries, de former, sans omis-
sion ni répétition, une série procédant su ivant les termes élémen-
taires des séries partielles ainsi obtenues et d'opérer finalement la
réduction des termes semblables en x — x^, y —jo» * - • •

28 ( i ) , Désignon's par
(9.0) j\{x,y, ...), /^j, . . . ) , . . . , f y ( x , y , . . . ) ,

( 1 ) yoweau Précis, p. 109 ot no.
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(les fondions toutes olotropes dans un même espace, et supposons que, pour
chaque point particulier (.z*,,y<,, ...) de l'espace en question, on puisse
assigner : ^ un système d'olométres à.,, 5,, ... commun en ce point à
foules les Jonctions de la suite (20), mais variable (F un point à l ' a u t r e ;
2° //// groupe de quantités positives

0,.<0,., Oy<:0y, . . . .

et une série con^ergcfUe à termes positifs

M , 4 . , M , 4 ~ . . . + M ^ 4 " . . . ,

mriables encore d'un point à F autre, et tels que tes développe/ne//f s par
% la formule de Tavfor des quanti lés

fi (.^)4"^J'o4^, ...),
. /2(^o4-/?, jy4-^, ...),

• • • » • * » » • » » » • • » » . . » < »

.^(^•o•4w/^yo4•-^, ...),

conservent des modules respecfwe/nent inférieurs à M,, M.., ..., M,,
pour toutes valeurs de h, k, ... de modules respecUwnent infériem-s ou
é^auxà 5^ .̂, ....

Cela étant, la somme de la série

/i(^y, . ..) 4"^(^»y, . -) 4-.. .4^(.r,,r, ,. .) 4 - . . , ,

absolument convergente dans toute l'étendue de l'espace donné, y est en
outre une fonction ototrope de ̂  y, ..., et (es olométres de cette dernière
en (x^y^, ...) sont au moins éffaux à à'., ^,, ,..,

Cette soo-nno/^ï.y,...) se (niïeî-entie'd^illodrs terme à terme,
œim-nc s'il s'agissait (l^ine série entière ou d'un simple polynôme.
^Enfîn, pour obtenir le développement, a partir des valeurs particu-

lières ^,y,,..., soit de la fonction /(a^y, ...), soit de quehpfune
de ses dérivées, il snfÏit de considérer fa série ayant pour termes les
développements correspondants soit des fonctions (20), soit de leurs
dérivées semblables, de la transformer en mie autre (absolument con-
vergenle) procédant suivant les termes élémentaires des séries par-
tielles, et d'opérer dans la série résultante la réduction des termes
s e m b 1 a b 1 e s e n x — oc^, y — y^, ..,, .

(A suivre^)


