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SUR LES

DISSOLUTIONS DTN SEL MAGNÉTIQUE,
PAR P. D U H E M .

Il ne paraît pas que les propriétés d'une dissolution formée par un
sel sensible à l'action de l'aimant aient été jusqu'ici l'objet d'aucune
étude théorique. La Thermodynamique, cependant, fournit une dé-
monstration très simple de quelques-unes de ces propriétés; certaines
des conclusions auxquelles elle parvient paraissent susceptibles d'une
vérification expérimentale. C'est à l'exposé de ces conséquences de la
Thermodynamique que sera consacré ce Mémoire.

§ I. — Potentiel thermodynamique d'un système aimanté
renfermant une dissolution.

Le potentiel thermodynamique interne d'un système aimanté peut
se mettre sous la forme suivante :

^= E (Y ~ T2) -4- ?J +J\n^) d^

Dans cette formule,
E est l'équivalent mécanique de la chaleur;
T est la température absolue ;
Y est l'énergie interne que posséderait le système si on le ramenait à

l'état neutre magnétique ;
S est l'entropie qu'il posséderait dans les mêmes conditions ;
.7 est le potentiel magnétique ;
X- est l'intensité d'aimantation en un point de l'élément dv\
rf(x/) est une fonction dont la forme dépend de la nature de la sub-

stance qui compose l'élément dv;
Ann. de UÈc. Normale. 3e Série. Tome VU. -— SEPTEMBRE 1890. ^J



290 ^ P. DUHEM.

le signe / enfin indique une intégration qui s'étend à tous les élé-
ments de volume du système*

Ce potentiel thermodynamique interne ne fîg'ure jamais, dans aucune
question;» que par sa variation; il en résulte que l'on peut, sans incon-
vénient, y supprimer tous les termes qui. sont assujettis à demeurer
constants.

Supposons le système formé d 'aimants permanents r et d'un corps
parfaitement doux a; soitA^ un élément de volume des aimants per-
manents; soit A^ u n élément de volume du corps parfaitement doux;
l 'aimantation a pour composantes .À).,, ip^, 84 en un point du. premier
élément, et ciLa» '^2» ^2 eîl u0 point du second; soient fî)i la fonction
potentielle magnétique des aimants permanents et t% la fonct ion po-
tentielle de l'aimantation distribuée sur le corps parfa i tement doux.
Nous aurons

Mais tes aimants permanents ayant une forme et une aimanta ('.ion inva-
riables, la quantité

ï /Y, àVi . àVi ^ ()V)A ,- { JU l, ̂  i(i, 1. 4» © ' ^
^J \ ^"i <ri à z t } i

demeure absolument invariable, ce qui permet d'écrire

w C( r, àV^ ., <}0i _ à VA ,y = i ji,̂  — + ̂  — "+- 3^ — ) dv^J \ àx^ ày^ ÔSï) "àxy, ' ày^ 2 ÔSï
ï C( r. àvï r. àv^ ^ àV^ ,
- f nÂo-â ——— •+• 111)2 -——— -+- QÎ ——— CIV^
^J \ à^ï àfï àz^} ^

en négligeant, comme nous l'avons dit , les termes constants.
Nous admettroas que les aimants permanents sont formés par une

substance de constitution invariable, tandis que le corps parfaitement
doux'aura une constitution1 variable; ce d'eroier sera Ibrmé par1 une
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dissolution dont la concentration pourra être différente d'un point à
l'autre au même instant et d'un instant à l'autre au même point. Cette
dissolution sera incompressible, de telle façon que la densité en chaque
point dépende uniquement de la co'ncentration au même point. En dé-
signant par s cette concentration, on pourra écrire

E(Y-TI)==J'€^)^,

<I>(,v) étant une certaine fonction de s dont il n'est pas utile pour le
moment de préciser davantage la nature.

.L'aimantation des aimants permanents étant invariable, on peut
réduire

fS{S}t)c/v

à la quantité
f^(3rL,s)d^

De ces diverses considérations il, résulte que, le potentiel therrnodyna-
mique interne d'un système formé par des aimants permanents et une
dissolut ion magnétique peut s'écrire „ •

^ /Y. à"0i „ < î ^ à'0î\ ,^ = / cJLa —— 4- ̂ 2 —— 4- 3â —— d^J \ àx.. ày^ à^ )

^ î [Y ^ r}02 ... .1» àvî ^, ̂  ^A rf-4- - i cX î -T— -4- u^ -.— "+- Sa —.— at-'a
9j \ -<}^ u ày^ à^)

4- /'[$(A1) + ̂ (^it1, s)} d^.

§ II. — Aimantation d'nne dissolution magnétique,

Imaginons que les composantes cJi^, ^3, Ça de l'aimantation aux
divers points de la dissolution éprouvent des variations arbitraires
0^2, â'ijl^ §©2. Le potentiel thermodynamique interne, défini par l'é-
galité (i), subira une variation donnée par l'égalité

^ HP^^^) , à^^s) ^1 ^
0^ == f j —————————.———————————— 4- ——————.-Ty:——————— -^——— O^Z

J (L ax^i- at}'L> "^J
r^(^i 4-02) . à ^(OITL/, s) ^~]

^L——ày,——+ ^)ru m] ô^
p(t),4-^) à^^s) ©,1

^.L—^——^ ^11. ôiLJ ̂ 2 a'2'
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Cette variation doit, pour l'équilibre, être égale à zéro, quelles que
soient les quantités SrjLa, S'iiba, §©2- On doit donc avoir, en tout point
de la dissolution,

(3)

^^-F(^,)^^,

^=-F(^,.)^-t^;
v/2

- - mn ^ ^i+Pa)Og :rr — K \ iJlt', .S ^ ————.———— ;

égalités dans lesquelles on a posé
ÎL

(3) F^ÎL^)^- fj^ix^)
<^1L

La fonction F(JiL» s) est la fonction magnétisante. Un cas approximatif
intéressant est celui où elle se transforme en un coefficient d'ainnan-
tation indépendant de l ' intensité d'aimantation.

Ce coefficient dépend de la concentration de la dissolution. I l peut
arriver que le dissolvant, pris à l'état de pureté, soit tellement peu
sensible à l'action de l 'aimant qu'on puisse, sans erreur notable, le
regarder comme non magnétique; c'est ce qui arrivera, par exemple,
pour l'eau, si l'on compare son aimantat ion à celle d'un composé fer-
rugineux en dissolution. Dans ce cas, du moins pour les faibles concen-
trations, on peut regarder ce coefficient comme proportionnel à la
concentration. Les équations (2) deviennent alors

/

ftdai ̂  =-. -

o
°2 —

^(ï),+
Ws

/)(Y),+

àyt
(?(T),-t-

ï" ^

V\}

V\)

V\)

K étant un coefficient qui dépend de la nature du sel dissous et de la
température.

Ce coefficient est, en général, assez petit; il en est alors de même
de ^2, ^2, ©a et partant de t)a; de sorte que, si l'on néglige les termes
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de l'ordre de K2 devant les termes de l'ordre de K, les équations pré-
cédentes prennent la forme approchée

CAOt» I^Z. —— KL.S -\~—— î

à^î

(5) ^=-}isà^'

e,^_KA.
(JZ^

D'une manière générale, on a
y» OÏL' ^rr,

(6) ^,.)=^ F(3n^)^-

Dans le cas particulier où l'on a

F(3U,.î)=K.ç,

cette relation devient
^ n 2

(7 ) ^^ÏKT

§ III. -- Conditions d'équilibre d'une dissolution magnétique;
conditions hydrostatiques.

Une dissolution magnétique 2 est soumise à Faction d'aimants per-
manents i. Aux divers éléments rfco de la surface déformablequi limite
cette dissolution sont appliquées des pressions normales Prfo^. Aux
divers éléments de volume dv de cette dissolution sont appliquées des
forces extérieures. Les composantes de la force appliquée à l'élé-
ment rf(\ sont

()V
^——^^^

r3V
Y=-p(^^

/ ^ày /7
/ =:——p(5)-T——^â?

<7â2

p(^) étant la densité en un point de l'élément dç>^ et V une fonction
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uni forme f inie et cont inue de ^2, y^ s^ fonction dont la forme ne
dépend pas de la figure du fluide.

Ces dernières forces extérieures admettent un potentiel qui est
donné par l'expression

(<S) W=/p(.î)V^,

les sommations s'étendant au. volume ent ier du fluide.
Cherchons à quelles conditions la dissolution considérée pourra dé-

ni e u. re r i m rn o 1) i 1 e.
Pour que F équilibre soit assuré, il faut et il su/fit que, dans toute défor-

mation virtuelle imposée au fluide, la variation éprouvée par le potentiel
thermodynamique interne du fluide soit égale ou supérieure au travail ef-
fectué par les forces extérieures.

• Si Pon désigne parole potentiel thermodynamique interne du fluide,
par rfe^ le travail des forces extérieures, cette condition s'exprimera
ainsi

(î-7 ̂  d^,:

OU

(9) ^—^<îâ°-

Dans le cas particulier ou la déformation virtuelle imposée au f lu ide
est remersable, c'est-à-dire où. l'on obtient une 'nouvel le déformation
virtuelle en changeant tous les signes des déplacements que les divers
points éprouvent dans la première, le signe d'inégalité doit évidem-
ment disparaître de la condition précédente, qui devient

(i.ô) o^—^.r^o.

Le travail, externe d^ est la somme du travail d^ effectué par les
pressions que supporte la surface du fluide et du travail, d^ des forces
appliquées à ses divers éléments de volume

(n) . rf^=^+^;.

Nous avons d'ailleurs

( i3) / , ^== Çp[^cos(N^^) - h P C û s ( N ^ y ) 4-wcos(N^)]<afcj,
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u, ç, w étant les composantes du déplacement d'un point de l'élé-
ment r/oj; N/; étant la normale à cet élément vers l ' intérieur du fluide,
et l'intégrale s'étendant à la surface déformable qui limite le fluide.

Le travail d^ est égal à la variation changée de signe de la quan-
tité W. Si Ss est la variation que subit, la concentration au poin t
(.x^, raî ^ 2 ) ? ^i ^5 ^ ^ sont les composantes du déplacement d u point
matériel, qui avait pour coordonnées initiales x^, y^, z^; si nous re-
marquons enfin que

àw •^ , / au ôv àw "\ ,
Ô CÙ\i = -ï—— + ^—— + —— U^^\à^ ày^ à z î }

nous aurons

(i3)

-/v .̂..,,

-f^-'àV âV[ s } { — u -+- — ^
. ôx a Y

àVu ' \ j
T.^)^-w \ ci^.^

d^/\r f \ f ait OUau àw \
^^)- V p , s - ) - r — - + - . ~1 \ àx^ àfî

r . r d p ( s ) ( à^ as as \ ,„_ 1 V t_ [ — a + — r + — w d\\.
J ds \àx ày àz /

Les égalités (n), (12), (î3) nous fournissent l'expression coinpiëte
de rf^.

Calculons maintenant la •variation S^ subie par le potentiel thermo-
dynamique interne de la dissolution*

D'après l'égalité (i), on peut écrire

( i 4 ) ' • ^==AH-B"-+-C,

les trois quantités A, B, G ayant les significations suivantes :

A= à \C^{s)dv^

B= S /';7(M.,,<?)rfpâ>
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Calculons successivement les trois quantités A, B, C.

i° Calcul de A. — Le calcul de A est facile; le volume de l'élément:
dv>^ augmente de

au àv d(p— -4- ——
^2 0^,

"k » i '-'tv t7 r ^ " \ io ch^ = -.— -{- — -4- — \clv^
\(teâ ây^ à^j

En même temps, la concentration en un point de cet élément augmente
de 0.9. On a donc

(ï6)

i A [ [ d ^ (s) ^ / au. àv àw\ ,1 A == 1 —,—- o,9 4- ^{fi) —— .4- -Y— -h — dv.
] J L €ù' / \à^^ ày^ à^J | "

l ,_ r^*(^)/'^ ^ as \.8 ^ tf ——1..^ a ̂  ç ̂  çy ^
\ J ds \àx à y as ) "

2° Calcul de B. — Supposons que, dans la déformation du fluide,
chaque élément entraîne avec lui son aimantat ion sans que celle-ci
change de grandeur ni de direction; JIL demeurera invariable, et l'on
aura simplement

07)
( B^ r^^Ss^ ,(M,.) ( à u ^ ^ ^ ̂ M^,
1 J L as ' \àx^ ày^ ^a/J

•y) ^ ^ / w \ ( au àc âw\'] ,——L o.ç 4^ ^(^)1L s) -,— 4- —- •4- —— )\ ̂ 2
^ V^a ày^ à^)\ î

^,s} ( a s <h as \ ,———L ^ ̂ . (, 4, .. ,̂ ,̂
^ \<^r rfj r^ ) ^

rà^^s) ( a s , (h ^ \ ,^ a —————— //, ̂ . (, 4, (y ^ç,
J as \{).T ày dz ) ^

3° Calcul de G. — La quantité dont C est la variation dépend uni-
quement de la forme du fluide et de l 'aimantation de chaque élément
de volume. Donc, pour calculer C, on peut calculer la variation subie
par la quantité en question dans une série quelconque de modifications
amenant les éléments dont il s'agit du même état initial au même état
final que la modification considérée.

Soient

^ ÇA?" I) 1e volume occupé par le fluide avant et après la modification ;
V, le volume qui était rempli par du fluide avant la modification et ne

l'est pas après ;
¥3 le volume qui n'était pas rempli par le fluide avant la modification

et l'est après.

Il est aisé de voir que, e'n négligeant les infiniment petits d^ordre
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supérieur, la modification considérée pourra être regardée comme ré-
sultant des modifications suivantes :

Fig- I-

1° En tout point du volume (\> == V -+-V^ on donne à c^a, -lila, $2 des
variations

„,, fà^ï <U>2 Moa \
<U;n> =: — ——— U -+- -y—— ̂  4" —.—— W ,

\6b?2 ^ya ^2 /

. /à\^> ()\^^ ()\^ \
OUI,., = .- ——- ^ -4- ——— (•- + -T- W ,

\ à^ï ày^ ^2

/(?S. ^3^ <)32 \
( —— a + —— (•' -+- —— w ).
V^â ^2 ^2 /

/()3, à3^ à^î
^^(——a^——^——^.

2° On supprime ce qui se trouve à l ' intérieur du volume V,.
3° On remplit le volume ¥2 par une masse de fluide aimanté dont

l 'aimantation en chaque point aitsensiblement même grandeur et même
direction qu'aux points du volume Y infiniment voisins de celui-là.

On a alors
( 1 8 ) . C =(74- (74- (7,

(7, (7, C7 étant les quantités analogues à G relatives à ces trois modifi-
cations partielles.

Si le volume et la forme du fluide demeurent invariables et si, en
même temps, ̂  ^2» 3a subissent des variations quelconques U^, S^,
03^, on sait que la quantité

/(•^ -«•.̂ •^—/(•"••ê +*^ ̂ •ê)"-
Ann.. de l ' É c , Norm. 3e Série. Tome VU. — OCTOBRE 1890. 3S
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^p(t),+f),) ^(ï^+f),) ^(^+ç),) 1
j ^ ———^——— oJ^ + ———^——— oit1., + ———^———- Oo,J ̂

On a donc

c' — „. r r^ î̂ '̂  ^axaâ » < ) ̂ )1 ̂ t)2 ̂  ̂  <) ( t) 14- ̂  ) <^n
J L '̂2 '̂2 ^J'2 '̂2 ^2 ^'âj

[6? (t)i 4- Os ) <̂ .)U f) (r\ -4- Dâ ) ^l(^â ^ (^i -4- '^a ) ^^al
1 àx^ 0/2 <)yï ày^ ^ra^2

1 -+•

^•^2

r^^01 IL̂  ̂  r}{Y)1 ̂ t)^<M2 ^(r)I '^ïl)^ ^321 j / .
L '̂'̂  ^^2 • ày^ àz^ ôz^ ûz^ J \ ' ~'

ou bien

/ r'••'—!

/

+

à
àj.1^

à

' ày,

à
ÔZ 2

[-,.„
-h l^î

1 f'I,4- ^^

•"" r)(t)i-i-"o,) .,, <)(•€),+-0.2)

^'2 ^r^
r ^(X^+O,) <}(r)i-r-T),)

4 — — ;—" » +Uha ——--. -."•.-••- -
1 ^•'^a <V2

'1 , (}(r),.4-i%) , ,, <)(r)i+^)^^ ,,.....,„,...„-„.„,„„,„.........,....„„. ^ ,̂ ^^) „...,,,„.....„...„„„.„„„.„„„„.
àx^ ôf^

<^(t),,+t),) <}^t)i+t)2)

c/.z's <7.x'2 <:/ya
^^t^+t.),) ^.^^ ^(^4^) ^

<).z;2 ^y-â f ^ <)y|

^(t),+f)2) , ., ^(t)i+tV) .——^————- 4-'u^ —^,——,—,...—. -(-
ôx^ ()z:i ay^ ôz^

()(.V^-ï-V^'
^^—J^--^

^ ,)(r),+r),)-
4-<,.3— —-......-,-.

(/^y

,̂ <)(ï'),-l-•(•),)"
+ <^î ——————-

«3.j

„ rf2(-0|-)-ï),)- ^

<J..("2 ^-32

^ ^(t),-)-W,)-|
^ ^ - ^J ,

^ ^'(T^+ï),)

^ ^j""" (

Si l'on désigne par dw^ l'un des éléments do la surface œ qu i con-
t inent au volume V^ on verra facilement que

lr^ Cl h ̂ i^'^). ,, <^ (^ i+^ ) , ^ ^)i+^ni tj ==— ̂  cilï ̂ --—...-.^—..-.-— 4- '^i,g -.--..-.-,. ,„.....„..„...„.....-„-..,„ «4- ^ ...„.„.„..„„.,...„..„.,...-..„._.....,,.„.,.
(9,o) ^ L r).x'2 <)/2 ^^2 J

( x [ /,/ cos ( N^ x ) -i- (; cos ( N^ y ) 4- ̂  cos ( N/, ^ )] dh^.

De mêrne, si dw^ désigne un élément de la surface co contigu au vo-
lume' ^2» un aura

(^)
6»(Y)i4-t)ï) , „ <-:)(T->,-i-rV)s[- ^(0,-+-T)2)-,/ ^ '.,. i i ^ a y „ itJliii •-•.••.•111•--~--",•-••-11••-"••1"11—.•. - -4- Kîïi, *-.-.-._,--.„.-.-.-,.—— -,- .̂̂  „„.„..„..„„„„.„„...„-.....„,.

Wâ • <^2 O-Sa j

x[u cos<N/y ^) 4-^ <-'cos(N^ y) 4"" w'cosCN/, -s)]r/o)^
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Les égalités (2) donnent

^(t^4.t),) à(V,-^^ ^(t),+t%) 31Viv'v'i.) ——„——"-— —j— iirit) ——————— —(— '«s t̂i ——-—————• ^~ —— ——»»-—- ,
à^ " dja à^ F(<)1L,A-)

l , ̂ î̂ 2) ..,_ ip ^(^i-t-t^ ^ ^(Di-ht)^ F(J1L,^ () F ^-r—^?,LF(^,^J 'fc^ ^72 (̂ •a (^â

^ f)2 ( "irt̂  i- i|i ^(^ ' -t"!.) ,. -> ^'(^i+^a) _ _ F (3 ,̂ •s-') j)_ F l̂'L 1 2

'^ "~QXÏ ày-, ~ "s àvi • ^ cl^às, ~~ 2 ày^ \ï(3\^s}\ '

<P(Oi-+.t),) ^(Oi+^î),/-, <)••!(t)l4-U2)_ F (311.,.?) d r 31L ^
"lî ^^ ' l " 2 ~ày,à3, 1 ^ ' j ï j——- -——2——^ IjC^d '

,)2('Oi-L-t),) ^(Oi+Di) <)••!(t)l4-U2)_ F (311.,.?) d r 31L ~}^

Moyennant ces relations, les égalités (18), (19), (ao) et (21) donnent

SI-'^^-E^Ff,^,,)1

_ f ^r ^^j ^LF(^,
<; --= ̂  „,—-—-[« cos(Ni, -r) 4- c cos(N,,j) + n'cos(N;, s)] du

<•) | oïL2 1 à r DtL2 i ) ,-^r -i^i'—t. Ar—i^ii--
Jx^ |,F^1L;7)J t-' ̂  ^y, LF(I)lL7ïjJ (' 4" ̂  [F^)iT,7)

à

^ -4, -^ ^^^—— (, _^. ^——— çy ^
ày-ï L l̂  ( f) lL» •^J ^^â L ̂  (t)lL^ -^J )

i rg./..r x ^ r t)1L " â à r ;)1L' i2 f) r 01l/ "r2.J ^f)luy•ï} ;̂L^ .̂ ̂ ^LFF^J '^^LFwryJ(r(P ? 6/('.i

ou bien, par des intégrations par parties,

G = ^ ̂  -»— [^. ces (N,, x ) -h (..- ces (No y) + w CÔS(N» z)] du

L r—iîE2—/'^. _ J^ ^^/y,
aj F^^rL,^} ^^ l~ 6^-2 +' ̂ a/ pi2

^1 iïr7^12 [w?^^ ̂ ^^ ̂ ^J^.aj Li^i^^j L ^> ^j ^ J "
Nous allons ma in tenan t écrire que, dans toute modification da fluide

compat ible avec son incompressibi l i té et où chaque élément se déplace
en gardant une aimantation invariable de grandeur et de direction, on
a, conformément aux égalités ou inégalités (9) et (14).

( - î3 ) ' A4-B4-GS^ 4-^*

Nous appliquerons successivement cette condition (23) à diverses
espèces de modifications.

Imaginons, en premier lieu, que l'on ait tracé à l'intérieur du liquide
une surface canal inf iniment déliée et fermée sur elle-même. Soit û la
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section droite de cette surface canal. Par des sections droites équidi"
stantes et infiniment rapprochées, divisons cette surface canal en tron-
çons de même volume. Soit dl la longueur d'un de ces tronçons et
^== Meilleur volume commun. Chacun de ces tronçons gardant une
concentration invariable et une aimantat ion invariable de grandeur et
de direction, faisons-le progresser d'une même longueur §1 parallèle-
ment à une directrice de la surface canal : nous aurons, pour ce tronçon,

clx., ^,
.=^-0/,

dy^
dl SL

dt 51.

Laissons immobi le le reste du liquide.
Le travail des forces extérieures, donné par les égalités (.i,9/1) et.

( i3) , se réduit à
,,. o ., F , .fàV dx^ dV clYï àV cb,\ ,,d^c ==• — û ûl i p (,s-) —— —— •4- ——- -4,- "h —— — dl,

Jt \àx^ dl ày^ dl àz^ dl ) '

l ' intégration s 'étendant à la directrice de la surface canal, c'est-à-dire
a u n e ligne fermée quelconque tracée au sein du l iquide ,

La concentration de chaque élément de volume et, partant, son
volume, demeurant invariables, les égalités (16) et (17) donnent

A == o, B == o.

Enf in , l'égalité (22) devient

c ~ i a di ç r-^—i2 r̂ iî r!) ̂  ̂  ÔFs^^d^ ̂  à•¥ (^ ̂ d^ //
^"<2 " J,LF(^^J L, à^ ^ ày, -^^——^'—'-^^dL

La modification est d'ailleurs renversable; la condit ion (23) devient
donc

rnr sru ^àF^^ . . àv dx,j,ULm^J —j^^^)^ -^-^).
^__""[2^F(;)iL,,ç) +ap(.s>) Êll^[F(^l/,.)J ày, -r-^^^"^

r ^ 12 à F (M-, .y) . , à'v ) cis, \ ,,
4- LFFTTDJ --^^J+^^^j^j^=o.

Cette égalité doit avoir lieu, quelle que soit la forme delà courbe fer-
mée /tracée à l'intérieur du liquide à laquelle s'étend l'intégration.
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D'après la théorie des intégrales curvilignes, cette condition équivaut
h la proposition suivante :

1 1 existe une fonction II(.r,j, z) finie, continue et uniforme à Vintérieur
du fluide, telle que l'on ait, en tout point du fluide,

. ,, i f ^' ~Vô¥(^t,.s) ,_ i f ;X "I^FC^^.s1) ,
( 34 ) . LF(DÎL^J ——^I—— d^ ̂  i Lî lL^J ——^- ̂  4' P ̂  ̂  = ̂ IL

Ce premier résultat obtenu, considérons de nouveau une surface
canal infiniment déliée, mais aboutissant par ses deux extrémités M et
M/ a la surface déformable du fluide sur laquelle elle découpe deux
éléments a) et o^. Imposons au fluide que renferme ce canal un écou-
lement à/allant de M vers M\ écoulement soumis aux mêmes restric-
t ions que le précédent.

Pour l'élément co, la quantité

P[u cos(N^, x} -4- v cos(N^j) -+- wcos(N^ z)] clw

a la valeur
P G) rî/ cos ( Ql, N, ) == P Q dl.

Pour l'élément o/, cette même quantité a pour valeur

PW S I cos(ôl, N^) ==— P ' Q S I .

Par conséquent, d'après les égalités (12) et (i3), on a

,̂  ^, [^ r»/ F51 / x fàY clx. àV dr. à'V dsA -,1 ^ .,
(̂ ,+ ̂ = P — P'-- \ p(s) -,—— —— -4- ——• —— -+- T— -77 ^ ^ Û/.6 [ J^ i v / V^ ^ ^7â ^ ^2 ^/ J

Les égalités (ï6) et (17) donnent encore, comme dans le cas précé-
dent,

A=o, B==.o.

Enfin l'égalité (22) devient

- -.-. S JR'2 DIL^2

2 F (01^ s) 2F(.)IV,^)
^M'i r r OÏL Tr^^^^î) ̂  , dF(M^)^ ^ <)F( ÎL^) ̂ '1 i^

aJM Li^^J L '̂2 dl k ày, dl " àz, c i l ] } "

La modification vir tuel le imposée au fluide est encore une moditica-
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t ion renversable, en sorte que la condition (s3) devient
;)1L2 p 31va , p.

- T'' / L\l- / / \ ^^ ••2F(31L,,y) 2F(^lL, ' ,s /)
,»r1 / M fm' I^FC^.O ,, dv û?̂

^4 llj(3î ')J ~~^~+^{s'ôx, ~dî
(r air I^FtaiL,,?) ^V)rfr,
•(Li^^i -^—-^^^^i-i
.(f_^?^^)-,,p(,,)4Y ^^^,
(^ (^)lt,.S")J ^2 1 ^2 ^J

;)1L

ou bien, d'après l'égalité (a4)»
;)11L2 ÎL^2

(„) p + n - ~ . ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^
2F(<)lL,.y) "" al^^lL^^)

D'où cette nouvelle proposition :
La quantité

p - n — ^ —2F(5il^)
a la même valeur en tout point de la surface deformable du fluide, ce
qu'exprime l'égalité

w^W p ^ n ^ — . ^ — ^ = K .
2F(^lL,,s-)

Les conditions d 'équi l ibre (24) et (û6), que nous venons d 'obtenir ,
ont été déduites de l'étude de modifications renversables; considérons
maintenant 'une .modification non renversable définie de la manière
suivante :

Une surface canal, de section û, part d'un point M pris à l ' intérieur "
du fluide pour about i r à un poin t M< de sa surface deformable; cette
surface limite un canal infiniment délié; à, chaque élément ^== ^idl
de ce canal, on impose un écoulement Si de M vers M^, de manière
qu'une cavité, de volume î2 à/, vient se creuser autour du point M.

Dans ces conditions, les égalités (12) et (r3) donneront

^ ^ fn F / ^()v d^ ^v d^ (W d^\ ,,\ , ,,
,Mi

P I / - l \/ i (.€«-<./«> (./ T i,4/ y a
l.-{-/ p (^ (^^+___ ——1^.

hi

< .̂+ rf^,= — Pi.-{- \ p (s) -.— —— + —— -4^ + —— — ) cil iî dl,
L J^i '. \à^ï cil ày^ di àSî dl ) \

I\ étant la pression au point Mi de la surface deformable.
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Les égalités (16) et (17) donnent encore, comme dans le cas pré-
cédent,

A == o, B ==•• o.

Pour déduire C de l'égalité (22), on doit remarquer que la surface de
la cavité qui. s'est creusée dans l 'intérieur du fluide doit être regardée
c-omme faisant partie de sa surface défbrmable; soit TS un élément de
cette surface, et cherchons la valeur de l'intégrale

ie___[^cos(N,,,;r) 4- ^cos(N/- ,y)4- (PCOS(NO,S)]^ ,

étendue aux éléments de cette surface; N, représente la normale vers
l ' in tér ieur du liquide et par conséquent vers l 'extérieur de la cavité.

^ n 2

La cavité étant in f in iment petite, gr——, a sensiblement la m'ên'ici ,r ^ui^f S )

valeur en tous les points de sa surface. La quant i té précédente pool
donc s'écrire

1 ̂ 'iL... C [• u. ces (N/:, x) + F cos (N,, r) + w ces (N« z)} (hs.
2 y (t)t^, A*) kJ1

D'ailleurs,

- Q [ u, cos ( N/, ^} 4- P cos ( N,, y ) + w cos ( N,, z )] d^

représente l'accroissement du, volume enfermé dans la cavité; cette
cavité ayant pour volume initial o et pour volume final Û.ê/, on voit
que l'on a

1C—^ -r^cos(N,^)+^cos(N,,y)+^cos(N,,^)]^=^^^
'À kj/ K (^i^-', S) \ " î ' /

L'égalité (22) donne donc, dans le cas actuel,

( 51L!- ^ _^1_-
(,:=^^^^ 2 F (^1,^1)

. M, F ^ " 1 2 1 - ̂  F ( ̂ )it, s} dx^ à F ( ̂ lt, s] ciy, àV^ÏL^ d^} )
, i | ! I I ___—_____' _!_™ —— "————————— ———' —i— "————"î————— —7T 1 —'-' '' M '*v ' *sJ,, LPT '̂̂ J L ^'î dl ^ dl àsî d l j '



3o4 P. DUHEM.

La condition (a3) devient donc

31L2 OÏLf
Pt3F(3R.,A-) 2F(31Li,^i)

/'•"'(' ()V il- 31L. ^^FpIL^))^,
-l-J„ 1, ^^"^LFT^)-! —^——^

1 ^(^ . '[ ;)IL T^^) ̂
( • ' / ()j2 2 L F ( ̂ , S) J ()J.2 ^

. , àV i F 3ÎL ~\'tàV(9rL,s))ds.î\ „...+ ^àr^-.[fU^T)\ —b—j^J^'0-
ou bien, d'après l'égalité (24),

C7) ••.-."---———^i" ^âF(.)ri.i,^) '"•" âF(;)1L,.î)

L'égalité (26) permet de transformer cette inégalité en

^(28) K ^ n . ^F(OlL,^)

La constante K ^^ ^6'^^ être inférieure à la plus grande des valeurs
m^prises, à F intérieur de la masse fluide, par la quantité II — •--.—-——-.

Si, nous supposons le point M inf in iment voisin, (lu point M^, l ' iné-
galité (27) devient

( ^ 9 ) . ^ ! Pi^o

et nous fournit le théorème suivant :
Si la pression n'est pas nulle en un point de la surface déforrnable du

fluide, elle est positive^ c est-à-dire dirigée vers l'intérieur du fluide.

'L'inégalité (28) peut s'énoncer autrement. A. chaque point M inté-
rieur au fluide correspond, une quantité/? déterminée par l'égalité

^rc2
( 3o ) , p == K — II -+-

'2F(^,.<?)

Sans attacher à cette quantité aucun sens mécanique particulier, nous
l'appellerons pression au point M intérieur au fluide aimanté.
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L'inégalité (^28) fournit alors l'énoncé suivant :
La pression à F intérieur d'un fluide aimanté n est jamais une quantité

négative.

§ IV. — Conditions d'équilibre d'une dissolution magnétique (sui te) .
Variations de la concentration.

Les conditions d'équilibre obtenues jusqu'ici résultent de l'examen
de modifications virtuelles dans lesquelles la concentration de chaque
élément de volume de la dissolution a été maintenue invariable; ces
conditions s'imposent donc même à un liquide dont chaque élément
aurait une constitution invariable : ce sont à proprement parler les
conditions hydrostatiques de l'équilibre de la dissolution.

ÏÏous allons maintenant examiner une modification dans laquelle la
concentration des diverses parties du l iquide ne soit pas maintenue
invariable; l'étude de cette modification nous fournira de nouvelles
condi t ions d'équilibre.

Considérons une déformation renversable quelconque de la disso-
lution, déformation accompagnée de variations quelconques dans la
concentration des différentes parties. On doit avoir, d'après les éga-
lités (io) et ( i4)>

A -4- B -+- C — de, — dë'e == o.

Si l'on tient compte des égalités (12), (r3), (16), (17) et (22)
d'une part, et de la condition (a4) d'autre part, cette égalité devient

rr^^ + ̂ ( îif) ̂ v^t o^
J L ^s as as J
r r d ^ ( s ) à.1(^,s) -dp(^fàs as as \.4- 1 — v — + r-^—— + Y —-— \ (—u^- -Y-v-i- — w d^

J L ds as ds J \ôx à y àz j
rr . - r)rt2 ~| f au à^ àw\ ,

^J[<ï>(.) (̂M/,.) +Vp(.)-^^^^J(^H-^

— ^sP[^ cos(N,,^) 4-^ cos(N,,j) •+"^cos(N,,^)]^)

+ iC , ^ ^ [ ^ c o s ( N ^ ^ ) 4 - ^ ^ wcos(N,^)]^
3 »̂»«/ 1; v f"1 ^ » 0 ) rfân àïi <?n \ ,_^. i [ — u .4- -— (-'.+ — w dv^ == ô,

J \ôx ày àz )
Â/in, de ,1'Éc. Normale. 3" Série. Tôïiie VII.— OCTÛBHE 1890. 39
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Une intégration par parties, jointe à cette remarque que

rX2

P -4-. TT11
 '"r"

 AA
 — ——.2V(3}^s)

a la même valeur K en tout point de la surface défbrmable du f lu ide ,
permet d'écrire cette égalité sous la forme suivante :

~d^(s) <};fpll,.<0 ^p(.<0'| /, as as as \,ff^Èli) + ̂ .Iti!!!.!̂  + v d9w
,/ |̂  ds as ds

v / 4» ——L—__ -i- y —^— 5s -+- -r- ^ 4- — ^ 4- -v- ̂  d\\ds as ds \ \ ' àx ày as
, . v / , ^ ./l / au à^ àws]

/TA / \ ^/(v», \ xr / \ '̂2 TT l / ' ^ ^ ^t; ^( ï? \ /- f <î>(^) +Jl(,t)lL•, .ï) --hVp(.s") — ——,———- — II —— 4- —— 4- .— ^A1

. / L ' ? / • ^ 2H;)iL,.y) J^^a ^ ^yL-, .ï) --h V p (.s") — —-—:——- — II —— 4- —— 4- .—1 ^ / 2l^)lL,.y) \\ô^, ày., as,,

— K ̂  [// cos(N/:, ,r) 4- (; cos(N/,j ') "4- (r cos(No s)] ck} := o.

Mais, d'autre part,

^ [a cos(N/, ^ ) 4- ^cos (N^y) + w cos(N^, ^)]A»
/"Y^// d(> àw\ ,:̂ :«- 1 —^ «^ .4. _. (̂,,

J \à^ ày^ ôzj "

L'égalité précédente devient donc

/Trf<:I>(.s') à ^ ( ^ s ) . ^ d p { s } ~ } ( as / as as \ .
i .^.^— ».̂  ————— .̂  y —4— ô.s' + -r--" (t. 4" -,— (1 4- v-1-'(p "^-»

J |, ds as ds | \ àx^ ày^ àz^ ) -

-/'h"+ J<•"l•• •"+ v^ - ̂  - "+ K] (ê+ ̂ + ë) *•= °-
1/élément dv^, dont un po in t à pour coordonnées .x^, y^, ^3, au

début de la modificat ion, renferme, au début de cette modi f ica t ion ,
une masse de dissolvant

^=7^p(^)^.

L'élément qui renferme la môme masse d[j, de dissolvant a, à la fin
de la modification, un volume (^2 4- âA^); le poin t de cet élément,
qui. avait pour coordonnées ^Vâ»1^» a ma in tenan t pour coordonnées
^4-^, ya4-^ 524-^. La concentration de la d i s so lu t ion que1 ren-
ferme cet élément a augmenté de

as as aso.î 4- ,*.— u -+" -— v -h -— w.
/ ! ^ ! ! ! (/.^î a/g 03^
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La masse de dissolvant que renferme cet élément étant demeurée
invariable, on doit avoir

d F p(.<0"] /, as as as \ , p(^/^ (^ à^\ ,( 3-j; ) - .£— ^ ̂  .̂ — ^ _^ y ̂ . ^ ^ç, -{-- J_L — + + ^^ o,
â^U+^Jv àx^ àfî à^i I . i+s\à^ à}^ àsî ) -

ce qui donne à la relation (33) la forme

( r \ d ( l ) ( s ) . à ^ ( ^ s ) ^dp(^i i . —_— _^«, ——._—— ^, y ——
(33) J ( ds <)s ds

1 -âlog^[^(.)4-^^,,)+Vp(.)-^^-n+K]|A,^=o,

en désignant, pour abréger, par A^ la quanti té

„ as as asos + ——'u •+- — v + Y" w.
ôx^ ày^. às^

L'égalité (32) entraîne cette conséquence, à laquelle la modifica-
tion considérée doit nécessairement satisfaire, que la masse du dis-
solvant doit demeurer invariable. 11 doit en être de même de la masse
du sel dissous, ou, en. d'autres termes, de la masse totale de la. disso-
lution.

Celle-ci a pour valeur
j '?(.<?) dv^

On doit donc avoir

r d p ( f î ) [\ as as as 1 , C i ^ f à u àv àw\ .1 ' v / os + -,— u + — ^4- — w d{\ + / p (s)( -.— +• "— 4- — dv. == o
j ds L à^ ày^ ô^ J J 1 V ' V ^ 2 ày^ à^)

ou bien, en vertu de l'égalité (3^),

w ' j]^-^'^}^"'—
L'égalité (33) doit avoir lieu, non pas quelles que soient les quan-

tités A.y, mais pour tous les systèmes de valeurs de A^ qui vérifient
l'égalité (34). Dès lors, d'après un principe connu du calcul des va-
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riations, il doit exister une constante "X, telle que l'on ait

^(^ ^ à^(^s) ^ ^ d p ( s )
ds as ds

r d^(s) ^ ^(011^) ^ ^ d p ( s )
J ds as ds

-âl^m[^^+^^•î)+VP^-îF^h-^+K] ^sdv'^

,rr^-(.4-.)^lA.^=o.
J \ ds ds i -4~ .s1 ]

quelles que soient les quantités A,?.
En d'autres termes, il existe une constante X, telle que l'on ait, en

tout point de la dissolution,

d^(^) à^^s) ^p(^)^_+——^——^^^.^^^

-^log^ [^) 4-,l(^.)^(v-^)p(.)-^^~^+

Désignons par v(s) le volume spécifique de la dissolution de con-
centrat ion s. Nous aurons

^=^
dp(s) _ __ dv(^

ds ~~ [c(,î)P ds '

d , p (.?) a? - \ / \-i
-^^T^-^^K1^^^^'

et l'égalité précédente s'écrira

l^|(l+5)[<Ï)(,S')+^,.S-).M,î)(

( 35 ) < '
( -^^[(^^^^[K-n-^^ +v-^o.

Cette égalité peut encore se transformer.
Désignons par/?, comme dans l'égalité (3o), la quant i té

01V ^
K•?II+^<Tx:7)•?

posons, en outre,
y(.y,^)=[a>(<ç)+/?]i'(.ç).
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La quantité cp(^,p) ainsi déterminée sera le potentiel thermodyna-
mique de l'unité de masse d'une dissolution homogène, de concentra-
tion .?, soumise à la pression uniforme et constante p.

L'égalité (35) pourra alors s'écrire

(^[(ï+^y(^^)]+^[(^^^(^^)^^)]
(36) ' ^2 d , . , , „ „ ,

( -FCl)!^^^^^^^^--^0-

Pour faire disparaître la constante À, prenons la différentielle totale
des deux membres de cette équation. Nous aurons

^ ̂  [(^ + ̂  ? (W)] ds -h ̂ ^ [(r + s) 9 (.s1, p)~\ dp
(37) .) -X2 ^

+^|!;.[(ï+^^(^^^^]-^ p^i^^^K^^^^] +^V==o

Une propriété connue du potentiel thermodynamique donne

_^{s,p)=v{s}.

D'ailleurs, on déduit de l'égalité (3o)

i , OÏL2

dp == — dîl + - d —————,-
/ 2 t(ù}L,S)

ou bien, en tenant compte de l'égalité (24)»

.^_^^^,^-,[,^^]WX,^

- .v^^—1--,^-,^.^""^"t^^,^) F(3^,5)

De là, on déduit

^[(.+.)y^^)3^=-^â[('+^»'^<)fv

. < ) ( / , . , -J. ^î ^
âl^^^^^T^-^)^]
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si Fon observe que, d'après l'égalité (2),

.M. _ ̂ (̂ .iLl.̂̂ ^^ „„ ^^_ ,

et que, par conséquent,

à ̂ ^'^i^)]^-^ ^.^(^M,)]^,

on voit que l'égalité (.37) se réduira à la forme suivante :

^ l-(i + ̂  ?(•». P)\ds - (i +.s-)] ̂  logv(s)dV

.)a ;)n2 ,,/2
(•'^). + ̂  [(' + ̂ ) ̂ (••̂  ̂  <'(^)] ̂  - v(a\U^) d^('+ s) v(s) ds

. , , F à9 3\V , à2 ;'>IU - . • • ]+(,4-,).(.,)]^ ̂ ^^+^^^ ̂ ^ ĵ̂ ,.

Telle est l'égalité (bndanientale qui lie les trois var ia t ions ds, A)ÏL',
d ' y correspondant à un môme déplacement inf imroent pe t i t (^'r, d y , dz)
à l ' intérieur du l iqu ide .

§ V. -— Dissolution soustraite à l'action du magnétisme.

Voyons, en particulier, ce que devient cette relation dans le cas où
la dissolution est soustraite à l'action de tout a imant permanent; dans
ce cas, la dissolution se désaimante; on a

JIL=o, S^ÎL', s)=^û,

et l'égalité précédente devient

(89) <êc(î "h ') ̂ •s ̂  ds ̂  ( ï ̂ s^ Ï[(^^^ dvf

Dans un travail précédent ( '), nous avons appliqué la théorie du

( 1 ) P. DITHEM, De l'influencfs de Ut pe^wteur sur les dissolutions {Journal de P/iynque
pure et appliquée^ 2e série, t. VU; 1888).
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potentiel thermodynamique à l'étude de l'influence que la pesanteur
exerce sur la concentration des dissolutions salines; cette question
avait, auparavant, fait l 'objet des travaux de MM. Gouy et Chaperon (r).
Les lois de la concentration des dissolutions par la pesanteur sont com-
prises dans une égalité fondamentale (2) qui n'est qu 'une forme par-
ticulière de l'égalité ('39).

La méthode suivie dans notre Mémoire, De l'influence de la pesanteur
sur les dissolutions, permet de discuter l'égalité (39). Cette méthode
montre, en effet, que l'on a, en toutes circonstances,

^V.l-+•'s)Q(^p}]>tm>'

Si la densité de la dissolution croît avec la concentration, on a

— logc( ,<?)<o ;

A ,

^10g( ' ( ,<?)<0;

si, au contraire, la densité de la dissolution décroît lorsque la concen-
tration croît, on a

^log(^)>o,

On arrive donc aux conclusions suivantes :
Si la densité de la dissolution croît avec la concentrat ion, on a

dŝ<o;

si, au contraire, la densité de la d issolut ion décroît lorsque la concen-
tration croît, on a

ds
^>o,

( 1 ) Gouy et G. CHAPERON, L'équilibre o.wotiquG et la concentration def: dl.vsoluuo/iy
par la pesanteur (Compte.1! rendue de l'Académie de}} Sciences, t. CV, p. 1 1 7 ; 1887) . —
Sur la concentration des dissolutions par la pesanteur (Annales de Chimie et de Phy-
sique. 6e série, t. XÏ.Ï, p. 384; 1887). — Sur l'équilibre o.miofu/uc {Annales de Chimie et
de Physique, 6e série, t. XIII, p. 1-20; i888).

( 2 ) De V influence de la pesanteur sur les dissolutions^ équation (3s).



3 ï2 P. DUHEM.

Ces inégalités peuvent s'énoncer de la manière suivante :

Dans le cas où la densité d'une dissolution croît avec la concentration
de cette dissolution, la concentration décroît d'un point à Vautre, de la
dissolution si la fonction potentielle des forces extérieures qui agissent
sur la dissolution croit lorsqu'on passe du premier point au suivant. L'in-
verse a lieu dans le cas où la densité de la dissolution décroît lorsque la
concentration croît.

On retrouve ainsi, sous une forme générale, les résultats dont
MM. Gouy et Chaperon ont donné les premiers une démonstration
théorique.

§ VI. — Dissolution soumise à Faction d'aimants permanents.

Pour discuter les propriétés d'une dissolution soumise à l 'action
d'aimants permanents, il faut nécessairement particulariser la forme
des fonctions J(DlL,.y}, F('JÏL',^). Nous admettrons qu'il s'agit de la dis-
solution d'un sel. magnétique dans un l iquide non magnétique, et que
l'on a, comme aux égalités (4) et (7),

F(Jll,',,ç)=:K^,

^)=^-
Dans ces conditions, nous aurons les égalités suivantes

^+,)^X, ,)„(,)]

on2 i d2 „, , , .... a ci,. . ., a , . ,
=ÏK FS-J( I-^-^ ( '(> Î)J-,?^.1- I +•?) ( ;(S)J+,?3( I- )-• Î) ( '(A•) '

aî  rf2 , . ,, an-2 d*,, , , ..,F(̂  ̂ [(i +.') ̂ )] = ̂  ̂ 5 ̂  + ̂  <^)-1.
, / , d2 31V 2 ,-)1U , , , ,

(t+ s) v(s)^ F(3lF7T) = -K^-0-^ ̂

i ^ / ^ <?2 ^ 2;)ll-, , , ,
^^'^^j^iÎFp^^-K^^^^^^'
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et l 'égalité (38) deviendra, toute réduction faite,

^ [(i+.) o^p)] -4-^ 3(i+.)^M+^[(i+^).M]-^^[(i+.)r^):lj)^

^ rît
—(i+ .ç ) - , - l o g l ^ ( . ( ? ) ^ V — • 2 ( ^ 4 - ^ ) c(^) ,—^]L==o.

Dans cette égalité, nous connaissons le signe de la quant i té

- ( i+^^log^^)

qui sert de coefficient a rfV. Cette quanti té est positive si la densité de
la dissolut ion croît avec la concentrat ion, et négative dans le cas con-
traire.

La quantité
on-

-a(i4-.<?) ̂ ^j^

q u i sert de coefficient à ûbru, est essentiellement négative.
Le coefficient de ds renferme un terme, le terme en —, dont le

tv S

siû'ne est plus difficile à préciser d'une manière entièrement géné-
rale; toutefois /pour les concentrations très faibles, ce'terme peut être
réduit à ,x2

3(i +5)^) ̂

et est alors essentiellement positif . 11 en est évidemment de même tant
que la concentrat ion ne surpasse pas une certaine l imi te au-dessous
de laquel le nous la supposerons toujours comprise. Dans ces condi-
t ions, le coefficient de ds est assurément positif.

Si donc nous écrivons ds sous la forme suivante

^-â^^^

nous voyons que -A- est essentiellement positif, tandis que ̂  est né-
gatif si la densité de la dissolution croît avec la concentration, etpo-

Ann.deVic. Normale. 3e Série. Tome VII . - OCTOBRE 1890. ^0
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sit if si la densité de la dissolution décroît lorsque la concentration
croît.

Supposons la dissolution soustraite à l'action des forces extérieures;
dans ce cas, nous pourrions énoncer la proposition suivante :

Lorsquon soumet à l'action d'1 aimants permanents une dissolution d'un
sel magnétique dans un dissolvant non magnétique, la concentration
varie d'un point à l'autre de la dissolution; elle est d'autant plus forte
en un point que l'aimantation est plus forte en ce point; les surfaces
d'égale aimantation sont identiques aux surfaces d'égale concentration.

Nous pouvons encore transformer l'égalité (^^Pune autre maniè re .
A la température absolue T, ou, nous supposons porté le système que

nous étudions, une dissolution de concentration s, soustraite à l 'action
d'aimants permanents , émet de la vapeur d'eau et cette vapeur est sa-
turée quand sa tension atteint une certaine valeur ÎTT. Nous pouvons
écrire

(i -h s) 9 (,s p}r^ ( M- .s') 9(.y, ̂ ) + ( î + ̂ F1'0!^^^^ dp.

Si. l'on observe que, conformément à une propriété déjà invoquée du,
potentiel thermodynamique, on a

-/^^^^^()p ' /

on voit que l'on peut écrire

(4l) ^ [(l + .ç) ̂  p)] ̂  ̂  [̂  + ̂  y(^ ̂ )] ̂  ̂  j^ ̂  ̂  V ( s ) ] ( p - ̂ ).

L'égalité (3o) donne
p ::= K — n; + ^112

ïlF'(";)IL7ï)<

Considérons dans le f luide un certain poin t o ou II a la valeur H^
s lavaleur s^ et^lL la valeur DIL(,. Pour un point quelconque M du f luide ,
on aura

..M
Ïl^îï^ clÏL

^Q
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Si le point o est à la surface libre du tluide, on a, d'après l'égalité (26),

^
II 0 == K —— f (> 4- T ^ T ^ - - ~ \2 i' ^'^o? "o )

Pô étant la pression extérieure au point o. L'égalité (24) donne d'ail-
leurs

<m=P(•s•)rfv+^[F(Ê^]2rfF(;)^L"î)•
i r 3iL ï2

<m=p^flV+^j^j^J

On a donc

- r> 9ïiî ^ ^ï - r" -r-V - l » -1- a j? (;)IL, ,̂  -r" 3 F (31L,,, A-»} .;„ c (<}

Les égalités (4i) et (.42) donnent

'•.")- - .-î  - .A -f^'- ̂ "[^'^F(aLI- ")-

^[(1-|-,S-)2-(.S',^)]

12 ^a r ."iiL8 sri.;;
^ ̂  [( • + •») ¥ (•»> ̂ l + ̂  [('-'- •9)1; (-^1 [p» - OT + F731L7Ï) ~ FF^o)

_^M^^-fM--)Il-Am1.
J, .-(.<)"' Jo F(^1t•A•) J

Reportons cette valeur dans l'égalité (4o), après avoir remplacé
FCaTî-, s) par K,î, et nous arriverons à l'égalité suivante :

^[(l+,)^(,S-,CT)]

+^j3(l+.).(.<)-,y^[(^+.^^^-^^[(l+•ç)<'(•î)]'1 ^^^•^^—ë-r^-f^^)'
- (I 4- S) d 10^P(.9) JV - 9.(l +^ ^(.S-) •^^ru =:0<

Soit J rintensité du champ créé par les aimants permanents. Au
degré d'approximation adopté en écrivant les équations (5), on a

^U=K^JS
^1L d^ = K2 ( ̂  i dS + J2 ̂  ds ).
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Moyennant ces égalités, l'égalité (43) devient
/ y
J ^ [ ( I + . Ç ) Ç ( . Ç ^ )

•^ 0+^< ;(^-^[(ï+^^(^)]-^^
^../ , ./^ . . ^ i ^ ,. ^M
r- (I + -st) ^?) - •s> ̂  [(I + ̂  ̂ )] - ̂ 2 .-. [(i + ̂ ) ^^)]

+^-j-(ï+.ç)^(.ç)]rp^CT^.K^^_^ J: ^v~K.f (^J^J-^-.P^>)11^
L J() ^' (̂  ) ,/ Q J /I) ' V' / ^ o

rf .
ch'— (i +.?) -y- Iog-p( ,9) c/V ~ 2(1 -+- s ) c(.s-)KJ^J =: o.

Faisons enfin s u b i r à cette égalité une dernière transformation.
A la température T, que nous considérons, sous la pression rs,

l ' un i t é de niasse de vapeur d'eau a un v o l u m e U(t^).
D'après des relations que nous avons démontrées autre part ( < ) ,

on a
^[(^) ?(^)] =- ^ flJ(zn)- .(.) +.(i+,)^1 ̂

L. " ^ | w><>

Cette relation t r ans fo rme l 'égalité (44) en la su ivan t e :

( . cl^ [' d ^ ( s Y \ dm
VW^^^^s(^s)^^eu [^^ ^^.^^.j^.

,K.J^(i+^^.)-^[(i+^^^:|~^^[(i+,),(,)]j

(fï ' r r^ r)\[ /••M 1 \^2 . r /^ .jv ^M
^,^[(^,.)P(,ç)]p^.^_Kj^_/ ^ ^ (.çj^4.p^,)

L ^ o t; vs<; ^o
^ [(^ ^) ̂ )] Pô - ̂  - lO^S - / ——— K / (.9j^ 4- J2^) ^

-̂ . ,y( i 4-. .ç) ̂  l og^ (^ ) d rV+ 2^(1 + s ) v ( s ) KJrfJ ::= o.

Aux températures ordinaires, le volu.me spécifique vÇs) de la disso-
lu t ion est très petit en comparaison du volume spécif ique U Ç ^ ) de la
vapeur saturée. On peut négliger le premier en présence du second.
On peut de môme négliger, en présence de U(îD-), les quant i tés

^ [(M^M.)], ^[(i +.)^):|,

^^[(^-^)^(^, ^)-.(^)^.

( 1 ) P. DulmM, Dff n/i/lue/ice de la pemntew mr les d^soUitIom1 | égalités f 3 8 )
e t(47)]• Journal de P/^ique,'^ sériel. VU; 1888.)
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On peut donc réduire approximativement l'égalité (45) à la forme
suivante :

(46) U(^)€hs -4- ^(i + s) drlog,1('y) ̂ V+ 2.9(1 -h s) ^(s) KJ ̂ J == o.

Les lois de Mariette et de Gay-Lussac peuvent être appliquées à la
vapeur d'eau au degré d'approximation dont nous nous contentons i c i ;
si donc nous désignons par ^ le poids moléculaire de l'eau, par R une
constante qui est la même pour tous les gaz, nous aurons

.,, , RT
U\CTr)== -,—5' ^m

et l 'égalité (46) deviendra

(^) RT d logCT as H- .S-O. -4- S) J100-^ cIV-^ 9^(1 -+- S) ^(S) KJ €l3 -=:. 0.

Toutes les quant i tés qui figurent dans cette égalité (47) ^^ d^
quanti tés mesurables.

Supposons que les seules forces extérieures auxquelles la dissolu-
tion est soumise soient les actions de la pesanteur ; nous aurons alors

V=^,.

en désignant par g- l ' i n t ens i t é de la pesanteur, et par z la cote du
point considéré au-dessus d'un plan horizontal arbitraire.

Étudions les variations de la concentration aux divers points d'un
plan horizontal tracé à l ' intérieur de la dissolut ion. Ces variations
seront données par l'égalité

RT d logCT ds 4- s{\ + .Q ^(.î) K^(J- 2 ) = o.
^ Cfus

Les points où la concentration a une même valeur formeront, sur le
plan hor izonta l en question, une ligne le long de laquelle l ' intensité
du champ aura aussi une valeur constante. Ainsi, sur un plan hori-
zontal, les [ignés d'égale concentration marquent F intersection de ce plan
par les surfaces isodynamiques du champ. La concentration croît avec
l'intensité du champ.

Si l'on place sur les pôles d'un aimant une cuve plate remplie d 'une
dissolution d'un sel magnét ique coloré, on pourra, par les variations
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de la teinte, se rendre compte des variat ions de la concentration. Les
lignes, d'égale teinte dessineront l ' intersection du fond de la cuve avec
les surfaces isodynamiques.

C'est à cet ordre de phénomènes que l'on doit rattacher quelques
observations de M. Colardeau (1). Ces phénomènes jouent certaine-
ment un rôle dans l 'explication des faits cur ieux observés par M. Ira
Remsen, faits qui ne paraissent pas devoir ^'expliquer uniquement
par les raisons que nous avons données dans notre Théorie de l'aiman-
tation par influence.

§ VII. — Quelques conséquences expérimentales.

La théorie précédente condui t à quelques conséquences qui. ont une
certaine importance au point de vue de la Physique expérimentale et
que nous nous proposons de mettre en évidence dans ce dernier para-
graphe. .

Imaginons un vase formé de deux branches verticales B,,, B^ Çfi^\ 2),
reliées l 'une à l'autre par un tube de communica t ion horizontal, C.

Fi0:, a.

La branche B^ est placée entre les deux pôles d'un électro-aimant
puissant, tandis que la branche Ba, fort éloignée de ces deux pôles, se
trouve dans une région ou le champ magnétique^ une intensité négli-
n'oçt h1 rigeahle.

( 1 ) E. CÔLARDÏSAÏJ , Journal de Pilyd^ue, ^ série, t. VÏ; 1.887.
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Le tube est rempli d'une dissolution formée par un sel magnétique;
cette dissolution est soumise à la pression atmosphérique. D'après ce
qui précède, elle sera plus concentrée dans la branche B, que dans
la branche B^. Le niveau ne sera pas forcément le même dans la
branche B< que dans la branche B^.

Soient
a, (3, le niveau du l iquide dans la branche B, ;
a^ le niveau du liquide dans la branche Ba;
Z, la distance du premier niveau à un plan horizontal arbitraire;
Z^ la distance du second niveau à ce même plan hor izontal ;
.y, la concentration au premier niveau ;
À'2 la concentration au second niveau ;
Jll^ l ' intensité de l 'aimantation en un point du premier n iveau ;
P la pression extérieure.

Supposons que la force extérieure appliquée aux éléments du l iquide
soit la pesanteur, dont l ' intensité est g.

Soient m^ un point du premier niveau, et m.^ un point du second;
relions ces deux points par un chemin m^m^ situé en entier au sein de
la dissolution.

L'égalité (26), appliquée au point m^ donne
••W 2p4-n\- -~—^—- ==K.

2i.^)lti,A-i}

La même égalité, appliquée au point m.^, donne

P+IL==K.
On a donc

„ „ 51L;2• iii — n,-"-- ———- =- o
' - 2F(;Xi,.Si)

OU

{/"i W 2^n~--—^-=:o.
a F G)lLî,.<?,)

D'autre part, l'égalité (24) donne

jii^ _^y+ ir_^ r^F(^i^).
^(.y) a U^^^U



320

On a donc
P. DUHEM.

c^^r^ï^^- nro =».
Une intégrat ion par parties transforme cette égali té en

r^-c^-^mï-
Dans le cas où, comme nous l'avons supposé, les seules forces agis-

santes sont, la pesanteur, uctte égalité devient

<"̂ <̂ ,..,..,4̂ ,,]-
Au degré d'approximation employé dans les formules précédentes,

on a
F(;)lL,,5) r=K.,î,

--J -̂. - ,.>
[:F(;)lL,,ç)]^-J•

L'égalité (49) devient alors

/»///! t fr /.W,

'3°) • ^.^L,^-
Cette égalité peut encore se transformer par une nouvel le approxi-

rnation. Soit
^ ̂  ̂ :̂̂

'-î

la concentration moyenne dans l 'appareil. Si les différences de concen-
tration sont faibles entre les deux branches, on pourra remplacer l'éga-
li té précédente par

^(Z.-Z,)^^^,
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Cette égalité nous montre que le liquide sera plus élevé dans la branche
B^ que dans la branche B^ ; la mesure de la dénivellation, jointe à la me-
sure du champ magnétique, conduit à une détermination approchée de la
constante K, semblable à celle que Quincke a employée pour déterminer le
coefficient d'aimantation des liquides homogènes.

L'égalité (4?) peut s'écrire

/ - . RT î d , , .s' d î „-.. K --„( Da ) • —- "———.—— — logCT ds — - — ——" cIV -+- —s dy •== o.2ip ( t - + - s ) v ( s ) ds ° a cis v { s ) a

Elle peut aussi s'écrire

/r^ RT ^ '' 1 - d cIV K ^( 53 ) — --—.-.——^—^ — logCT ds 4- —— + -,————— dr- =z o.^ / , d ^ ( s ) ds 0 ^(.s-) cl -•̂  ^(x+,)^^ ^ ^ ^^^^

Remplaçons rfV par g d z .
Comparons les égalités (5o) et(5^s); nous trouverons

,.,, RT r '1 î d , , r^r î s d î î ,(54) ^^ (x"^)^^^10^^-^^^ L^-^.^J^
Si la concentration diffère peu dans les deux branches, cette égalité

pourra s'écrire approximativement

(W RT T lorr^^--r J :s â? I 1 r 7 7 ^'̂̂  a^ (i+2)^(i) ̂ ^J -^^L^^) ~ ^ ^^lyj^1"'2^
relation simple et facile à vérifier par l'expérience entte la différence de
niveau qui existe entre les deux branches de V appareil et les tensions des
vapeurs émises par les dissolutions que renferment ces deux branches.

En comparant de même les égalités (5o) et (53), on trouve

(56) ^ I —————-^log^^ /^Tj^+.j^.=o.v / • 1 1 i ,(^,)^(tsl)^ fo . ^ / d^ 8
ds J ̂  L ds

_ w.f r^^i^-0-î dv^
J^ L ds J

Si la concentration diffère peu dans les deux branches^ cette éga"
Aim. de VÈc. Normale, 3° Série. Tome VII. — OCTOBRE 1890. 4 l
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lité (56) peut s'écrire approximativement

^ ï^'<o<^-^
égalité à laquelle on parviendrait d 'ail leurs en comparant les égalités
(5i)et(55). Cette égalité Ç^) fournit une relation, susceptible d'être
vérifiée par l'expérience^ entre l'intensité du champ et les tensions des va-
peurs émises par les dissolutions que renferment les deux branches.


