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RECHERCHES

SURFACES A COURBURE TOTALE CONSTANTE

CERTAINES SURFACES QUI 8'Y RATTACHENT,

Par M. C. GUICHARD,

CHARGE D'UN COURS A LA FACULTE DES SCIENCES DE CLERMONT=FERRAND.

e T D Y e

Les trois groupes suivants de surfaces : 1° les surfaces F & courbure
totale constante; 2° les nappes focales S,, S, d’'une congruence C,
telle que les développables de C touchent S, et S, suivant leurs lignes
de courbure; 3¢ les surfaces £ qui admettent un réseau conjugué
formé de lignes géodésiques, ont entre cux des relations tres étroites.

Etablir les relations qui existent, soit entre les surfaces d'un méme
groupe, soit entre surfaces de groupes différents ; profiter de ces rela-
tions pour déduire de surfaces connues d’autres surfaces : tel est le
but que je me propose dans ce travail.

Les surfaces a courbure totale constante sont étudiées depuis long-
temps. Je raméene leur détermination a I'intégration de I'équation

o .
(r) S = sing
et a la résolution d’une équation de Riceati, ce qui, au fond, ne dif-
fere pas de la méthode de M. Weingarten. Malheureusement, on n’a
pas pu jusqu'ici intégrer I'équation (1); Ia recherche des surfaces &
courbure constante est une des questions difficiles en Géométrie. On
a cherché alors des méthodes qui permettent de déduire d'une sur-
face F connue une infinité de surfaces analogues.
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234 C. GUICHARD.

Parmi ces méthodes, je citerai surtout celle de M. Bicklund, qui
comprend comme cas particulicr celle de MM. Bianchi et Ribeaucour.
M. Bicklund montre que, si, dans une congruence, la distance focale
est constante, si, de plus, les plans focaux font un angle constant, les
surfaces focales sont des surfaces & courbure constante. J'ai donné
une nouvelle expression analytique de la transformation de M. Bick-
lund, parce que certains résultats ainsi obtenus me sont utiles dans
la recherche de quelques surfaces S particulieres.

Les surfaces SetX n’ont pas encore été étudiées jusqu’ici. Je montre
qu’un couple S,, S, peut étre obtenu & I'aide de quadratures quand on
connait une surface F rapportée i ses lignes asymptotiques et une so-
lution de I'équation correspondante

2?p

du dy

(2)

= p Cos 9.

[équation (2) admet comme solutions particulieres g:i,' et :—jg, dans
ce cas, 'une des surfaces S,, S, est une sphere. La congruence formdée
par les tangentes communes i deux spheres est évidemment une con-
gruence C; il y correspond des solutions particulitres de I'équa-
tion (1), qu’on peut obtenir par des quadratures elliptiques.

Les cosinus o,, B, v, de la normale & F sont solutions de I'équa-
tion (2); ily correspond des congruences C, dont la surface centrale
est un plan.

Enfin Uéquation (2) admet une infinité de systemes distincts de
trois solutions %, v, € lices par la relation

J(&,n,8) = consl.,

J étant homogene et du second ordre. Les surfaces S correspondantes
sont telles que les lignes de courbure d’un systeme sont coupées sous
un angle constant par les rayons vecteurs issus d’un point fixe.

La détermination analytique des surfaces E est identique & celle des
surfaces S. Les coordonnées du plan tangent i X sont en effet «,, §,,
Y. et p, p étant une solution quelconque de (2).

ntre les surfaces S et £ il y a une relation géométrique simple.
L'une des nappes de la surface des centres de courbure de S est une
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surface . Inversement, les tangentes aux géodésiques conjuguées
de X sont normales 4 des surfaces S.

Il en résulte que, lorsqu’une congruence C est donnée, on peut en
général en déduire une infinité d’autres. La méthode de transforma-
tion pourra étre continuée tant que la surface X obtenue existera
réellement, ¢’est-a-dire tant qu’on ne tombera pas sur une surface S
qui est une sphere.

Au point de vue analytique, il y correspond une transformation de
I'équation (2); les seules solutions que cette transformation multiplie
par un facteur constant sont les solutions &, 7, C.

I. — Détermination des surfaces S.

Soient x, ¥, = les coordonnées d’un point M, d’une surface S,; ces
coordonnées sont exprimées en fonction de deux variables u et ¢; de
plus, nous supposons que les courbes de parametres u et ¢ sont les
lignes de courbures de la surface; enfin nous supposerons que la con-
gruence G est formée par les tangentes aux courbes ¢ = const. Par le¢
point M, nous ferons passer un triedre trirectangle; 'axe des X normal
a la surface a pour cosinus directeurs a, 3, v; I'axe des Y tangent a la
courbe v = const. a pour cosinus directeurs «,, 3,,v,; enfin 'axe des Z
tangent a la courbe u = const. a pour cosinus directeurs «,, 3,, v,. On
sait (voir le Cours de Géoméirie de M. Darboux) que I'on a les for-
mules

i QE — ()Z] . o p Q:Jf_) —
TV Ju T rAtpas o= —pa,
| i)i"‘——(:/ 021*—)9' ()a'l—rﬁ ), 0
Jo q1 %2, o = P1%2, Ju J1%— P 1%,
3 or __ My I _ 0,
(") Jv P ()[; - "Pis Ju Je 7y
dx Jdl
“ g JZZ"—/MC“ m.—/zpl,
h |22 _, L
dp % dgo P

auxquelles il faut joindre les formules analogues, obtenues en rem-
placant @ et les « par y et les B ou par z et les y.
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Cela posé, un point M,, pris sur ’axe des Y, a pour coordonnées

Zy== X, + Aoty

Ye=)1T 2By,

o = 51+ M13
d’ot1 'on tire

0xy .0 i 3
'—()—u—_.——DC’ [/I.-}—Z)—L;’J——l/a‘i—l])lm
dz, _ OA

W —-0{15; +a2(l+)=p1).

Si M, est le second foyer, on aura alors

l

P

Le point M, décrit alors une surface S,, sur laquelle les courbes de pa-
rametre u et ¢ forment un réseau conjugué. Ce réseau sera formé de
lignes de courbure si ces courbes sont orthogonales, ¢’est-a-dire sil'on a

ol
h - ;)7 =0

ou bien
gl L dpy

b= da * 7% ou

En tenant compte des équations C, on a la condition

o _
du

En remplacant ¢ par une fonction de ¢, on pourra supposer alors
pPi=1.
De plus, les équations (B) donnent

ré—'—.—l— i)--——‘o
oy Py =0

Un choix convenable de la variable « permet de supposer
ri*4prooa,

Nous poserons alors
r=sinog, P =— COS Q.
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Les équations (B) donnent ensuite

Jo
q1=— Jv
et
Po
dudvy ste.

Si enfin dans les équations (C) on suppose { = — 25, on trouve

do
h=——0a-L,
Ju
op cos
—I_ = cosw.
duw gy P T

Ainsi, pour la surface S, rapportée a ses lignes de courbures, nous
avons le tableau de formules

92 singa 0% in 0 02,
— TS I —8 oot — COS Doy — TGOS O
A) du g du ¢ L Ju T
!
: a do. _ do ” doy u doy, 09 S
T de TP de  de T o
Do .
(1) —T =8l
duw dy '
el
, dx, dp dx,
( — e — T — 2 00
(¢) da du "V Je péta
d*p
0 == COS 0.
() duds F J

Le point correspondant de la surface S, est donné par les formules

Ly T Xy A= 200y,
Ya=y1 + 2pBy,
Sy == 5y 2071

Sil'on désigne par o, ', ¥ les cosinus directeurs de la normale &
S.3 par o), B, v, les cosinus directeurs de la tangente aux courbes
w == const. ; par o,, B, v, ceux de la tangente aux courbes ¢ = const.,



238
on aura la série de formules

!/

o ==
oy =
oy =

, S du ~— Odu ¥ du
(A% ( de o, dot,
Lo T SmeEn d¢
( dy o 0ol
c ou P
4 {
(9 dey (23
du T 0dv

C. GUICHARD.

— % COSQ + a3 8inoY,

— %y,

o sin o —+ o, C0S9;

dor, do .
I e— — o -
Jdu du v

()7.’.; '
T = C0sea;
Jdv

On trouve facilement les rayons de courbure principaux des surfaces

S, etS,;ona

Pour la surface S,

Pour la surface S,

D’autre part, I'équation (1

do

) montre que ==,

Jdo

=~ sont des solutions

v

C e . . N 0 .
particulicres de I'équation (2). Sil’on prend p = == m(——"%y la surface S,

)

. . . Jdw .
sera une sphere de rayon 2m; si, au contraire, p = == nFTi’ la surface

S, sera une sphere de rayon 2n. Ce sont d’ailleurs les seules solutions

qui donnent des spheres.

I1 peut se faire que les deux surfaces S, et S, soient des sphires.
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Dans ce cas, o satisfait & 'équation (1) et & une équation de la forme

m (—C'-J- = Il—d—cp' .
av du
On peut alors déterminer ¢ par une quadrature elliptique.
Remarquons que la propriété des surfaces S ne dépend que de la
représentation sphérique de ces surfaces. On peut, par exemple, rem-
placer la surface S, par une surface parallele.

II. — Propriété caractéristique des équations (2).

Les formules (A) du paragraphe précédent montrent que «,, §,, v,
sont des solutions particulieres de I’équation (2). Réciproquement,
toute équation de la forme

0*0 .
((() ;)‘[;—(')—“)——1\1./,

qui admet trois solutions particulieres, £, 7, {, liées par la relation
(4) E+n’+=1
peut, par un choix convenable des variables u et ¢, faire partie du
groupe des équations (2). J’ai montré déja (') que, si I'on pose

A&+ da? + dP=cdu*+ 2 f dudy + g do®,
Z, 1, {sont trois solutions de I'équation

0%0 20 ~df
Vo2 97 __ rp
duodv C dat D v J9

de dg de  dg
oo Soe =TTl 0

£, n, Cvérifiant, par hypothese, ’équation (&), on doit avoir

C=—=o, D=o

ou .
de g
- I 0, - = 0.
Jv Jdu
(1) Voir Surfaces rapporiées a leurs lignes asymptotiques, etc. (dnneales de IEcole

Normale, 188¢).
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On peut, en choisissant convenablement les variables « et ¢, poser
e=m g ==1;

S satisfait alors & 'équation

S af If _

© I gdon T Ga g0 =0T
Si I'on fait f'== — cosz, la condition (¢) devient
f)w = 8inc
duge ~ T

III. — Recherches des surfaces 2.

Soient «,, 8,, v, les cosinus directeurs de la normale en un point
de X et
Lyt A= 161,)" s =

I'équation du plan tangent en ce point; nous supposerons que les
courbes de paramétre « et ¢ soient les géodésiques conjugudes de la
surface. On sait déja que «,, 3,, v, ¢t 7 sont quatre solutions particu-
litres d’une équation de Laplace.

De plus, on a, en désignant par z, y, z les coordonnées du point de
contact,
dr  , Jdy Jz
Oy e = (B il o e
\ Yoa TP T , ”
() ‘
/ " ES s Ay " Jds (
Dy — - g R et
T R I
' Jzy dx L Ay dyy 0=
—— e e s w—— 2 0,
‘ \ v du a0 du ' 0v Ju
(0) (
doy dx ‘ B, ov 4)/, 0z
[REgi- N B I S - e ¥ ]
du Jv du Jv du dy
Les équations (0) expriment que les courbes de parametre wet ¢ sont
. , . . . . . . dory B
conjuguées. La direction qui a pour paramétres directeurs 5 L, )J"
> o

Jy . s . . .
(-)-‘/,—‘ est perpendiculaire & la section normale qui contient la tangente
1

i la courbe v = const., ¢’est-a-dire au plan osculateur de cette courbe.
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On a donc
9o
de

d
(¢) ¢
( do, 0?

. du 02

o

p)
0B, O

+ &

du

()7[ ()25 _
LRI
0}11 0*s o
o ok

Des ¢quations (b) et (¢) on déduit évidemment

ox

*By dy

‘ R,

0%c, Ox

i

dudv Ju
0361 ay

() ( du Jv

L Dude dv -

dudv dv

Y 95
Judey du 2
()2"/1 03 .
Jdudv dv o

La comparaison des équations («) et (d) donne

2o, J*3, d%yy
dudy _ dude _ dudv
oy - (51 - 71 ?

%y By, v, vérifient une méme équation de la forme

0*0

—— —=R0.
ow dy k6

1o

D’apres le paragraphe précédent, cette équation est I'équation (2)
du § T; r est une solution de la méme équation; o, §,, v, sont les co-

sinus qui ont été introduits au § I.

Si rn’est pas linéairement indépendant de «,, §,, v,, la surface £
correspondante se réduit & un point. Ce sont d’ailleurs les seules solu-

tions de U'équation (2) qui ne donnent pas de surfaces X.
1

Quand r est connu, on peut avoir facilement les coordonnées ponc-
tuelles de la surface . Joignons, en effet, & I'équation du plan tangent

&ALy +yps=r

les deux équations obtenues en dérivant par rapport & « et ¢; on aura

or
Ga X+ Boy -+ Yas= 5

ax Py +y5 == Sing du _ sino J¢°

Ann. de U'Eec. Norm, 3¢ Série. Tome VII. — Aout 189o. 31
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e _© ar —+—co<:o()—r ar
T = Ju Jv +x1/—+—,420’

S <,), I\ a0
Y= T +cos<p()v>+,’31/ By

S oo — 4 (—)—-——i—cosmz—- T A i ()’.-
T sing \du o) TN ¢

En différentiant maintenant par rapport i « et ¢, on a

dx

du = ha,

dxe , .

5 = lo/ = l(— 2 cos¢ -+ 2, 8in9).

Ces formules mettent en évidence les propriétés déja données des sur-
faces X. D’abord, les courbes de paraméetre « ct ¢ forment un systeme
conjugué; car

Px f)_/i —h ()g)

dude O de
Fxe Py  d's
dude’ Juwde Jdude

da  da!

vées du premier ordre; enfin, 5=, -5 étant proportionnels & o, les

sont des fonctions linéaires ct homogines des déri-

normales principales aux courbes de paramétres u ¢t ¢ sont la normale
a la surface : ces courbes sont des géodésiques.

IV. — Relations entre les surfaces S et X.

Le lieu des centres de courbure de S, qui correspondent aux courbes de
paramétre ¢ est une surface X.

Ce lieu est enveloppe des plans menés par M, perpendiculairement
a la droite M, M, de la congruence C. Les coordonnées tangentielles de
ce plan sont a,, B, v, et r:

re= oy 2y By yise;
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d’'olt, en tenant compte des formules (A), (C) du§1,

or
v =y &y + oy + 7251,
ar p )
e coso(ay 2z + B y1+ 7151) = r coso.

(Vest la définition de X en coordonnées tangentielles. De méme :

Le licu des centres de courbure de S, qui correspondent aux courbes de
parameétre u est ausst une surface X, que nous désignerons par X, .

Sur la droite M, M, de la congruence C, prenons un point M, tel que
Pon ait
MM, _
MM,

k étantune constante ; menons par M un plan II perpendiculaire & M, M,.
Les coordonnées de ce plan sont

o, By 71 r--2/hp;

donc il enveloppe une surface X. En particulier, la surface moyenne
de la congruence est une surface X, que nous désignerons par X',

Inversement, les tangentes aux courbes ¢ = const. d’une surface X
sont normales a une surface S,; les tangentes aux courbes u = const.
sont normales a une surface S,.

En effet, les cosinus directeurs de la tangente aux courbes ¢ =const.,
par exemple, sont «, B, v. Les surfaces qui coupent orthogonalement
ces droites sont des surfaces S,.

Ces relations montrent que, une congruence G ou une surface S étant
données, on peut en déduire, en général, une infinité d’autres. En
effet, les tangentes aux courbes ¢ = const. de la surface X, sont nor-
males & une surface S|, en un point M/, ce qui détermine une nouvelle
congruence C,; on pourra opérer sur cette congruence comme sur C.
A la congruence C correspond une solution p de I'équation (2); & la

congruence C, une nouvelle solution ¢,; quand p est donné, p, est dé-
YR [y ():P ‘
fini & un terme pres de la forme k 5> car on peut remplacer S’ par

une surface parallele. Nous avons une transformation de I'équation (2)
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)
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en elle-méme, transformation qui s’effectue a I’aide de quadratures et
que nous désignerons par s; de sorte que

pr=5p.

On peut faire la transformation en sens inverse; les tangentes aux
courbes u = const. de ¥ sont normales en M, & une surface S}, & la-

quelle correspond une congruence C”. Si g, est la solution correspon-
do

dante, g, est déterminé a un terme prés de la forme £ 5<- Nous dési-

gnerons cette transformation par ¢ :
py=t(p.

Ces deux transformations sont évidemment inverses I'une de 'autre;
car, si 'on applique la seconde & S, on retombe sur la surface S, ou
une surface parallele, de sorte qu’on doit avoir

00
tsp = k=L
p=p+ du
et, de méme,
Jo
slp =@~ h=—=-
p=re de

V. — Expression analytique des transformations s et ¢.

Le point M, étant dans le plan mené par M, perpendiculairement &
M, M,, ses coordonnées x|, y,, =, sont données par les formules
Ly == wy—+ 280 - 2Ny,
Yi=ya+ 2B -+ 200,

’

5 =5, + 28y + 277y,

En différentiant, on trouve

9z, =2u Qg———winﬂ + 20 (Esing -+ 1 cosg) + 2 an :

du P\ gu T PR 2o iGSING =M COSY *#2\ 9w P(‘OSC'D)’
dz|, [0 do dp dn . Jdo

g T (()v o0 ) A Ge +2aloe Yoo )

Pour que le point M, décrive une surface S,, il faut annuler dans
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Je! . ox'
—* les coefficients de o et a,, et dans 5o ceux de a et ;5 on aalors
)
n — _P.
Jdo

!

3
(3) % op a0

dv ¢ dv

) N . ox' .. .
Le coefficient de — 2a, dansﬁ doit étre ¢,; celui de — 20, dans

! - Jdp
—=1 doit étre ==, de sorte que 'on a
Ju du
0o 0%
oy =— £ — ==
P o0 T ot
(4)
’ Iy £sing — i‘ecoso
D ST g v

\

La transformation s est définie par les formules (3) et (4). De
méme, la transformation ¢ serait définie par les formules

[ 95— % 9%,
(3) s u du Jdu
' ( ()E1 . .
gp — PSINGS
., do 0%
1 —_— r -‘_ —_— L
o VAT
4 '
U =—£ sino~d—Pcosc
L de T T du T

Ces formules analytiques mettent bien en évidence ce fait que les
transformations s et ¢ donnent les solutions nouvelles respectivement

: . do ;0 Y L :
i des termes pres de la forme £ 32 Ica—i%- Jai démontré ailleurs (1),

(1) Sur une classe particulicre d’équations aux derivées partielles a invariants égaue
(Annales de I’Ecole Normale, janvier 18go).
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par une voie purement analytique, que les transformations s et £ sont
inverses I'une de 'autre.

Nous allons chercher quel doit étre p pour que p, soit nul. Des deux
équations

_:99 9%
o] -ém‘ -+ g H
o-—%'sino+@c0'
= 7T e U089
on déduit
ﬁf sing — 2ecosm()—c'o =0
ov? ' de T e T
On trouve, en intégrant,
I __ ., Qo
—(5; M.I\Sll’l@_.-j\my
—A%2_
p == A Ju = B,

A et B étant des fonctions de w. Cette valeur de p donne

00 A dv
e =A"sino 4+ A coso == -
dudy ' T du

On doit donc avoir
A’sing =B cosg

et, par suite,

A= o, B2z o,
A est constant. On vérifie directement que, dans ce cas, g, peut étre
nul. La surface S, est une sphere. De méme g ne peut étre nul que si

()” ) .\
= /t';)—;; la surface S, est alors une sphere.

VI. — Propriétés diverses.

Nous allons donner d’abord la relation existant entre la solution r
de la surface X & la solution g qui donne la surface correspondante S,.
Nous savons que 'on a déja

o &y Byt s =
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In différentiant, par rapport a ¢, on trouve

ar
Sy 4 Bo ¥y 4+ Y23 == I

Posons alors
axr+By—+ys =p,
d’ol
or /
Ly == O oy P - aza—va

)r
y1:BP‘+51"+52'{(‘)—(,7

or
Sy =YKl pr

" Différentions. On a

\

dary Q_if i, or . or R
7)7”“(():1, rsmp) -+ oty <Z)71,+‘u'5m9+5?»(“05‘3')’
(-8 (3 wn e

.;)_;T 4 (\(); 3‘; v -+ Ay J0° -+ e ~= 7 ).

Si l'on identifie avec les formules du § I, on aura

du #
dp . Ir Jg
dv dv ov’
e ) -——?2‘.{._.1_.(;)9__*_,'
PR T ’
dp _Or . ar o
— 25, = g T HSinNe 4+ 0 cosy;
¢ et rsont donc liés par la relation
’Zp =sr—1rr.

La comparaison de X et S, donnerait aussi
2p,=—lr—+r,

qui peut se déduire de la précédente en y appliquant la transforma-

tion ¢.
1l est facile de déduire de 1a tous les cas ol la transformation s ou ¢
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reproduisent la méme fonction. Si I'on désigne par r cette fonction,
on voit que p est nul; @, y, = sont des constantes; r est de la forme

r=aou,+ bB,+cy,

et, réciproquement, dans ce cas, on a, en choisissant convenablement
la constante qui entre dans la quadrature,

Sr—=ir=—r.

Sil'on prend
p=ao -+ ])(31+ CY1s

la congruence C est telle que sa surface centrale (le lieu des milieux
de M, M,) est un plan. C’est d’ailleurs le seul cas ou la congruence C
jouitde cette propriété. Toutes les congruences qui se déduisent de C,
par notre méthode, seront identiques a G, si 'on choisit convenable-
ment les constantes d’intégration (ui les déterminent.
Nous avons déja montré (§IV) que le plan II, mené perpendiculaire-
ment & M, M, en un point M tel que 'on ait
MM
Mo,
k étant constant, enveloppe une surface £ correspondant i la solution
r=+ 2kp. A cette surface X on peut faire correspondre une surface S,.
Sip" est la solution qui donne S,, on aura

ap' =s(r—+okp)—r—akp
=2p-+ 2ksp —2kp.

Nous trouverons plus tard une infinité de solutions p vérifiant la re-

Jation
SP = m {).

-Sil’on prend une telle solution et si ’on fait

k—1
—=m,

k

¢ sera nul, le plan II passera par un point fixe.
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VII. — Les surfaces a courbure totale constante.

- Pai déja établi (') que, si une surface & courbure constante est rap-
portée a ses lignes asymptotiques, les cosinus directeurs de la nor-
male & la surface sont solutions d’une équation de la forme

0%

27 _Ro
dude Ro.

Il en résulte alors, d’apres le § II, que ces cosinus directeurs sont
les quantités a,, §,, v, qui ont été définies au § I. En désignant par
x, y, = les coordonnées d’un point de la surface, on aura facilement,
si la courbure de cette surface est — 1,

Ju

oy

=-—o = a cosg — u,sing,

Les lignes de courbure ont pour équation
U~ ¢ = const. et w — ¢ == const.
Enfin les rayons de courbure principaux sont donnés par I'équation
rtsing — 2r ¢0sg — sing == 0.
On a, pour le ds* de la surface,

ds? = du? - do* 4 2 du dv coso;

1

= est Pangle des deux lignes asymptotiques. Si ABCD est un quadrila-

tere formé de lignes asymptotiques, les cotés AB et CD correspondant

(1y Poir le Mémoire déja cité dans les Annales de L’ Ecole Normale.
Ann, de I’ Fe. Normale. 3° Sévie. Tome VII. — Aotr 18go. 02
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aux valeurs «, et u, de «, les cotés AC et BD aux valeurs ¢, et ¢, de ¢,

on aura
AB=CD =¢, — ¢,
AC=BD = u, — u,.

Les cotés opposés dans ce quadrilatere sont égaux.
Enfin I'aive du quadrilatere ABCD a pour expression

//smozlud( -—ff(—)—~0~durlc'::/\+l% +C+=D—ar.

VIII. — Transformation de M. Backlund.

Soient £ et 1 deux solutions quelconques du systeme

‘ /¢-. ==sinhrn,
(1)
on Lo
. / l;)—; sinlé,

let {étant des constantes. On déduit de (1)

/- 0% Jon sin d &
== COSAnSINte
de 9y 7
0%
Ji =—— == cosl&sinhm.
du Jy
St done on pose
(2) o= hn—LE, b=lon 4 LE,
on aura
0*o rFy
vvvvvv — ==sino, 1o == sin .

du Jv Qwdy

A la solution ¢ on peut faire correspondre une surface / de courbure
— 15 de méme, A la solution § on peut faire correspondre une sur-
face F ayant aussi une courbure — 1. Je vais montrer, de plus, que si
%, 7, [sont donnés, on peut déterminer F. Désignons par

oy
I/ .
%P1 7/t

Ic .
% P2 72

N
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les cosinus directeurs du triedre relatif i la surface f; par

rzbc]

a, b, ¢

a, b, ¢l

les quantités analogues pour la surface F.
Définissons un angle constant 0 par la formule

9 h
(ﬁOIOg; = 77
de sorte que 'on a aussi
(3) h(1 —cos0) ={(sin0 et fisinG = {(1+ cos ).

Je dis que 'on peut poser

S @y =0y oS0 — asinlésing -+ o, coslZsind,
(4 C by =Py cosl — BsinlEsing + B, coslEsing,
( ¢y ==7; 080 — ysinlEsing -y, cosl{Esind.

D’abord ces trois quantités sont les cosinus directeurs d’une droite;
il suftit donc de vérifier qu’ils satisfont & I’équation

A S
duwdv % cosy.

La vérification, un peu longue il est vrai, ne présente pas de diffi-
cultés : on différentie les formules (4) en tenant compte des équa-
tions (A)du §Tetdeséquations (1), (2), (3) de ce paragraphe; a,, b,, ¢,
étant connus, on en déduit facilement les six autres cosinus. Nous
donnerons seulement les valeurs de a et a,, les autres s’en déduisant
immédiatement; on trouve

a = o (cos* & — cosfsin?lé)
— oy sinfsinlé -+ ay(coslésinlé + cosfcoslEsinlé),
ay=—a(cosfcoslisinli+ coslisinif)

— oy $in0 cos L& + ay (cosh cos®LE — sin?l£).

Ces neuf cosinus vérifient les formules (A) du § 1, dans lesquelles o
serait remplacé par .
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Maintenant, nous pourrons déterminer par des quadratures une
fonction p satisfaisant aux deux équations

dp Lo
5 5517 w—pzcoslm,
’ ( % __ /—l(‘()sl"

dp . Pgeosts

Ces deux équations sont compatibles en vertu de (1). En différentiant
la premiere, on trouve

Pp L dp )1

-

—— . [¢
G de = 7 g Cosha+psinhnl-y

= p(coshn coslE ~+sinhnsinlf) = pcosz.
On voit de méme que I'on a ‘

I
()2'r— |
o
et — COS WL
dudv — p Y
La solution p est donc celle qui, dans la méthode de M. Moutard, .

transforme I'équation

-——-()2)\ 2 cosc
o OSSO
duw dv '
dans I’équation
02A
i de = X cosd.

Les solutions «,, 3,, v, de la premiere se transforment en «,, b,, ¢,.
Il résulte de cette remarque et d’un théoreme que nous avons établi
ailleurs ('), que les surfaces f et ¥ peuvent étre placées de telle sorte
quelles soient les focales d’une congruence a lignes asymptotiques
correspondantes. Voici comment on peut vérifier ce fait : z, y, = étant
les coordonnées d'un point m de f, déterminons un point M de coor-

(V) Sur les congruences telles que les lignes asymptotiques se correspondent sur les
dewr surfaces focales (Comptes rendus, janvier 1890 ).
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données X, Y, Z par les formules

X=x+ acosl{isind+ a,sinlisinb,
Y =y +3coslfsinl+ 3,sinl&sind,
7. =5 +ycoslisind + y,sinl¢sind.

On trouvera, en différentiant,

X .
—— ==acosy — a,sind,
du v g
oxX

g =@

ce qui prouve que le point M décrit une surface é¢gale & F. Comme,
d’ailleurs, on a

a1<X-—.L')—{——f)1(Y-—-)/) ‘1‘71(14—"5):'—:(),
al(x""‘”)"“bi(Y”—,)’) +01(Z—3):0,

la droite Mm est tangente aux surfaces / et F. Les lignes asympto-
tiques se correspondent évidemment sur ces deux surfaces, puisque ce
sont les courbes de parametres « et ¢. I en est de méme des lignes de
courbure. Dans cette congruence, 'angle des deux plans focaux est
¢gal & 0; la distance des foyers a sinf). Si 'on suppose A=/, § = go°,
la distance focale est égale & 15 on obtient la congruence qui intervient
dans la transformation de MM. Ribaucour et Bianchi.

IX. — Etude des équations (1) du § VIII.

La solution &, n des équations (1) du § VIII peuvent, d’une infinité
de manieres, étre choisies de telle sorte que ¢ soit une solution quel-
conque de I'équation

Si, en effet, on suppose ¢ donné et si, dans les équations (1), on
remplace 7 par
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on a, pour déterminer %, deux équations, qui sont compatibles chaque
fois que o vérifie I'équation

%o

Ju v

== sino.

En d’autres termes, il existe une infinité de congruences telles que
celles que nous avons considérées au paragraphe précédent, et dont
'une des surfaces focales est une surface quelconque & courbure con-
stante. L'une de ces congruences étant connue, toutes les autres peu-
vent étre déterminées i I'aide de quadratures. La congruence donnée,
ayant pour surfaces focales /et F, qui correspondent aux solutions %, 1
des équations (1); soient / et F, les focales d’une congruence inconnue
qui correspond aux solutions &, 7, des équations (1). ¢ étant la méme
pour les deux congruences, on doit avoir

oy~ L& = ha-—L¢.
Nous poserons alors
ny==n -~ {7,

£ == £ -+ A2,
A ¢étant une fonction inconnue qui doit vérifier les deux équations
h 5‘% (£ - A2) = sin(hn -+ ki),
l%(-n L2) == sin(LE—+ hiD),
ou, en tenant compte des équations (1),

h? g—?—; =sin(An + hlL) —sinkn,

e sin(lf 4+ hid) —siniE,

oy
ou bien
f? bd% ==-—sinhn (1 — coshid) + coshn sinhl 2,
. OA C .
2 3 = sinl£(1— coshld) + cosl& sinhld.
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Posons maintenant

hiA
r—cot—,
on aura alors
ar A [ .
Ja —_—— Zcosqur-l.— ann}m,
(6) !
9 e heosizr + Psinie
Jo = 7 -+ 75m c.

Pour intégrer le systeme (6), nous nous servirons de la solution g,
définie par les équations (5) du paragraphe précédent, et nous pose-

rons

I':Qlo.
On trouvera
a4 1l
PP :-{; /;smhn,
a0 1 h. P
DT’ = E 75]1’) [

Ces deux équations sont compatibles, car elles donnent toutes deux

00 .
—— = —sind.
du Jy p '
Si r, est une solution particuliere des équations (6), la solution gé-
nérale sera
r=ry+ap.
On vérifie facilement que 'on a aussi

d*r

Suds =1 C0s%;

on obtient ainsi une infinité de couples de surfaces f, F, /, F,, ...,
/> F,, ... Désignons par &,, , les solutions du systeme (1) qui corres-
pondent au couple /; F,; par g, la solution du systeme (5) dans lequel
on a remplacé &, n par §,, n,. Nous pourrons, en outre, poser

é_:n :E +/l}\/u
fin =N+ LD,
hix,

2

r, =cot
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r, est une solution du systeme (6); on peut donc écrire
rp=ri+ap,

a étant une constante. Nous aurions pu partir du couple /, F,: fermer
les équations (6"), obtenues en remplacant &, n dans (6) par .,
N, .... Le systeme (6”) admet la solution particuliere — r, qui forme
le passage de F, & F. Son intégrale générale sera

— ri+ bpy.

~ 3 . fih ). —— } - oo .
Ce systeme admet, en outre, la solution cot -~—»(~~-’;———‘—), qui fournit

le passage de F, & F,. Des trois relations

Nl
(:OL—I‘A =7y, cotl

i, ot 1L0a =)

=r+ap, @ s == — -+ by,
2

on déduit
abppy—=—1—ri.

On peut supposer ab = + 1; cela revient & changer les facteurs ar-
bitraires qui entrent dans p et g, et a écrire

ppr=—1—ri.
De méme, en choisissant convenablement le facteur arbitraire qui
entre dans g,, on pourra écrire
ppr=—1—ri=—1—r}—oarp—ap*=ppy—2ar,p — a*p?,
d’olr
Pn=p1— 2ar,— a*p.
Jette formule nous apprendrait, si nous ne le savions déja, que r, est
solution de I’équation

A
—— == A COS®.
(7) dudy cosg
Toutes les solutions analogues, r, g, s’expriment linéairement &
aide de trois d’entre elles : p, gy, 7, entre lesquelles existe la rela-
tion
r? 4 pp=—1.
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On pourra déduire de la trois solutions %, 7, I de (7), vérifiant la
relation

ce

+n*4+=1.

IV

Ce systeme %, 7,  est linéairement distinct de o, B,, v,; car on a

da} + d3} +- dy} = du*— 2 coso du dv + dy?

ot

9 >

. g 9 ) : 2 l;
A2~ dn® -+ dr = — el du*— 2 cosodude — 73 de?,
3 X

On voit que si, dans les formules qui donnent %, v, ¢, on remplace
il h . . ), .
wpar - u et ¢ par -9, £, 1, {seront encore solution de | équation (7),

dans laquelle, cependant, o aura changé de valeur. A cette nouvelle
fonction o correspond une nouvelle surface & courbure constante;
£, 1, Cremplaceront, pour la détermination de cette nouvelle surface,
les quantités e, B,, v,. Nous retombons ainsi sur la transformation de
M. Lie. ‘

Iéquation () possede la propriété d’admettre un nombre illimité
de systemes de trois solutions liées par la relation

F(E’ T, C) = consl.,
I’ étant homogtne et du second degré. Pour abréger, nous donnerons

le nom de solutions quadratiques a ces solutions particulieres.
Quand on transforme, suivant la méthode de M. Moutard, I’équation

ﬂ =2 C0S0

du Jv =
dans I’équation

LS =} cos

duop OO

les solutions quadratiques de la premiere équation deviennent des
solutions quadratiques de la seconde. Il suffit, pour la voir, de faire le
changement indiqué sur les variables « et ¢, et de remarquer que les
cosinus qui correspondent & la premiere surface deviennent, par la
transformation, les cosinus de la seconde.

Ann. de " e, Normale. 3° Série. Tome VII. — Aour 18go. 33
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On pourra de méme déduire du couple /,F, une infinité de couples
analogues dont fait partie la surface F,. L’opération n’exigera que des
(quadratures. Les surfaces F, renferment une constante arbitraire;
Popération qui vient d’étre indiquée introduira une nouvelle con-
stante arbitraire. On voit qu’on pourra former des surfaces a courbure
constante, renfermant autant de constantes arbitraires que I'on vou-
dra, par une suite de quadratures (*).

X. — Recherche des congruences ayant pour surfaces focales des sur-
faces a courbure constante et telles que les lignes asymptotiques se
correspondent sur les deux surfaces.

Soient /et I les deux nappes focales; on peut toujours supposer que
la courbe de F est — 15 celle de / sera désignée par — m?. Les cosi-
nus directeurs de la normale & / étant les quantités ey, B, v, déja
introduites; ceux de F étant désignés par a,, b,, ¢,, on pourra évidem-
ment poser

a,== oy €080 — z sina sinf - o,y cosx sinb,
(i) by= B, cosl — B sinzsinld -+, cosx sinf,

¢, == 7y ¢0s0 — v sinz sinf -y, cosx sinb,

0 et « ¢tant des fonctions inconnues de « et ¢.

Nous nous appuierons maintenant sur les résultats que j'ai donnés
dans une Note insérée dans les Comptes rendus (*). Les quantités &, 1,
qui figurent dans ce Mémoire doivent étre remplacées par yme,, ympB,,
\/77174, et les quantités &, =, {, par a,, b,, ¢,. On devra donc avoir

o da, Cdp e, dp
) i rangp= (=6 = m gt )
. . day dp __ doy, _ dp
(.5) P (')‘, ~+ ;)——(’ ,,,,, l72< Pm}- — ;_)b‘..] )

(" Sur celle suite de quadratures, consuller une Note de M. Darboux (dnnales de
I’Ecole Normale; 1890).

(2) Les congruences telles que les lignes asymplotiques se correspondent sur les deux
surfaces focales (janvier 18go).
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et les équations analogues obtenues en remplacant o, et a, par p, et
b, ou parvy, ete,, p étant une solution

, J%*p
(1) du dy

—=pCosQ.

Différentions les formules (1), en tenant compte des formules A du
S 1; on trouve

Jda . ., 0x . d9
/ L= o (-—~coshsino — coszsinf — — sinz cosf —
, du ; Jdu du )
) . d0 .
-+ oy —511'1052+sm0005(x+<9)
. . Odx 20
4 s | — cos0coso —sinz sinf =— -+ cosx cosf — |
' du Jdu
) ) ) ]
(9144 . g(x V] . C
----- !— g (—coszsinl Nz +9) sina cosf ~—
Jy oy dy
. 00 ,
oty [ = 8inf == — cosx sinf
v
. . d(x+o 24"
! oy [ cos0 — sinz sind Iz +¢) —+ CcOsx 0S8 — )
\ Jdv v,

Multiplions les trois ¢quations (2), d’abord par a, b,, ¢, et ajou-
tons; puis par e,, §,, v, et ajoutons; on aura

. dp -~
(()){: =m [p sinfcos(z + @) + cosOatJ,
09 . dp Jo
—sin0 22 4 sinf cos(z + ¢ 1050 28 = m £2.
p[ sm/ou - smO(os(.T—i-cg):] +cosOn =m v
~ AN . / . () .
En éliminant entre ces équations 0—2 et gsinf, on a

29
(1 — mcosbh) [cos(x +0)— ()7] =mcos(x + ¢) (m — cosb),

(1~ mcosh) 5)——5 == (1 —m?*)cos(x 4+ 9).
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Opérons de méme sur les trois équations (3); on aura

dp ' i 92
& —m (p cosz sinf — cos 0(7‘5)>

oy
.. Ad9 . * Jdo o
o —sinf <= —sinfcosar | -+ cosl o = — m 2L,
' Jy v Jde

0
(1 -+ m cos?) ((—)—— -+ (:Osx> = (m - cos0)m cosx,
-

)9 \
(r =+ mcos9) :7— =— (1 —m?®) cosua.
p

Nous avons donc les deux groupes suivants d’équations :

a0 )
S (1—m <:050);)—I7 = (1—~m?*)cos(x -+ ),
(6)
07 )
( (1 m (‘,OS/J)-()—-" = — (1~ m?) cosx
et
o msinf ,
— _AE e (COS (;1,- -+ ),
) p du 11— cosl '
s ( 1 dp msing
— e I e GOSN
L p de 1+ e cosi
Si 1 — m®=o0, 0 est constant; en continuant les caleuls, on retrou-

vera les congruences (que nous avons introduites dans la méthode de

M. Bicklund.
Si 1 —m* 2o, lacomparaison des systemes (6) et (7) donnera

I dp m sin’ 09
- —— — aenalt ]
@ du [ Jdu
1 dp 90,
-~ == DT e e SN )
g dy | ~— dJs

on en déduit
0 (108 _
de \ p ();l) -
p= (u)f1(9);

mais Uéquation (4) n’a pas de solutions de cette forme; I'hypothese
1 —m?Zo est impossible.
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Nous pouvons donc énoncer les résultats suivants :

St une congruence admet pour surfaces focales des surfaces a courbure
totale constante, st, de plus, les lignes asymptotiques se correspondent, on
a les propriétes :

19 La courbure des deux surfaces est la méme ;

20 L'angle des plans focaux a une valeur constante 9

30 La distance des foyers est égale a msin), la courbure commune des
deux surfaces étant — m?.

XI. — Sur quelques surfaces S particuliéres.

Remarquons d’abord que les coordonnées x, y, = du point central N
de la congruence C satisfont aux équations

d dp doy
— I — Oy = 0~
du Yo TP ou
dx dp doy
—I= oy — O
oy Yoe Te

avec les formules analogues pour y et z. Si maintenant on prend pour ¢
la solution particuliere qui a été introduite au § VIIT, on voit que P'on
aura

.1‘:‘0:7_1,' y=pb, s==pc
Les coordonnées des points M,, M, des surfaces S, et S, seront

'1'1::()(621"'0(1)7 _)/1:(4([/1—@1): 51:P(Ci—71)$
2y p(ay oy, Ya=p(b+By), Zz=p(e +71):

O étant I'origine, on voit que 1’on aura

: . b
OM, =p?(2 — 2 cosf), OM,=2psin =
=2 ’ 6
OM,| = p?*(2 +2co0s0), OM,=2p cos ~-

Le triangle O M, M, reste semblable & lui-méme; ses cotés sont entre
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.6 g .

eux comme les nombres sin 57 €S> I, Ce triangle est rectangle en O.
L’angle en M, est égal & ; — g; I'angle en M,, & g On voit que, sur
les surfaces S, et S,, les lignes de courbure d’un systeme sont coupées
sous un angle constant par les rayons vecteurs issus d’un point fixe.

La projection M de O sur M, M, partage cette droite dans un rapport
constant; le plan mené par M, perpendiculairement & M, M,, passe
par le point tixe O. On en conclut (§ VI) que la transformation s

multiplie p par un facteur constant. Voici comment on peut vérifier ce
fait : rappelons que 'on a

do  0J%*p
= _2F
L TR T
0 étant défini par les quadratures
] .

Jn =P sing,

99 __ dp 99

de 0o Iy

En tenant compte des formules du § VIII, on pourra prendre

h

0= lsinl'@p; »
on trouvera alors

- h?

Sp=— e

Toutes les fonctions qui jouissent de cette propriété s’expriment
linéairement & l'aide des quantités g, p,, 7, du § IX. Il suffit, pour le
voir, de faire le changement de variables indiqué dans ce paragraphe;

- pE oL ,
le maltiplicateur — —l'- devient I'unité. Or les fonctions p dont le mul-

tiplicateur est 1 s’expriment linéairement & I'aide de trois d’entre
elles (§ VI).
Formons maintenant les surfaces S|, S,, qui correspondent 2 la

S . \ . 1 - , . ’ ' ! !
fonction ¢ et & la solution -« En désignant par @, ¥, 5,5 ,, y1. 5, les
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coordonnées des points M, M, de ces surfaces qui correspondent a M,
et M,, on aura

2y = = (g — @), ri=

Bi=b)s S= e,

o=

I
e

’ I ’ , |
.'1-2:5(a1+a1), yo=—=(B1+ b)), :‘:Z(YI_I_l"!)'

O~

Les longueurs des rayons vecteurs seront

14
oM, =2sin2,  OM,=2 cos”
P2 ’

2 P 2

On voit que S| est la transformée par inversion de S, la puissance
. . ’ . 0 A ' U ’
d’inversion étant — 4 sin®=; de méme, S, est la transformée de S, par

. .0
la puissance 4 cos* =

Les coordonnées d’un point M de la surface centrale de la con-
gruence G étant
Pah {3/}1: (A9

sa polaire réciproque, par rapport & une sphere de rayon 1 ayant son
centre & P'origine, sera enveloppée par un plan dont les coordonnées
sont

I
ay, b, ¢y --

¢

s o . . 1
Cette enveloppe est une surface X correspondant aux fonctions ¢ et o

XII. — Sur d’autres surfaces S particuliéres.

Les surfaces que nous avons obtenues au § XI proviennent, au point
de vue analytique, d’une solution la plus générale de I'équation

J*o
(1) du Jy

=singy

et d'une solution particuliere de I’équation

Jd%p

9 — = 0 COS O,
() du Jv P '
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Mais on peut se placer & un autre point de vue pour obtenir des sur-
faces S et I particulieres. On prendra, pour obtenir de telles surfaces,
des solutions particulibres des équations (1) et (2). Nous avons déja
vu que, si la solution o de I'équation est une fonction de mu + no,
m et n étant constants; si, de plus, on prend pour solution de I'équa-
tion (2)
_ 9y
P=ow

le systeme des surfaces S,, S, est composé de deux spheres. La méthode
de transformation des surfaces S et I est arrétée dvs le début. On peut
alors chercher d’autres systemes de surfaces, tels que cette transfor-
mation soit arrétée apres la premitre, la denxieme, ..., la nim¢ opéra-
tion. Yespere pouvoir donner bientot des développements sur cetle
question.



