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MEMOIRE

SUR LE

MOUVEMENT VIBRATOIRE D’UNE» CORDE

FORMEE DE PLUSIEURS PARTIES DIVERSES DE NATURE,

Par M. J. BOURGET,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE CLERMONT-FERRAND.

INTRODUCTION.

J'ai démontré, dans un travail précédent (), que les figures nodales
des membranes circulaires vibrantes ne se produisent pas aux inter-
valles musicaux assignés par la théorie. Cette différence entre I’expé-
rience et le calcul ne tient pas a la forme des membranes; elle ne tient
pas non plus & la forme ni & la nature des cadres employés; nous "avons
démontré, M. Félix Bernard et moi, dans un Mémoire sur le mouve-
ment vibratoire des membranes carrées (**). En étudiant depuis cette
anomalie, j’ai reconnu qu'on peuten formuler les lois expérimentales
en supposant que les nombres théoriques de vibrations, correspon-
dants aux figures nodales diverses, éprouvent tous une diminution.

Comment expliquer cet abaissement des sons? On pourrait croire
qu'il tient 2 la mobilité des points d’attache de la membrane. La théo-
rie suppose les bords du cadre parfaitement immobiles; or, on démon-
tre par expérience que cette immobilité n’est pas absolue. Si I'on tient

(*) Mémoire sur le mouvement vibratoire des membranes circulaires, Annales scienti-
JSeques de I’Ecole Normale supérieure, t. I11; 1866.
(**) Mémoire sur le mouvement vibratoire des membranes carrées, Annales de Chimie et

de Physique, 3° série, t. LX.
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2 la main le cadre d’une membrane tendue au-dessus d’un tuyau
Qorgue de hauteur convenable, on le sent vibrer avec vivacité au mo-
ment de [a formation des figures nodales nettes. Les points d'attache
du cadre avee la membrane ne sont donc pas des neeuds parfaits; la
membrane n'est donc qu'approximativement dans les conditions exi-
gées par la théorie. Je me suis proposé de soumettre au calcul I'in-
fluence de la mobilité des points d’attache, afin de savoir si on peul
lui attribuer Panomalie en question; telle est 'origine premiere du
travail que je présente aujourd’hui i 'Académie.

Jai do d’abord résoudre un probleme analogue plus simple relatif
aux cordes vibrantes, car les mémes causes de perturbations doivent
produire sur elles des effets semblables. Supposons une corde formée
de trois parties de natures différentes, et cherchons les lois du mouve-
ment vibratoire de cet ensemble. Exprimons ensuite que les deux par-
ties extrémes sc¢ réduisent a des longueurs extrémement petites, la
corde du milieu sera physiquement toute la partie vibrante, et ses extré-
mités seront attachées & deux points mobiles. Tel est le type théorique
que j’al imaginé et qui me semble correspondre assez bien & une corde
vibrante dont les points d’attache ne sont pas parfaitement fixes.

En dehors du but spécial de mes recherches, la question des cordes
hétérogenes m’a paru intéressante en elle-méme, et je lui ai donné
tout le degré de généralité qu’elle comporte. Je traite donc ici du mou-
vement vibratoire d’une corde formée d’un nombre quelconque de par-
ties diverses de nature. ~

Poisson, et antérieurement Bernoulli et Euler, se sont occupés du
probleme relatif 2 une corde formée de deux parties (*). Jen donne
une solution plus simple et je rectifie I'expression des coefficients de
Iintégrale générale (Meémoire de Poisson, p. 462), au dénominateur
desquels s’est glissée une erreur, sans influence d’ailleurs sur les con-
séquences physiques. J’adopte avec Poisson I'hypothese qu’au point de
jonction de deux parties la tangente est la méme a toute époque du
mouvement pour les deux courbes qu’elles forment chacune. Je re-
garde comme inexacte la proposition suivante, énoncée par I'illustre
géometre a la page 473 de son Mémoire : Les nombres de vibrations des

(*) Journal de I’Ecole Polytechnique, t. XI.
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harmoniques de la corde totale étant en gencral incommensurables, il
arrivera que si la corde a été ébranlée au hasard, elle n’exccutera pas de
vibrations isochrones et ne fera entendre qulune sorte de bruit au lieu
d’un son régulier. Le calcul montre qu’un ¢hranlement produit au ha-
sard donne lieu & un nombre infini de mouvements simples, constituant
par leur superposition le mouvement général, que les harmoniques
soient ou ne soient pas commensurables. Théoriquement les vibrations
de la corde totale ne seront pas isochrones s'il y a incommensurabilité;
mais Poreille, qui ne percoit pas le mouvement général autrement que
par le timbre, qui le décompose instinctivement en mouvements sim-
ples, n'en distinguera pas moins dans ce cas les divers sons qui leur
correspondent, et aussi nettement que s’ils étaient commensurables.

Ajoutons qu’en réalité il n’y a pas, au point de vue physique, de
(uantités incommensurables; par conséquent les harmoniques irra-
tionnels que le calcul donne sont entre eux sensiblement comme des
nombres entiers. Donc le mouvement de la corde est toujours sensible-
ment périodique, quel que soit I'étatinitial, et’expérience montre méme
que les sons autres que le son fondamental s’éteignent rapidement, en
sorte que le mouvement de la corde partant d’un état initial quelconque
seréduit bientot au mouvement simple qui correspond au sonle plusbas,

Voici les lois les plus importantes que le caleul donne pourle cas de
deux parties:

1° Les harmoniques ou sons possibles de la corde totale ne forment pas
la serie v, 2, 3.... Les nombres de vibrations de ces harmoniques sont en
géneral incommensurables et racines d’une équation iranscendante.

2° St {'on connait les longueurs des deux parties et les sons fondamen-
taux de chacune, on peut trouver les divers sons de la corde totale au
moyen de la résolution d’une équation transcendante.

3° Lorsque les deux parties rendent isolément chacune le méme son, la
corde enticre est a I’ octave grave. Cette loi renferme, comme cas particu-
lier, l'une des lois connues des cordes homogeénes, savoir, qu’une corde est
a loctave grave de sa mouiie.

4° S’il existe des noeuds de vibration, s sont équidistants sur chacune
des cordes a partir des extrémutés fixes, mais la distance de dewx nouds
sur l'une n’est pas la méme que sur I’ auire.
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50 Sil'on suppose Uune des parties extrémement pelite, Lauire peut
étre regardée comme la corde vibrante, et ['on a ainst un type théorique
assimilable ¢ une corde vibrant entre deus extrémités dont 'une ne serau
pas parfaitement fixe. Dans cette hypothése on trouve pour les divers har-

monigues la série

[

N—z, 2N—z, 3N-—

39 e ey

N désignant le son fondamental de la corde quand les deux exirémuics
sont parfaitement fixes; s,, €s, .. .. €lant des quantités trés-pelites crois-
santes. On voil donc que les divers sons de la corde se trouvent un peu
abaissés par suite de la mobilité d’un point d’attache. On pousait facile-
ment le prévoir, car il semble que les choses dotent alors se passer comme
si la longueur de la corde était plus grande ; toutefois le calcul de mon Me-
moire était nécessaire pour la rigueur de la démonstration, parce qic'il faul
continuer la corde par un corps mobile d’une autre nature.

On passe facilement au cas de trois, quatre,... parties hétérogenes.
Mais I'équation transcendante qui donne les divers harmoniques ct les
nceuds devient de plus en plus compliquée et difficile a résoudre. On
peut cependant énoncer pour le cas de trois parties quelques lois sim-
ples, faciles a vérifier. ,

1° Comme précédemment, on peut calculer le son fondamental et les
harmoniques successifs irrationnels entre eux, quand on connait les lon-
guewrs el les sons fondamentaux de chacune des parties.

2° S’il y a des neceuds, ils sont équidistants sur chacune des cordes ; mais
la distance de deux naeuds sur U'une n’est pas la méme que sur I'autre.
Le calcul fait connalire la position des noeuds correspondant & un har-
monique donné.

3° Si les trois parties, prises isolément, rendent le méme son, la théorie
Jait connaitre parun calcul irés-simple celui de la corde totale, qui est en
genéral incommensurable avec le premier.

4° Dans le cas plus particulier ot les points de jonction des parties divi-
seraieni la longueur totale harmoniquement, ¢ est-a-dire de telle sorte que
le produit de la partie moyenne par la corde totale fit égal au produit
des cordes extrémes, le son de la corde totale serait la double octave graye
du son de chaque partie. Cette loi assez remarquable offre peui-éire la pre-
miére application. physique de la division harmonique d’une droite.
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5° St lon suppose trés—petites les parties extrémes, la corde moyenne
peut étre regardée physiquement comme seule vibrante, et 'on a un type
théorique se rapprochant d’une corde dont les points d’altache seraient
mobiles. On trouve alors que les sons de la corde forment la serie

N—¢, 2N—c, 3N —g,...5.

N désignant le son fondamental quand les extrémités sont fixes, et ¢, e, .
€3,... des quantités petites croissantes. Donc la mobilité des points d’at-
tache abaisse tous les sons d’une corde.

Il semble que I'on tienne la clef des anomalies que les membrancs
présentent; mais en examinant de plus prés on reconnait que dans le
cas des cordes

2N — ¢,

3N—'€3
N —¢g '

<2, '—N—"_—sl*<3’---;

done, en prenant deux sons correspondants & deux figures nodales, I'in-
tervalle musical est moindre que si les extrémités étaient fixes Or,
dans I'anomalie des membranes, c’est le contraire qui alieu: 'inter-
valle musical qui sépare deux figures nodales est toujours plus grand
que celui-de la théorie. Cette derniére perturbation n’est donc pas due
a la mobilité des points d’attache de la membrane.

Mon Mémoire se termine par des expériences destinées & vérifier les
lois du caleul. J'indique les précautions que j’ai prises pour I'évalua-
tion des diverses données du calcul, et pour la mesure du nombre de
vibrations. Jai pu effectuer toutes mes déterminations avec une pré-
cision assez grande au moyen d’un sonometre construit par M. Konig,
et mis & ma disposition par la libéralité de I’Association Scientifique.

Le calcul des racines de I’équation transcendante, qui varie dans
chaque expérience, est ce qu’il y a de plus pénible dans ces recher-
ches. Jai fait usage de construclions graphiques pour avoir une pre-
miere approximation; la regle de Newton peut servir ensuile & com-
pléter la résolution. ,

Le tableau résumé de toutes mes expériences montre que l'accord
avec la théorie est aussi satisfaisant que possible.

Annales scientifiques de P Ecole Normale supéricure. Tome 1V . 6
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§ 1. — Mouvement vibratoire d une corde jormée de deux

parties diverses de nature.

t. Notations. Equations différentielles. — Soit AB ( fig. 1, Pl. 1) une
corde tendue entre les deux points fixes A et B. Supposons qu’elle soit
formée de deux parties AA’et A’B différentes, soit par la nature de la
matiere, soit parle diametre seulement. Nous admettrons que le mou-
vement oscillatoire s’exécute dans le plan YAX, qui contient la posi-
tion AB d’équilibre; cette droite AB est prise pour axe des x. Le mou-
vement le plus général peut étre regardé comme le résultat de la
superposition de deux mouvements plans indépendants qui s’exécute-
raient dans les deux plans rectangulaires YAX, ZAX. Il suffit donc
d’étudier I'un d’eux.

Nommons:

{ lalongueur AA';

/' lalongueur A'B;

a la distance au point A d’un point quelconque de /;

2’ la distance au point A’ d'un point quelconque de ’;

& le poids de /;

& le poids de /’;

P le poids qui représente la tension de / a I'état d’équilibre;
P’ le poids qui représente celle de /';

y le déplacement transversal d’un point de / dans le plan YAX;
y' le déplacement transversal d’'un point de /'.

- Posons
Po ! !
(') . az:g;?_l’ a? — E_gi, g= 9,8088;

If’

les équations différentielles du mouvement vibratoire seront, comme
on sait (*),
a?zy ., dZ"V

u (l’z LAy
dir T 7 dzx

(2) dr T @

H

{*) Mémoire de PoissoN, Journal de I’Ecole Polytechnique, t. X1, p. 446. — Théorie de
Délasticité, de Lamgk, 2° édit., p. 102.
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la premiere des équations (2) se rapporte & la premiere partie / de la
corde, la seconde & 'autre partie /',

Nous admettrons avec Poisson qu'au point de jonction A’ les deux
courbes formées par les cordes AA’, A’B ont la méme tangente a toute
¢poque du mouvement.

Poisson suppose P =P'. 1l en serait ainsi dans le cas ou les cordes
seraient parfaitement flexibles; mais on sait, par les expériences du
colonel Savart (), que les cordes vibrantes ont toujours une rigidité
propre indépendamment de celle que donne le poids tenseur, et M. Du-
hamel a démontré que pour rétablir I'accord entre Pexpérience et la
théorie, il suffit de supposer le poids tenseur augmenté d’un poids
représentant cette rigidité propre. On doit donc regarder comme géné-
ralement inégales les tensions P et P des deux cordes.

Il s'agit maintenant d’intégrer les équations (2) en tenant comple
des conditions aux limites A, A’, B et des conditions initiales.

2. Conditions aux limites. — Faisons usage du signe de substitution
introduit par Sarrus et posons avec lui

a . b
'35 / F(x)=F(a), / F(az)-—F(b)— Fla),
a

les conditions aux limites seront données par le tableau suivant:

(*) dnnales de Chimie ot de Physique, 3° série, t. VI

6.
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] Quel que soit ¢:
i .

|
i

Au point A.. ..

/_‘/L,' ¢ S ? A 0 lf
\ Au point A", .. ¢ / dl:/ 4,

Au point B. .. z'
‘» dy"
IR 2

Ces conditions expriment I'immobilité des extrémités et le raccorde-
ment des deux parties de la corde au point de jonction A’

3. Conditions initiales. — Nous admettrons qu’a 'origine du temps la
corde écartée de sa position d’équilibre a recu une forme quelconque,
et que chacun des points a été lancé dans le plan YAX de la courbe
avec une vitesse arbitraire. Les conditions initiales seront donc¢ donndes
par le tableau suivant :

/ pour {=o,

y=F(z), y=F(a)

(844
~

ly ly’
o =@, G =fla);

F, /. F,, f, désignent des fonctions arbitraires satisfaisant pourtant aux
conditions aux limites (4).

4. Solutions simples particuliéres. — Ne nous occupons pas d’abord
des conditions initiales; nous pourrons satisfaire aux équations (2)
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et (4) par des solutions particulieres de la forme

P { = (AsinAt+ Bceosht)u,
) i . N
(6 ) g’ =(Asindt + Bcosit),
A, B, 2 étant des constantes; w et &' étant respectivement des tone-
tions de x el de ' satisfaisant aux équations différentielles
d?u A d2u PE

(=) —— - —U=0, ——— 4 — U == o0.
) dz? @ Todx'r

De ces dernieres on déduit

‘ . Az v hx
\ u = P sin — -+ Q cos —,
| a [44

*

. Ax! Az’
( ' = P’sin - -+ Q'cos —
P, Q, P, Q étant des constantes arbitraires. Si 'on veut maintenant
satisfaire aux conditions aux limites, il faudra choisir P, Q, P’, Q’,
de manitre & rendre identiques les relations

Q=o,
P sin — = (',
(9) N Y A
= C0S — = -—»
a a o«
v VYA
P’sin — 4+ Q' cos — == o.
a a

Ces équations montrent que le nombre P reste arbitraive; nous le
4

, NPV
prendrons égal & sin —r3 nous aurons donc

P = sin —, Q = o,
a

VY YAV
P'= —sin —cos —» Q' = sin — sin —,
a a a « «

DYDY S VAR VL
a SINn — C0S —; -~ & C0S — sin — =0,
| {4 a a «
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la derniere de ces équations fait connaitre la valeur de 2, les autres dé-
terminent les valeurs correspondantes de P, Q, P’, Q. On voit donc
que les intégrales particulieres satisfaisant aux conditions aux limites
seront en résumeé :

/9 = (Asind{-+B cosrt)u,

g ' = (Asinki{+ Bcosit)u,

a’

L LA Az
10, Cu o= Sin —- sin —»
a «
s M Wl —a)
b == 8SIn — SIn ——————
«

A et B étant des constantes arbitraires, et X une des racines en nombre
infini de 'équation transcendante
‘ 2 VAR VARV
(r1) asin — ¢os — + ' €c0s — sin — == o,
4 a ({2 (2
qu’on peul encore mettre sous la forme

b !

_ ol "
(12) atang - T tang —r =0

Les solutions particulieres (1o) coincident avec celles de Poisson,
sauf une légere différence de notation. Elles correspondent & des mou-
vements vibratoires simples et possibles, résultant d’un état initial fa-
cile & trouver en y faisant z = o. Mais comme cet état initial particu-
lier serait impossible & réaliser dans la pratique, le mouvement observé
est plus complexe que celui que les équations (10) définissent. Nous
allons démontrer que le mouvement vibratoire le plus général peut
étre regardé comme résultant de la superposition d’un nombre fini ou
infini de ces mouvements simples; il nous suffira donc ensuite d’étu-
dier les propriétés des équations (10) pour connaitre toutes les lois phy-
siques, perceptibles & I'oreille, du mouvement vibratoire des cordes i
deux parties hétérogenes ébranlées d’une maniere quelconque.

5. Intégrale générale. — Pour arriver rapidement a Iintégrale géné-
rale, nous établirons un lemme préliminaire.

Levme. — Nommons w,, w, les valeurs des fonctions v, «' pour une
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racine &, autre que ) de l’équation transcendante (11): on a identique-

ment la relation
I l vl '
—.,f wi, dx —+ —M./ W' da' = o,
at ), aJ,

En effet, des équations (7], auxquelles satisfont w«, w«,, @, «,, nous
tirons

,"1 d*u d? u, LT, !
U —— — U —— ) dx + = (2 —2%) | ww,de = o,
o dz* dz* ‘

< O

el en intégrant

/ ) N
du du, i ..
Uy —— — U =) —+ — (P2— 2 / wi de == o
/0 ( "dx (Ix> z! 2R ’

de méme
I’ ’ / ’ Y
, du du I ,
/, (T — W ) (= [ wdyde=o;
C

v \

i
.. 1 1
(22— = / wi dx + — w'id da’
aJ, a J,

l /u du, " du> N v /z ,did, L du’
= L —— — Uy — O — — U — )
A ( dx ‘dx A K dz' "dx' )’

de 1a~

mais les conditions aux limites donnent

lwdt ( ilﬁ)w—
/( dz _ "dx) T

/

(g ) [, d
dx ‘dx | _/ \u dz’ " dy ‘>’ .

r w did, y du' o
dx’ ‘dz’ ) -

l A (!
I 1 PP
— wndr + — W de' = o, G. Q. F. D,
a? a” !
(o] ! 0

done

Cela posé, je dis qu'en désignant par ¥ la somme des termes tels



3
/8 MEMOIRE SUR LE MOUVEMENT VIBRATOIRE D UNE CORDE

que (10} correspondants aux diverses racines en nombre infini de
Péquation (r1), Uintégrale générale satisfaisant aux conditions initiales
arbitraires sera donnee par des équations de la forme

5 r ::Z (A sinii.+ Bceoshi)u,
(13}
\/ )":Z (Asin2t -+ Bcosrt)u

Il suffit pour cela de démontrer que 'on peut choisir les constantes A
et B de chacun des termes de la série, de maniere a avoir les identités

g ZIiu::F(x), ZBLL’:F,(I"),
(21&71&:/(7&), ZAZM’:./](J:’

Or, multiplions respectivement par wudx, w'dx’ les deux équations
gui renferment B; intégrons et ajoutons, apres les avoir multipliées

{14)

. I 1 ’ .
respeclivement par —» —=» nous aurons, en seéparant Tes divers termes
du premier membre,

el ) I I | / I { 7
B [—: / wdr 4+ — wdx' | + B = | wwidz +— w'u dx’
(l_-/ O a 0O a [ . ar O -

74

/’
1 \ 1 .
== | wul(x)dx + pr [ W Fi (2 )dx'.
O 3 .

- o

-+ ..

Mais, en vertu du lemme démontré, tous les termes du premier mem-
bre autres que le premier sont identiquement nuls; done

v
—f ul (x)dx +-~- / W' F (x )(lx’
* B — (L o/ () B -
_‘/ u (lx+—f wrda'
[¢] )
on trouverait de méme

—[llf dx+—] nf Jdx'

a

]
—f wdx + Pz f w'rdx!

v O

(15

(16)
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Les formules (15) et (16) déterminent sans impossibilité, au moyen
des conditions initiales, les divers coefficients de chacun des termes
des séries (13) relatif & chacune des racines 2. Donc le mouvement le
plus général résulte bien de la superposition d’une infinité de mouve-
ments simples définis chacun par les équations (ro), et comme notre
organe d’audition décompose instinctivement le mouvement général
en d’autres plus simples ne donnant lieu qu’a un son, on voit qu’au
point de vue de I'acoustique physique les intégrales particulieres {10)
sont seules intéressantes. Il était néanmoins nécessaire d’étudier 'in-
tégrale complete, afin d’étre assuré que les mouvements représentés
par (10) sont les seuls qui composent le mouvement général.

Nous pourrions effectuer les quadratures des dénominateurs dans
les formules (15) et (16), nous verrions alors en quoi consiste 'erreur
de celles de Poisson. On remarquera d’ailleurs combien notre analyse
est plus simple que celle de I'illustre géometre, grace au lemme préli-
minaire que nous avons démontré ci-dessus.

6. Propriéies geénerales des mouvements simples. — En nous reportant
aux équations (10) nous voyons que tout mouvement simple est pério-
dique. Le temps d'une période complete est donné par

s n y 27
1C=om, dou G:-T‘—-;

par conséquent le son correspondant & ce mouvement, ou le nombre
de vibrations doubles exécutées par seconde, sera .

~

Ainsi, a chaque X correspond un état vibratoire simple qui pourrait
exister seul, qui existe dans le mouvement général et qui donne lieu a
un son unique proportionnel & ce nombre 2. Nous employonsici le mot
son comme synonyme de rombre de vibrations.

Les constantes A et B sont dépendantes de I’état initial; il est facile
d’en trouver la signification. Dans un plan perpendiculaire a la corde
au point M ( fig.2, PL I) tragons deux droites rectangulaires MH, MK.
Sur Pune portons MB = B.u, sur I'autre MA = A.u. La diagonale MC

Annales scientifiques de [ 'Ecole Norinale supérieure. Tome IV. 7
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du rectangle sera B
MC = uyA*+ B

Soit ¢ le temps compté 2 partir du commencement d’une vibration,
At est un certain angle qui varie de o & 27 dans le temps d’une vibra-
tion compléte; soit MG une ligne telle, que GMH soit ¢gal & 245 il est
facile de voir que la projection MD de MC est égale a la somme des
projections de MA et MB, donc

MD = Awusini¢ + Bucoshi = y.

Ainsi MD représente I'écartement de la molécule M relativement & sa
position d’équilibre. De 12 résulte que cet écartement a pour valeur
limite MC = uy A® + B?. Donc les constantes A et B reglent U'ampli-
tude du mouvement vibratoire, et par conséquent I'intensize du son
correspondant.

Le nombre %, qui donne la hauteur du son (17), est racine de I'équa-
tion transcendante (r1). On peut la transformer en une autre plus
commode pour les applications. On’sait, par la théorie des cordes sim-
ples, qu’en nommant n le nombre des vibrations completes exéceutées
par une corde de longueur / entre deux points fixes, on a

n =z —,

2/’

donc, en désignant par n et n’ les sons fondamentaux des deux parties
de la corde en question, on a

(18) a-==2nl, a-=2n'l,

et 'équation transcendante (11) devient

. A A . Ao A
(rg) rlsin — cos —, + n'l’ cos — sin —; = o
2n 2n an an
ou
(19 bis) nl tang A ~+ n’l’' tang A =0
o2n an'

L’équation (19) montre que le son de la corde totale ne dépend que
des longueurs des parties et des sons qu’elles rendent chacune.
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De plus, on voit qu’en général les valeurs de 2 seront incommensu-
rables entre elles et avec les nombres n et »’; donc les divers harmo-
nigues ou sons possibles d’une corde formeée de deux parties de natures dif-
Jeérentes ne sont plus les termes de la serie 1, 2, 3, ..., comme ceux d’une
corde simple.

Pour résoudre facilement I’équation (1g9) on peut poser

(20) A
20} —_— =,
’ 2n ’

-

elle devient
(21) : tangz + 2% tang *F = o
- g nl °npt T 77
on trouve une premigre approximation des diverses valeurs de x en

construisant les deux courbes

)y =tangzx,
{22] - n'l’ tane
ST nt g nl.

On peut ensuite par divers moyens pousser plus loin approximation, si
on le juge nécessaire. Quand x est trouvé, on en déduit

(23) : C)E:l—lel—af
22T n

C’est par cette méthode que j’ai calculé les divers nombres men-
tionnés dans les expériences qui se trouvent a la fin du Mémoire.
On a les nceuds relatifs 2 un mouvement simple en posant

A Az
@4 =sIin — sin — =o,
a a

(A
14’:sin7‘—lsin l(L————) =o,

v a a

d’ot1 'on tire facilement

(24)
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7, ¢’ désignent des nombres entiers et positifs qui peuvent étre nuls;
9% le son considéré correspondant au X choisi. La premiére des équa-
tions (24 ) donne la distance des neeuds de la premiere corde au point A,
la seconde fait connaitre la distance des noeuds de 'autre partie au
point B. Comme on doit avoir '

A

z5l, UV—a2' 20,

le nombre des nceuds est limité pour chaque valeur de % ou de ). On
voil aussi que les naeuds sont équidistants sur chacune des cordes; maris
que la distance de deux neeuds sur Uune n'est pas la méme que sur
Uautre.

7. Cas particulier d’une corde simple. — Nous pouvons supposer e
le point A’ sépare les deux parties d’une corde homogene, et nous de-
vons, dans cette hypothese, retrouver, comme vérification de nos cal-
culs, les formules connues de ce cas simple.

Si les deux parties / et ¢ sont identiques de nature, on a @ = &, ct
I'équation transcendante (11) donne

Ml 1)

sin ——— =0,
[4

d’otr, en désignant par L la longueur totale,

le nombre 7 étant 1'un des termes de la série 1, 2, 3.... Les diverses
valeurs de X sont dans ce cas

(25) JG o= 2
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Remarquons en passant que ce résultat suppose seulement ¢ = ',
ou
(36) Pl Pl
D) ——
VU /f lf’ ?

il subsisterait donc dans le cas ol pour deux parties de natures diffé-
renles cette relation serait satisfaite, ce qui ne présente aucune im-
possibilité.

8. Cas particulier ot les deux parties rendraient le méme son. — Il
faut supposer dans I'équation (rg) » = n'. Elle devient

(2n7) it A cos * o

27 S — —_— ==

7) 2n 2n ’

d’ou
) 13 - .7
L =i et N=i=,
on 2 2

¢ étant P'un des termes de la série 1, 2, 3.... Donc les divers sons pos-
sibles de la corde sont

{’!8) I = —, 2 = 327
2 2

donc le son fondamental de la corde totale est a I'octave grave de chacune
des parues.

Pour une corde homogene on sait qu’elle est & 'octave grave de sa
moitié. Cette loi est évidemment comprise dans la précédente comme
cas particulier.

9. Cas ot l'une des parties est trés-petite. — Supposons [' trés-petit,
et, pour fixer les idées, admettons que 7+ /=1L soit constant 3 me-
sure que nous ferons tendre ' vers zéro. Les produits n/, n'l’ resteront
constants en vertu des équations (18), le nombre n tendra vers la

. " a N N , .
Ilmxteﬁ et le nombre n’ croitra indéfiniment. Done les valeurs de «
fournies par I'équation

n'l nx

2 tangz + —- tang — — o
(29) °© nl °n



LY/ MEMOIRE SUR LE MOUVEMENT VIBRATOIRE D'UNE CORDE

tendront vers les racines de Péquation
(30) tang x — a.

Ob se rapprochera donc indéfiniment du cas ol une corde unique est
tendue entre deux point fixes A et B. Quand [’ est trés-petit sans étre
nul, on voit, en construisant les deux courbes

{31) ‘= tangx, ¥ = — — lang —»
9 ) 3 [o Radh/ J nl g n'

comment sont modifiées les racines de ’équation (30).

La courbe dont le trait est plein (fig. 3, PL. I) représente I'équa-
tion y = tangax. La seconde a pour tangente a l'origine OT, dont
I'équation est

\ . o U A .
et & la limite cette quantité ; est nulle. D'un autre coté, I'ordonnée y

de la seconde courbe devient infinie pour

quantité qui a pour limite oo . Donc la seconde courbe on, donnée par
I’équation

o — wl tang 2=,

: nl % n
se confond longtemps avec sa tangente OT, et s’abaisse peu au-dessous
de cette ligne pour les premieres valeurs de x; donc les racines de
I'équation transcendante sont

‘

OK,==nw—24¢,, OKi=2mn—4d,, OK;==37m—d,...,

dy, Gy, 0, ... étant de petites quantités. Donc les sons rendus par une
corde dont une des extrémités n’est pas immobile sont

Ko=N—¢, 2N—¢, 3N—¢,...,
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N étant le son fondamental quand les deux extrémités sont fixes,
ete,, &, &, ... de petites quantités.
Remarquons maintenant que

que par suite

Il faut en conclure que les harmoniques successifs sont moins distants
qu’ils ne le seraient si les deux extrémités étaient absolument fixes.

L’anomalie qui résulterait pour une corde de la mobilité des extré-
mités serait donc en sens contraire de celle que I'observation a fait
connaitre pour les membranes. Je pense donc que la mobilité des points
d’attache de la membrane ne peut pas en donner la raison.

§ 1. — Mouvement »ibratoire d’une corde formée de trois

parties dwerses de nature.

10. Equations différentielles. — Nous conserverons les notations pré-
cédentes et nous marquerons de deux accents les quantités qui se
rapportent a la troisieme corde. Les longueurs x, ', «” seront comp-
tées respectivement a partir des points A, A’, A” ( fig. 4, PL.1}. Les
deux points A et B sont les extrémités fixes. Les longueurs des parties
seront /, {’, [”, leurs sons fondamentaux seront n, n’, n”.

Les équations différentielles & intégrer sont

"

dry  dry o diyt o' dry’ dy o dy”

3 —_ -z o —_—
(32) di* @ dz*’ dit dz"?’ dt? dz"’

dans lesquelles

o D/ o’ T
(33) @ == P/?[7 = L/?——, a”’t — P_/;_?/L

il faut joindre a ces équations les conditions aux limites et les condi-
tions initiales.
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11. Conditions aux limites. — Ces conditions expriment que les

’ M M iy ’ ” .

extrémités A et B sont fixes, et qu'aux points de jonction A" et A” les
courbes des fils se raccordent a toute époque. On peut les résumer

dans le tableau suivant.

Quel que soit 7

(o]
sl }':07
¢ Au point A.... .
=
t - ’
. ! o
o=
) ) ]dr od,’,_r
Au point A’. .. / 7l T
lf{l . Od].r.
§34) \} ' .Z‘—-/ dz’’

Au point A¥. ../

lll
| s/ y—o,
i Au point R.... .
T [
‘ dr — >

12. Conditions wnitiales. — Nous supposerons qu’a I'origine la corde
a recu un écartement quelconque, et que chacun des points a recu dans
le plan YABX, qui contenait la corde, une vitesse arbitraire. Les condi-
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Qv
~a

tions initiales sont done

pour {==o0:
(35) r=F(=z), y=FK) =k,

dy_ &y o A
@ =S = g = LD,

F. /. ¥,, /i, F., /. désignant des fonctions parfaitement arbitraires,
mais satisfaisant pourtant aux conditions aux limites.

13. Intégrales simples particulicres. — On peut satisfaire aux équa-
tions différentielles (32) par des solutions de la forme

¥ = (AsinAt 4 BcosAt)u,
(36) y' = (AsinAf + Bcosit)u/,
y”=(AsinAt + Bcosit)u’,

u, u', u” étant des fonctions satisfaisant aux équations différentielles

d*u 2
P T =0
d*u 22
- N |
(37) T T =0
dru” X,
dz =9

et, par conséquent, élant données par les formules suivantes :

. Ax Az
v =P sin — + Q cos =,
« . a

. Ax' Az’
(38) u':P’sm——{Z,— +Q,COS—(—,‘7
/)
\ /4 )\x”
v__ D 3 ” <
\u = P”sin e -+ Q”cos Pk

Les quantités A, B, A, P, Q, P, Q', P, Q” sont encore des constantes
arbitraires. ~
Laissons de coté les conditions initiales (35) et cherchons & déter-

miner ces constantes de maniere & satisfaire aux conditions aux limites.
Anndles scientifiques de UEcole Normale supérieure. Tome 1V. 8
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Il est facile de voir qu’elles doivent vérifier les égalités du tableau
suivant :

P = quant. arbitraire,
. Al
P sin — = Q’,
a

P’

=

p YN
08 —

|«

—_
(€%
[{a]
~—
~

' 4

. ‘.[ -
P’ sin )—17 -+ Q" 0057—, = Q7
a a

[ VI Y A 1

— €05 — — = 8in — = —>»
a a o d o

| LA Al
P” sin —a7' -+ Q” COS PG = 0;

"

de a nous tirons, en choisissant pour P la quantité sin o et apres
quelques réductions faciles,

'P = sin M

T
(('II

Q =o,

« .‘ & 1l
P’ = —sin — €0S —»
a «

a
” 2
. vy
. i Q' = sin —; sin —,
(40) { S a
o, @ 'y VYA VA A ¥ A ¥ A ¥ A
P” == — ¢0s — ¢0s — sin — — — sin — sin —- sin —-»
a a a a a a a a
Lk ALV AT A AL Al N
== —sin — €0S — €0S — — — COS — Sin — €0S —5»
a a a a a a a

Vo, LWl MO N A PN Y A Vi
1 Q7 = sin —¢0s — sin —; + — cos— sin — sin
a a a a a a

(‘II

Le nombre X est donné par I’équation transcendante

RV R A VR Y A VL
‘Oi:(lsln[—lCOS'—a—,‘COS?“f—aCOS—&'Sln—(;;COb——”—
4y | ’
p I Y A Y ac” . M . AN, Rl
~+ a” C0S — COS —5 Sl —7 — — SiN — SHl —- SN —~
a a a a a a @
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ou bien

b b A S 7P gl ST Y4
Jjubis) o= tangﬂ “+ lang/‘[ + a” tang M (“i tana‘)—ltang l—17 tang "l,,~-
u °a” a S a « a

a’

Si maintenant nous portons, dans les équations (38), les valeurs des
constantes P, Q, P’, Q’.... données par les équations (4o0), nous ob-
tiendrons, apres quelques réductions faciles,

247 x
@ = sin —- sin —,
a a
J , YA YA Y % Y rat
(42) L oS —- | — COS — SIN — 4= Sl — COS — ;- |
: a « a a a a

T (sin — €08 — + — €0S — sin —
: \ a a a a a

”w

Y W n ;z'). ML — 2"
sin ——————»

Les formules (42) unies aux formules (36) donnent des intégrales
particulieres satisfaisant a toutes les conditions aux limites. Chaque
valeur de % tirée de I'équation (41) fera connaitre un systeme (36),

(42), d’intégrales particulieres, et les constantes A et B restent encore
arbitraires pour chacun de ces mouvements simples.

14. Intégrale générale. — Ajoutons un nombre indéfini de solutions
simples, correspondant chacune a une valeur X différente, nous aurons
encore une solution des équations différentielles (32), sous la forme

y o= Z(A sinit + Bcosii)u,
(43} <yt ;:Z(Asini.t+Bcos)\t)L¢',
' y 7= Z(A sinit + Bcosht)u".

Nous allons démontrer qu'on peut choisir les constantes A, B, A,
B,, A,, B,, ... des divers termes, de maniere a satisfaire a I’état initial
arbitrairement donné, c’est-a-dire de facon i avoir identiquement

J ZBu = F(x), EA}.u = f(x):
(44) DB —Fi(o), P A€ = fi(x');
\ ZBu”.::»: F.(z"), zAlu”::ﬁ(x”).
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En effet, multiplions respectivement les trois équations en B par

I
/7 ! ”
a_= udzx, il dx', a—”= wdz”,

intégrons respectivement de o a /, de o & ', de o & {”, et ajoutons
membre A membre, nous aurons

2/ [ 7"
I I 1
B (-Ej wdz + _Téf widx'  + Tf u"%lx”)
“Jo @ Jo " Jo
1 [ . I zl I 11//
-+ B\ = | rnudze +~ — Wi, dx’ + —5; u” o dz”
a.’ (le (II')
o o o

(%

l ' /"
I I
-+ B.,{ — widx + — Wi, dx' 4 — w’ i dx”
(Z‘ (L,J II) 2
<0

0 o

Mais, en raisonnant comme au § V, nous démontrerions que, si u«,,
u,, W' désignent les valeurs des fonctions u, @/, u”, quand X se change
en une autre racine 1,, on a identiquement

/I .[II
0= — /‘ uw dx + -—-f v dzx' + ——/ w i dz”,

done ‘
Lt Al "
= f uF(x)dz + u'F, (2 )dx' + —,,—2 w Fy (2" )dx”
45) B= -2 ' ; : ’
— ll I Z/I
—f wdx + — udx’ + T’f w" dz"
(] a (o}
et de méme
I v
...f uf(x)dz + —; f uf} Ndx' + — P w fo(x”)dx"
(46) Ah= "2 A% -
f wdz +-5 u’*(lx +—n u”dx"
0 (4]

Les équations (45) et (46 ) font connaitre sans impossibilité les coeffi-
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cients de chacun des termes des séries (43) qui donnent l'intégrale
générale. On conclut de la que le mouvement le plus général, qui ré-
sulte d’un état initial quelconque, peut étre regardé comme la super-
position d’un nombre fini ou infini de mouvements simples de la
forme (36), correspondants & des amplitudes diverses que I’état initial
fait connaitre au moyen des formules (45) et (46). On voit en méme
temps que I’état initial arbitrairement donné peut étre regardé comme
résultant de la superposition des états initiaux qui correspondent &
chacun des mouvements simples (36).

15. Proprictés génerales des mouvements simples. — Le mouvement
défini par les équations (36) est périodique, ct le son auquel il corres-
pond est

(47) ’ »).Cv:—z—-;-

Les divers harmoniques d’une corde a trois parties sont donc¢ propor-
tionnels & %, et par suite en général incommensurables.
Les valeurs de X s’obtiennent en résolvant I’équation (41), qui, en

posant
a=2nl, & =2n0'l', a' =on"l",

devient
( )‘ I3 )" "n 2
s o=nltang — + n'l'tang — -+ n”{" tang —;
e on an on
¢
o) Lo g tang 2 tang A tan
——— — 1 r —— tat .
( n U 8 on NS oy ANg o

@

Cette équation montre que les divers sons de la corde totale ne dé-
pendent que des longueurs et des sons des parties; mais la loi de dé-
pendance est si complexe, que jamais I'expérience ne pourrait a elle
seule la découvrir.

Pour avoir les nceuds de vibration, on égalera i zéro les seconds
membres des équations (42), et 'on trouvera

Y L .n
sin — = o, dou x=1i=1;
a G
Lz a YN n' « L n
4 tang — = — —tang—, doll 2 =——={0 +i"=1;
(49) o) a a/ g a ? % % ’
.MU — 2" . .o
sin i———-——)::o, dou "—z2" =1" =1".

"

a



O3

" Dans ces formules, 7, i/, ¢ désignent I'un des nombres entiers o, 1,
2,...
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. et o le plus petit arc, dont la tangente est —

: tang 2
" T® an
On voit done que les nceuds sont équidistants sur chacune des cordes,

mais que la distance de deux nceuds sur 'une n’est pas la méme que

sur 'autre. Le nombre de ces nceuds se limite de lui-méme pour chaque
valeur de )w, car on a toujours

z < J, x:< 11, 17— x/r<1//.
16. Cas partculier ow les trois parties rendraient le méme son. — Fai-
sons dans 1'équation transcendante (4r1) ou (48)

n =
elle donnera

n”,
N N |
. Sin )—” CcOs- '2—" — '/—7]‘ S1 ——I—I -z 0,
d'ou P'on tire
sin —)— == 0,
2n
(50)

ang — — =4 /2 2.
wng o T = \/ll”

La premiere de ces équations donne la série des sons

I

‘n, a2n, 3n,...
que chacune des parties ferait entendre seule; il est clan

» en effet que
ces divers sons font partie de la série des harmoniques de la corde
totale. Si maintenant nous désignons par « le plus petit des ares posi-
tifs ayvant pour tangente

\/77]:
a7’
d"harmoniques

nous déduirons de la seconde des équations (50) deux nouvelles séries

an
—+2n, —+3n,...,
T ™ T

, T —a)n
(J’G:( )

T — I

o, (=)
s

en progression arithmétique.

3
“+ 2n,.
T
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Dans le cas plus particulier ot 'on aurait en méme temps
(51) , I'L =",

¢’est-b-dire ou la droite L serait divisée harmoniquement pay les points
de séparation A" et A”, on devrait poser

a ==

= 7
-

par suite les deux séries deviennent

n 5n  9n
7 7 7Y
A A

3n  9n 11n

et constituent la série unique
(52) G = 7'9 < Ty e

dont les divers termes sont entre cux comme les nombres impairs.
Ainsi, dans ce cas trés-particulier, le son fondamental de la corde a trots
parties est a la double octave grave du son rendu par chacune des parties.

On peut facilement s’arranger de manicre a faire rendre le méme son
aux trois parties d’une corde; mais il semble assez difficile de satis-
faire en méme temps a la relation (51). Par conséquent il est difficile
de vérifier la loi précédente par expérience.

17. Cas particulier ou a=a = a’. — Dans ce cas, qui comprend
celui olt A" et A” désigneraient les points géoméiriques de division
d’une corde homogene, I’équation transcendante (41) donne

sin 2 0,
a

d’ou



les harmoniques de la corde totale sont donc

. a a
M—=—s 2—>
2L

3a C.Q.F. T
2L 2L

18. Cas particulier ot les parties extrémes sont trés—-petites. — Dans ce
cas les nombres n et n” sont trés-grands; posons

—
T

P

["équation transcendante (41) deviendra

’ ” ’ ’

“ 1ang =2 + tan “ tang "8 aa’ tang 22 tungo tang 27
g — — ta —_— - tango 4+ — —_—— —— —L 1 ) ‘
o g n ¢ T @ S T 8 n 8¢ o 7

Le dernier terme est du second ordre de petitesse; le premier et le troi-
sieme forment ensemble une quantité tres-petite positive, donc cette
équation est de la forme

tang o + o = 0;

« tendant vers zéro quand les parties extrémes de la corde totale ten-
dent vers zéro, cette quantité n’est pas constante et augmente avec g.
Si elle était constante, les divers harmoniques seraient

on an’' !
N=n ——, 20 — ——, 3n — —,..
™ T N
En réalité on a
N=n —¢g, 20 —e, 30 —¢,. ..,
les quantités ¢,, ¢, ¢;, ... étant croissantes et telles que

€ > 28, & >38,...,

de sorte que la perturbation apportée par la mobilité des points d’at-
tache consiste dans le rapprochement de deux harmoniques de la corde.
Cette perturbation est en sens inverse de celle que j’ai fait connaitre
dans le mouvement vibratoire des membranes.
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§ HI.— Mouvement vibratoire d’une corde formée d’un nombre
quelconque de parties diverses de nature.

19. Mowuvements simples. — Par une analyse entierement semblable a
celle du paragraphe précédent, nous prouverions que le mouvement le
plus général peut étre regardé comme le résultat de la superposition
d’une infinité de mouvements simples, donnant chacun un son unique,
et déterminés chacun par 'ensemble des équations

¥y = (AsinAt+ Bcosii)u,
¥’ = (Asinit+ Bcosit)u/,
(53) y” ={(AsinAt + Bcosi¢)u”,
y"=(AsinAt+ Bcosit)u”,

P T T TR

a9

en méme nombre que les parties de la corde. Les fonctions u, wu/,...

sont déterminées par les équations différentielles du second ordre que
voici :

I d*u 22 “ —o
dx? a? -
d*u/ A
adz? -+ o v =o,
54) d:u” R
(54 —— - — " — o0
. dx//g a”3 f)
dau"’ S "
dzm ant =%
Par conséquent
Az rx
w =2"P sm—— +Q cos —

. lx rx’
uw =P sin—- -+ Q' cos -
{55) Az” rx”

= P”sin —- =7 -+ Q”cos =

W N/

Ax A
v’ = P”sin = Q" cos —

a” ?

Annales scientifiques de U’Ecole Normale supérieure. Tome IV.
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Les constantes P, Q, P/, Q... et ) se trouvent au moyen des conditions
aux limites, comme nous I'avons vu précédemment. Cette détermina~
tion n’offrant aucune difficulté nouvelle, nous en supprimons le détail.
La partie la plus importante c’est 'équation transcendante en X qui
fait connaitre les divers sons de la corde totale. Nous allons apprendre
a la former. ‘

Pour éviter des écritures trop longues, il est bon d’employer le sys-
teme des notations abrégées que voici :

- Y 5 Al - A
gb::sm— C==cos—, T --tang—>
a a a

(56) { A V. ¥4

20. Equation transcendante qui donne les divers harmonigues de la
corde totale. — Cette équation devient de plus en plus compliquée &
mesure que le nombre des parties de la corde augmente; voici cepen-
dant une regle tres-simple pour la former dans tous les cas.

Posons

o=T+T +T"+..., somme des produits un a un,
(50) =TT +TT" +T'T"+..., somme des produits deux a deux,
\)’7
/
o =TT+ TT'T" +. .., somme des produits trois & trois.
............. N e e e e

Nous savons que

(58) tang <)\l 7\1 7\1 )ZG(_U:)'**—G'S—'l‘.

—t— = ...
a a a I — Gy Gg —. ..

Pour écrire I'équation transeendante qui fait connaitre A :
1° On prend le numérateur de la fraction (58)

Gy— Gz =+ Gy — . ...

2° On multiplie chacun des termes de o, par la lettre « affectée de
'accent qui correspond a ce terme.
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. - alal -
3" On multiplie chacun des termes de o, par — I'accent ¢ corres-

yondant & la premiére tangente, ’accent 7 i la troisieme, 'accent p i
I 8 J !

la seconde, ces tangentes étant rangées par ordre d’accentuation.
8 8

- @l b
4° On multiplie chacun des termes de o, par —

3 ar i
correspondant respectivement a la premiere, & la troisieme, & la cin-
quieme tangente, les accents p et ¢ correspondant & la seconde et & la
quatrieme. La loi est évidente, et on la continue pour 7., ,.

~

5° On égale a zéro le numérateur de la fraction (58) ainsi moditi¢,
et on a I'équation transcendante demandée.

> les accents 7, 7, k

_EXEMPLES.

1° Cas de deux parties. — Le numérateur de fa fraction (58] se ré-
duita
oa=T+T.

Modifions-le suivant la regle indiquée, et nous trouvons I'équation
transcendante du § 1¢7:
al 4+ a'T' = o.

2° Cas de trots parties. — Le numérateur de la fraction (58 devient
oo—c,=T+T +T"—TT'T”".

Modifions-le suivant la regle, et nous retrouvons I'équation transcen-
dante du § II de notre Mémoire
aa”

al +dT —+ a"T" — v T T" == o.

3¢ Cas de quatre parties. — Le numérateur de la fraction (58) de-
vient

g == T4 T = T T — T T T — TT" T — TT'T” — TT'T”.

En le modifiant suivant la regle ci-dessus, nous obtenons I’équation
9.
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transcendante en A

, - al a/// aa”’

. < { ~ N rp ey s
\ (tT*}—ft”l.l—l-(L”T”*i‘fl’”'lm_"‘aT'TI’].”'lW— a” l'l l
¢

~

(%9) K aa”

: e 1T — — TT'T" =o.
a a

4° Cas de cing parties. — Le numérateur de la fraction (58) devient

o=t o =T + T + T/ + T" + T — T'T"T" — T’ T”
— TT'T" — TT'T” — TT T+ — TT"T* — TT" T**
_ T/ T”T”" . T/ T//rrrw___ T//T///' |v+ TT/ T”TwT,V.

Modifions-le suivant la régle ci-dessus, et nous aurons pour I’équation
transcendante en A

a a

. v
al +dT +ad' T+ a"T" + a1 — e 1T

ad” aa” aa” aa'’

— . T'r// T/// T'I‘I ’['/// — “’ TT/ T” . a/ 'l"l‘/ Tiv
a [

174

aaty
R

aa’ a aty
" WP Ly VA NN L]
TT TW—T”’ TT" Tt — T T"T:

a arY a’av aa” a'’

a” TT"T — "““,T T7T" T + — TT'T"T" T = 0O,

(l, ¢ ‘///

et 'on continuerait de méme.

On voit, par la complication des équations (59) et (60), que les cal-
culs numériques relatifs aux cas de plus de trois parties sont, sinon
impossibles, du moins rebutants par leur longueur. Mais au point de
vue physique il suffit de constater I'accord entre I'expérience et la
théorie pour les cas les plus simples.

La démonstration de la généralité de notre regle est facile; on en
trouve d’ailleurs une vérification en ceci que 'on doit avoir

W+ +1" ..) Ao Al
lang —————— = ang | —+ — 4+ — +... | =o,
« @ a [44

quand on suppose
{U pp ’ ”

a=a =da,...,

hypothese qui comprend le cas ou /, /, I”,... ne sont plus que les di-
verses parties d’'une corde homogene.
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§ IV. — Férification expérimentale.

21. La théorie de I'élasticité n’est pas encore arrivée a I'état de lu
mécanique céleste; ses équations fondamentales ne reposent pas sur
un principe unique vérifié par de si nombreuses observations, qu’il n’y
ait plus a douter de son exactitude absolue. Dans chacun des problemes
qu’elle traite il s’introduit non-seulement les hypotheses fondamen-
tales qui conduisent aux équations différentielles des phénomeénes étu-
diés, mais encore des conditions aux limites simples et idéales dont le
physicien peut approcher, mais qu’il ne peut jamais complétement
réaliser; enfin le calculateur fait abstraction des forces perturbatrices
qu’il croit petites, et qui compliqueraieut ses équations. Il y a donc tou-
jours un intérét tres-grand & comparer les résultats de la théorie avec
ceux de I'expérience; et c’est le seul moyen de justifier toutes les hypo-
theses faites dans le cours de V'analyse. Ainsi, en particulier, nous
avons admis au début de notre Mémoire que les deux parties de la
corde ont une tangente commune au point de jonction pendant tout le
mouvement; toute notre théorie est fondée sur cette hypothese : ¢’est
la vérification expérimentale des lois trouvées qui en montrera la légi-
timité. '

Mes études n’ont porté que sur des cordes formées de deux ou trois
parties. Les calculs numériques auxquels chaque expérience entraine
pour le cas de trois sont déja tres-considérables, & cause de la compli-
cation de I'équation transcendante & résoudre.

22. Procédes d’experience. — 11 est nécessaire de déterminer avee
précision le nombre de vibrations d’une corde tendue et sa longueur;
ce sont les seuls éléments qui entrent dans le calcul, comme on le voit
au § VI du Mémoire. Grace aux libéralités de I’Association Scientifique,
J’al pu faire usage d’un sonometre construit par M. Konig et disposé de
facon & fournir rapidement ces deux quantités.

Ce sonometre porte, 'une & coté de 'autre, la corde d’expérience
formée de deux ou trois parties et une corde normale de comparaison
dont je vais indiquer 'usage. A I'une des extrémités de la table du so-
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nometre se trouve fix¢ un diapason étalon donnant 'ut de 256 vibra-
tions simples ou 128 vibrations doubles.

On peut facilement mettre la corde normale & 'unisson du diapason.
On le fait & peu pres & Poreille aun moyen d’une vis & petit pas qui
tend la corde lentement quand elle est presque arrivée a l'accord.
Les battements qui se produisent indiquent par leur plus ou moins de
fréquence dans quel sens il faut tourner pour atteindre Uaccord parfait.
On reconnait qu'on y est arrivé lorsque la corde se met en vibration
_spontanément aussitot que le diapason vibre lui-méme. Dans cet éial
la corde fait 128 vibrations completes par secondes, et sa longueur est
de 1000 millimetres. En la raccourcissant au moyen d’un carseur mobile
on trouvera la longueur & & I'unisson de I'une des parties de la corde
en expérience; une simple proportion donnera le nombre des vibra-

tions 7 :
n ) 1000
128 v
d’ots
128 coo
R —
b

On voit que ce procédé exige que I'on mette a l'accord d’uunisson
deux cordes voisines. Les battements rendent cette opération facile;
(’ailleurs on a toujours une vérification en cherchant si le mouvement
de I'une entraine le mouvement spontané de 'autre.

Un moyen connu, tres-simple, m’a servi & trouver les divers har-
moniques des cordes expérimentées; j’entends par la les sons suc-
cessifs qu'elle peut donner au-dessus du son fondamental, en se divi-
sant en un certain nombre de parties. Si 'on proméne légerement
'archet sur la corde en la touchant du doigt en divers points, on arrive
4 trouver par titonnements les nceuds, et alors la corde vibre sous
'archet sans difficulté, en donnant un des harmoniques. On trouve la
position exacte des neeuds, soit au moyen de petits chevalets de fil
[éger qui s’arrétent en ces points, soit au moyen de curseurs qui, placés
aux nceuds, divisent la corde expérimentée en parties donnant chacune
"harmonique qu’on vient de trouver.

Pour avoir une corde composée de plusieurs parties hétérogenes on
peut employer plusieurs moyens: 1° relier par des neeuds des cordes
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différentes; 2° étirer et amincir a la filiere une partic d'un fil plus
gros; 3° souder deux fils de mélaux différents et passer le tout a la
filiere. Le premier procédé, de beaucoup le plus commode, est un peu
grossier; mais les perturbations que le nceud produit sont & peinesen-
sibles, comme on le voit dans mes tableaux d’expérience, et il est le
seul qu’on puisse employer si I'on opere sur des cordes a hoyau.

23. Notations. — Jappellerai:

[, I les longuecurs des diverses parties;

I. la longueur totale;

n, n’ les nombres de vibrations doubles des sons fondamentaux
des parties , I’;

)%y, M, les nombres de vibrations doubles du son fondamental et
des harmoniques de la corde totale : ces lettres ot”, ), affec-
tées des indices ¢ et o, indiqueront les sons théoriques et les
sons observés;

z la distance au zéro des divers neeuds;

b, b’ les longueurs de corde normale & 'unissonde /, /.. .;

B,, B, les longueurs de corde normale & I'unisson de L et de ses
harmoniques.

Toutes les longueurs seront exprimées en millimetres.

2%. Tableau des resultats donnés par I experience.

Premiere expérience.

Les deux cordes liées par un nceud sont I'une d'acier /, Pautre &
boyau /', _
{ = 420 b =544 n == 235 B == 1335
!I'= 580 b= 767 n'= 167 M) = g6

Equation transcendante & résoudre :
tangx + 0,912 tang 1,410 z == o.

Premiere racine :

A , . nx . .
x:;:l,z%, d’ou — = Yol = ¢b,8.
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Deuxiéme expérience.

Mémes cordes. Tension différente.

{ = {20 b =535 n == 240 B == 1312
l’=580 b =753 n’ =170 9% = 99,6

Equation transcendante  résoudre :
tangx + 0,980 tang 1,410 x = o.
Premiere racine :
x=1,303, dou I =gg,7.
Troisiéme expérience.
Mémes cordes. Tension différente.

{ == {20 b =565 n =227 Bl = 1396
!’ =580 b’ = 8og n' = 158 Iol0) = 91,8

Equation transcendante & résoudre :
tangx + 0,968 tang 1,432 x = o.
Premiere racine :

A . nx ‘
r=—=1,288, dou — = I =9g3,2.
T an i3

Quatriéme expérience.
Mémes cordes. Tension différente.

{ = 420 b =574 n =223 B = 1414
I’ =580 b’ =813,5 n' =157 I(? = go,6

Equation transcendante 3 résoudre :

tangx + 0,979 tang1 ,'416.2: = 0.
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Premiere racine :

e= = 1,298, dou ==X

2n ™

= 0T = g2,2.

Remarque. — Ces quatre expériences faites dans des conditions voi-
sines sur deux parties bien différentes de cordes réunies par un neeud
montrent un accord presque parfait avec la théorie. Il faut en conclure
que le mode grossier de liaison n’a pas d’influence sensible.

Cinquiéme expérience.

La corde a boyau des expériences précédentes est raccourcie au
moyen d’un curseur jusqu’a ce qu’elle donne le méme son que la corde
d’acier; alors

[ =20 b =565 n =227 B) = 1139
" =408 o) =112

La corde totale L doit donner, d’apres la théorie, I'octave grave du
son de chacune des parties, savoir

I =113,5.

J’al multiplié les vérifications de la loi démontrée par cette expé-
rience; j’ai toujours trouvé.un accord presque parfait avec la théorie.
Cette vérification, n’exigeant pas la résolution d’une équation transcen-
dante, peut étre faite tres-facilement dans des conditions trés-diverses.

Siziéme expérience.

Les deux parties reliées par un nceud sont 'une / d’acier, I'autre /'
de laiton.
Acier... 1 =445 b =412 n =311
Laiton .. /'=555 b’ = gob n = 142

Equation transcendante & résoudre :

tangx + 0,567 tang 2,202 = o.

Annales scientifiques de I'Ecole Normale supérienre. Tome IV. 10
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Racines successives el sons COI‘l’GSpODd&ntS:

z, == 0,004 = 89,5

X, == 2,02 xi J‘G(,”._ 200 1 neeud ;

z;, = 2,982 ‘ WY =295 2 neeuds;

z, = 3,840 Ble m:: 380 3 neeuds;

2, =4,939 9t = 489 4 neeuds;
.z =15,957 I = 590 5 nceuds.

Position théorique des noeuds:

1 neeud. 2 nceuds. 3 noeuds. 4 nwuds. 5 neeuds.
2z =607 ,4 3, = 468 3, == 364 z,= 283 2= 235
2,= 734 z2,== 58 z,=518,5 z,= 456
5=794  %="679 % = 892
- z,=839,5 z, =128
= 864
L’expérience a donné:
e\ = 86,2 N =293 N = 48
o) = 193 1 = 380 ol = Bgr

Les noeuds sont sensiblement 2 leur place. Je I'al counstaté en mar-
quant & P'encre les points théoriques, en y placant de petits chevalets
de fil et en faisant vibrer 4 coté la corde normale, de manitre i rendre
’harmonique correspondant. Les chevalets restaient immobiles aux
neeuds marqués, et remuaient dans les positions intermédiaires.

Remarque I. — Les deux premiers sons rendus par la corde pa-
raissent difféver des sons théoriques plus que les autres; mais on peut
attribuer cette divergence a des erreurs d’ expenence La détermina-
tion des sons graves par le procédé que ]al suivi présente ‘toujours
quelque mcertltude ¥

Remarque II. — J'ai vu dans cette expérience que le nceud qui réunit
les deux parties apporte des perturbations notables quand la corde sur
laquelle il se trouve est tres-petite. Dans le cas, par exemple, ou la
corde présente 5 neeuds de vibration, si Yon place 4 curseurs mobiles
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aux points marqués, les diverses parties de la corde doivent toutes
rendre le méme son 9t,. Or on observe que la portion assez courte qui
contient le point de jonction des deux parties vibre difficilement el
rend un son un peu plus bas.

Septieme expérience.

La corde est en laiton, d’une seule piece, amincie a la filiere dans
"'une de ses parties. Le nceud de jonction ne peut plus avoir d’influence.
La partie / la plus longue est la plus fine.

| =642 b =o4r n =135
!’ == 358 b’ = 582 n' =220

Equation transcendante & résoudre :
tangx -+ 0,906 tango,615 z = o.

Racines successives et sons théoriques correspondants :

Z, = 1,966 xl= 84,5
x, == 3,860 % = 65,5 1 neeud;
z, == 5,859 Y = 052 2 neeuds;
Z,==q,710 ,»)t«(;.":417 4 nceuds.
Position théorique des nceuds :
1 neeud. 2 neeuds. 4 noeuds.
z =526 z, =344 z, = 208
z,=— 687 z,== 416
z, == 624
I’expérience donne : z,= 812
.DC(IM.: 83 1 neeud. 2 nceuds. 4 neeuds.
N = 167 z =520 2, =346 2, = 209
M = 281 : 7, = 686 - Z=418
W = f15 2, =627
z,=2810

Les différences avec la théorie paraissent insignifiantes.
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Remarque. — Les sons successifs forment & peu pres la série 1, 2, 3,
4, 5,.... On peut s’en rendre compte théoriquement. Nous avons vu
que sil’'on a

’

a=da ou nl=n'l,.

la corde hétérogene se comporte comme une corde homogene. Or cette
condition est ici sensiblement remplie, car

l ! .
7=1:79 et %21,63.

Huitieme expérience.

La corde précédente est remplacée par une autre plus fine,- d’une
seule piece et amincie & la filiere dans I'une de ses parties. La plus
fine / est la plus courte :

l =332 b =4n9 n = 2067
' =— 668 b = 1502 n'=285,o

Equation transcendante 3 résoudre :
tangx + 0,642 tang3,131 £ = o.
Racines successives et sons théoriques correspondants :

x, =2 0,708 é)l':(l”:: 60

2= 1,516 = 129 1 nceud.. z =558
x,=12,333 V= 198,5 2 nceuds. z,= 426 z,= 713
x,=3,054 NY=1259 3 nceuds. z,= 340

™

,= 560 z,— 780
Résultats de V'expérience :

=64

7 = 130 1 neeud.. z =558

WP=197 2 neuds. z, =427 2z =713
Dta(f’): 260 3 noeeuds. 3,=340 z,=561 z,— 782

Les différences sont sans importance.
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Neuvieme expérience.

La corde totale est formée de trois parties de laiton de divers dia-
metres :

| =357 b =564 no=227
l" = 321 b = fn2 n' =271
1" = 322 b"=n05 n’ =182

En posant toujours
A

= —y
2n
I’équation (48) du Mémoire, réduite en nombre, devient

o = tangx + 1,074 tango,838x + 0,722 tang1,250x

— 0,671 tangx tango,838x tang1,250.
Racines successives et sons théoriques correspondants :

2 =1,063 =91
z,=1,967 9 =142,5 1 nceud.. z =580
z;=3,113 NV =225 2 neeuds. z,=360,3 5 =740,3

z, = 4,035 9‘6(}):291,6 3 neeuds. z,=277,9 5=1573,8 z,=199,4
Résultats de 'expérience :

) =74
W' =141 1 neeud.. z =575

=205 2 neeuds. z,=360  z,:=740

=290 3 neeuds. z,=278 z=>574 5, =798

Remarque. — Les sons successifs forment a peu pres la série 1, 2,
3,...; cela tient & ce que les produits nl, »'l’, n"l” sont & peu pres
égaux. Dans ce cas en effet la corde hétérogene se comporte a peu pres
comme une corde homogene d’apres la théorie.
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Dixiéeme expérience.

Au moyen de curseurs mobiles les deux cordes extrémes de U'expe-
rience précédente sont diminuées de longueur, de facon que les trois
parties rendent le méme son.

! == 28g b =485 n =264 -
=321

i "—=213
L= 823

La formule (50) du Mémoire donune dans ce cas

2 'L
ang — — tangg — & e
tang P tanga \/l!” !

Z=1,121, T —oa=ug ==2,021.

de la on déduit

Série des harmoniques théoriques :

= -a:_’—l =qo I = an . =528
1e
~ (0 a'n . . £l .
N = — =169,5 26 = R o an =622
T T
\ . /
M\ n =264 = R o =697,5
p ¢
o N -
-)l:‘f’ = ?-t: -+ n =— 358 Qb(,:) — 3n == 7G2
o 20 - .0
RO =22 n=433,5 oo = 20 4 3, — 886
T ™
Résultats de I'expérience :
M0 — Al — 5:
L = Qo s =530
JG/':O) g 169 ) :9?:(’0) = 620
N = 264 Nl = 6ga
JG(,‘O) = 360 Q‘G<0“) =195
=434 Ty = 8go

L'accord est aussi parfait que possible.
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25. Conclusion. — Les expériences diverses que nous venons de ré-
sumer montrent que les lois relatives aux cordes hétérogenes se veri-
- fient aussi parfaitement que celles qui se rapportent aux cordes homo-
genes. Nous devons par conséquent regarder comme parfaitement
exacte notre hypothese fondamentale sur le raccordement des diverses
parties pendant tout le mouvement.



