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SUR U N E

EQUATION DU P R E M I E R O R D R E
I-.T

I N É Q U A T I O N DE JA.COBI,

PAR M. ELLIOT,
P R O F E S S E U R A L A F A C U L T É D E S S C I E N C E S J) E B E S A N Ç O N .

.. On sait que les équations différentielles, telles que

dy _ Ps
dx^ f?

où F;) est un polynôme du troisième degré, et I:\ un polynôme du, pre-
mier degré en y dont les coefficients sont des fonctions quelconques
de la variable indépendantes, peuvent être ramenées à la forme

f^-o
dx "" V3?

où Qa est un. polynôme du troisième degré en y. Ces équations, étu-
diées par MM. Appell et Roger Liouvi l le , admettent comme forme
canonique

' -Y.+. I .aX

Lorsque le polynôme P ^ e s t seulement du. second degré en j, on
peut adopter une autre forme canonique.

Considérons l 'équation

rfy_Py24^QJ^R,
(j) d ï ^ S y + t '
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où P, Q, R, S, T sont des fonctions quelconques de x. Si l 'on fait le
changement de fonction

j=aY+^,

où a et b désignent des fonctions indéterminées de .z", l ' équat ion con-
serve la même forme, et l'on a

d! — ^iJ'^^^L^"4:111
dx. "" -g^^-r^-— '

en posant
P.zzzPa^Saa',
Q, •=i ̂ ab -h Qa — S a^-- (S b -|- ï)^,
Ri == p y -h Q ̂  -+- R — ̂  ( S b + ï ),
Si ̂  S (^2,
ï \==a(S^4-T).

Si l'on profite des fonct ions a et & pour annuler P^ et T,, on aura

^ _ P __ T
ci. S 5 " S 5

et l 'équation ( ï) se transformera dans l 'équation réduite
, . dY ,/ H(.) ^+ . I=Y,

ou I et H ont les valeurs suivantes :

_ a PT - QS -h- TS^ — T^ S ^ PT2 — QST 4" S2 HA. — —————-——^—————— 5 il _:, —--—•—-,-p-—„——. .
s^J^ s3^^'

I/exponentielle introduit un facteur constant h dans 1, et son carré
A2 dans H. Ces facteurs répondent au simple changement de Y en AY
dans l'équation réduite.

On pourra ensuite, par un changement de la variable indépendante ,
faire, en sorte que H ou bien I se réduise à l 'uni té .

Les fonctions 1 et H sont des invariants relativement au cbangement
de fonction, et sont aussi des invariants relativement au cban cernent
de la variable. Si l'on effectue à la fois ces deux changements,

. dx\y = aji 4- b, ^ .= c,
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011 a, 6, c sont des fonct ions indéterminées de x, l 'équation (i ) con-
serve la même forme, mais les coefficients de l 'équation transformée
ont main tenan t les valeurs suivantes :

P^=:Pa 2 —Saa / ,

(},-= 2Pab -+- Qa - Sab'— {Sb + T)a\
R i = P b2 + Q b + R - ( S b + T ) b ' ,
Si^S^c,
Ti=ac(Sô-hT).

En calculant les nouvelles expressions I , et Hi , on reconnaîtra aisé-
ment que

I i=^ I , Hi=:^ïÏ .

Les fonctions 1 et H sont donc bien des invariants, et le rapport
— == J est un invariant absolu.

Si, dans l 'équation réduite (2), on fai t le changement de la variai.)^
indépendante définie par

^-r
dx "~1'

on la ramènera à l 'équation canonique

clY _ J^^,=,^

et l'on reconnaît immédiatement que X est un invariant absolu.
En posant Y = = ^ ? on voit que l 'équation canonique équivaut a

celle-ci
drL -^72 ï73^ ^ Z - J Z ,

et qu'elle peut être regardée comme l'équation canonique répondant
aux équations différentielles

^ - o
dx^^

ou le polynôme Q;, du troisième degré en y admet une racine double^
L'introduction du facteur h dans 1 et de A9 dans H donne, d'ail-*
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leurs, des équations canoniques qui se déduisen t immédia tement les
unes des autres. Posons

Il=r/J, IIi==^H',

on aura
, , , eÏXi c/.XJ,̂ J, ^=ki=k^

d'où l'on conclut
X i = À X + / ^

À,, désignant une nouvelle constante. L 'équal ion canonique

cN., _ ,1\^-hi-^

se déduit de l 'équation canonique

clY J
^4- i==Y,

en posant Y^ = À Y.
Supposons que les coefficients de l 'équat ion proposée soient tous

constants, on aura évidemment , en désignant par X, p., k trois con-
stantes,

l == ̂ , H = ̂ ^ ^ = Â^, x. =: ̂  e^, J == ^ x.

L'équation canonique est homogène. S i , comme cas part icul ier , la,
constante k est nul le , i l est clair que J se rédui t à une constante. Les
mêmes conclusions subsistent si, au lieu de supposer constants les
coefficients de l'équation proposée, on suppose qu'ils soient suscep-
tibles de le devenir par un changement convenable de fonction et de
variable, puisque J et X sont des invariants absolus.

Ces cas d'intégrabilité, qui se traduisent par la propriété qu'a ^J-,
ou bien J, de se réduire à une constante, se reconnaîtront sur l'équa-
tion réduite (2) et sans passer par l'équation canonique, par les carac-
tères

(?)'—j— == const. . ou bien y .= const.
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2. Faisons, dans l 'équation
dy , H

( î ) — -4-1=: ~,v / dx y

le chana'ement de fonction y == u 4- —I—75 a, 6, u étant des fonc-0 t/ aji 4-ô
t iens quelconques de oc. L'équation se transforme en une autre, où
- î ̂  1^ quotient d'an polynôme du troisième degré en y^ par un po-

lynôme du premier degré. Mais on voit aisément que le polynôme du
troisième degré se réduit à un polynôme du second degré, si a est une
solut ion particulière de l'équation (s). Les invariants 1̂  et Hi de la
nouvelle équation ne dépendront pas des fonctions ci et b. On sait, en
ef fe t /que si l'on fait le changement de fonction y^ === aya-h- p, a et p
étant des fonctions quelconques de x, les invariants ne dépendent pas
de a et (3. La t ransformation devient alors

y "̂  /./ .
a ( ajâ 4- (3 ) •-+- b

En prenant aa == î , ̂ a 4- b == o, on voit qu'on peut se borner à faire
la subst i tut ion y == u -h ^- L'équation (ï) devient

^ ^~(^±iiî!
'^ ^- uz+i ?

et les invariants de cette équation sont

,^ ,. 3 il— ïU -f^-dx ,„ H -â/*1-^(3) ï , = = — — ^ — — ^ J " , U^^o J u .

On ramène d'ailleurs Féquation (2) à la forme

dy, _ H,^ „)-. i^ •.-=- -—
^te yi

par le changement de fonction
flcU- I

rr ue ll Vi •— --v U

et, par suite,
•I_ ^^Jlv == u -/^^11 y i — 0 ^

jf/^/. de l'Êc, Normale. 39 Série. Tome VII,-— AVRIL 1890. ï ^
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Toutes les fois qu'on saura intégrer une équation où les invar iants
sont 1 et H, on saura donc intégrer une infinité d'autres équations dont
les invariants sont I^ et H,, en util isant les solutions particulières de
la première.

Cherchons, par exemple, quelles sont les équations que l'on peut
intégrer en les ramenant, par la remarque précédente, à d'autres où
le rapport

'îiiV

/• étant une constante. On a, d'après la relation (3),

fïiiY
\ïJ ^ (II^3LIH^)^r-^H^^
"ïi""' ""' ~~ " (ïB.-^ïuy ——1'

L'équation ( î ) sera donc intégrahie si l 'une de ses solut ions satis-
f a i t à l 'équation du troisième degré

(4 ) (HT- nr)^- âH:p^+ ôiviu ~ 611:̂ = ^(SH ~- iu)\
Par exemple, l 'équation dont les deux invariants sont

l=(3/-ï)A H=/^(r-/)/\

/ 'é tant une fonction de a?, pourra être ramenée à une équation où le
rapport — est constant; car l 'équation

.^+ï=ïdx' y

admet la solution particulière ^ = = / ( ï — / ) , qui est une racine de
l'équation du troisième degré

(Hr-- nr) ̂ ~ a HP ̂  4- 6 [PI u ~ 6 H3 -=:: o.
Mais ce caractère d'intégrabilité étant d 'une application à peu près
impossible, nous en simplifierons la recherche en supposant que l'on
prenne pour point de départ l 'équation canonique

^,=1dx • y
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Si l'on fait dans l 'équation (4) 1 = i » H --= J = uu' -+- u, on obtient
— ( ! ( ( " = (3//-+- 2 ) [ Â • ( 3 a / 4 - 2 ) 2 - + • ( / ^ - ^ - I ) (2« /-+- l)]

ou bien
du u! clu' _
^ + ̂ -^^^ 4 A- 4- 7] '"" °"

Intégrant cette équation et C désignant une constante arbitraire,
Ca( 3 ̂ -f- s)2^ (9 À- -4- a)^//2^ 3(4/c 4- i) ̂ -t- 4.^ -+-1

o u
( ^ C / / — g / c _ -î)//2^ [ i2Ca, — 3(4 /c+ i)]^-i- 4 C ^ — 4 A ' — i = o .

Résolvant cette équation par rapport à u\ on obtient , en posant
i + 4 Â - — 4 C ^ = = ^ ,

l 'équation diiïerentielle
c/<î _ ï,

4 ̂  ̂ J? 3 h ± ï

1/intégration de cette équation donne, en appelant C, une nouvelle
constante arbitraire,

3 ̂  ± 2 i + 2 Ci — 8 C.ï = o.

Connaissant t, on en conclura la solution particulière u et l'expres-
sion de J == ^ ( / /+ ï ) . Cette expression contiendra la quantité irra-
t ionnelle \ / ï — 6Ci 4- 2.40^, qui provient de la résolution de l'équa-
tion du second degré en t. Faisons la substitution l inéaire

j _6Ci4- 24C.r^.4X,

de façon que l 'irrationnelle soit simplement la racine carrée de la
nouvel le variable, et en même temps la substitution

•6Cj=Y,

afin que l 'équation conserve la forme canonique. On obtiendra alors
l'expression suivante de l'invariant absolu J

,^^^(,^,)_X1.

Les équations caractérisées par cette valeur de J sont, comme nous
le verrons plus lo in , des équations de Jacobi.
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Équation de JacobL

3. L'équation de Jacobi est, comme on sait,
{lx 4- l ' y 4- l " ) (x dy -- y dx)

— (/72.Z" 4- w/y 4- m") dy 4" (^.^' 4- n'y 4- f i " } dx == o,(0

où /, l\ f, m, m\ m\ n, n\ n1' sont des constantes. On p e u t l 'écrire

dy _ Vf- -h ( Ix 4- ^ — n' ) y — ( /^j+ ^/ )^ „-„ ̂ ,̂,̂ ^^ .

Elle rentre donc dans la, catégorie d'équations dont nous nous occu-
pons.

En calculant les deux invariants I et H, on trouve que 1 est le quo-
t ient d'un. polynôme du premier degré par le cube de la fonction l i -
néaire l ' x •— m\ et que II est le quotient d'un polynôme du troisième
degré par la cinquième puissance de cette même fonction l i n é a i r e .
Les coefficients des deux polynômes ne sont pas arbitraires. Us doi-
vent satisfaire, comme nous al lons voir, à deax relations.

Remarquons d'abord que, par un simple changement de no ta t ions ,
on peut mettre l 'équation qui précède sous la forme

(^
dy __ y"14- ( rï\ x 4- n )y 4- p\ •r ^~ p
dx ( .2; 4- rn )y 4- ^-i ̂ 2 -h q\ x 4- (f

où m, n, n^ p , p^ q, q^ sont des constantes. On peut supposer aussi
que l'on a ramené le coefficient de y au dénominateur à être x au,
moyen de la substitution x 4- m == x ^ .

Cela revient à supposer m == o dans l 'équation (2), qui devient

dy __ j2-h (n^x 4- ri') y +,/̂ ' "+- P
da' xy 4- rï-\ ̂ î 4- </! -v -h- q(3)

Les deux invariants sont

ï ^ , ( 2 < 7 i — ^ ) . z - 4 - 3 < /1 =~ //. ————————-——————— y
«r4

^^f^CS]^:^^^
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r^h étant la constante qui provient de l'exponentielle eJ r . Si nous iden-
tifions avec les expressions suivantes

A i . r + A n ,. B3^3+B^.r2•+-B^-^-B,1^——^——, H_———————^——————-,

ou les A et les B sont des coefficients constants, on devra sat isfaire
aux équations

( À ( 2 ^ — ^ ) = = A i , • 3r /A=A,o,
( 4 ) A2 [p, -+- /^ ( ̂  — n ')] •=-- B:i, A21> -4- ^i </ + '7i ( ̂ i — n )] = ^^a,

( /^ ̂  ( ̂  ^^ ̂  n)=: B i, A2 72 = Bo•

En comparant la deuxième et la dernière de ces équations, puis la
première, la deuxième et la cinquième, on aperçoit immédiatement
les deux relations

AÏ ,. A ( » A I _ ,— :=. g'S,,, —— "-- s>r
9 -3

' Si on les suppose vérifiées, on pourra faire l ' identif ication d'une in-
f in i t é de façons. Il suffira de prendre

A^ „ _ ̂ irA1

3/// ^ hq •^—, n ^ — - ^

( ;) ) 1 I^n^h — ̂ i Ai + B:» _ ̂  '7 î — i ̂ L îrî 1 ̂ C^^,f;^=:————^--——••—? p-~———- - - ^

où A, y, , ^, demeurent arbi t ra i res .
L'équation

^Y Ai ̂  •+• A,, „ B g ̂ j-J^ ̂  ±_iA(lAl̂ -±iA
(6) 1 1 ^ + ^ — ^ — - ——^Y-

peut donc être considérée comme provenant d 'une infinité d'équations
de Jacobi, et, comme les solutions de l'une quelconque centre elles
sont liées à celles de l 'équation (6) par des relations connues, i l est
naturel de chercher si l'oa ne peut pas profiter de l ' indéterminat ion
de À, ^, Ht pour en simplifier l'intégration-

Mettons l'équation (3) sous la forme habituelle de l'équation de
Jacobi
(7) (y 4- n,x} (.:r cly -y dx} 4- (^r + q) dy - Ç p , x -h ny +^) dx = o,
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On sait que cette équation admet, en général, trois intégrales l i -
néaires. Ces intégrales s'obtiennent en posant v.x 4- (3 y 4- Y == o, les
constantes a, p, y étant déterminées par les équations

( (<7i+?.)a+/?ip—^,7==o,
(8) ( ^+ } . )p__y^o ,

[ r/y. 4-/.?j3 4- }.y = o,

en prenant pour À l'une des racines de l 'équation du troisième degré
obtenue en égalant à zéro le dé terminant des équations précédentes,
c'est-à-dire
(9) À3-h ( ̂ -4-^/i)^2-!-(/?-}" nq^ fï^q)\ +pr/i — p^j 4- rui^f =: o.

Rappelons en outre que, si l'on désigne par 7^, À^ , 7^ les racines
supposées inégales de l 'équation (9), et par o^, ^, y, les valeurs des
constantes répondant à la racine " X ^ , etc., l ' intégrale générale de
l 'équation (7) est

(ap-r +• Pij 4- yi)^-^ {^x -+- ̂ y 4- ys)^3""^1 (^3«^ 4- ̂ y -+- 73)^"^ = consl.

Remplaçons dans l 'équation (()) /?, p^ n, y par leurs valeurs tirées
des équations (5). On obtient

n -4- q^ =3 7i
A^
//
,, ., 'v/i . îî.,

p 4- /i//i 4- ni q == 3 7^ — —^ A i 4- ,7 »

•i //? * ^/î v\ Ao B-)/?//i — pi </ 4- /?/2^/ •̂  r/{ - ̂  A i 4-1 ̂  Ba -- ̂ f ^

et la substi tution de ces valeurs ramené l 'équation (9) à celle-ci :

(,o) ^ 0.^r/,Y -Ai A2 0 4- /7i )2 4~ B.À (?. 4- ̂  ) - ̂  = o.
î

D'après la méthode de réduction indiquée dans le n° 1., on passe de
l 'équation (3) à l 'équation (6) par la subst i tut ion

, _ -^ Y _ ^L "̂tL -̂fL '̂i''l"l ^
"" """ h 1 1 1 ' x ' :

d'où l'on tire
y := ̂  ( ̂ y .4.., ^^ .̂-2 ̂  ^^ ̂ . ,̂ , ^'^ ^
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Remplaçons y par — ^x — / * On tire les rapports -^ et ^ des deux
premières équations (8). Ces valeurs sont, en tenant compte des rela-
tions (5),

^ ^a^)--!|
^^^^, ^——^^——.

On trouvera donc, pour les trois solutions particulières de l 'équa-
tion (6),

» ! - 1 > '$ r i •» / *i , -, l A (\ l
\ -= ——.'——, 4- Ai — II (^ 4- 7i )] - 4" — — •

Il (À -h 71) 1- ' ' '-'-'.r 3 .:r2

La constante n^ n'entre pas dans cette expression; les constantes h
et y,, n 'entrent que sous la combinaison A("X + y,,), dont dépend seule-
ment l'équation (10). Les trois solutions particulières de l'équation (G )
sont donc les mêmes, quelles que soient les équations de Jacobi dont
elle provient, et son intégrale générale pourra s'écrire sous une forme
analogue à celle qui a été indiquée plus haut. Les quotients des diffé-
rences des racines de l'équation (10) qui. servent à déterminer les
exposants restent aussi les mêmes quand on donne à A et q^ des
valeurs quelconques.

En, faisant À== :î, y., = o, on voit que la formation de l 'intégrale dé-
pend de la résolution de l'équation du troisième degré

P - AiÀ 2 + BâÀ - ̂ AoBs = o.

4. On peut, par un changement de la variable indépendante, rame-
ner l 'équation de Jacobi à là forme canonique

d\. _ J
^X 4TO i """" Y '

J e tX étant des invariants absolus, l'expression de J en X est indépen-
dante d'un changement de variable fait dans l'équation (6) du numéro
précédent, et aussi du changement de x -4- m en x qui a déjà servi à
simplifier cette équation.

Si, dans l'équation (6), on pose x == -^-3 elle devientx i
dv ^ A Bo.^î -hBi^^ -4- B '̂i-i-B,^ _Ao^ + Ai— ———————Y——————— >
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les coefficients étant toujours assujettis à satisfaire aux deux relations

A ^ = 9 B , , A o . A i = - = 3 B i .

Les deux invariants I, et H, sont donc deux polynômes du premier
et du troisième degré

- Ii =. Ao.ri + A,, - H, -= ; A^ï -(- }Ao A..»,2 -i- B^i 4- B,.

La variable canonique X est définie par

X:=^I,^,=-|-AO,^-A,.<-,;

•v, est donné par l 'équat ion du second deeré

Ao ,r'f 4- a Ai ,2-1 4- :?. X = o.

Si l'on effectue la division de :A;;.^+iA.>A,.^ + ïi,x, -+- K, par
Au.rf 4- 2A|„t;^ + aX, on trouve comme reste

(BS- j-AoX - J-AÎ)^-)- B,,~ |AiX.
On en conclut

.) = M1 = ̂ "irLî .-J.̂ llfî irJL̂  <x
11 À<iA-i4- A)

et, en remplaçant ce, par sa valeur,
lî -i-9- ^^î A ^ B 2

.I=-3x+! î2-2A!-^- ^ILIK
9 Ai, 9 Ao ^/At - a'Ao'X

Changeant X en X + ̂ , l'expression de l'invariant est

-1x4- '̂ -rJA! + JA?+M^_AJ^
A<) A, ( /—aAoV 'X" '

Le changement simultané de X en ÀfX,, et de Y en /rY ou /?
désigne une constante, laisse à l'équation la forme canonique On
pourra donc regarder l'invariant J, relatif à une équation de Jacobi
comme donné par

( > ) J, = - f x, + ̂ 7^1 + —,,'__ iALtAL^» r- A ' ̂
/ ' Î A o Ao^-aÂ, Â Î / X ' i - "
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I I est clair que, .A> et ̂  désignant des constantes quelconques,
^(i,

J = - | X + ^ - 4 ~ — —. /x
correspond à une équation deJacobi. C'est la forme qui a été trouvée
dans le n° 2, pour les équations qu'on peut intégrer en les rame-nant à
d'autres dont l 'équation canonique est homogene-

En comparant la valeur de ,î, trouvée pour ces équations, avec celle
qui précède, on aura deux relat ions qui donneront lieu, pa r i / é l imina-
tion de À| , à l 'équation

ii./L±LLyî .4 î (Ba—iAÏ)3
,...,„ . — — , . — — , _ — — — ^ Q^

(O / r - t - a ) 2 3 ( tA.;-hAoS^--AiBâ)2

L'intégration de l 'équat ion exige donc encore la résolution d'une
équa t ion du troisième degré.

Cas d'une racine double de l'équation caractéristique.

5. La forme sous laquelle se présente l ' intégrale générale de l'équa-
tion de Jacobi devient i l lusoire quand l'équation caractéristique du
troisième degré admet une racine double . , La méthode de d'Alembert
conduit à la forme nouvelle qu i convient à ce cas par t icul ier ( { ) .

Soit P, la fonct ion linéaire qui répond a la racine simple 1, de
l 'équation caractérist ique, Pa celle qui répond à la racine double Ày.
L'intégrale générale est

PI (A^A^— ::= consl.<? i s ,x 2

P^ désignant une fonction linéaire que l'on obtient en dérivant P^ par
rapport à A, et remplaçant X par Xy.

Réciproqueiïienfc, soient A, B, G trois fonctions linéaires de x et k
une constante- L'équation

( î ) LzJ^ ^co'nst./^
«/

( 1 ) SEKBET, Cours de Calcul cliff ère nUcL fît intégral, y- édition. Chap. VII.
Ann, clé L'Kc. Normale. 3" Série. Tome Vil.— AVRIL 1890. Jk>
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donne lieu, par l 'élimination de la constante arbitraire, à une équa-
tion que l'on reconnaît aisément être une équation de Jacobi, dont
l'équation caractéristique admet une racine double répondant à la solu-
tion linéaire y === B, et une racine simple répondant a la solution
y=A. Faisons, en effet, le changement de fonction y —• B==j^, qu i
transforme une équation de Jacobi en une autre équation de Jacobi, et
qui, en outre, n'altère pas les invariants 1 et H. L'équation ( r ) se
transforme dans la suivante

, y—/ ;y — et ^-——-——— == const.c y ,y
où a et b sont de nouvelles fonctions linéaires de x.

L'élimination de la constante conduit à l 'équation différentielle

( 9 } v^t^Lzi^j^^
" J """" { a — k b ) y - ^ r k a b

En posant a == a^ oc + Oy, h == b^x -h &o» l'équation peut s'écrire

[( OY — kb^ ) y 4- ka^ b^ x ] ( .a? dy — y dx )
-{- [(ao— /f&o) y -4- k(c^bQ-\-a^bt),xf --1- /caob^dy— ka^b^y r̂ =-= o,

qui. est bien une équation de Jacobi dont l 'équation caractéristique
admet la racine double \ == — /cao ̂  et la racine simple 7^ == — /ca< ^o,
La première donne la solution particulière y == o; la seconde, la solu-
tion particulière y == a.

Les invariants 1 et il de l'équation (2), où nous supposerons main-
tenant que a et b sont des fonctions quelconques de oc, sont

,- „. n^rj^ {ba'—a^^^^^^^ • p ̂  b ( ha! - ab' )
(a--/^)3 ? t 1-^^^^^^

On reconnaît aisément qu'ils ne dépendent que du rapport ^ = = = / .
On a ainsi

— î — k(^Lkt 11' _ ïï --, /c2 ti! '
"" (i-/r^3 7 M_^.^^.

Toutes ces équations admettent une même équation canonique, que
l'on forme facilement au moyen des expressions précédentes de 1 et H,
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ou, plus simplement encore, si l'on effectue la substitution i — k ( ==^
au moyen des valeurs suivantes :

— ï =. (3 9 - i)Q\ — H == O^Q — i) Q ' .

On retrouve ainsi, multipliées respectivement par — ï et (-— ï)2, les
valeurs rencontrées dans le n° 2 pour les invariants des équations qui

Ï.T
peuvent être ramenées à d'autres où le rapport y est une constante.
D'ailleurs, en formant l'équation canonique, on obtient, pour l'ex-
pression de l'invariant absolu J,

j ^ ^ 2 x + 2 ± 4 — ,
9 3 9 v/X

que l'on retrouve en faisant îc === o dans la valeur de J qui a été rencon-
trée dans le n° 2.

On a vu, dans le n°4, que les invariants I et îï d'une équation de
Jacobi. peuvent toujours se ramener à être des polynômes du premier
et du troisième degré. Toutes les fois que l'équation caractéristique
admet une racine double, le polynôme du troisième degré admet aussi
une racine double, et réciproquement. On a effectivement, en se repor-
tant aux notations du n° 3,

— H = ^AS •̂  + i-Ao Ai ̂  + Bâ,:r -h Ba.

Le discriminant du second membre est

^[^ArB^^A§A.î][AoAJÎ3-B|]-^A^B3--^A,Â,B,]2.

lîn l'égalant à zéro et supprimant le facteur A^, on a la condition

4(3B2-Al ) (AoA^3-Bj ) - (3AoB3-AlB2) 2 :=ô

qui exprime l'existence d'une racine double pour l'équation caractéris-
tique

^_Al}l s s -+-BaÀ—^AoB3== o-
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Cas d'une racine triple de l'équation caractéristique.

6. L'intégration de l 'équation de Jacohi peut être alors considérée
comme immédiate, par suite de la forme part icul ière que l'on peut
donner aux invariants 1 et H. En expr imant que 1/équation caractéris-
tique

P-AiP+BiJ-^AoBs^o

a une racine triple, on a les conditions

IL=:iA^ AoB^tAî.

Si l'on ramène les invariants 1 et H à être des polynômes du pre-
mier et du troisième degré, on trouve donc

-- Ï =Ao.^ 4~ Ai, — H == —— (Ao^ 4-Ai )3.
9 AO

Les deux invariants satisfont à la relation

(?)'=—
qui fait voir que l'intégration se ramène à des quadratures.

En appliquant à ce nouveau cas part icul ier le procédé de d'Alem-
bert, on trouve pour l 'intégrale générale la forme suivante ( p)

(l^-aP+P^o,

où C est la constante arbi traire, P la fonct ion linéaire qui répond à
l 'unique solution linéaire, et P7 la dérivée de cette fonction par rap-
port à X, où l'on remplace "X par la racine triple.

On voit que l'intégrale se compose de courbes du second degré.
Pour une valeur convenable de la constante, on pourra généralement
faire disparaître le terme en f2 de l'équation intégrale,, et l'oa ob-
tiendra ainsi une solution particulière ra t ionnel le . C'est cette der"

( 1 ) SËRBIST, loc. cit.
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niere solut ion qui s'introduit avec la fonction P quand on intègre di-
rectement l 'équation de Jacobi sans avoir recours au procédé de
d'Alembert . Considérons l 'équation

y(j— a^^const.,

7, étant une constante et a une fonction quelconque de oc. L'élimina-
tion de la constante conduit à l'équation différentielle

J (.A-+- I,)J — ^

que l 'on ramené, conformément à la méthode générale, à la forme ré-
dui te

^Y i —}, ^ ^ \aa'^.
(o ^^T^^rripY

par le changement de fonction

,^Y-^-

Les deux invariants 1 et H satisfont, pour l'équation précédente, à
la relation 'H.Y,._2,_i.;n-(>-^

On peut, à cause de la fonction arbitraire a et de la constante A. re-
garder l'équation (i) comme l'équation réduite de toutes les eq^

lions de la forme qui nous occupe, pour lesquelles le rapport de ̂

à 1 est une constante quelconque.
Son intégrale générale s'obtient en remplaçant y par sa valeui en Y

dans y(y -'- a)^=- const., ce qui donne

^ + ,) Y + a] [̂  + i)Y - la]^ const..

Si nous appliquons la remarque précédente à l'équation

^Y * I (A(>A•l-^-A^ys
/,,i —- ==A,a-i+Ai-,.-———Y———'
(•'-•/ dsc, 9Ao l
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on trouvera d'abord la constante X en résolvant l'équation du second
degré

À _ _ ^
(i-A)^- 9

dont les racines sont - a et — ^ Prenons par exemple X == - 2.
On détermine a par l'équation

-3^=-Aod;,-Ai,
d ou

^A^^A.^^,

en déterminant la constante d'intégration de façon que

^=^(A^+A,)».

L'intégrale générale de l 'équation (2) est donc

[-Y+-,A^.4A,.^^j[-Y+^o.^JA^^^-]-=eonst.

La changement de variable se, = -^ donne

[-Y+^A.;.-^,A,^^][_Y,^^,^,^^J-,,^

pour l'intégrale générale de l'équation

(3) dï+Al^±J^^_l_(^x+^}ï
ux a:s 9Ao ï ^ Y ' ' -

Nous savons que l'équation (3) peut être considérée 'comme pro-
venantd une infinité d'équations de Jacobi. Choisissons la plus simple
qui repond (n° 3) aux hypothèses ' '

A==i, i7i==o, «,=o;
d'où l'on conclut

,=^ »=-A,, ^, ^.
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On obtient ainsi l'équation

(4) Ji(^yi—yi^)-+- -Ao^yi4- (Ai j i— I —^-- -Aj)^=o,o \ 9 Ao ^ /

dont l'équation caractéristique admet la racine triple —• On passe de
cette équation à l 'équation réduite (3) par le changement de fonction

^ i An^^Y-.^.

L'intégrale générale de 1/équation (4) est donc

/^ r 3 A J ̂  T . r ! A T A J A? .1(3) |yi- 3^ 3 ̂ J = const. ̂ + ̂ Ao- ^A,^ - g ̂  ̂ j.

On constate immédiatement ; i° que le premier facteur égalé à
zéro donne pour y^ la solution linéaire qui répond à la racine triple;
2° que le second facteur égalé à xéro fournit également une solution
particulière ; 3° qu'on est conduit au même résultat en prenant
pour À l'autre racine — ^ de l'équation du second degré.

Si l'on veut avoir l'intégrale générale^ d'une équation donnée de
Jacobi dans le cas d'une racine triple, on déduira cette intégrale de la
précédente par un changement convenable de la fonction et de la va-
riable indépendante. On mettra l'équation sous la forme

(6) dy _ j2 4- (^i ̂  "1~ ̂ )j ̂ ~Pi^ •"̂  P
dx xy •+- n^ 0!^ -(- <7i ce -+• ç

Cette équation se ramène à la forme réduite (3) par le change-
ment de fonction

y^^Y-^^^^^^,•/ ' x ,

en faisant égale,à l'unité la constante désignée par h dans le n°3» Les
deux relations qui définissent y ^ etj en fonction de Y donnent, par
l 'él imination de Y,

y^=y^n^^rq^

Telle est la subst i tut ion qui permettra de passer de l'équation (4)
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à l 'équation (6) et, par suite, de l ' intégrale générale (5) à celle que
l'on cherche.

7. Proposons-nous de chercher quelles sont les équat ions de la
forme qui nous occupe, dont l ' intégrale générale s'obtient en é levant
à des puissances convenables les facteurs qui correspondent à trois
solutions particulières, et en égalant le produit à une constante.

En désignant par a, 6, c, A, B, C des fonctions quelconques de .T,
et par a, ?, y des constantes, l ' intégrale aura la forme

( a y — A )a ( by — B ) P ( cy — € )T = co n s t,.

En divisant par a^b^c^y l 'équation équivaut à celle-ci

(j _ A)a(y — B)P( j — C)ï= D x consL,

A, B, C, D étant quatre fonctions quelconques de x. L 'équat ion di'ITé-
rent ie l lo résultant de l ' é l imina t ion de la constante est

/ — A ^ „ y^ir y ^ — c y ,ïy
Q; ^ — — — — — — 4 - . ? -——„ . 4. y _____ ..„.„ ^ o.

y — A ' j-B / y — C ,1)

On obtient de de'ux façons .une équation oùj' est le quo t i en t d'un
polynôme du. second degré en y par un polynôme du premier degré.

i° En exprimant que le coefficient,de y ^ y ' est n u l , a insi que ce lu i
dey3, ce qui donne les condi t ions

I) =:= const., a •+-13 4- y := o;

2° En exprimant que le coefficient du terme en y ' est nul , ainsi que
celui du terme indépendant dey et y', ce qui permettra la suppression
du facteur y. On obtiendra ainsi les deux conditions

a (3 y W A/ .W (V
^+^^0, ^^^-4-P^+y^

ou, en intégrant la seconde,

1)=-: const. A^PCT.

La première forme ne donne que les équations provenant de l'équa-
tion de Jacobi par un changement de la variable indépendante; la se"
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conde, dont nous nous occuperons un peu plus loin, appartient à une
classe d'équations différentielles plus générales que l'équation de
Jacobi.

Si l'on veut trouver les invariants 1 et H de l'équation différentielle
provenant de

( y — A ) a ( 7 — B ) P ( J — C ) T : = : const., a-i-(3 + y == o,

on sait qu'on peut, sans les altérer, poser y — C ==j^, ce qui ne laisse
dans les équations que les deux fonctions arbitraires A — C et B — C.
Si l'on pose ensuite y^ == (A. — C)r2, l 'équation prend la forme

(y2— 1 )" (ja "- ———) Jï = const.,
\ A — ^ /

où n'entre plus qu'une fonction arbitraire. On pourra donc se borner
à chercher les deux invariants de l'équation provenant de

(y „-1 ) (y — £ )Xy-^-"i ̂  const.,

où l est une fonct ion quelconque de x et X une constante. On trouve

l(), .4.. ^) f ̂  (.,}, +1) _ _ À(}L±^(LrJ '̂?
_1_-,,,————(7-4_}^-)3 ^ ljl- " ( i + Â ^ ) 8

On peut, en partant de ces expressions, ramener l'équation à la
forme canoni.qu.e- On, rendra, les calculs un peu plus simples en posant

ï — 7 ^ 0
I 4- ^ t, """" \ + :(

ce qui donne
- 1 = (30 + 'À - i) Ô\ - H == {Q +1 - i) (0 -h 7. 4- i) (^ - ). - 0 ̂

La formation de l'équation canonique est facile. On obtient ainsi

_ 2 ^rtA^Ll ̂  <2 Y a i?LrilL(Â±L2}̂ ^
'"3 /z2 9 9 ^V/X '" l î

où A désigne une constante arbitraire. On voit que les équations en
question sont des équations de Jacobi.

La comparaison de cette expression de J avec celle qui a été trouvée
Ann, de VÈc. Normale. 3e Série. Tome VII. — AVBIL 1890. Jb
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dans le n° 4, formule (x), nous condui t à une relation algébrique in té -
ressante; on obtient les deux équations

1 ̂ ^^Ji-l — î̂ rliAI 2. ( A — 1 ) 0 4-2) (•^-n) _ tAî±Ai!̂
3 ^ ' " " ^ A o ? 9 ^ ~ /^Aov^"^"*

On élimine le rapport arbitraire -, en divisant membre à membre le
cube de la première relation par le carré de la seconde, ce qu i fourni t
l 'équation

(P_^^yi _ , ( iAf—' IL) 3

(^ -„ i)2(}. + a)2^ 4- ï^ ~ 3 (.|AÏ + AoBy Ai Ha)2

Nous obtenons ainsi l 'équation qui donne les quotients des dill'é-
rences des racines de 1/équation du troisième degré

p^Ai/^^-ILÀ-^^o,

dont dépend ri.ntegrati.on de 1/équation de Jacobi. Pour le vérif ier , en
évitant des calculs longs et inuliles, remarquons que, si l'on change
le signe de l'un des quot ients , on ob t ien t , en appelant À ^ , }^,X;s les
racines de l 'équation du troisième degré, l'expression -—-—, qui. peut
être considérée comme le rapport anbarmonique des quatre racines
À ^ , Â^, A3, OD d 'une équat ion du, qua t r i ème degré dans l aque l l e le coef-
ficient du premier terme se rédui t à zéro. On sait que le rapport
anharm.onique a des quatre racines d'une équa t ion du quatrième degré
est donné par l'équation du, sixième degré

( j — a + a 2 ) 3 _ i ^^..^^^^.^^^ :,:: ̂  ̂ ,

où i et j sont les deux invariants de la forme biquadra t ique correspon-
dante

€IQX\ +4•^lâ?î• r2+ 6a2.^<^J+ 4^;î^r^| 4" a^.ï'^
l =• a ( a^ d!, —• 4. ai ̂ 3 + 3 a| ),

^y a^ 03. ! . 1 .

y == 6 (^i • 6<2 a^ .
! 03 a^ a;,
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.En faisant

4ai:=:i, 6 ( ^ 2 = = — A i , 4^=:B2, 3a^~=.—AoB;;,

on trouve
/=KiA^B,),
./=:^(AoB3-A,ÏL+iA?).

Si, l'on remplace & et j par ces valeurs, et a par — X, on retombe sur
l 'équation trouvée précédemment.

<S. Si, au lieu, de trois fonctions de x, on, in t rodui t quatre fonctions
A, B, C, 1), et si l'on désigne par a, (3, y, S quatre constantes, l'équa-
tion

( i ) ( y — AV ( y — B )P ( y — C )T ( y — î) )5 == const.

donne naissance a une équation différentielle oii y1 est le quotient
d'un polynôme du second degré en y par un polynôme du premier
de^ré, sous les condi t ions

^ + p ̂  y + ô == o,

ç c A + P B -+-yC-4"ôl)=:o.

Si l'on, fait le changement de fonction

y=(A-l)).yi+l),
JD _ -n /'" _ •n

l'équation ne dépend plus que des deux rapports —^_., ——,, liés
par la relation

•B^.I) C-^.D
^^A^-o'-yA—iî^0-

c'est-à-dire d'une seule fonction de .T. Les invariants 1 et H étant indé-
pendants du changem.ent de fonction qui a été fait, on peut se borner
a ies calculer en partant de l'équation

(j _ îY^y -- tY^y + /! + /^y^'-^rrr coilSt.,

où k et À sont des constantes et t une fonction quelconque de oc. On
obtient ainsi une classe d'équations différentielles qui se déduisent les
unes des autres 'par un changement de la variable indépendante. On
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peut les définir en les ramenant à la forme canonique. Mais nous allons
chercher à former celles de ces équations dont quatre solutions part i-
culières sont des fonctions linéaires, ce qui nous donnera une généra-
lisation de l 'équation de Jacobi.

En é l iminan t la constante de Inéquation (i), on obtient l 'équation

y: P.}^_PJ +_R.
~ Sj+T" "'

en posant
P==--Ia(B-4-G'-+-D)A/ ,
Q=: :Sa(BC+B.Ï)4- CI))A^
R ^ — ^ a B C D A ^
Sr= i a ( B C + B I ) + C D ) ,
T = — 2 a B C D ,

oii le sig'ne S se rapporte à quatre termes se déduisant, par pcn'mita"
tion, du premier qui est seul écrit. Les expressions de ces coefticienis
donnent lieu aux remarques suivantes :

A, B, C, D étant supposées des fonctions l inéaires de oc, S est un
polynôme du second de£çré, et P en est la demi-dérivée<

Complétons, en effet , les parenthèses qui f igurent dans S, de façon
à y introduire la somme des produits deux à deux des quant i tés A, B,
G, D. Le résultat obtenu est nul , en vertu de la relation Sa == o. On a
donc

S = : — i a A . ( B + C -+•.!.)).

Si l'on introduit la somme A •+• B + C •+• D dans tous ces termes, en
tenant compte de la relation SaA === o, on voit que

S==2aA 2 .

On voit de la même façon que

P^iaAA' OU Rrrr-lS^

Q est un polynôme du second degré, T un polynôme du troisième
degré dont les premiers coefficients sont les mêmes; car, si Fon dé-
signe par a, &, ... le coefficient de x dans A, B, . . . , . le premier terme
de Q a pour coefficient

^a.{ctbc + abcl-^r acd),
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qui est égal, d'après la relation Sa == o, à
— 2 a bcd,

c'est-à-dire au coefficient de x^ dans T.
lînfin R est un polynôme du second degré, le coefficient de x^ étant

nu l d'après la relation Sa == o.
Il en résulte que l'équation différentielle aura la forme

,? _ (/n<2? ~~ ̂ iLy2^ -̂!72!̂ ^ •" 1 ) -} ~ ^^^ ^ ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  /^ ;rî ̂  ̂  ̂  ̂ . g^ ^. g î

mais les constantes m, w, , m^, n, n^ n^, p , p^ p^ , y, y ^ , c/^ doivent
satisfaire à d'autres condit ions qu'il serait moins facile de trouver par
la comparaison des deux équations différentielles.

On aura de nouvelles relations en exprimant que l 'équation (2)
admet des intégrales particulières linéaires. Exprimons quej=a.r-h/>
est une solution. On obtient les relations

— /^i a2 — rnab -\- (q^ — n^a — n^ b — p^ =- o,
in^ a2 — / n / / 1 -\- (^/i — //-) a — /^i b — pi =: o,
m.^ab -{- ' m ^ ' y - ^ - (ja —rib —/) == o.

lin regardant a et b comme les coordonnées d 'un point, ces trois équa-
t ions représentent trois coniques qui n'ont pas, en général, de point
commun. L'équation di f férent ie l le admettra quatre solutions linéaires
si l 'on exprime que les trois coniques ont quatre points communs,
c'est-à-dire, comme on le vérifie facilement, si

i pm -4- pi /ni -+"7.»2/n:2 -= o,

( 3 ) \ nm. 4- ni ̂ i -h f'h ̂ 2 ̂  ̂
( qm "4- ^i m,i H- q^ m^ == nm^ -+" ̂ i ma.

Les conditions (3) sont nécessaires. Pour établir qu'elles sont suffi-
santes, remarquons que l'équation (2) peut se mettre sous la forme

où l'on a
— L dy -4- M: clx -4- N(^ dy •—• y dx) = o,

L == 2 /ni xy — m^y — q^ x^ — <7i x — <y,
M = w-i y2 — /î^ .zy — ps o^ — /^i x — ny — /),

N == /Aa^''2-!" m^y.
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Elle appartient donc à une classe d'équations, pour lesquelles M. Dar-
boux (1) a montré qu'on peut former l'intégrale générale quand on
connaît un nombre suffisant d'intégrales particulières algébriques. Les
polynômes L, M, N étant du second degré, il semble qu'il soit néces-
saire d'avoir cinq intégrales particulières; mais on reconnaît facile-
men t que, dans le cas actuel, les quatre solutions linéaires dont on a
exprimé l'existence suffisent pour obtenir l ' intégrale générale.

Sn;on désigne, en effet, par P^ + Qj + R^ la fonction l inéa i re ho-
mogène qui, égalée à zéro, donne une des quatre intégrales l inéaires,
on sait que, pour des valeurs convenables des constantes ^, p., v, on
doit avoir l ' iden t i té

(4) LP + MQ + N,R == (P,r + Qj 4- IU) (Lr + ̂ y + ̂ ),

où les polynômes L, M, N ont été rendns homogènes.
Si l'on ident i f ie les coefficients dej2 , on trouve la relation [j.==:m^.

La méthode de M. Darboux consiste, en élevant les facteurs

P^'+Qij+R^, . . . ,

q u i répondent aux intégrales particulières, à des puissances convena-
bles p , , ..., à former une fonction u homogène et de degré zéro q u i sa-
tisfasse ident iquement à

r ^tl x/r ^u w OUL -— + M — 4- N — == o.àa' ày ' àz

On sait que les exposants p,, p,, ... doivent satisfa.ire à la condition
^p == o et annuler iden t iquement

2p(?^-+-^y.4-^),

an sorte que les quatre valeurs1 de p devraient satisfaire à quatre équa-
tions linéaires et homogènes, ce qui ne permettrait pas de déterminer
leurs rapports; mais nous avons remarqué que, pour les quatre solu-
tions linéaires, la constante p. a une valeur un ique m.. La cond i t ion
qui exprime que le coefficient de y est nul dans la somme

-Sp(À<a? "+-^y -l- vz)

( 1 ) Comptes rendue de ï'Àccicîémie des Science^ t. LXXXVÏ.
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se confond ainsi avec la relation Sp == o, et l'on n'a que trois équat ions
homogènes et linéaires qui déterminent les rapports des quatre expo-
sants p.

En résumé, pour avoir l'intégrale générale, on calculera les coeffi-
cients des solutions linéaires y == ax -+- b. La constante a satisfait à une
équation du quatrième degré, que l'on peut former en fonction des
coefficients de l'équation donnée. La constante b est alors connue par
une équation du premier degré. Soient a^ b^ ..., a,,, b., les quatre sys-
tèmes de solutions. Il faut déterminer les exposants p i , . . . , p ^ .

Si, dans les deux membres de l'identité (4), on égale les coefficients
de xy et de r^, on obtient

P mi -~ Q ( ni + À ) -r- R m •=: o,

P m^ 4" Q ( ri "4- v ) "+- R m-i == o.

En remplaçant .. par — a et ^ par — 6, on aura

}, :-•=: — /?,i — w,i ci — mby

v =: — n 4" m^ ci 4- m i h,

Les relations qui expriment que Sp(À.r +• ̂ j 4- vs ) est nulle identi-
quement se réduisent donc à

^ o =•= o, yn i ̂  p ̂  -1- ^l ̂  p b •==. o, m ̂ Ipa -h w i ̂  p ̂  =: o.

Supposons que m\ — m/Ua soit différent de zéro, les trois équations
homogènes qui déterminent les rapports des quatre exposants p sont,
alors

Sp-^o, 2p<a==o, 2p^==o.

Lorsque wf — mm^ = o, les trois coniques ont une direction asym-
ptotique commune et ne se coupent plus qu'en trois points, à distance
f inie . L'équation différentiel le n'admet alors que trois intégrales parti-
culières linéaires. On vérifie sans difficulté, en ayant égard aux rela-
tions (3), que tous les coefficients de l'équation différentielle sont
divisibles par mx —rn^ et qu'on tombe ainsi sur une équation ordi-
naire de Jacobi.
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Les équations que nous avons rencontrées dans le n° 7,

( y _ A)0^ (y - B)P (y — C)T == const.A^BPCT,

avec la condition
0 6 7
^-^=0,

rentrent dans celles que nous venons d 'é tudier . En posant

A = ~ ? B -==. — , C = p- » j = — •Ai BI LI v ji
on obtient

^ A i N '^ /B i V/C; \^_1 _ i _1 ^ î _i — i = consi,,
\Ji / \yi / \Ji /

qu'on peut mettre sous la forme

(A,,-~j,)a(B^_^)P(C^^)yy^conSt.,

avec les conditions
a 4- (3 .4- y .4- rî == o, aAi -1- (3 Bi -4- y Ci == o.

Si Fon suppose que A,, B ^ , C,, sont des fonctions linéaires de .r, l'é-
quation différentiel le résultant de l 'élimination de la constante est un
cas particulier de l'équation de Jacobi généralisée. Ïïlle admet la solu-
tion particulière y==o. Les trois constantes p , p ^ , p^ sont nulles, et
les trois coniques dont les points communs fournissent les solutions
linéaires passent toutes par l'origine des coordonnées.

9. On peut intégrer quelques équations de la forme que nous étu-
dions par la remarque suivante, qui n'est qu 'une modification d'une
transformation indiquée par M. Appell {Journalde Mathématiques, t .V,
p. 377; 1889). Considérons l 'équation

(0
dy rty2"-}- by 4- c
clx Ay ~i- H

ou a, b, c sont des constantes, A etB des polynômes en x dont le degré
est au plus égal à 2. Cette équation est intégrable, puisque, si l'on con-
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sidère x comme la fonction, elle est une équation de Riccati. L'inté-
gration se ramené à des quadratures, lorsque A et B sont du premier
de^ré.

Les deux invariants de l'équation ( ï ) sont

2 a B — b A. -4- BA/ -- A B7 _ a W — ̂ ABj^A2
\ ̂  ) 1 ——' —————- y t-l ——— - - ,

A^" A^A^

Ils se réduisent, pour a == o, b == o, c = ï , à — ( - r ) et - et donnent1 \A / A
ainsi le cas d'intégrabilité qu'a signalé M',. Appel!..

Supposons que les polynômes A. et B soient du premier degré et
mettons en évidence leurs coefficients

A = ai x -\~ ^(,, 'B ;=: b^x + ÀO î

É* n , , (ï

l 'exponentielle e" A c < t devient (a^r "+- ci^)'11. Posons a- ===a. Supposons
a^ == o, (^ d i f fé ren t de zéro, et mult ipl ions 1 par a^\ H para^4 '2, ce
qui revient, comme on sait , à mul t ip l i e r la fonction par une constante;
on aura

( a a ^ i — b)x^ (3a+ i)A> y_ a ( b ï x •+ b^Y — b .r ( b ï .r -4- b o) 4- (^ ï .z'2
J. ;̂ : , _ _ ^ : ' J - — — — — — 5 IA —— - - - — — 1 ^ ^ ^ .

Cherchons à identifier ces expressions avec les suivantes

_ Ai,T 4- AO -p. _ ÏÏ^XÏ-J^- Bi;Z1 -4- Bo
1 — ^aî- i " î j:li """ ^ a ' î i 7

où A<p A, , Bo, Bi , B^ sont des constantes quelconques. On obtient ainsi
cinq équations contenant les cinq indéterminées a^ b^ éy, b, c\ mais
on. reconnaît aisément que le système est, en général, impossible et
que les coefficients doivent satisfaire aux. deux relations

^ aAJ; ^(aa+i'^Bo,
^ ( AoA,=(3^4"i)Bi.

Si on les suppose vérifiées, l ' identification peut être faite d'une infi--
Ànn. de l'Éc, Normale, 3^ Série. Tome VII. — AVIUL 1890. 1 7
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nité de façons, les cinq indéterminées devant satisfaire aux trois re-
lations

^ == —Ao—, b r= 3 a ̂  — Ai, cr^ = Ba 4- a b^ — ^ Ai.
3 a -4- t

On pourra prendre, par exemple,

5 ^ —-0—, /;> ^ o /; r= — Ai , ^i -:-•: r ^ c "= Ba ;
2 a 4- i

on ramène ainsi à l 'équat ion linéaire

.. dy ay 2 —A,. i r +'B.>(4) ^^————^__
^•y -.1- ——————

" 2 0 + 1

l 'équation
^Y A 1^4" Ao ^ B^^2^ i^ x -+- S^o

l^) ^^ + ^.a+5 ^ ^^.rY~ ?

avec les conditions (3), au moyen de la substitution

y^^Y^^Â^J (2a-4- i ) ,2"

L'équation en Y admet deux intégrales particulières d 'une forme
simple répondant aux deux solutions données par l 'équation

ay^—Aij "+-I^=o,

qui sont évidentes pour l 'équation (4).
Ces équations comprennent comme cas particulier, pour a = = t ,

l 'équation de Jacobi. Faisons dans l'équation (5), avec a == t , x =•• — ;...̂ i
elle devient

rU [\\x\ -4-Bp^+B,)^^ = Ao^4- A^ -———^^^^^^^^^^^

Les relations (3) deviennent

^ ( AS =9 Ho.
v ; (AoA ,=3B , .

On obtient donc (n"4) l'équation provenant de la rédaction d'une
équation de Jacobi avec l'hypothèse particulière 83== o. On revient au
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cas général par un changement linéaire de la variable indépendante.
Appelons, en effet, o^ la racine de l 'équation Ao^ -+- A, = o, o^ et a^
les racines de B o ^ f - + - B i ^ i - 4 - B â = = o, et, désignant par 03 une con-
stante quelconque, faisons le changement de variable ^==^--03.
Le polynôme Ao^-l-A, se transforme en A^-hA^, le polynôme
(Bo;r; 4-B^ -4-1^)^1 en un polynôme complet du troisième degré
]y^ 4-1^ ̂ 2 4-. B^ 4- B,. On a évidemment A^ == Ao, B'o == Bo, en
sorte que les nouveaux coefficients vérifient la première des rela-
tions (6)

Ao^B,.

Remplaçons la seconde des relations (6) par celle que l'on obtient
en les divisant membre à membre

^ A! ~ ̂
' A o ^ B o '

Elle se t radui t par la relation suivante entre les racines
a^ -4- a^ "= 3ao,

qui peut s'écrire
a3+ (ai+ 03) 4- (^2+03) == 3(ao4- ^3),

c'est-à-dire
^1 + ̂ 2 + ̂ 3 :::::: 3 GCç.

1511e revient ainsi à la relation

^s^.BO - AO

Les nouveaux coefficients vérifient donc bien les deux relations qui
caractérisent l'équation de Jacobi.

Le cas ou 20 4- i == o donne, pour b^ une valeur impossible. Il est
facile de le traiter directement; mais il ne présente rien d'intéressant.

Reprenons les valeurs (2) et supposons a == o, le polynôme A se ré-
duisant à une constante a^ En mult ipl iant 1 par a, et H par d^ on voit
qu'on ramène à une équation de'Riccati l 'équation dont les invariants
sont

Ï:=^W—b, H=—^B-hcao



î32 . ELLÏOT.

Mettant en évidence les coefficients de B = b^ 4- b^x + 6 0 5 si
l'on cherche à identifier avec les expressions suivantes

13= A^ x 4- AO, H = B^ '^2 + BI .r -l~ Bp,

où A, , , AO, IL, BI, Bo sont des constantes quelconques, on vérifie aisé-
ment que les coefficients doivent vérifier la relation

(7) 3A,AoB2-B,A,J^4 .B j=o ,

et que l'identification peut se faire alors d'une infinité de façons en
posant <

3 BS A.iBi , . . , , „. ,. .^ == -^-,, /^ •==. -— ̂ -, /;a — — i-A i, COQ A i — ^ ^01-îg == I.îo A,i ;

on peut supposer, par exemple,
/ T» / ^BS , A.l BI / , .Oo = ,r , . ^o ̂  o? <" ̂  B o, & -= —— ? ^ i ̂  — ——• '• » b^ — ;1 A i.

AÏ '2 Si 2

f /équat ion
m ^ 4 r ^ A _B^+B^+B,( <S ) ^ 4- A, a, + A,o - ——^^^^^^^^^^^^^^^ ,

où les coefficients vérifient la relation (7), se rédui t ainsi à l 'équation
de Riccati

B. ,.
^__^^BO__
dx y ^ I A T^ Al]ïi Ty ï^ - ̂ ^

par la subst i tut ion
v — Y ~i- -'l- A â y2 -1- "L°l •y"
^ —— I ' 2 ̂ -l M-' r ^vT

A cause de la relation (7), l 'équation (8) admet comme intégrale
particulière un polynôme du second degré

v — I A /y.2 A l A o + a B s AiBoY^-,A^^-—^^——^^,;

mais cette intégrale répond à la solut ion particulière y = — Aiuo de
- à

l'équation de Riccati, et ne peut servir pour en ramener l'intégration à
des quadratures.
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La relation (7) est vérifiée pour B^ •==B^ = o. Les deux. invariants se
réduisent à

I-^A^-i-Ao, H=Bo.

On tombe ainsi sur un cas d'intégrabilité qui est connu.
Revenons encore aux expressions (2) des invariants, en supposant

que le polynôme A se réduit à a^œ, et que la constante a est nulle. Le
polynôme B étant du second degré et égal à b^x2 + b^x -+- &o, les inva-
riants seront

, _ — ^a,z'2— bx -h ^o •rr _ — bb^x12' 4" (ca^ — bb^ ) .:r — bbo,i — • " ! - « - « . . ^ - y j^ — ^
x^ x1

Si l'on cherche à les identifier avec les expressions

_ A 3 .r2^ A,i x_+ A o „ ̂  'K^^ ±J8l̂ 4-LB£,
, ..._ - • _ ^ .5 , . ^

on trouve que les coefficients doivent vérifier les deux relat ions

(9) A l A o — B.o:-=:o, A..iA2+ '82=0.

On pourra faire alors l'identification d'âne infinité de manières, en
prenant

Ô r r r — A i , ^o==Ao, b^-=r.-— Âa, CC^ -4- ^i Ai = Bi.

Les relations (9) sont vérifiées en particulier si l'on prend

Ai=:B2=Bo=o. .

On saura donc intégrer, en la ramenant à une équation de Riccati,
l 'équation

^A^-^15-dx x^ x Y

ou, en faisant le changement de variable x = c^s l'équation

^1 ^A^^Ao^^-3^5
dx^ ÎL

où les constantes Ao, Aa, B< sont quelconques.
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On réduit le polynôme B au premier degré en supposant b. == o et,
par suite, A^o. La seconde relation (9) donne alors B ^ = o . On
intégrera donc, au moyen de quadratures^ les équations où les inva-
riants ont la forme

•T -„ Ai ̂  + AO _ B.i x 4- Ai Au1 „ ——^——, H „_ ———^———

ou, si l'on effectue un changement de la variable indépendante, les
équations où l'on aura

I=:A^-l-A°^ H=!^+A,A^,

A,, Ao, B< étant des constantes quelconques et y une fonction de x.


