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SUR UNE

EQUATION DU PREMIER ORDRE

I’EQUATION DE JACOBI,

Par M. ELLIOT,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE BESANCGON.

s

1. On sait que les équations différentielles, telles que

(l.V . P3
de P,
ott P, est un polynome du troisieme degré, et P, un polynome du pre-
mier degré en y dont les coefficients sont des fonctions quelconques
de la variable indépendante 2, peuvent étre ramenées a la forme
d;
Y (¢

~=— == (),

dx

ot Q, est un polynome du troisieme degré en y. Ces équations, étu-
diées par MM. Appell et Roger Liouville, admettent comme forme
canonique
dY s
- = Y+ ]
dX T+
Lorsque le polynome P, est seulement du second degré en y, on
peut adopter une autre forme canonique.
Considérons I'équation
dy Py*+Qy+R
) dz =" Sy+T
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ot P, Q, R, S, T sont des fonctions quelconques de x. Si I'on fait le
changement de fonction
y=aY+0,

olt @ et b désignent des fonctions indéterminées de x, I'équation con-
serve la méme forme, et 1'on a

aY _ PV
dr S, Y+ T,
en posant
P,=Pa*—Saa,
Q=2Pab+Qa—Sal— (SL+T)d,
Ri=P&»rP+Qb+R—0V(SL-+T),
S, = Sa,
Ti=a(SOL+T).

St 'on profite des fonctions @ et & pour annuler P, et T,, on aura

7 ) L4 al
i L H = — I

a s’ S
et équation (1) se transformera dans I’équation réduite
q

Al I

(2) cl.Z'+I=Y’

ot [ et H ont les valeurs suivantes :

[ 2PT—Q8 +T8'—T's [ — PTP— QST 481

P DT
Sﬂc‘/ -g(l.x S:‘(f,* '§{["

I’exponentielle introduit un facteur constant 4 dans I, et son carré
A* dans H. Ces facteurs répondent au simple changement de Y en AY
dans I'équation réduite.

On pourra ensuite, par un changement de la variable indépendante,
faire en sorte que H ou bien I se réduise a 'unité.

Les fonctions I et H sont des invariants relativement au changement
de fonction, et sont aussi des invariants relativement au changement
de la variable. Si I'on effectue & la fois ces deux changements,

dz,

y=ay+ b, - =
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olt a, b, ¢ sont des fonctions indéterminées de x, I'équation (1) con-
serve la méme forme, mais les coefficients de I'équation transformée
ont maintenant les valeurs suivantes :

P,=Pa*—Sad,
Q=2Pab+Qa—3ab—(8D+T)a,
Ri=Pol2+Qb+R—(8SOL+T)0,
S, = Sac,

T)=ac(Sb+T).

En calculant les nouvelles expressions I, et H,, on reconnaitra aisé-
ment que
I 1
II::-;], I, =-H.

[

Les fonctions I et H sont donc bien des invariants, et le rapport

I . .
T= J est un invariant absolu.

Si, dans ’équation réduite (2), on fait le changement de la variable
indépendante définie par
dX

=1,

on la rameénera & I’équation canonique

av =3
ax T'Ey

et I'on reconnait immédiatement que X est un invariant absolu.

- 1 . . v . , . \
En posant Y=, on voit que I'équation canonique équivaut a

) 7
celle-ci

dt. ., 73
;ZX_L '—J[A’

et qu'elle peut étre regardée comme I'équation canonique répondant
aux équations différentielles
dy
== (),
dx <
ot le polynome Q, du troisieme degré en y admet une racine double.
I’introduction du facteur 4 dans I et de A* dans H donne, d’ail-
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leurs, des équations canoniques qui se déduisent immédiatement les
unes des autres. Posons
I,=~4Al, H, = /2H,
on aura
ax, dX

L=0), S =hl=hgs

d’ot U'on conclut
Xi=AX + Ay,

A, désignant une nouvelle constante. L’équation canonique

b
[I.’Xl+ v—YI

se déduit de I'équation canonique

dY J

ax 'Y
en posant Y, = AY.
Supposons que les coefficients de I'équation proposée soient tous
constants, on aura ¢videmment, en désignant par A, p., £ trois con-
stantes,

N
a<
I=

> X

Il

>
Iw

[ =hekz, H= [J.(:‘-'/‘“”, —(7—; = heke, X == %c’i"", J
[équation canonique est homogene. Si, comme cas particulier, la
constante £ est nulle, il est clair que J se réduit & une constante. Les
mémes conclusions subsistent si, au lieu de supposer constants les
coefficients de I'équation proposée, on suppose qu’ils soient suscep-
tibles de le devenir par un changement convenable de fonction et de
variable, puisque J et X sont des invariants absolus.

d)
dx’
ou bienJ, de se réduire & une constante, se reconnaitront sur I'équa-
tion réduite (2) et sans passer par ’équation canonique, par les carac-

teres
E I
1 . I
-1 == ¢const. ou bien T = const.

Ces cas d’intégrabilité, qui se traduisent par la propriété qu’a
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2. Faisons, dans I’équation

dyv H
(1) 71_ 4+ 1= —,
x Y
. 1 *, n
le changement de fonction v = u + —— a, b, w étant des fonc-
< o a}'l"‘*‘ b

tions quelconques de a. L’équation se transforme en une autre, ol
dvy, . , R N ,

— est le quotient d’un polyndme du troisieme degré en v, par un po-
dz o .

lynome du premier degré. Mais on voit aisément que le polynome du
troisieme degré se réduit & un polynome du second degré, si « est une
solution particuliere de 'équation (1). Les invariants [, et H, de la
nouvelle équation ne dépendront pas des fonctions a et 4. On sait, en
effet, que si l'on fait le changement de fonction y, = ay,+ §, 2 et 3
¢tant des fonctions quelconques de x, les invariants ne dépendent pas
de z et B. La transformation devient alors

1
+ a(oys+p)+b

y o=

En prenant aa =1, fa + b = o, on voit qu'on peut se borner & faive

la substitution y = u + - L’équation (1) devient

(AN

ds (W' +1)s*
dr ~—  us-+1

(2)

et les invariants de cette équation sont

" - -2 .L(‘r
::3——"—_,—1—U—'c_'/ﬁd*, H, = Ea '/”1.

u* u®

(3) I

On ramene d’ailleurs I’équation (2) a la forme

d,V1 H,
KA g 1}
dx 7
par le changement de fonction
— ue‘/‘-’-‘;d.r 1
U VA
et, par suite,
‘I ud
y=u-+ - = 21 T
< > —-j —dx
wiy,—e "

Ann. de U'Fec. Normale. 3° Série. Tome VIL — AvRiL 18go. 3
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Toutes les fois qu'on saura intégrer une équation ou les invariants
sont I et H, on saura donc intégrer une infinité d’autres équations dont
les invariants sont I, et H,, en utilisant les solutions particulieres de
la premiere.

Cherchons, par exemple, quelles sont les équations que I'on peut
intégrer en les ramenant, par la remarque précédente, a d’autres ol
le rapport

A Ay

& étant une constante. On a, d’apres la relation (3),

H,\’
(TT> _ (I —TH)w?— s HI* @2+ 6H* L — 611
I, (3H —Tu)?

L’équation (1) sera donc intégrable si I'une de ses solutions satis-
1 S
fait & I'équation du troisieme degré
(4) (HI' — I ) e* — o HI2 2+ 6 H2 T 00 — 6 1% == (31 — L w)*.
Par exemple, I'équation dont les deux invariants sont
l=0@f=n/, H=,0-=0)/,
f étant une fonction de x, pourra étre ramenée i une équation ou le
o y : ‘
apport 5+ est constant; car I’équation
1

d I
-Z + 1= L
dx Y
admet la solution particuliere u = f(1— f), qui est une racine de
I’équation du troisieme degré

Mais ce caractere d’intégrabilité étant d’une application & peu pres
Mais ce caractere d’intégrabilité étant d’un licat I
impossible, nous en simplifierons la recherche en supposant que 'on
prenne pour point de départ I'équation canonique

I

_‘X_+[:_
dx
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Si 'on fait dans I'équation (4) =1, H =J = uz’' + u, on obtient
— "= (3w + 2) [k B+ 2)+ (¢ 4+ 1) (20 + 1)]
ou bien

du . w du' o
u« (B +2)[(9gh+2)u*+ 34k +1)e'+4hk+1] o

[ntégrant cette équation et C désignant une constante arbitraire,
Cu(3u'+ 2= (ghk+2)u"+34k+1)t'+ (k<41
ou
(9Cu—ogk —a)u?+[12Cu —3(4k+1)]u'+ 4Cu — 4k —1=0.
Résolvant cette équation par rapport & «', on obtient, en posant
{4+ 4k —4Cu=2,
I’équation différentielle
de 1
L4Gdx — 3¢+

I’intégration de cette équation donne, en appelant C, une nouvelle

constante arbitraire,
322t 420, —8Crx=o.

Connaissant z, on en conclura la solution particuliere « et 'expres-
sion de J = u(w' + 1). Cette expression contiendra la quantité irra-
tiounelle 1 — 6C, + 24Ca, qui provient de la résolution de I'équa-
tion du second degré en ¢. Faisons la substitution linéaire

'_6C1+ ‘:ZACJC.‘::{}X_’

de facon que l'irrationnelle soit simplement la racine carrée de la
nouvelle variable, ¢t en méme temps la substitution
6Cy =Y,

afin que 'équation conserve la forme canonique. On obtiendra alors
I’expression suivante de I'invariant absolu J

J:riﬁﬁiﬁ+gwwk+n_xL

9 VX
Les équations caractérisées par cette valeur de J sont, comme nous
le verrons plus loin, des équations de Jacobi.
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Equation de Jacobi.

3. L’équation de Jacobi est, comme on sait,

() | Uxe+ly+1")Y(xdy — ydx)
! )
[ — (mx+m'y +m")dy + (nx 4+ n'y +n")dr = o,

owd, I, ', m,m', m”, n, n', n” sont des constantes. On peut 'écrire

dy _ Uy*+(lx+U'"—n")y —(nx -+ n")
dr — (lx—m)y + la*+ (I"'— m)x — m'

Elle rentre done dans la catégorie d’équations dont nous nous occu-
pons.

En caleulant les deux invariants I et H, on trouve que I est le quo-
tient d’un polynome du premier degré par le cube de la fonction li-
néaire /@ — m’/, et que H est le quotient d’un polynome du troisicme
degré par la cinquieme puissance de cette méme fonction lincéaire.
Les coefficients des deux polyndmes ne sont pas arbitraires. Ils doi-
vent satisfaire, comme nous allons voir, & deux relations.

Remarquons d’abord que, par un simple changement de notations,
on peut mettre Péquation qui précede sous la forme

oy ﬂ_ Vi (nyx A )y 4+ pya -+ p
(2) dr ™ (x4 m)y -+ nxd+q &+ q )

ol my n, ny, p, pi» ¢, ¢, sont des constantes. On peut supposer aussi
que 'on a ramené le coefficient de y au dénominateur i étre x au
moyen de la substitution x + m = x,.

Cela revient & supposer m = o dans I'équation (2), qui devient

(3) dy _y-(mz-+n)y+px-+p
de = xy 4+ nz—+ g x -+ g

Les deux invariants sont

[ =/ (2qy— /a')’:z-'—if- 3//’
£
Py 2 (prx 4+ p)+ (2> + qix+ q) [(g,—n)x +q]
z? ’

H=
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rdae

A étant la constante qui provient de I’exponentielle o *. Sinous iden-
tifions avec les expressions suivantes

| — Ajx A, = Byx?+ Byx?+ B,xr + B,
pussing ——————x3 > — .ZZ'” >

ot les A et les B sont des coefficients constants, on devra satisfaire
aux équations

5 h(ag,—n)=A,, 3gh=A,,
(4) L2 py+ ny(q,— n)] =By, 2 p+niqg+q(qi— n)] = By,
( lEq(eq,—n) =10, LE g = B,.

En comparant la deuxieme et la derniere de ces équations, puis la
premiere, la deuxieme et la cinquieéme, on aperc¢oit immédiatement
es deux relations
les deux relations

Si on les suppose vérifiées, on pourra faire Uidentification d’une in-
finité de facons. Il suffira de prendre

) An . 2 /1(71 —_ t\,

(H) S T T
? ! hinggy— hng A+ By Rrg?—Lhn Ay— hg A+ B,
Pr= 2 ’ r= 2 ’

ol &, ¢, n, demeurent arbitraires.

Iéquation
dY A A, By + Boa?~+ LA A 2+ §A]
dr a3 - Y

(6)

peut donc étre considérée comme provenant d’une infinité d’équations
de Jacobi, et, comme les solutions de 'une quelconque d’entre elles
sont liées 4 celles de I'équation (6) par des relations connues, il est
naturel de chercher si I’on ne peut pas profiter de I'indétermination
de &, ¢,, n, pour en simplifier I'intégration.

Mettons I’équation (3) sous la forme habituelle de I’équation de
Jacobi

(7) (¥ +ma)(xdy —ydz)+ (2 +q)dy —(pr& +ny+p)de=o.
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On sait que cette équation admet, en général, trois intégrales li-
néaires. Ces intégrales s’obtiennent en posant cx + By + v = o, les
constantes «, 3, v étant déterminées par les équations

‘ (g1 +2)e+pp—niy=o,
() ; (n+2)3—y=o,
( qo+pp+2y=o,
en prenant pour A I'une des racines de I’équation du troisieme degré
obtenue en égalant & zéro le déterminant des équations précédentes,
c’est-a-dire
(9) W (n—+q) 12 (p + ngy~+ 0y qQYh + pgy— prg + nngg = o.
Rappelons en outre que, si I'on désigne par A,, A,, A, les racines
supposées inégales de I'équation (9), et par «,, ,, v, les valeurs des
constantes répondant a la racine %, etc., lintégrale générale de
["équation (7) est
(2, 4+ By P s (atg & 4 Loy =+ 7)o M (ay @ —+ By~ 75)h 2 == const.
Remplacons dans U'équation (9) p, p,, n, ¢ par leurs valeurs tirées
des équations (5). On obtient

nA- g =3, — -/L‘a

h
) ngy - g =32 — LA B,
/ 1 1] == 94 7 A g
\ 2 AB,
PA— piq +nngg=qi— %L'I'Ax"‘ ;/z—" B,— "%};}f"

et la substitution de ces valeurs ramene I'équation (g) a celle-ci :

AoBy
T =

(10) 1 (g = Ay 2 (- )+ By (4 1) —

D'apres la méthode de réduction indiquée dans le n° 1, on passe de
I'équation (3) a 'équation (6) par la substitution

L XA
= —/I Y — 2L _._.._..L/_l.__._,/ s
d’oulon tire
h
Y= e (x)y 4+ nja*+ gz + q).
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Remplacons y par — éx — —é— On tire les rapports ﬁi et% des deux
l .

premiéres équations (8). Ces valeurs sont, en tenant compte des rela-
tions (5),
B,

) ‘\1 74 111(7\+f/1 - 71_‘;
=g+ A— — Z =

n’ B A+ q,

Wi~

On trouvera donc, pour les trois solutions particulieres de I'équa-
tion (6),

Y= —2 4 [A =2+ q0)] =+ & -L,
fo(h~+qy) x 3 x?

La constante n, n’entre pas dans cette expression; les constantes /
et ¢, n’entrent que sous la combinaison (A -+ ¢,), dont dépend seule-
ment I'équation (r0). Les trois solutions particulieres de I'équation (G)
sont donc les mémes, quelles que soient les équations de Jacobi dont
elle provient, et son intégrale générale pourra s’écrire sous une forme
analogue & celle qui a ¢été indiquée plus haut. Les quotients des diffé-
rences des racines de I'équation (10) qui servent & déterminer les
exposants restent aussi les mémes quand on donne & /4 et ¢, des
valeurs quelconques.

En faisant A =1, ¢, = o, on voit que la formation de I'intégrale dé-
pend de la résolution de I'équation du troisieme degré

2 — A N2+ Byd — LA, By = o.

4. On peut, par un changement de la variable indépendante, rame-
ner I'équation de Jacobi & la forme canonique

Jet X étant des invariants absolus, 'expression de J en X est indépen-
dante d’un changement de variable fait dans I'équation (6) du numéro
précédent, et aussi du changement de « + m en a qui a déja servi a
simplifier cette équation. -

° , - 1 .
Si, dans I'équation (6), on pose & = = elle devient
1

ﬁl Y

Boz} + Bz} + By, + B,
dx, ' ’

Y

= A()-Z"l—l- Al—_
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les coefficients étant toujours assujettis & satisfaire aux deux relations
Al=9B,, AJA, =3B,

Les deux invariants I, et H, sont donc deux polynomes du premier
et du troisieme degré

—L=Apz,+ A, —IH, =A%z} + 1A A, 22 ++ By, + By,

La variable canonique X est définie par
X :t:/ I daey = — fA et — Ay

x, est donné par I'équation du second degré
Avx} -+2A 2+ 2X =0,

Si Pon effectue la division de jASx) + A A 2]+ Bz, + B, par
Ayxl+2A,2,+ 2X, on trouve comme reste

(Be—§A,X — A )2+ By — § A X
On en conclut
H, (By —2AX — 2 Az, + By — A, X

.l = e =
1, Ao+ Ay

5.2 AT A
l=—3X+]—;f =2 —/-\j - i Q~A—0—- Ao
9 1\0 9 Ao \//\f — 2/\9)\

~N r 1\2 k] . . M
Changeant X en X + A Pexpression de I'invariant est
2Ry

B,—4A% | 3AT+ 4B, —A,B,
Ay Ao \/—-— ZAU\/—)_\?

— 31X +

Le changement simultané de X en A}X,, et de Y en A*Y,, ol 4,
désigne une constante, laisse 4 I'équation la forme canonique. On
pourra donc regarder 'invariant J, relatif 4 une équation de Jacobi
comme donné par

(’) J]::jwm-%xl ]32‘— ?;A? -+ __'________ (%A';’ ‘i"‘A()];:,_’—" Alng.
niAe AW =2A, n2 X,
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IT est clair que, & et v désignant des constantes quelconques,

2w Y
J=— ;‘,-X-f-n"lw—l— e
VX
correspond & une équation de Jacobi. C'est la forme qui a été trouvée
dans le n® 2, pour les équations qu’on peut intégrer en les ramenant
d'autres dont I’équation canonique est homogene.

in comparant la valeur de I, trouvée pour ces équations, avec celle
qui précede, on aura deux relations qui donneront lieu, par Iélimina-
tion de /4,, & '¢quation

(3h 1) LA (B —1AD)?
({)/\‘-{- 2)" 3 (.f'A; ~- AUB:;—' A1B2)2

= Q.

[Vintégration de I'équation exige donc encore la résolution d’une

équation du troisieme degré.

Cas d'une racine double de I'équation caractéristique.

5. La forme sous laquelle se présente Uintégrale générale de l'équa-
tion de Jacobi devient illusoire quand I'équation caractéristique du
troisieme degré admet une racine double. La méthode de d’Alembert
conduit & la forme nouvelle qui convienta ce cas particulier (*).

Soit P, la fonction linéaire qui répond & la racine simple A, de
I'équation caractéristique, P, celle qui répond a la racine double 2,.
L’intégrale générale est

.
= hel 5=

> (
== const.e ,

ol
P,
P, désignant une fonction linéaire que I'on obtient en dérivant P, par
rapport & A, et remplagcant A par A,.
Réciproquement, soient A, B, C trois fonctions linéaires de x et £
une constante. L’équation
y—A =y
B

ATy
L GONSLE YT
Y —

)

(1) Serrer, Cours de Calcul différenticl et intégral, 3¢ édition, Chap. VII.

Arn. de U'Fc. Normale. 3° Série. Tome VII. — AvmiL 1890.

15
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donne lieu, par I'élimination de la constante arbitraire, & une équa-
tion que l'on reconnait aisément étre une équation de Jacobi, dont
I’équation caractéristique admet une racine double répondant & la solu-
tion linéaire y =B, et une racine simple répondant a la solution
y = A. Faisons, en effet, le changement de fonction y — B = y,, qui
transforme une équation de Jacobi en une autre équation de Jacobi, et
qui, en outre, n'altére pas les invariants I et H. L’équation (r) se
transforme dans la suivante

ky-—-/'

—
N4 =—const.e 7 ,

ot a et b sont de nouvelles fonctions linéaires de .
L’élimination de la constante conduit & I'équation différentielle

(2) ,_(d— kDY y2+ kab y
‘ V=@ = k) + kab

En posant ¢ = a, @ + a,, b = b, + b,, 'équation peut s’éerire

[(a,— kb)) y + ka byx] (xdy — y dx)
+ [(@g— kby) y + k(a, by +ayby)x + kayby |dy — ka, by y dx == o,

qui est bien une équation de Jacobi dont I'équation caractéristique
admet la racine double Ay, = — ka, b, ct la racine simple A, = — ka, b,.
La premiere donne la solution particulitre y = o; la seconde, la solu-
tion particuliere y = a.

Les invariants I et H de I'équation (2), ol nous supposerons main-
tenant que a et b sont des fonctions quelconques de «, sont

_k(2a-+ kb) (ba' — ab') =
2 ——

[ k2a*b(ba — ab')
- (a— kb)?

(a— Kby

' se e g . , l
On reconnait aisément qu’ils ne dépendent que du rapport ;; = L.

On a ainsi

_I_/r(z—i—/ct_)wt’ gy ke
= =) =TT

Toutes ces équations admettent unec méme équation canonique, que
on forme facilement au moyen des expressions précédentes de I et H,
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I

ou, plus simplement encore, si I’on effectue la substitution 1 — ¢ = =,
b

au moyen des valeurs suivantes :
—I=(36—-1)¢, —H=06(6—1)¢".

On retrouve ainsi, multipliées respectivement par — 1 et (—1)?, les
valeurs rencontrées dans le n° 2 pour les invariants des équations qui

. s \ H
peuvent étre ramenées 4 d’autres o le rapport T est une constante.

D’ailleurs, en formant I’équation canonique, on obtient, pour I'ex-
pression de U'invariant absolu J,

NoR =N
<
'P‘rf, -

J=— 2 X + e

9 3

que 'on retrouve en faisant £ = o dans la valeur de J qui a été rencon-
trée dans le n° 2.

On a vu, dans le n® 4, que les invariants I et H d’une équation de
Jacobi peuvent toujours se ramener 4 étre des polynomes du premier
et du troisitme degré. Toutes les fois que I’équation caractéristique
admet une racine double, le polynome du troisitme degré admet aussi
une racine double, et réciproquement. On a cffectivement, en se repor-
tant aux notations du n° 3,

— U = tA22%+ $A A 22+ B,z + B,

Le discriminant du second membre est

9

41 ¢ ., | S 1 1
‘ [EEA;, B,— yAgA,fJ [AoA,B,— B2] — [6 AIB,— EAOA,BZJ .

9
En I’égalant & zéro et supprimant le facteur A}, on a la condition
4(3B,—A2) (AgAB,— B2) — (3A,B;— A, B, =0
qui exprime 'existence d’une racine double pour I'équation caractéris-

tique
35— A2+ By) — LA,By=o.
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Cas d’une racine triple de 1'équation caractéristique.

6. L’intégration de I'6quation de Jacobi peut étre alors considérée
comme immédiate, par suite de la forme particuliere que I'on peut
donner aux invariants [ et H. En exprimant que I'équation caractéris-

tique
13 —A 2Bk —EA By =0

a une racine triple, on a les conditions

Si I'on ramene les invariants I et H & étre des polynomes du pre-
mier et du troisibme degré, on trouve done

I
I .1 e — —— v 3
T ==Aoz + Ay, = (Mg + A

Les deux invariants satisfont & la relation

(3=

qui fait voir que l'intégration se rameéne & des quadratures.
En appliquant & ce nouveau cas particulier le procédé de d’Alem-
bert, on trouve pour 'intégrale générale la forme suivante (')

CP*—oP 4+ P2=o,

ot C est la constante arbitraire, P la fonction linéaire qui répond i
Vunique solution linéaire, et P’ la dérivée de cette fonction par rap-
portaA, ot 'on remplace A par la racine triple.

On voit que U'intégrale se compose de courbes du second degré.
Pour une valeur convenable de la constante, on pourra généralement
faire disparaitre le terme en y* de I'équation intégrale, et 'on ob-
tiendra ainsi une solution particuliere rationnelle. C’est cette der-

(1) SERRET, loc. cit.
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niere solution qui s’introduit avec la fonction P quand on integre di-
rectement I'équation de Jacobi sans avoir recours au procédé de
d’Alembert. Considérons I’équation

y(y — a)»=const.,

A étant une constante et @ une fonction quelconque de z. L’élimina-
tion de la constante conduit a ’équation différentielle

ra'y

[ ——
T (h+1)y—a’

Y
que I’on rameéne, conformément & la méthode générale, 4 la forme ré-
duite

dY  1—1% haa'

1 —_— e —— e
() dx 1= A (A+1)*Y
par le changement de fonction

a
yEYE

Les deux invariants 1 et H satisfont, pour I'équation précédente, i
la relation
HY' A
)= L
| (r—A)?

On peut, 4 cause de la fonction arbitraire @ et de la conslante &, re-
garder I’équation (1) comme I'équation réduite de toutes les équa-
. , HY’
tions de la forme qui nous occupe, pour lesquelles le rapport de (T)

a I est une constante quelconque.
Son intégrale générale s’obtient en remplacant y par sa valeur en Y
dans y(y — a)* = const., ce qui donne

[(h+1)Y+al[(h+1)Y—halt=const.

Si nous appliquons la remarque précédente & I'équation

day 1 (Agx+A)
(2) E—oni'i‘-‘\l_m Y ’
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on trouvera d’abord la constante A en résolvant I’équation du second
degré

A 2
(=277 9
dont les racines sont — 2 et — ;. Prenons par exemple A = — 2.

On détermine a par I’équation

—_— 3(&’:—on1 —AI’
d’our
LAY
6 A

-

I T
a= nga"f—l— g-A,a:l-i—-
en déterminant la constante d’intégration de facon que
I
2aa' = — Ag)3.
aa gA“(Aow,—i—x 1)

L’intégrale générale de I'équation (2) est done

Al 9 A27]-2
[—Y—l—-éA(,x%-{—%A..m—i-%K—’—] [—Y+%Aowf+§mw,+%j—t—1] — const.
‘ 0 < LY

. T
Le changement de variable x, = -~ donne

2
1 I 1 A}

T Af
MR,

1 I 2 I -
:l [—Y+§A°ﬁ+§[\1 .;-1_? ——-:] = const.

0

I T
[‘Y"'EA"?EI'!—

pour U'intégrale générale de I’équation

dY  Az+A, 1 (Ajx+Ay)?
(3) =t T e —gn &Y -

Nous savons que I'équation (3) peut étre considérée comme pro-
venant d'une infinité d’équations de Jacobi. Choisissons la plus simple
qui répond (n° 3) aux hypotheses

h=1, qi=o, n=—o;

d’ol1 I’'on conclut

il
»>|~;

O =
Pl
=
I
<

7:—"-3-7 . n=-—A, P
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On obtient ainsi I’équation

1 1 A3 1
(6 rledy—yide)+ ghdyi+ (hyi— £ o — pA) do=o,

dont I'équation caractéristique admet la racine triple % On passe de

cette équation & I'équation réduite (3) par le changement de fonction

— 2y— LA
J1= >

w

L’intégrale générale de I’équation (4) est donc

= 2 1A )2 . 1 LI 1 A ]
(J) [}’1 3A1 3- A() x:l = const. [-73'.}’1’1" GAo—gAll ——'6. Aan.

On constate immédiatement : 1° que le premier facteur égale i
zéro donne pour y, la solution linéaire qui répond & la racine triple;
2° que le second facteur égalé & zéro fournit également une solution
particulitre; 3° qu’on est conduit au méme résultat en prenant
pour A l'autre racine —  de ’équation du second degré.

Si Pon veut avoir Iintégrale générale’d’une équation donnée de
Jacobi dans le cas d’une racine triple, on déduira cette intégrale de la
précédente par un changement convenable de la fonction et de la va-
riable indépendante. On mettra I’équation sous la forme

((7) _C_l._}j_,y2+(7z1x+rz)]+plx+[).
de = wyd+mattqe+y

Cette équation se ramene & la forme réduite (3) par le change-

ment de fonction

N+ G 2+ g

MT T hrTYg
4

en faisant égale 4 I'unité la constante désignée par 4 dans le n® 3. Les
deux relations qui définissent y, et y en fonction de Y donnent, par
I’élimination de Y,

=Y+ nx -+ 4.

Telle est la substitution qui permettra de passer de I’équation (4)
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a I'équation (G) et, par suite, de I'intégrale générale (5) a celle que
I’on cherche.

7. Proposons-nous de chercher quelles sont les équations de la
forme qui nous occupe, dont 'intégrale générale s’obtient en élevant
a des puissances convenables les facteurs qui correspondent a trois
solutions particulieres, et en égalant le produit a une constante.

En désignant par a, b, ¢, A, B, C des fonctions quelconques de a,
et par «, 8, v des constantes, I'intégrale aura la forme

(ay — A)+(by — B)B(cy — €)Y = consl.
En divisant par a*bBc?, 'équation équivaut i celle-ci
(y — M) (y —B)E(y —C)r=D x consl.,

A, B, C, D étant quatre fonctions quelconques de x. L’équation diffé-
rentielle résultant de I’élimination de la constante est

.,yl____Al 4,},/___ B’ ) f)”— v 1%
iy Wl iy | Sl vy s 1

2 0.

On obtient de deux facons une équation ot y” est le quotient d’un
polynome du second degré en y par un polynome du premier degré.

1° En exprimant que le coefficient.de y2y’ est nul, ainsi que celui
de y*, ce qui donne les conditions

D == const., o+ P -+vy=0;

2° En exprimant que le coefficient du terme en »” est nul, ainsi que
celui du terme indépendant de y et y’, ce qui permettra la suppression
du facteur y. On obtiendra ainsi les deux conditions

B

a y DA C’
ATETCTS DR YRR I

ou, en intégrant la seconde,
D == const. A=BECr.

La premitre forme ne donne que les équations provenant de I'équa-
tion de Jacobi par un changement de la variable indépendante; la se-
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conde, dont nous nous occuperons un peu plus loin, appartient 3 une
classe d’équations différentielles plus générales que I'équation de
Jacobi.

Sil'on veut trouver les invariants I et H de 'équation différentielle
provenant de

(y — A)*(y—B)B(y — C)Y= const., o+p+y=o,

on sait qu’on peut, sans les altérer, poser y — C =y,, ce qui ne laisse
dans les équations que les deux fonctions arbitraires A — C et B — C.
Si I'on pose ensuite y, = (A — C)y,, 'équation prend la forme

— (\8
(y2—1) <.}’fz — %—T) ¥} =consl.,

ol n’entre plus qu’une fonction arbitraire. On pourra donc se horner
a chercher les deux invariants de I’équation provenant de

(y —1)(y— ) y~*~1=const.,
ot ¢ est une fonction quelconque de x et X une constante. On trouve

o () 2)t— (2 =41) _ AR+ =)t

..... r .
—1= (1-+2¢)* £ = (1-+2t)b

On peut, en partant de ces expressions, ramener I’équation a la
forme canonique. On rendra les calculs un peu plus simples en posant

ce qui donne
— I =030 -+%r—1)0, —H=0+2—0)+2+1)(I—2—1)0.

La formation de 1'équation canonique est facile. On obtient ainsi

=2 A2 A1 _EX+2, (7\——1)(7\-!—2—)(27\4—1),
3 " 9 9 X

ol & désigne une constante arbitraire. On voit que les équations en
question sont des équations de Jacobi.
La comparaison de cette expression de J avec celle qui a été trouvée
Ann. de U Ec. Normale. 3¢ Série. Tome VII, — AvmiL 18go. 16
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dans le n° 4, formule (1), nous conduit 4 une relation algébrique inté-
ressante; on obtient les deux équations

o

2 24+A+1  By—JA
3 n? ThEA,

-1

(2—1)(2~+2)(ah~+1)  2A3 +AoBy;—A B,
n P A= aA,

Noll B8]

L. . . . /) .. .
On élimine le rapport arbitraire ;- en divisant membre & membre le
‘1

cube de la premiere relation par le carré de la seconde, ce qui fournit
I'équation
(R X +41)? o (GAT — By
A= 0)2(h+2)2 2k +1)* 3 (ZAT+ A, B,— A, B,)*

Nous obtenons ainsi I'équation qui donne les quotients des diffé-
rences des racines de I'équation du troisieme degré

i R . Ao B
I3 A ' 72 - ];2/_ — Ji_-f == 0,

dont dépend P'intégration de I'équation de Jacobi. Pour le véritier, ¢n
évitant des calculs longs et inutiles, remarquons que, si ['on change
le signe de 'un des quotients, on obtient, en appelant %,, A,, A, les

T V2 .
22, qui peut
T, dUI peul

étre considérée comme le rapport anharmonique des quatre racines
Ays sy Ag, oo d’une équation du quatricme degré dans laquelle le coef-
ficient du premier terme se réduit & zéro. On sait que le rapport
anharmonique « des quatre racines d’une équation du quatrieme degré
est donné par I'équation du sixieme degré

racines de I’équation du troisieme degré, I'expression

(1 — ot o2 )? o e

(1+a)(a—af(1—a2)* 24 /%
ot et j sont les deux invariants de la forme biquadratique correspon-
dante ,
g Xt 4 hay 2t o+ 6y vt wl + haya, xd - a,xh,
(=a(aya,— ha a;+ 3 a3),
Uy Wy
J=06|a a, ay|.

| ay, ay «,
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(=

En faisant
ha, =1, bay=-—A,, Gay;=1,, Sa,=— A B,

on trouve

=1
s (

Si Pon remplace ¢ et j par ces valeurs, et e par — A, on retombe sur
["équation trouvée précédemment.

,1;\ ——Bﬂ)a
AgBo— A, B, +2A2).

-1

H

8. Si, au lieu de trois fonctions de x, on introduit quatre fonctions
A, B, C, D, et si Pon désigne par 2, B, v, ¢ quatre constantes, I'équa-
tion

(1) (y— Ay (y—BB(y—C)(y— D)%-= const.

donne naissance & une équation différentielle ol " est le quotient
d’un polynome du second degré en y par un polynoéme du premier
degré, sous les conditions

C/.—!—(ﬁ»l—'/%—(')‘:::n,

oA +BB +yC+d0D=o.
Sil'on fait Ie changement de fonction

y=(A—D)y,+D,

e , _ . B—D C—D
I'équation ne dépend plus que des deux rapports 3—> v—; liés
par la relation
gl n_ﬂo—n_o
A=D TR T

c’est-d-dire d’une seule fonction de «. Les invariants I et H étant indé-
pendants du changement de fonction qui a été fait, on peut se borner
a les calculer en partant de I'équation

(y =0 (y — Oy + k~+ ht)y=F="='= const.,

ol £ et h sont des constantes et ¢ une fonction quelconque de . On
obtient ainsi une classe d’équations différentielles qui se déduisent les
unes des autres par un changement de la variable indépendante. On
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peut les définir en les ramenant 4 la forme canonique. Mais nous allons
chercher & former celles de ces équations dont quatre solutions parti-
culieres sont des fonctions linéaires, ce qui nous donnera une généra-
lisation de I’équation de Jacobi.
En éliminant la constante de 'équation (1), on obtient I’équation
,_Py*+Qr+R
T Sy+T 7
en posant

P=—Z3a(B+C+D)A/,
Q= ZXa(BC+BD-+ CD)A’,
R=—XaBCDA/,

X (BC -+ BD -+ CD),
T—=—2aBCD,

oli le signe X se rapporte & quatre termes se déduisant, par permuta-
tion, du premier qui est seul écrit. Les expressions de ces coelticien(s
donnent lieu aux remarques suivantes :

A, B, C, D étant supposcées des fonctions linéaires de 2, S est un
polynome du second degré, et P en est la demi-dérivée.

Complétons, en clfet, les parentheses qui figurent dans S, de facon
a y introduire la somme des produits deux & deux des quantités A, B,
G, D. Le résultat obtenu est nul, en vertu de la relation Ea = 0. On a
done

Silon introduit la somme A + B + C+ D dans tous ces termes, en
tenant compte de la relation 2oz A = o, on voit que

S =ZaA2
On voit de la méme fagon que
P=2XaAA’ ou P =18,

Q est un polynome du second degré, T un polynome du troisieme
degré dont les premiers coefficients sont les mémes; car, si on dé-
signe par a, b, ... le coefficient de « dans A, B, ..., le premier terme
de Q a pour coefficient

Ya(abe + abd + acd),
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qui est égal, d’apres la relation Xa = o, &
— Sabed,
¢’est-d-dire au coefficient de z* dans T.
Enfin R est un polynome du second degré, le coefficient de 2 étant

nul d’apres la relation L = o.
Il en résulte que 'équation différentielle aura la forme

(5) - (mx —my)y?+ (g2 ny & +n)y + p2 2>+ pax—+p.
- ST (mat—amy M)y - N2+ Gy~ q e +q

mais les constantes m, m,, m,, n, n, ny, p, py, Pas ¢» ¢1, ¢. doivent
satisfaire & d’autres conditions qu'il serait moins facile de trouver par
la comparaison des deux équations différentielles.

On aura de nouvelles relations en exprimant que I'équation (2)
admet des intégrales particulieres linéaires. Exprimons que y =ax + b
est une solution. On obtient les relations

e My (% =l A (g — ny)a — nyb — py == o,
mya* — mb* - (q,—n)a —n, b —p, =o,

myah -+ m 6>+ qa —nb —p =o.

En regardant @ et b comme les coordonnées d’un point, ces trois équa-
(ions représentent trois coniques qui n’ont pas, en général, de point
commun. L’équation différentielle admettra quatre solutions linéaires
si 'on exprime que les trois coniques ont quatre points communs,
c’est-a-dire, comme on le vérifie facilement, si

[ pm -+ pymy — pyny =0,
(3) 2 I = 1 My = g 1My == O,
GO~ Gy My = Go My = NNy~ Ry N,

Les conditions (3) sont nécessaires. Pour établir qu’elles sont suffi-
santes, remarquons que ’équation (2) peut se mettre sous la forme

—Ldy +Mdx +N(zxdy — ydzx)=o,
ot I'on a '
L =omyzy — myy — qp*— g, 2 — ¢,
M=nyy*—nxy —pyx®*—px — ny —p,
N = n,z*+ may.
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Elle appartient donc & une classe d’équations, pour lesquelles M. Dar-
houx (*) a montré qu’on peut former I'intégrale générale quand on
connait un nombre suffisant d’intégrales particulieres algébriques. Les
polvnomes L, M, N étant du second degré, il semble qu’il soit néces-
saire d’avoir cing intégrales particulieres; mais on reconnait facile-
ment que, dans le cas actuel, les quatre solutions linéaires dont on a
exprimé Pexistence suffisent pour obtenir I'intégrale générale.

Sil'on désigne, en effet, par Px 4+ Qy + Rz la fonction linéaire ho-
mogene qui, égalée a zéro, donne une des quatre intégrales linéaires,
on sait que, pour des valeurs convenables des constantes 2, ., v, on
doit avoir I'identité

(4) LP+~MQ +NR=(Px+Qy+Rz)(he +py+vs),

ott les polynomes L, M, N ont été rendus homogenes.
St Pon identifie les coefficients de y2, on trouve la relation p. = m,.
La méthode de M. Darboux consiste, en élevant les facteurs

]v)x(’lr' -+ (,)1}’ -+ R15, ey

qui répondent aux intégrales particulieres, & des puissances convena-
bles g,, ..., & former une fonction u homogene et de degré zéro qui sa-
tisfasse identiquement &

du L, du Ju
LY Mm% N2 —o.
dx dy ds
On sait que les exposants g, p., ... doivent satisfaire 4 la condition

Yo =o et annuler identiquement

2p(ha 4+ py +vs),
en sorte que les quatre valeurs de p devraient satisfaire & quatre équa-
tions linéaires et homogenes, ce qui ne permettrait pas de déterminer
leurs rapports; mais nous avons remarqué que, pour les quatre solu-
tions linéaires, la constante (. a une valeur unique m,. La condition
qui exprime que le coefficient de y est nul dans la somme

Ip(ha 4+ py+vsz)

(1) Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. LXXXVL
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7
se confond ainsi avec larelation 2o = o, et 'on n’a que trois équations
homogenes et linéaires qui déterminent les rapports des quatre expo-
sants p.

En résumé, pour avoir I'intégrale générale, on calculera les coeffi-
cientsdes solutions linéaires y = ax + 0. La constante a satisfaith une
équation du quatrieme degré, que I'on peut former en fonction des
coefficients de I'équation donnée. La constante b est alors connue par
une équation du premier degré. Soient a,, b,, ..., a,, b, les quatre sys-
temes de solutions. Il faut déterminer les exposants g, ..., ;.

Si, dans les deux membres de I'identité (4), on égale les coefficients
de xy et de yz, on obtient

Pm;—Q(ny-+1)+Rm =o,
Pmy~+Q(n +v) 4+ Rm =o.

P R
3 i e - naP iy LR, a4
En remplacant o P a ct 0 par b, on aura
Arzm— ny— mya — mb,
VI=— N g+ myb.

Les relations qui expriment que Sp(Ax + py +vsz) est nulle identi-
quement se réduisent donc

2p=o, myEoa+ mEpb=o, mySpa -+ mXpb=—=o.

Supposons que m; — mm, soit différent de zéro, les trois équations
homogenes qui déterminent les rapports des quatre exposants g sont

alors
Ip=o, Ypa=o, Ipb=o.

Lorsque m; — mm, = o, les trois coniques ont une direction asym-
ptotique commune et ne se coupent plus qu’en trois points, a distance
finie. L’équation différentielle n’admet alors que trois intégrales parti-
culicres linéaires. On vérifie sans difficulté, en ayant égard aux rela-
tions (3), que tous les coefficients de I'équation différentielle sont
divisibles par mx — m,, et qu’on tombe ainsi sur une équation ordi-
naire de Jacobi.
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Les équations que nous avons rencontrées dans le n° 7,
(¥ —A)*(y —B)B (y — €)Y =const. A*BECY,

avec la condition

A:—,—: B:—I—, C:——:-a )":——1—7

A, B, 0y ¥

<,\1 >ff- <P,1 >B <C; >Y
2l S — — 1) == conslt.,
Y1 Y1 Y1

qu’on peut mettre sous la forme

on obtient

(Ay— y1)* (B, — y1)B (C, — y,)¥ y3 = const.,
avec les conditions
a-+P+y+d=o, oA+ BB +yCi=o.

Si I’on suppose que Ay, B,, C, sont des fonctions linéaires de x, I'¢-
quation dilférentielle résultant de I’é¢limination de la constante est un
cas particulier de I'équation de Jacobi généralisée. Elle admet la solu-
tion particuliere y = o. Les trois constantes p, p,, p, sont nulles, et
les trois coniques dont les points communs fournissent les solutions
linéaires passent toutes par I'origine des coordonnées.

9. On peut intégrer quelques équations de la forme que nous étu-
dions par la remarque suivante, qui n’est qu'une modification d’une
transformation indiquée par M. Appell (Journal de Mathématigues, t.V,
p- 3773 1889). Considérons I’équation

(1) dy _ay+by+c
dz ™ Ay—+B

olt @, b, ¢ sont des constantes, A et B des polynomes en x dont le degré
est au plus égala 2. Cette équation est intégrable, puisque, si I'on con-
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sidere « comme la fonction, elle est une équation de Riccati. L'inté-
gration se ramene &4 des quadratures, lorsque A et B sont du premier
degré.

Les deux invariants de I'équation (1) sont

__2aB —bA +BA'— AB/

(2) I u_czB‘-’—bAB—i—cAz'

) H=

ta ta
A2 C’" X0 Ad 02./ e
Sy \ "BY 1
Ils se réduisent, pour a = o, b=o0,¢c=1, 4 — (K et x et donnent

ainsi le cas d’intégrabilité qu’a signalé M. Appell.
Supposons que les polynomes A et B soient du premier degré et
mettons en évidence leurs coefticients

A= a, >+ a,, B=10,2+ b;

. 'ﬁd‘l' . il ol ~
Pexponentielle e‘/ A7 devient (a,x + a,)". Posons — =a. Supposons
1
a, = o, a, dillérent de zéro, et multiplions I par @', H par &i***, ce
qui revient, comme on sait, & multiplier la fonction par une constante;
on aura

(poly— D)+ (2o4-1) D, = a(byr 40— b (b~ b))+ ca,x?
- R — 2\ .

‘:L.:L—f-ﬂ %3

Cherchons & identifier ces expressions avec les suivantes

| e A H—= By2z? 4+ Bz + ”0,

(L.’l +2 P

ot A,, A,, By, B,, B, sont des constantes quelconques. On obtient ainsi
cing équations contenant les cing indéterminées «,, b,, b,, b, ¢; mais
on reconnait aisément que le systeme est, en général, impossible et
que les coefticients doivent satisfaire aux deux relations

aA? = (2a+1)*B,,

[ ApAy= (20 +1)B,.

Si on les suppose vérifiées, I'identification peut étre faite d’une infi-
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nité de facons, les cinq indéterminées devant satisfaire aux trois re-
lations

A
20 +1

by= ’ b=o2xb — A\, ca, =By+ ab}— b A,

On pourra prendre, par exemple,

A

by= ———>
20 -+ I

b,=o, bh=—A,, a, ==, c=DB,;

on ramene ainsi a I’équation linéaire

dy avi— Ay +1B,
(l‘) d_.-z' - f\(]

I'équation

(5) dY Az +A, B+ Bix+ B,

dx pot2 piet3yY

>

avec les conditions (3), au moyen de la substitution

r 4'\ 0
—— O — e st e 8
y =2y (2a~+1)x

L’équation en Y admet deux intégrales particulicres d’une forme
simple répondant aux deux solutions données par I’équation

ay*— Ay +By=o,

qui sont évidentes pour I'équation (4).
Ces équations comprennent comme cas particulier, pour a =1,

Péquation de Jacobi. Faisons dans 'équation (5), avec 2 =1, & = =
1 ol
elle devient
ay (By2? -+ Bz, + By)
dr, = Aga;+ A, — S et | 1Y 1T Do)y

Les relations (3) deviennent

A2 =¢gB
(6) bz
" Ag“\lznilgl.

On obtient donc (n°4) I'équation provenant de la réduction d’une
équation de Jacobi avec I'hypothese particuliere B, = o. On revient au



SUR UNE EQUATION DU PREMIER ORDRE ET L,EQUATION DE JACOBI. 131

cas général par un changement linéaire de la variable indépendante.
Appelons, en effet, &, la racine de I'équation Ay, +~ A, =o, «, et o,
les racines de B,x} + B,2, + B, = o, et, désignant par o, une con-
stante quelconque, faisons le changement de variable z, = | — a,.
Le polynéme A,x,+ A, se transforme en A x|+ A, le polynome
(Byx} +B, 2, +B,)x, en un polynome complet du troisitme degré
B« + B2+ B,a, + B,. On a évidemment A=A, B,=B,, en
sorte que les nouveaux coefficients vérifient la premiere des rela-
tions (6) '
Ar=9B,.

Remplagons la seconde des relations (6) par celle que I'on obtient
en les divisant membre & membre

Ay By
3L =h

Elle se traduil par la relation suivante entre les racines

oy 4 op == 3 oty

qui peut s’écrire
oty (ot~ oty) + (g + oty) = 3 (g + oty),

c¢’est-a-dire
oy + oy -+ oy = 3 ot}

Elle revient ainsi a la relation

B, _ A

By T A,

Les nouveaux coefficients vérifient donc bien les deux relations qui
caractérisent I'équation de Jacobi.

Le cas oll 220 + 1 = o donne, pour &,, une valeur impossible. Il est
facile de le traiter directement; mais il ne présente rien d’intéressant.

Reprenons les valeurs (2) et supposons @ = o, le polynome A se ré-
duisant 4 une constante a,. En multipliant I par «, et H par @, on voit
qu’on ramene d une équation de Riccati I'équation dont les invariants
sont

I=—B'—0, He=— 0B +caq,
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Mettant en évidence les coefficients de B = by + b, x + b,, si
I'on cherche & identifier avec les expressions suivantes
I=A >+ A, H=8,z*+ B,z + B,,
olt A,, A,, B,, By, B, sont des constantes quelconques, on vérifie aisé-
ment que les coefficients doivent vérifier la relation

(7) 2A A By— B, A? + 4B2 =o,

/

et que l'identification peut se faire alors d’une infinité de facons en
posant .

’ hy=— - by=—§Ay, cagAy—2byBy==ByA;

on peut supposer, par exemple,

2B, A B
ag=1, by =0, c =B, b= Al‘, by =— ‘f‘).'llle‘ , by=—=— LA,
[équation
. ayY i _ By Bz + B,
(8) AT A= S,

olt les coefficients vérifient la relation (7), se réduit ainsi & I’équation
de Riccati
B,
a—y -+ B

dy |
S =
“r y— s A a?— '—\-illg—’ &
par la substitution
AB,

y=Y+5Al 2+

X.

2B,

A cause de la relation (7), Péquation (8) admet comme intégrale
particuliere un polynome du second degré

AAy+ 2B, v AB, .

Y=—1A2%*—

X
b A1 2 Bsz ’
o tee itz ) \ : e AB
mais cette intégrale répond a la solution particuliere y = — s de
2

I’équation de Riccati, et ne peut servir pour en ramener I’intégration &
des quadratures.
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La relation (7) est vérifiée pour B, = B, = o. Les deux invariants se

réduisent i
lzz\lx-ﬁ—f\o, H::BO.

On tombe ainsi sur un cas d’intégrabilité qui est connu.

Revenons encore aux expressions (2) des invariants, en supposant
que le polynome A se réduit a @, 2, et que la constante @ est nulle. Le
polynome B étant du second degré et égal a by2* + b, x + b, les inva-
riants seront
— by xt— b + /)(,’ He — bbyx*+ (cay— bby) .x — bb,

2

a* ax?

[=

Si 'on cherche & les identifier avec les expressions

— Ay 4 f\ =4+ Ay , H — Byz?+ Bz + By ,
R e

S

on trouve que les coefficients doivent vérifier les deux relations
(9) AA—By=o, AA,+By,=o.

On pourra faire alors I'identification d’une infinité de manieres, en
prenant
b-—=— A, by= Ay, by=—A,, ca,+ b Ay = B,.
Les relations (9) sont vérifiées en particulier si 'on prend
A, =B,=By=o..
On saura donc intégrer, en la ramenant a une équation de Riccati,
I'équation
dy Ay _ B

dz +A2+—x—5 T aY

ou, en faisant le changement de variable x = ¢”, ’équation

dY B
Zi}: 4 Age® 4+ Agem®i= —Y'l ’

ol les constantes A,, A., B, sont quelconques.
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On réduit le polynome B au premier degré en supposant b, = o et,
par suite, A,=o. La seconde relation (9) donne alors B,= 0. On
intégrera donc, au moyen de quadratures, les équations ol les inva-
riants ont la forme
A+ A, Ho Bz A,
Ao = 2 A

x? a?

[=

ou, si l'on effectue un changement de la variable indépendante, les
équations ot 'on aura

1 ! " ’
I:AI% +AD<—’;—2, I[:Bl% +A1AU§5,

A,, A,, B, étant des constantes quelconques et 9 une fonction de .



