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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE,

SUR LES SURFACES
DONT

LA EST CONSTANTE.
P A R M. G-. D A B B O U X ( î ) .

î.

On connaît les beaux résultats obtenus, depuis Monge, par un grand
nombre de géomètres, en ce qui concerne la détermination et l 'étude
des surfaces minima. La théorie des surfaces dont la courbure totale est
constante a les rapports les plus étroits avec celle des surfaces m i n i m a ,
bien qu'elle soit certainement de beaucoup plus difficile.

Par exemple, la détermination des surfaces minima dépend de l'é-
quation
( f ) .y=^,

que l'on sait intégrer; celle des surfaces à courbure,constante se ra-
mené, d'après M» Weingarten, à l 'équation

s = cie71 4- b e " ' 2 ,

qui comprend évidemment la précédente comme cas particulier-

( î ) Extrait du Tome X.CVn des Compter rendus des ^éanee^ de l'Académie de f! Sciences
Ann. de l'Èc, Normale. 3e Série. Tome VU. — JANVIER 1890» 2



10 G. OARBOUX. .

Parmi les considérations de Géométrie qui permettent aussi d 'établir
un lien entre les deux problèmes, je signalerai d'abord la suivante :
On sait qu'il existe toujours deux surfaces dont la courbure moyenne
est constante et qui sont parallèles à une surface dont la courbure totale
est constante. On voit donc que la détermination des surfaces à cour-
bure totale invariable se ramène à celle des surfaces dont la courbure
moyenne est constante : or ces dernières comprennent évidemment
comme cas particulier les surfaces minima.

On peut aussi se placer au point de vue de la Géométrie projectîve.
Considérons une surface du second ordre (Q) et proposons-nous de
déterminer les surfaces (S) telles que les deux tangentes aux lignes
asymptot iquesqui passent en chacun de leurs points soient conjuguées
par rapport à la surface (Q). Cet intéressant problème se ramène, i l
est aisé de le reconnaître, à la déterminat ion d'une surface à courbure
constante ou, ce qui est la même chose, à l ' intégration de l 'équation (2).
Mais, si l'on suppose que la surface (Q) dégénère et se réduise au
cercle de l ' inf ini , les surfaces (S), d'après leur dé f in i t ion , devront avoir
leurs tangentes asymptofciques rectangulaires et se réduiront, par con-
séquent, à des surfaces min ima .

Je reviendrai sur toutes ces analogies. Mais, pour le moment , je me
contenterai de rappeler que la détermination des surfaces à courbure
constante exige l'intégration de l 'équation (2) et que tous les efïbrts
tentés jusqu'ici pour rintégration de cette équation ou de celles dans
lesquelles on peut la transformer ont complètement échoué» Ces efforts
ont néanmoins condui t à des résultats très intéressants, et l'on con-
naît aujourd'hui, différents procédés qui permettent, une surface à cour-
bure constante étant supposée et donnée, d'en déduire une i n f i n i t é
d'autres ayant la même propriété.

Le premier de ces procédés se présente presque immédiatement* 11
est clair que, si/(^, y ) est une solution, de l'équation (a), il en sera
de même dey( —•> ym\, où m désigne une constante arbitraire. 'Cette1

remarque a déjà été faite par M. Lie et elle permet évidemment d'at-
teindre le résultat cherché. Toutefois, il est ut i le de le remarquer, les
surfaces que l'on fait ainsi/dériver, d 'une surface donnée, ne's'ont pas
complètement connues : on a bien les valeurs des six quantités qui
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figurent dans les formules de M. Codazzi, mais la détermination des trois
coordonnées rectilignes d'un point de la surface en fonction des deux
coordonnées curvilignes n'est pas faite et exige l ' intégration, qui peut
bien être impossible, d 'une équation de Riccati. Avant de terminer ce
qui regarde cette première méthode, remarquons, avec M. Lie, qu 'e l le
se rattache de la manière la plus directe à un beau résultat obtenu par
M. Bonnet. Dans son Mémoire sur la théorie des surfaces cipplicableff,
M. Bonnet a généralisé une propriété qu'il avait déjà établie pour les
surfaces minima; il a montré que toute surface à courbure moyenne
constante quelconque a ses lignes de courbure isothermes, et que l'on
peut toujours en déduire une in f in i t é de surfaces à courbure moyenne
constante, qui sont applicables sur la surface donnée avec conservation
des rayons de courbure pr incipaux aux points correspondants. 11 suff i t
de considérer les surfaces à courbure totale constante parallèle aux
précédentes, et il est aisé de reconnaître qu'elles se déduisent de l ' une
quelconque d'entre elles par le procédé que nous venons de rappeler
plus haut.

11 existe une autre méthode bien plus féconde cl qui permet de dé-
duire d'une surface à courbure constante donnée une inf in i té d'autres
surfaces de même définit ion et contenant dans leur équation au tan t do
constantes que l'on veut. Elle a été donnée en 1879 par M. Bianchi et
elle a^été l'objet d'études approfondies de la part de MM. Lie etBack-
lund. On peut la faire reposer sur deux théorèmes presque iden t iques
q u i ont été donnés, l 'un en 1870 par M. Bibaucour, l'autre en i87<) par
M. Bianchi . Indiquons rapidement comment M. Bianchi y a été conduit .

Soit (S) une surface à courbure négative — î et dont on connaisse les
lignes géodésiques. On pourra, d'une infini té de manières, mettre l'élé-
ment linéaire de cette surface sous la forme

ds^cl^+e^d^.

Menons toutes les tangentes aux l ignes géodésiques p == const.
D'après une des propriétés les mieux ôonnues des lignes géodésiques,
ces tangentes sont normales à une surface (S) et elles touchent une
seconde surface (S') dételle manière que (S) et (S') consti tuent les
deux nappes de la surface des centres de courbure de (S). M. Bianchi
démontre que (ZV) est, comme (S), une surface de courbure constante
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— i . On voit donc déjà que l'on pourra déduire de (S) une surface (S')
contenant dans son équation une constante arbitraire. Si l'on recom-
mence l'application du même procédé en prenant (S^) comme surface
initiale, on obtiendra des surfaces (S") dépendant de deux constantes,
et il est clair, sans qu'il soit nécessaire d'insister, que l 'applicat ion
indéfinie du procédé peut introduire autant de constantes que. l'on
veut. M. Lie a fait la remarque capitale que l 'applicat ion de^ce procède
exige seulement une série de quadratures. C'est sur cette sui te de qua-
dratures que portent surtout les recherches nouvel les que j ' aura i l ' i ion-
neur de présenter à l'Académie. Mais, auparavant, je rnontrerai com-
ment on peut établir géométriquement, de la maniè re la plus s imp le ,
la proposition de M. Bianchi et celle, bien antér ieure , de M. R i b a u c o u r .

II.

Poordémontrer l 'élégante proposition de M. B i a n c b i , j e m 'appu ie ra i
sur la remarque suivante. Considérons sur une surface (S) un système
de courbes parallèles (C) et les lignes géodésiqoes (^) qui sont leurs
trajectoires orthogonales. Les tangentes aux l ignes (^) sont nonmies
à une certaine surface (S) et touchent une seconde surface (S' ) ; ("S)
et (S') sont les deux nappes de la surface des centres de courbure de
(S). En outre, (S') est le lieu des centres de courbure géodésique des
courbes parallèles (C) tracées sur (I;). Il est clair d ' a i l l eurs que la
relation est réciproque : si l'on considère sur, (2Y) les l ignes géode-
siques (^) tangentes aux normales de (S) et leurs trajectoires ortho-
gonales (C), les centres de courbure géodésique de ces trajecloires
sont sur la surface primitive (S).

Cela posé, cherchons s'il existe une surface (S) sur laquel le on puisse
tracer des courbes parallèles (C) ayant en chacun de leurs points 'un
rayon de courbure géodésique constant,1 égal à r par exemple. Si l'on
rapporte la surface au système de 'coordonnées formé de ces courbes
parallèles etde leurs trajectoires orthogonales, l 'élémentlinéaire pren-
dra la forme
. ' \ , / ' ^y2:^ du^ CW, ! ! !

et Ton devra avoir ' ' ! ! ! ! ! ! ! • , ! ! 1 :

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 : : 1 • 1 1 1 1 1 1 ^^^r 1 ! i ! ! 1 1 1, , , "".-• .„,„. jL. \ j,
, , ' : 1 1 1 1 au , , ! , . '



SUR LES SURFACES DONT LA COURBURE TOTALE EST CONSTANTE. S 3

d'où l'on dédu i t
C = ̂ %

et, par conséquent, la courbure totale de la surface sera constante et
égale à -- i. Nous prenons, pour préciser,

(i) dsî^.duï-{-esiu•dvî.

Considérons maintenant la surface (S') qu'on, associe à (S) dans la pro-
position précédente.D'après cette proposi t ion , les courbes ((7) tracées
sur (S7) auront leurs centres de courbure 'géodésîque sur (S); k;ur
rayon de courbure géodésique sera égal a i, et, par conséquent , (S/)
sera, comme (S), une surface à courbure constante — i . On r econna î t
faci lement que l 'élément l inéaire de (S') prend la forme

( 2 ) ds^ = dii2 4- ê""2 fl d^.

Quant à la surface (S), elle jou i ra de la propriété que la d i f f é r e n c e *
de ses rayons de courbure sera égale à i.

Voici, maintenant la méthode que M. Bianchi, a déduite du ihéorerno
précédent. Considérons une surface quelconque (S) à c o u r b u r e — ' i .

^On peut obtenir un nombre s implement inf in i , de systèmes coordonnés
donnan t à l 'élément l inéaire la forme ( i ) ; il suff î t , en ef fe t , d'associer
aux lignes géodésiques passant par un des points à l ^ i n f i n i de la sur-
face leurs trajectoires orthogonales. On pourra donc de (S) dédu i re
une surface (S') contenant dans son équation, une constante arb i t ra i re .
Partant ensuite de (S'), on obt iendra des surfaces (S") f o r m a n t uo sys-
tème à deux constantes arbitraires, et ainsi de suite. M. Lie a f a i t la
remarque capitale que l 'application i ndé f in i e de ce procédé n'exige
qu 'une suite de quadratures, et cela résulte presque immédia t emen t clé
la démonstration géométrique précédente.

En effet, la formule (2) nous montre que
^^^.^^^

sera une différentielle exacte. 11 suffira donc d'effectuer cette quadra-
ture, où tout est connu, pour obtenir w 'et ramener l'élément l inéaire
de (S') à la forme (2), qui entraîne la connaissance de toutes les lignes
géodésiques de (S')-
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Le théorème donné par M. Ribaucour en 1870 ^Comptes rendus et
Bulletin de la Société philomathique} peut s'énoncer comme il suit :

Considérons une surface (S) à courbure — i, et traçons dans chac/ue
plan langent delà surface un cercle de rayon i ayant son centre au point
de contact M de ce plan tangent; les cercles ainsi obtenus seront ortiiogo-
naux à une famille de surfaces, toutes à courbure constante — r ; et, en
outre, ces surfaces feront partie d'un système triple orthogonal dont les
deux autres familles seront évidemment composées de surfaces enveloppes
de sphères.

La première partie de cette propos i t ion résulte i m m é d i a t e m e n t ( l u
théorème de M. Bianchi, car les différentes surfaces (ï!) qu 'on t a i t dé-
river de (S) dans la méthode de M. Bianchi sont évidemment les trajec-
toires des cercles considérés parU. Ribaucour. Au reste, les doux pro-
posit ions se déduisent l 'une de l 'autre, celle de M. Ribaucour con tenan t
en plus ce qui concerne le système t r ip le orthogonal.

Dans mon Cours de l 'année 1881-82, j 'a i donné du théorème de
M. Ribaucour une démonstrat ion géométrique directe, q u i se rapproche,
a. quelques égards, de celle qu'on t rouve dans un travail récent de
M. Back lund . Je ne la/transcrirai pas ici , mais je fe ra i . conna î t re I cp r in - ^
cipe d'une démonst ra t ion ana ly t ique qu i n'est pas moins s imple que l'a,
d é m o n s Ira t i o n gé o m é t r i q u e.

Supposons que la surface (S) ai t été rapportée à ses lignes de cour-
hure. Son élément linéaire prendra la forme c o n n u e
( 3 ) ! cis = ces2 (>) du^ "h si n2 r,) d^,
où a) satisfait à l'équation
/.. à'2 h) ()2^(4) . ^ - j^ + suif,,) ces ̂ =o.

Menons dans le plan tangent en un po in t M une l igne MRf, de longueur
+ i , faisant l'angle O'avec la courbe p== const qui passe en M, et écri-
vons que le poin t M' décrit une surface dont le plan tangent paase en
M ' f t t estnormaJI à celui de (S)/Nous trouverons les deux équations

W

! ( 1 0 . âw . /
\^+j^ smôcos^

< ^ 1 . ^
(h\ au •cos^sin^
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II est aisé de reconnaître que ces équations sont compatibles toutes les
fois que co satisfait à l'équation (4) et qu'elles donnent une valeur de
0 contenant, outre u et ^, une constante arbitraire a. Si nous considé-
rons main tenant? / , ^ a comme des coordonnées curvil ignes propres à
déf in i r le point M', nous aurons, pour le déplacement cîS de ce p o i n t ,
l 'expression
( 6 ) dy =: cos2 Q du2 4- sin2 9 dv2 4- ( ÔQ Y ̂ a2.

\àccJ

Cette formule, qui met en évidence un système triple orthogonal , dé-
montre le théorème de M. Ribaucour; elle montre aussi que la transfor-
mat ion de M. Bianchi conserve à la fois les l ignes de courbure et les
lignes asymptotiques.

Il reste à discuter le système (5).

111.

(Q

Dans l 'article précédent, j'ai été condui t au système s u i v a n t

s'mQ coso),

coso) cos6',

àQ^ au}
au àv
à9 àw
àv au

qui va me permettre de me placer à un point de vue purement analv-
tique dans Féfcude du problème, objet principal de ces recherches.

Considérons le système (i) comme formé de deux équations simul-
tanées auxquelles doit satisfaire la fonction inconnue 9 : l ' é l imina t ion
de la fonction 0 nous montrera que ces deux équations ne son t compa-
tibles que dans le cas où o satisfait à l 'équation
/^ ^M à2^^) ^ -^ +sino)cosû,)=:o.

Réciproquement, si a> est une solution quelconque de cette équation
aux dérivées partielles, l'intégration du système (i) nous donnera une
valeur de 0 contenant une constante arbitraire; et cette valeur de 0 sera
également une solution de l'équation (2). Nous pouvons donc énoncer
le théorème suivant :

De toute solution oj de F équation ( 2 ) on peut déduire une solution non-
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celle contenant une constante arbitraire : c'est la valeur la plus générale
de Ô satisfaisant aux équations (ï).

A la vérité, on ne sait pas intégrer d'une manière générale le sys-
tème (i), mais la forme des équations qui le composent nous permet
de reconnaître que l'on pourra obtenir la valeur la, plus générale 0' de
0 qui puisse y satisfaire dès que l'on en connaîtra une solution part i-
culière quelconque 0.

Effectuons, en effet, les quadratures définies par les formules
da =. cosO coswdu -h sine») s in 0 ̂ ',

( 3 ) . e-^dÇi •==. cosw sin 0 du — sin û) cos 0 d^,
e^-dy == cos0 s in G) du 4- sin0 COSC»,)JP.

La solution cherchée 0' est donnée par l'équation

y ̂  o
(4) col——— :=(3^,

qui contient la constante arbitraire que l'on peut toujours a jouter à [Ï*
Si, dans les formules (3), on remplace 0 par ()\ les nouvel les va"

leurs a\ ^f de a et de [3 seront données par les équa t i ons

/ ̂  \ ' f^ —•• .«-—. - , W --" -.»-.— r

^ , - (3Ï4-^M i "'"' ̂ ^^

Mais, pour obtenir la nouvel le valeur y' de y, il faudra e f f ec tue r un ( î
n o uvell e q ua d rature.

On peut encore, dans le système ( ï) , considérer 0 comme donné et
chercher la valeur la plus générale de co qu i satisfasse aux deux équa-
tions. On aura ainsi, en désignant cette valeur parco",

/ ^ \ . (/îff ——— rl) H( b ) cet, —;•—- "= y 6^,

et, si nous désignons par a", Y les valeurs nouvelles de a, y que l'on
obtient en remplaçant, dans les formules (3), o^ par OD, on aura

(»\ , . . p-^—^!L—^. .)»__—yw 7 ' "yS^^-aa» /—yf^^ ïa

Mais, pour 'obtenir la nouvelle .valeur ̂  de p, lirestera^ici encore, à
effectuer une quadrature nouvelle.
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En appliquant successivement les deux opération s que no us venons de
définir , on déduira, on le voit, de tout système de so lu t ions des équa-
t ions (i) un nombre i l l imi té de systèmes nouveaux contenant autant de
constantes qu on le voudra; et la détermination de chaque système nouveau
exigera seulement une nouvelle quadrature.

Mais ces quadratures portent sur des expressions de plus en plus
compliquées, contenant les constantes arbitraires mêlées aux variables
aussi bien clans les dénominateurs que dans les numéra teurs . l"l sem-
bla i t donc que l 'application de la méthode é ta i t presque impossible et
devait être promptement arrêtée dans le cas général. J 'at tache donc
quelque importance au résultat suivant :

II suffira d'effectuer au début, en dehors de a, p, y, un certain nombre
de quadratures {inférieur d'une unité au nombre de solutions nouvelles
(fue l'on veut obtenir), portant sur des fonctions par faitement déterminées
de u et de v, et, ces quadratures une fois effectuées, Inapplication de la mé-
thode n'exigera que les calculs algébriques les plus élémentaires.

J ' i nd ique d'abord les quadra tu res à e f f ec tue r ; elles sont définies par
les formules

^•:p,
db,^2b,d^- (^4-^)^,
cib^ = dh^ + a b^de — a b^dy. ~ e-^b^ d^,

(8)

db^ = db,^ + a b,,^ de — a bn.^ dy.
— ( bo b^ ~\- Z>,i b,^ -h.. . + bn.^ ̂ i -+- ^//. 2 ̂ o) e-^d^
-h ( bi b,^ -+-...+• bn,^ /^) dy ;

CQ == y,
de, = 2 c,€l(^y — s) - (c^ 4- e-^) d^,
cicï ==. dcQ -+- 2 Ci d ( (3y — e ) 4- a c^ da — e^ c^ dy,

dc^ -=. dCfi.^ 4" a c/,,̂ .i d{ py — e ), +• ^ 0^-2 da
— ( CQ c^ -+-... + Cn.^ CQ ) e^ dy + ( <?i c^i 4-... + c^ Ci) ̂ j3,

ou l'on a posé, pour abréger,

( i o ) ck = (3 dy -h s in 9 s in &) <^/ -4" cos o) cos 0 d{\
Âim. de l'Êc, Normale. 38 Série. Tome V ï î . — JANVIER 1890. 3
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Nous supposerons que toutes ces quadratures soient calculées de la
manière la plus générale, c^est-à-dire qu'on ajoute une constante arbi-
traire après chaque intégration.

Ces dé f in i t i ons une fois admises, supposons que l'on s u b s t i t u e par-
tout à 0 la valeur 0 'déf inie par la formule (4). Les nouvelles valeurs /// ,
c\ des fonctions^-, ^ seront définies par les formules (5) e(; les re la-
tions très simples qu i su iven t :

6^y,
b'^c^^\

b', == c^i - ? (c/^ b\ + Cn^ b\ +... + ̂  l!, ̂  ),

c^/=^,

<r:^-h^,
. . . . » . * . . . . . . ,

^=/^.i+,s'(c^i&i+...+<,^).

Lorsque, au contraire, on substi (.liera le système (o/, 0) au sys-
tème (co, 0), les formules que l'on aura à employer pour calculer 'les
nouvelles valeurs de &„ c,, toutes pareilles aux précédentes, s'en dé-
duiront par la substitution des quantités ~ a, y, [3, c,, h, à a, p, 7, h,,
Ct respectivement.

Il suffit maintenant de commencer les calculs qui conduisent aux
nouvelles solutions, pour reconnaître que ces calculs n'exigeront plus
aucune quadrature.


