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SUR LA RECTIFICATION
DES

CUBIQUES PLANES UNICUBSALES,
PAR M. L. RAFFY.

I N T R O D U C T I O N .

Les courbes algébriques planes, les plus simples après les coniques,
sont les cubiques unicursales. La déterminat ion de leurs arcs dépend
d'une intégrale bypere l l ip t ique qui est ordinairement de genre 3.
Dans certains cas pourtant le problème est résolu par une intégrale de
genre moindre. Ainsi la parabole semi-cubique droite, la première
courbe qui ait été rectifiée, a son arc algébrique : c'est la développée
de la parabole du second degré. On sait aussi depuis longtemps ( f )
que toute cubique unicursale passant par les points cycliques est rec-
tiflable par une intégrale e l l ip t ique (et même la cissoïde droite en
termes finis). Plus récemment la théorie des surfaces minima a fourni
une nouvelle classe de cubiques unicursales à arc algébrique (2) : ce
sont les lignes de courbure de la surface de M. Enneper. Connues
aussi (3) comme podaires négatives d'une parabole par rapport à son
foyer et comme caustiques par réflexion d'une parabole pour des
rayons incidents perpendiculaires à son axe, ces courbes pourraient
être appelées caustiques-podaires de la parabole. Leur arc est une fonc-
t ion ra t ionnel le des coordonnées de son extrémité.

(1) SALMÔN, Bigher plane curies y p. 267; Dublin, i852.
( 2 ) DARBOUX, Leçona sur la théorie deff surfaces^ t. I, p. 3*8 et 4 o t «
(3) SALMON, Higher plane curw, 2e édition, Chap. ÏIÏ.
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Je me suis proposé de relier ces résultats et de déterminer toutes les
cubiques unicursales dont l'arc est exprimé par une intégrale de genre
inférieur à 3, et toutes celles qui sont rectiflables algébriquement ou
en termes finis.

Dans un premier Chapitre, j ' indique les singularités qui diminuent
le genre de cette intégrale pour une courbe unicursale quelconque et
particulièrement pour les cubiques.

Dans le Chapitre II, j 'étudie en détail les cubiques dont l'arc est de
genre o, de genre i ou de genre 2. Ce sont d'abord les cubiques à cour-
bure rationnelle (1) ; j 'entends par là les cubiques pour lesquelles la
dérivée de l'arc par rapport à t est une fonction rationnelle de t. lin y a
pas d'autres cubiques unicursales à courbure rationnelle que les caustiques-
podaires des paraboles du second degré. Viennent ensuite les courbes
rectifiables par l ' intégration d'un radical carré portant sur un tr inôme
du second degré (radical circulaire). Ce sont évidemment , avec les
précédentes, les seules cubiques immédiatement rectifiables en termes
f in i s , c'est-à-dire rectifiables en termes finis sans changement de va-
riable. Elles forment trois classes : 1° les courbes représentées en coor-
données rectangulaires par les formules

- i ^—^ . 3 ^ — i^^-Tr-^ " j^A-y^,

^0 les paraboles semi-cubiques, obliques ou droites ; 3° les cissoïdes,
obliques ou droites,

Relativement aux courbes dont l'arc est de genre i, on a ce théo-
rème :

Les seules cubiques unicursales dont Varc soit de genre i sont celles qui
présentent une des singularités suivantes, à l'exclusion des trois autres :
i° deux points d'inflexion à tangente isotrope, situés à distance finie ;
2° rebroussement à distance finie et contact simple avec la droite de l'in-
fini; 3° branches paraboliques formant inflexion ou rebroussement à
l'infini; [^passage par les points cycliques.

(1 ) II est naturol d'appeler courbes à courbure rationnelle les courbes dont la courbure
est une fonction rationnelle des coordonnées cartésiennes. On les a aussi appelées courber
de direction.
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Enfin les seules cubiques imicursales dont l'arc soit de genre 2, sont :
i° celles qui présentent un rebroussement à distance finie ; 2° celles qui
ont un contact simple avec Ici droite de l'infini ou qui admettent une
asymptote double.

Le Chapitre III traite des cubiques imicursales dont l'arc est une
fonc t ion algébrique du paramètre t. Parmi les courbes dont l'arc est
de genre zéro, les seules qui répondent à -la question, sont les caus-
tiques-podaires et les développées des paraboles du second degré. Ce
résultat acquis, je prouve que si Farc est algébrique, il est de genre
zéro. Donc les seules cubiques unicursales dont l'arc soit algébrique sont
les caustu/ues'podciires des paraboles du second degré (arc rationnel) et
les développées de ces marnes paraboles (arc irrationnel).

Au. Chapitre IV, j ' é t u d i e les cubiques imicursales dont l'arc est sus-
ceptible de s 'exprimer en termes finis . Apres avoir établi, ou rappelé
quelques proposi t ions auxi l i a i res , je démontre ce théorème :

En dehors des cubiques dont l'arc est de genre zéro, les cubiques dont
l'arc est, susceptible de /exprimer en termes finis ne doivent aire cherchées
que parmi celles dont l'arc est de genre i et qui présentent soit un rebrous-
sement à dislance finie et un contact simple avec la droite de l'infini, soit
des branches pareiboliques formant in/lexion ou rel)rousse'nient à r infini.

E x a m i n a n t ensui te les courbes de.ces deux classes, je conclus qu'il
n'en existera parmi elles de rectif lables 'en termes f inis que si l'on
peut intégrer en termes f in is l 'une des d i f fé ren t i e l l e s

{ z •-+- i ) d z (^ •4" :r) dz
^^^^^. ^^ .̂̂ ^^^

pour quelque valeur positive de A ou pour quelque valeur positive
de A' autre que i. Cette dernière question ne semble pas pouvoir être
résolue dans l'état actuel do la Science. Néanmoins, comme l'intégra-
tion en termes finis exige deux conditions et qu'on ne dispose que
d'un seul paramètre, il paraît fort probable qu'en dehors des cubiques
unicursales dont l'arc est de genre zéro, il n'en ecoislo aucune qui soit rec-
tifiable en termes finis.

Ann. de l'Êc. Normale. 3^ Série. Tome VI. — MARS 1889. S 4
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DU GENRE DE L'ARC DES COURBES PLANES UNICURSALES ET DES SINGULARITÉS
QUI LE DIMINUENT.

1. Les coordonnées d'une courbe unicursale peuvent s'exprimer
rationnellement en fonction d'un paramètre t qui corresponde unifor-
mément aux points de la courbe. Si, la courbe est d'ordre m, le déno-
minateur commun des coordonnées est d'ordre m, ainsi ' que leurs nu-
mérateurs; c'est du moins ce qu'on peut toujours réaliser au moyen
.d'une'transformation homographique opérée sur le paramètre. Cela
étant, nous substituerons aux coordonnées rectangulaires a' et y les
coordonnées symétriques

u == oc •4- iy , v == x — iy^

et nous serons en droit de poser

A . B^r ^(T
A, B, C désignant trois polynômes entiers en l^ d'ordre m, qu 'aucun
polynôme e n ^ n e divise à la fois. N'ayant égard qu'aux courbes réelles,
nous supposerons que C est un, polynôme à coefficients réels,, et que A
etB ont leurs coefficients imaginaires conjugués.

Dans ce système de notations^ la dérivée de l'arc s par rapport à t a
pour expression

.'^^{ == ̂ CA!EA£î ^ ^ v^.

Les deux polynômes CA'—AC et CB'—BC' peuvent être supposés
du degré 2 m — 2$ leur produi t T es t -dû degré l^m—4. L'intégrale
hyperelliptique qui représente l'arc est donc de genre 2w — 3^ sauf
abaissement possible. On conçoit en effet que T puisse admettre dans
certains cas des racines multiples. Si T est de la forme ^ô, 0 étant un
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polynôme de degré ir sans racine multiple, l'intégrale qui représente
l'arc sera de genre zéro pour r== o et r== i, de genre r — i pour r^ 2.
Ce genre peut être appelé le genre de l ' a rc ; car il ne change pas quand
on substitue à t tout autre paramètre correspondant uniforsiiément aux
points de la courbe. On sait en effet que tous les paramètres z qui
jouissent de cette propriété sont liés à t par une relation homogra-
phique

a ^ -|- b ' '
a z •+- (3

Ainsi défini, legenre de Farcn'est susceptibled'abaissementquepar
l'effet des singularités qui correspondent à des racines multiples de T.
Nous allons énu.mérer ces singularités dans les courbes unicursâles
d'ordre quelconque, et nous les discuterons plus spécialement dans le
cas des cubiques. Cette étude se rattache à celle des points s inguliers;
pour la définition de l'ordre et de la classe d'un cycle, et pour la dé-
termination de ces nombres, nous ne pouvons mieux faire que de ren-
voyer aux travaux de M, Halphen, notamment à l ' importante Elude
sur les points singuliers, qui est jointe à l'Ouvrage classique de Salmon :
Traité de Géométrie analylicfue; courbes planes ( i ).

I. — Singularités' qui diminuent le genre de l'arc.

2. Dans tout ce qui suit, nous supposerons T mis sous la forme

T=T2^

0 étant un polynôme entier sans racine multiple, dont le degré sera
représenté par §0. Pour l'évaluer, nous étudierons ,les racines de T. Il
y en a de deux sortes : i.° celles qui n'annulent pas C; ^° celles qui
annulent C. D'après nos conventions, les premières donnent des points
de la courbe situés à distance finie, les secondes des points à l ' i n f i n i , et
ce sont les seules valeurs de t qui donnent ces points.

Racines deî n annulant pas C. - Soit <?o une pareille racine; elle

( r) Appendice, P'6 Partie, n0* 1 à 10. Le nombre que M. Halphen appelle p est, par la
nature de notre problème, toujours égal à r .



jo8 . I- RAÎ-TY.

annule au moins un des deux polynômes ÇA' -— ÂC' et CB' — BC'. Nous
supposerons que, pour <?• == ̂  CA'—AC' soit nul comme Çt — t^y1-^
et OB'—BC co-mme {t — ^ o ) ^ ~ 1 » n et P étant deux entiers dont l'un
au moins est supérieur ou égal à 2. Le rapport

^ _ _ y_^^
i/ ""' y' -l- ix'

est de l'ordre de Çt — ^o)'^- S'1 donc n aip sont différents, ce rapport
est nul ou inf ini , c'est-à-dire que y : oc' est égal à ± i; la tangente au
point M(u == a, v = &) donné par t == t^ est une droite isotrope. Soit,
par exemple, p plus grand que n,

p =z n -\r ^.

La tangente en M au cycle fourni, par les valeurs de t voisines de /<, a
pour coefficient angulaire —i. (Ce point M peut d'ailleurs être l'ori-
gine d'autres cycles, si les deux équations u. == a, v == b admet ten t
d'autres racines communes que < î = = = ^ . ) Le développement de u—a
suivant les puissances de l — ^, commence par un terme en ( ^ — t^y\
celui de v —• b par un terme en Ci— t^y1^. Ainsi, le point M est l'ori-
gine d'un cycle à tangente isotrope dont l'ordre est n et la classe v.
D'autre part,, t^ est racine d'ordre 2714-^— 2 de T; ainsi oO est di-
minué du plus grand nombre pair contenu dans ̂ n 4" v — 2. Donc :

Si un point situe à distance finie est l'origine d'un cycle à tangente iso-
trope, le cycle étant d'ordre n et de classe v^ le genre de l7 arc est diminué
de n — i plus Ici partie entière de v : à.

Si n et p sont égaux, le rapport y ' ^ x ' tend pour t ==:^ vers une li-
mite dit'rérente de ± i. La tangente en M au, cycle considéré n'est pas
une droite isotrope. Le cycle est d'ordre n; et, t^ étant racine d'ordre
'in — 2 de 1\ le genre de l'arc est diminué de n — ï . Donc :

Si un point situé à distance finie est l'origine d'un cycle à tangente non
isotrope, le cycle étant d'ordre n, le genre de rare est diminue de n — T.

^. Racines de T annulant C. — Soit ̂  une telle racine ; elle annule un
seul des polynômes CA'—AC7 et CB'—BC' ou les annule tous les deux
suivant qu'elle est racine simple ou racine multiple de C. Soit n son
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ordre de mult ipl ici té . Si elle n'amiulc ni A ni. B, elle est racine d'ordre?
2/1 — 2. de T, où est diminiié de 271 — ,2 et le genre de l'arc de n — ï .
Remarquons que, dans ce cas, u et v sont, pour t == ^p infinis comme
(t — t^"'11 ; le rapport

u. y — i,x
^ ~"~ y 4- /..r

tend vers une l imite finie et différente de zéro. Ainsi x et y sont in-
f inis , et le rapport y :.T prend une valeur différente de ± i, Donc :

Si une courbe admet une direction asyrnptoticfue îîon isotrope et si cm
point situé à F infini dans cette direction correspondent n valeurs égales
du paramètre t^ le ^enre de V arc est diminué de n — i.

Supposons maintenant que tç, annule A ou B, A par exemple. Cette
valeur rend n u l l e rapport ii'.v et donne une direction asymptotique
de coefficient angulaire i,

Soit rson ordre de mul t ip l ic i té comme racine de A. Il y a trois cas
a distinguer, suivant que r est supérieur, égal, ou inférieur à n.

Supposons d'abord r?. n 4-1. Le cycle fourni par les valeurs de
t intimment voisines de ^ est cl/ordre n et de classe v = = r - — ^ .
D'autre part, le polynôme ÇA' •— A(7 admet t^ comme racine d'ordre
^ 4- r — ï == ^n + v -— i ; le polynôme CB' — BC" admet ^ comme ra-
cine d'ordre n — s . Donc ^, est racine d'ordre 3n -4- v — ^ deT; I/abais-
sement de oO est égal au plus grand nombre pair contenu dans 3n+v— 2.
Par suite, le genre de Varc est diminué de n — ï plus la partie entière de
(n 4- v) : 2.

Soit main tenant r=n. Pour l=t^ u prend une valeur a f inie et
différente de zéro, tandis que v est inf in i comme (t— ^)~\ Le cycle
correspondant aux valeurs de t voisines de ̂  est d'ordre n. Pour trouver
sa classe, on fera une combinaison linéaire et homogène de A et C, d'où
disparaisse le terme en (t — t^y1. Cette combinaison est ici A — aC. Si
n -+• v est le degré de son premier terme, la classe du cycle estv. D'autre
part, A, — aC admettant ^ comme racine d'ordre n -+- v, l ' identité

ÇA'-- A(7 = C(A — aC)'— (A — aC)(7

montre que ÇA'— AC' admet ^ comme racine d'ordre sn -+• v — ï ; or
/o est racine d'ordre n — ï de Cli'— BC. Donc t^ est racine d'ordre
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_ 3^ .+. ^ — 2 de T; l'abaissement de SQ est égal au plus grand nombre
pair contenu dans 3n +v — .2. Par suite, fe genre de l'arc est diminué
de n — ï plus la partie entière de (n + v) ̂ .

Supposons enfin r5n — ï . Le cycle est d'ordre r et de classe v = n — î\
D'autre part, le polynôme CA'—AC' admet lo comme racine d'ordre
n -+- r — ï == 2n -— v — i, et CB /-— BC' admet to comm,e racine d'ordre
n — ï » Donc lo est racine d'ordre 3 n •— v — 2 de T; l'abaissement de 30
est égal au plus grand nombre pair contenu dans 3n — v — 2. Par
suite, le genre est diminué de n — x plus la partie entière de Çn — v) ; 2,

Dans le cas présent, l'asymptote isotrope est rejetée à ri.nfi.nL
puisque u et v sont infinis pour '£•==• t ^ y tandis que, dans les deux cas
précédents (r^n), l'asymptote isotrope est située à distance f i n i e »
Dans les trois cas, n désigne le nombre des valeurs égales de t qui cor-
respondent à l'origine du cycle.» et v est la classe du cycle» On arrive
donc à cette conclusion :

Si l'un des points cycliques est l'origine d'un cycle de classe v et si à ce
point correspondent n valeurs égales du paramètre t^ le genre de rare est
diminué de n — ï plus la partie entière de (n + v) : 2, si l'asymptote iso-
trope tangente au cycle est située à distance finie ; il est diminué de n — T,
plus la partie entière de (n—v) : 2, si cette asymptote est rejetée à l'in-
Jini.

4. La discussion précédente se résume en ces quatre énoncés :
THÉORÈME I. — Si un point situé à distance finie est l''origine d'un

cycle à tangente isotrope, le cycle étant d'ordre n et de classe v, le genre
de l'arc est diminué de n — ï plus la partie entière de v : 2.

THÉORÈME II. — Si un point situé à distance finie est r origine d'un
cycle à tangente non isotrope, le cycle étant d'ordre n, le genre de Varc
est diminué de n — i.

THÉORÈME III. — Si une courbe admet une direction asymptotique non
isotrope, et si au point situé à r infini dans cette direction correspondent
n valeurs égales du paramètre t, le genre de F arc est diminué de n — s .

THÉORÈME IV. — Si l'un des points cycliques est r origine d'un cycle de
classe v, et si à ce point correspondent n valeurs égales du paramétre t, le
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genre de V arc est diminué de n — ï plus la partie entière Çn -h v) '. 2,
.M l'1 asymptote isotrope tangente au cycle est située à dislance finie ; il est
diminué de n — ï plus la partie entière de (n -— v) : a, si cette asym-
ptote est rejetée à l'infini.

II. — Genre de Parc d'une cubique.

5. Nous allons appliquer ces quatre théorèmes aux cubiques.
Remarques préliminaires relatives aux cubùfiies. — s° II n'y a pas de

cycle crordre supérieur à 2 : il n'y a de cycle d'ordre 2 que celui qui a
pour origine le point de rebro'ussemenfc quand la courbe en présente
u n ; 2° la sonnne n + v de l'ordre et de la classe d'un cycle ne peut
dépasser trois; 3° un point cyclique ne peut être qu'un point simple,
origine d'un cycle d'ordre ï comme tout po in t simple.

6. Application du théorème J. — Le point origine d 'un cycle à tan-
gente isotrope ne peut être qu'un point simple; car une courbe réelle
présentant un, rebroussement où la tangente est une droite isotrope
doit avoir un autre rebroussemeirt où la tangente est l'autre droite iso-
trope, ce qui n'est pas possible pour une cubique. Ainsi n est égal à ï .
Dès lors, pour que le genre de l'arc diminue, il faut que v soit égal
à a (puisque n + v^3), c'est-à-dire que l'origine du cycle soit un point
d'inflexion. L'abaissement correspondant de §0 est égal a 2 . 'Mais il
existe un autre point d'inflexion où la tangente.est l'autre droite iso-
trope. Donc :

Si une cubique présente à distance finie deux points d'inflexion à tan-
gente isotrope^ âO diminue de 4 unités.

Remarquons qu'une cubique unicursale ayant au plus trois points
d'inflexion, en vertu des formules de Plûcker, ne peut présenter plus
d'un couple de deux points d'inflexion à tangente isotrope. L'abaisse-
ment de âO qui correspond au théorème 1 ne peut donc se produire
qu'une fois»

7. Application du théorème IL — II n'y aura abaissement du genre
de l'arc que si n est égal à 2, c'est-à-dire que si l'origine du cycle est
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un point de rebroussement. L'abaissement correspondant de âO est
égal à a. Donc :

Si une cubique présente un point clé rebroussement à distance fînie,
§0 diminue de 2 unités.

8. Application du théorème I I I , — II n'y aura abaissement du genre
de Farc que si C admet une racine double ou une racine triple. Dans le
premier cas, §0 diminue de 2 unités; dans le second, de 4 unités.

Voyons quelles singularités géométriques correspondent à ces deux
hypothèses.

Soit d'abord t === o une racine double de C. Nous poserons

C=^-a), ^=^ j=^

X et Y désignant deux polynômes 'du troisième degré en t, dont un
seul peut être divisible par t. On est donc en droit ^de supposer que Y
ne s'annule pas avec t. Pour déterminer Fordre et la classe du cycle
dont l'origine est le point à l ' infini donné par ^== o, on doit former
avec C, X et Y trois combinaisons linéaires et hom.ogènes qui. soient,
pour t = o, de l'ordre de grandeur de trois puissances différentes de t.
Soient a, (î, y les exposants de ces puissances rangés par ordre de
grandeur croissante ; l'ordre n du cycle est [3 — a, sa classe v est y — p.
Ici, l 'un des exposants a, [3, y est nul , puisque Y n'est pas divisible
par ^ un autre est égal à 2, puisque C est divisible par t2.11 faudra
former une combinaison *( ==/C 4-"^'X -+• À Y qui, pour t = o, soit de
l'ordre de grandeur d 'une puissance positive de t, autre que la seconde.
Or, le polynôme'( est du troisième degré en t\ il sera donc nécessaire-
ment de l'ordre de t ou de l'ordre de t'\ Dans le premier cas, on a

a==o, ( 3 = = i , y=-:2; ^ = ( 3 — a = : i , v = y — (3 == i.

L'ordre et la classe du cycle fourni par les valeurs infiniment petites
de t étant égaux tous deux à Punité, l'origine du cycle est un point
ordinaire; là tangente au cycle est la droite de l ' infini, pu isque t == o
est racine double de G.

Dans le second cas, on a
a=o, (3 =2, y -=3; n =r ( 3 — y . -=. 2^ v r= y — ( 3 = i.
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Le cycle fou rn i par les valeurs infiniment petites de t étant d'ordre a et.
de classe r , son origine est un point de rebroussement. D'autre part,
l'expression '

Ç 1 X Y^=f^g- - H A . ^f^.g^-^'hr
"•— '.--< vj

est proportionnelle à la distance d'un point (^,j) de la courbe à la
droite

( ̂  ) / -+- ff .2' -1- // y =: o,

qui. n'est ce r ta inement pas la droite de l ' inf ini ; car, si g- et h é ta ient
tous les deux nuls, *( serait de l'ordre de t2 et non de l'ordre de t\ Or
on a

S _ „ ^^ _>^
C ~^'("r—a) "= /.—a'

On voit par là que le point de rebrousscmenfc donné par t=o est sur
la droite (D), qui sera une asymptote double de la cubique.

9. Supposons main tenan t que C admette une racine triple. Cette
racine étant nécessairement réelle, on peut la supposer nul le . Soit donc
C == t^. On n'aura qu'à prendre comme nouvelle variable z l'inverse
de £ pour avoir les deux coordonnées de la courbe exprimées par deux
polynômes entiers. Réciproquement, si les coordonnées d'une cubique
sont exprimées par deux polynômes entiers en. z , on pourra dire que C
admet une racine tr iple; car, si l'on prend pour nouvelle variable t
l 'inverse de z, les coordonnées deviennent des fractions, et leur déno-
minateur commun est t^. Ainsi il revient au même de dire que C admet
une racine triple ou que les coordonnées sont des fonctions entières
d'un paramètre.

Pour étudier les singularités géométriques qui correspondent a. cette
hypothèse, posons

C r= ̂ , x =:-: 'j-, y y •=. ^ 3

X. et Y étant deux polynômes, dont le premier seul pourra être divi-
sible par t. Pour déterminer l'ordre et la classe du, cycle dont l'origine
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est donnée par / == o, remarquons que deux des trois exposants .dési-
gnés plus haut par a, [3, y sont 'connus : a est nul et y est égal à 3. La
combinaison

Ç=yC+^X-4-ÂY

ne pourra être pour t = o que de l'ordre de t ou de l'ordre de ^2 . Dans
le premier cas, on a

a=o, P= : r , y ==3; //, := j3 — a := i, ^ = : y — ( 3 : = 2 .

Le cycle est d'ordre i et de classe 2. Donc le point à l ' in f in i est un
point d ' inflexion. Quant à la tangente d ' inf lexion, c'est la droite de
l'infini, puisque t == o est racine t r iple de C. La courbe présente donc
des branches paraboliques formant une inflexion à l ' i n f in i .

Dans le second cas, on a

a==o, [ 3 = 2 , ' y ==3; /z = [3--a = 2, v= :y—(3= i .

Le cycle est d'ordre 2 et de classe i. Donc le point à l ' in f in i est: un point
de rebroussement. Quant à la tangente en ce point , c'est la droite de
l ' infini, puisque C admet une racine t r ip le . La courbe a donc des bran-
ches paraboliques formant un rebroussement à l ' i n f in i .

En résumé, à une racine double de C correspond soit un contact
simple avec la droite de l ' infini, soit une asymptote double ; à une ra-
cine triple de C correspondent des branches paraboliques formant in-
flexion ou rebroussement à l ' inf in i .

10. Application du théorème IV. — Tout cycle ayant pour origine un
point cyclique est d'ordre i ; sa classe ne pouvant dépasser à (puisque
n+v est au plus égal à 3), l 'abaissement de 50 produit par un point
cyclique est égal à 2. Donc, si une cubique passe par les points cy-
cliques, §9 diminue de 4 unités.

11. Il est presque superflu de faire remarquer que les causes d'a-
baissement de §0 énoncées par les théorèmes II, III et IV ne peuvent,
non plus que celle qui s'exprime par le théorème I, se présenter cha-
cune plus d'une fois.
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Ces cinq causes d'abaissement sont groupées en regard de leurs
effets dans le Tableau suivant :

Nature de la s'mg'ularite. Abaissement de SO.
J. inflexions à tangente i s o t r o p e . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
R. rebroussenient à distance f i n i e . . . . . . . . . . . . . . . . 'A
D. racine double de G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . '2
E. coordonnées entières . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
0. passage par les points c y c l i q u e s . . . . . . . . . . . . . . . 4

Dans ce Tableau, la lettre 0 a été choisie comme rappelant les om-
bilics du plan, nom. donné parfois aux points cycliques. La significa-
tion des autres lettres s'explique d'elle-même. Pour abréger, nous
avons mis en face de D et de E des hypothèses analyt iques. Mais on a
vu que I) correspond soit a. un contact simple avec la droite de l ' i n f in i ,
soit à une asymptote double, et 'E aux. branches paraboliques fo rmant
inf lex ion ou rebroussement à l ' inf in i .

12. Remarques. — Voici, main tenan t quelques remarques relatives
à la coexistence des diverses singularités ci-dessus, que nous désigne-
rons f réquemment par les lettres placées devant leur nom.

1° Les deux singularités K et J s'excluent mutuel lement d'après les
formules de PIùcker.

2° Des trois dernières singularités D, E, 0, chacune exclut les deux
autres. Il sui t de là que, si l 'on at tr ibue à une cubique l'une des deux
premières singulari tés, elle ne pourra présenter en outre qu 'une seule
des trois dernières; et que, si, on lui a t t r ibue l 'une des trois dernières,
elle ne pourra présenter en outre que l 'une des deux premières.

3° Les deux. singularités 0 et J s'excluent mutu.ellement. En effet,
une tangente inflexionnelle d'une cubique ne peut rencontrer la
courbe qu'au point d ' inf lexion, sans quoi elle aurait plus de trois
points communs avec elle; en part iculier , elle ne peut être parallèle à
une asymptote. Donc une cubique ne peut à la fois passer par les
points cycliques, c'est-à-dire admettre des asymptotes isotropes, et
présenter deux points d'inflexion à tangente isotrope.
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II.

DÉTERMINATION DES CUBIQUES UNICURSALES DONT L'ARC EST DE GENRE
INFÉRIEUR A TROIS.

13. D'après ce qui précède, les singulari tés que nous avons ap-
pelées J, By D, E, 0 sont les seules q u i puissent d iminuer le genre de
l'are des cubiques. Nous allons déterminer successivement toutes
celles de ces courbes dont l'arc s'abaisse au genre o, au genre ï ou au
genre 2. Pour le genre o, 50 est égal, à o ou à 2; quand oO est n u l , on, a
les courbes pour lesquelles la dérivée de l'arc par rapport à / est une
fonction rationnelle de t; ce sont les courbes à courbure r a t ionne l l e ;
quand â0 == 2, l'arc s'exprime encore en termes f inis par l ' intégration
d 'un radical portant sur un trinôme du second degré. Quand âO ==' ̂
l'arc est de genre i: ; la cubique est rectifiable par les intégrales ellip-
tiques. Quand 50 ==6, sa rectification dépend des intégrales hyper-
elliptiques de genre 2.

ï. — Détermination des cubiques unicursales à courïmre rationnelle.

14. Dans les courbes d'ordre n, le degré de 0 est généralement égal
à !.\n — 4- "Pour que la courbe soit à courbure rationnelle, il faut et i l
suffit que §0 se réduise à o.

Dans les cubiques, 50 est généralement égal à 8. Les cubiques cher-
chées devront donc présenter des singulari tés telles que $0 éprouve
un abaissement égal à 8. Nous n'avons qu'à chercher dans le Tableau
précédent, en tenant compte des remarques qu i le précèdent et q u i le
suivent, les abaissements de âO dont la somme fait 8.

Aucune singularité ne peut se répéter; aucune n 'abaisse oO de
8 unités. Il faut donc réunir au moins deuxs ingu la r i t é s ; mais chacune
des trois dernières exclut les deux autres, et chacune des deux pre-
mières exclut l'autre. On doit donc prendre une des deux premières
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avec une des trois dernières. Or l'abaissement produit par I{ é tant égal
à 2, aucune des trois singularités, D, E, 0, jo in te à R ne suffit pour
produire un abaissement égal à 8. Donc R ne convient pas. Avec J on
ne peut, pour abaisser §0 de 8 uni tés , grouper que 0 ou E. Mais ,1
exclut 0. Donc.la seule solution du problème est fournie par ,1 j o in t e
à E. En d'autres termes, les seules cubiques unicursales qui soient à cour-
bure rationnelle sont celles qui présentent à distance finie deux poinifî
d'inflexion à tangente isotrope, et dont les coordonnées sont entières.

15. 1.) est facile d 'obtenir toutes ces courbes. Soient, en e f fe t , u et v
deux polynômes conjugués du troisième degré en t. Leurs dérivées u\
^ sont des t r i nômes du second degré, dont le produi t do i t être carré
p a r l a i t

.s'—: // / :̂=: ?.(/ — ci}2 (/ "h c i ) " .

On ne peut supposer que les facteurs t — ci et t •+ ci appar t iennent :
tous les deux à u' ainsi qu'à ( /; car alors le rapport v ' : u! serait con-
s t an t et la, courbe serait une droite. On doit donc prendre

// -:: 3 A, ( t + ci)\ ^ = 3 B ( / — ci.Y

et, par sui te,
i f — a == A ( t 4- ci)'\ f -— b :=- B ( / — clY\

en désignant par A et B, a et b deux couples de constantes imaginaires
conjuguées. ^ main tenant on pose

on ne fera que subs t i tuer a, la courbe (//, p} une courbe semblable
(u^ (^ ). On aura a ins i

^ •= X^ "h Ifi == ( t -4- Cl)'\ î^ •:= ,2'i •— Ifi = ( f ! — c i ) " ' ;

d'où l'on dédu i t

Si l 'on f a i t

i l vient

.^1== t(^— 3c2), ji==: 3clî— c^.

..c^x, y^—•8c3:=•;J,

.2-=^(^~. 3e2), y ^ 3 c ( ^ — 3e2).
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L'él iminat ion de / entre ces deux équat ions est immédia te et donne

Y2 (7 + 9e3) — 27c'i^2=: o,

ce qui peut s'écrire
y^y^/i) ——SA^^O.

Sous cette forme on reconnaît les caustiques-podaires des paraboles
du second degré. Nous arrivons donc à cette conclusion :

THÉORÈME. — // n'existe pas d'autres cubiques unicursales à courbure
rationnelle que les caustiques-podaires des paraboles du second degré.

Ce résultat peut se déduire aussi des formules générales que j 'ai
données antérieurement, pour représenter les coordonnées de toutes
les courbes unicursales à courbure rationnelle {Comptes rendus de
UAcadémie des Sciences, 28 mars 1887).

II. — Détermination des cubiques unicursales rectifiables par Fmtégratioïl
d'un radical circulaire»

16. J'appelle radical circulaire, par analogie avec les rad icaux ell ip-
tiques, un radical carré portant sur un trinôme du second degré à ra-
cines distinctes. Il s'agit donc de trouver toutes les cubiques pour
lesquelles §0, au lieu d'être égal à 8, se réduit à 2.

Pour obtenir cet abaissement de 6 unités, il faut , en vertu des re-
marques faites au n° 12, grouper une des deux premières singularités
avec une des trois dernières.

Le Tableau montre qu'-avec J on ne peut prendre que D, et qu'avec B.
on ne peut prendre que E ou bien 0.

17. Examinons ces trois solutions J + D, B. 4- E, R + 0.

Première solution : J + D. — La cubique présente à distance finie
deux points d'inflexion à tangente isotrope, et le dénominateur C de
ses coordonnées admet une racine double, ce qui correspond soit à un
contact simple avec la droite de l ' infini, soit à un rebroussement à
l'infini. Mais, en vertu des formules de Plûcker, les deux inflexions
excluent le rebrouâsement. La cubique a donc un point double ordi-
naire, et ce point est à distance finie.
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La racine double et la racine simple de C étant réelles, une trans-
formation hornographique réelle permet de ramener le dénominateur
de u et v au premier degré. D'autre part, si u = a, v = b sont les équa-
tions des deux tangentes isotropes inflexionnelles, on aura

(^M-a^'p)3 , (.^a—^)3

a — a = -——————— ? î' — o = ————,——— ?

puisqu'aux valeurs u == a, ^ = 6 doivent correspondre trois valeurs
égales de z. Si main tenant 'on pose

u — a == p2 À (,z- -t- ^/), p — ô = (3^ (,:r — iy),

on ne fera que changer la courbe cherchée en une courbe (;^,r) qui
l u i , sera semblable. Par les subs t i tu t ions

a=cp, z 4- a=pZ,

on obtiendra ces formules :

-. (/-i^)3 . . ( i — t V,r ~h ^ y == A "——!— ? '̂ --- ^ y = A "•"".--—-^•/ /, -- c : J t — c

d'où l'on t ire
. /^ - -S / / - 3 ^ — i.̂ ^̂ .̂., .̂ ^ .̂

Ainsi est déf inie la première classe de cubiques unicursales recti"
fiables par l'intégration d'un radical circulaire. L 'origine est au foyer
où, concourent les deux tangentes isotropes inflexionnelles; c et À sont
deux paramètres arbitraires. En éliminant t entre les relations qui
donnen t oc ety, on trouve l 'équation

( ̂ 2 4. yi ) [ ̂  _ 3 a y + 3 À ( 9 c2 + i )] — ( x — c'y -h 4 ^ )3 ̂  <>.

i,8. Seconde solution : K + E. — La cubique présente un rebrousse-
ment à distance finie et le dénominateur C de ses coordonnées admet
une racine t r ip le , ce qui veut dire ici, que la droite de l ' inf ini est une
tangente d'inflexion. Si, l'on prend pour origine le point de rebrousse-
ment, l 'équation de la courbe ne contiendra pas de terme constant ni
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de terme de premier degré, et les termes du second, degré formeront
•un carré parfait. A raison des trois intersections confondues avec la
droite de l'infini, les termes du troisième degré forment un cube par-
fa i t . On aura donc

,y3 — }, (j/ — jn x )2 -=-. o,

en coordonnées rectangulaires, \ désignant une longueur arbitraire
et m un nombre arbitraire. En coordonnées obliques, cette équat ion
peut s'écrire

.r^—^y^o.

• Les coorbes cherchées sont donc celles qui, en coordonnées obliques,
ont la même équation que les paraboles semi-cubiques en coordonnées
rectangulaires. Il est naturel de les appeler paraboles semi-cubiques
obliques. L'une d'elles est la parabole semi-cubique droite (w.-=o),
développée de la parabole du second degré-

19. Troisième solution : B. -+- 0. ~ La cubique présente un poin t de
rebroussement à distance finie et passe par les points cycliques. Si
l'on prend pour origine le point de rebroussement et pour axe desy
une parallèle à l'asymptote réelle, l'équation cherchée sera

.y ( je-2 -4- y2 ) — }. (y — m x )2 ::.-.: o,

À désignant une longueur arbitraire et m un nombre arbitraire. Cette
équation est l'équation générale des cissoïdes. Les cissoïdes droites
correspondent à m == o.

20. En résumé, nous arrivons à cette conclusion :
THÉORÈME. — Les seules cubiques unicursales qui soient reçu'fiables par

l^ intégration d^un radical circulaire sont : ï" les courbes représentées par
le système

— 7 ^~~~ 3t — 7 ^"^ I .x —- . '~j_ç"> y — fc -y-̂ -.,

2° les paraboles semi-cubiques obliques ou droites; 3° les cissoïdes obli-
ques ou droites.
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III. — Détermination des cubiques unicursales dont rare est de genre 1
ou de genre 2.

'31. ARC DE GSÎNRE i. — Les cubiques don t l'arc est de genre i sont
celles pour. lesquelle 50 =4; on les obtient en abaissant âO de quatre
unités. Le Tableau du n° 11 montre que cet abaissement résulte des
(••rois singularités J, E, 0 prises séparément et des deux s ingular i tés ti
et I) prises ensemble.

Remarquons que E (racine triple de C) correspond à deux branches
paraboliques fo rman t inf lexion ou rebroussenient à l ' i n f in i . Quant à I)
(racine double de C), cette s ingular i té correspond soit à un contact
s imple avec la droi te de l ' inf in i , soit à une asymptote double d o n t ' l e
po in t à l ' i n f in i est u n rebroussement p o u r la cubique . Cette hypothèse
est contradictoire avec le rebroussement R à d i s t ance f i n i e . Donc les
cubiques affectées s imul tanément des deux si.ngulari.les B, et D sont
celles qui présentent un rebroussement à distance finie et un contact
simple avec la droi te de l ' i n f i n i . Ces remarques permettent d'énoncer
a i n s i nos résultats :

THÉOUÈME. — Les seules cubiques unicursales dont /'arc soit de genre i
(intégrale el/iptu/ue) sont celles qui présentent une des singularités sui-
vantes à l'exclusion des trois autres :

î0 Deux points d'inflexion à tangente isotrope., situés à distance finie;
9° îîel)rousse'ment à distance finie et contact simple avec la droite de

l'infini;
3° Branches paraboliques formant inflexion ou rebroussement à

F infini;
4° Passage par les points cycliques,

22. Nous allons chercher les équations de ces quatre classes de
courbes.

Cubiques J. — Elles sont caractérisées par deux points d'inflexion à
tangente isotrope, situés à distance f in ie . En. vertu des formules de
Plûcker, elles ne peuvent présenter de point de rebroussement. Or
l'équation d'une cubique à point double ordinaire peut, comme- on
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sait, être mise sous l'une des deux formes équivalentes

y + ys ̂  y rr o, ( X + Y -t- Z )3 — 27 XYZ = o,

X = = o , Y = o , Z = o représentant les trois tangentes d ' inf lexion.
Dans le cas où deux des tangentes d'inflexion sont isotropes, on peut ,
en mettant l'origine au foyer où elles concourent, prendre

X -= x H- iy , Y -=. x — n'',

et, pour la troisième tangente inf lexionnel le ,
Z=: ax -{- [3j-4-y.

Des lors, l 'équation de la cubique pourra s'écrire
{a.x + by -+- c)3— (a.y 4- |3y -h 7) (.^-hy2) =-- o,

à condition qu'on établisse entre les paramètres ^, b, e, a, f4 , y les re-
lations qui expriment l'existence d'un point double.

On peut toujours représenter par x === o, y== y, les coordonnées du
point double, sauf à supposer q-=^ oo si. le point double est rejeté h l 'in-
f ini . Le premier membre de l 'équation étant rendu homogène par l ' i n -
troduction d'une troisième variable -s, nous écrirons que ses trois
dérivées partielles du premier ordre sont nulles p o u r , r = = = o , y= y,
^ = i. On trouve ainsi sans difficulté

/ /» \ 2 / /•> \ 2 / /!. \ / /•• \ ^
a = 3 a ( ^ - } - ' - > p : = ( ^ + ^ ( Z / - 2 ^ , y = . 3 c ( b ^ ^ ) ,\ 9 } \ ^7 \ <// \ ^/

et l 'équation cherchée devient

( i ) ( ax 4- by •+- c )2 — [b + ^ ) [ 3 a x + ( / ^ — 'î c - ) y -h 3 c (^2 4~ J2 ) =• o.
\ €/ / L \ '7 / J

Si le point double est rejeté à l ' inf in i , c : q est nul , et -il reste
( 2 ) ( a x + by -h c )3 — y ( 3 a ,r -4- 6y -h" 3 c ) ( ,:r2 -+- ;y2 ) ::::: o.

Comme b est essentiellement différent de zéro, nous ferons & = = i .
L'équation (2) peut alors s'écrire
r^ ,̂ ^ ,^3^~•(^+.^.^) ^_^^4-^^^^^^

mais l 'équation (1) suffit, puisqu'elle convient à tous les cas.
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23. Cubiques R -+- D. — Les cubiques ont un rebroussement à d is -
tance finie et touchent la droite de l ' infini. L'origine étant placée au
point: de rebroussement, les termes de moindre degré sont du second
degré et forment un, carré. A raison des deux intersections confondues
avec la droite de l ' inf in i , les termes du troisième degré admettent un
div i seur carré par fa i t . On a donc pour les courbes cherchées l'équa-
tion générale

xî { y — s ' x ) -"^€{ (}' — m •z> )2 •

24. Cubiques E. — L'existence de branches paraboliques formant
inflexion ou rebroussement à 1/infini. t ient à ce fait analyt ique que les
coordonnées de la cubique peuvent être représentées par deux poly-
nômes entiers en t. Soient donc les coordonnées rectangulaires

X== ^4--. . ., Y=:/n^4-. . ..

On peut supposer /2 -h w2 = :r, sauf à mu l t i p l i e r l par un facteur con-
stant . On a alors

IX. 4- m Y == ̂  4-. . ., m X, — /Y •== a^ 4- ^ ht 4- c.

Les deux, droites
/X- -h m Y == o, mX — / Y = o

sont rectangulaires. Prenons-les pour nouveaux axes : les nouvelles
coordonnées

x =. l X 4- m. Y, j == m X. — l Y

seront l'une du troisième, l'autre du second degré en <?. Si le poin t
double est à distance finie, on peut supposer qu'i l coïncide avec l'ori-
gine des coordonnées. Dans ce cas, le polynôme qui représente x est
divisible par celui, qui représente y. On peut donc^ en augmentant t
d'une quantité convenable, écrire

x •==: - ( at2 4- a ht 4" c ), y =: <7/2 -4- a bt "h c.

L'élimination de /• entre ces deux équations est immédiate, puisque
,^== ax\y. On trouve

y3 = a3 x^ 4- 2 cib xy 4- cy^,

ce qui peut s'écrire
( , r ) y^-^ a^4" 2(3.ry 4-- yy2.
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Si le poin tdouble esta l ' infini , auquel cas c'est un point de rebrous-
sement, il faut que y soit du premier degré en t; car deux équations
telles que

,:y == ^ -+ - . . . , y == a/'2 -4- 2 bt -\- c

ont toujours deux solutions communes en t pour deux valeurs finies
de x et y et donnent, par suite, un point, double à distance f inie.
Mais, jetant du premier degré en t, et réciproquement, x sera un poly-
nôme en y et l 'on aura

X == y.y3 -4- (3 y2 -4- y y -h 0.

En t ranspor tan t ' l ' o r ig ine en un point convenable, on fera dispa-
raître le terme enj2, ainsi que le terme constant, el il viendra
( 2 ) .v — y y = y.y\

ce qui montre que la courbe est une parabole cubique oblique, puisque
son équation, rapportée à des axes obliques, est de la forme

Ix'^Y'3.

En résumé, les cubiques unicursalcs à coordonnées entières sont
représentées par les équations (,r) et. (-2).

25. Cubiques 0. — Ce sont celles qui passent par les points cycli-
ques. Leur point double est nécessairement à d is tance f inie, sans .quoi
la droite de l ' in f in i les couperait en quatre poin ts . Si l'on prend le
point double pour origine et pour axe des y une parallèle à l 'asym-
ptote réelle, l 'équation générale des cubiques circulaires sera de la
forme

^ ( ̂ 2 "1- j2 ) = a ,.z-2 + ̂  (3 ̂ y -h y y2.

26. ARC D E G E N U K 2. — Les cubiques dont l'arc est de genre 2 sont
celles pour lesquelles au éprouve un abaissement de 2 uni tés et de-
vient égal à 6. D'après le Tableau du n° 11, les deux seules singula-
rités qui produisent cet abaissement sont le rebroussement à distance
f in ie , et, la racine double du dénominateur des coordonnées, A cette
dernière singulari té ,1) correspond, comme on sait, un. contact s imple
avec la droite de l ' infini, ou une asymptote double. D'où ce théo-
rème :

THÉORÈME. -— Les seules cubiques unicursales dont l'arc sou de genre 2
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sont celles qui présentent un rebroussement à dislance finie et celles qui
ont un contact simple avec la droite de l'infini ou qui admettent une
asymptote double,

II est facile d 'obtenir les équations de ces trois classes de courbes.
Celles qui présentent un point de rebroussement à distance finie ont
pour équation générale

a ̂  -h 3 P .:̂ j -h 3 y .z-j2 + r}y3 = Ày2.

Celles qui sont tangentes à la droite de l ' infini ont leur point double a
distance f inie, et c'est un point double ordinaire. Leur équation géné-
rale peut être mise sous la forme

y2 ( y. x 4- Py) ::::: a.y2 -\- 2 bxj1' -t- c y 1 .

Celles qu i ont une asymptote doubler == o ne sont rencontrées, qu'en
un p o i n t à distance f i n i e par toute parallèle à l'axe des y. Ains iyes t
une fbiiclion rationnelle de.r, ayant pour dénominateur ,r2. On a donc,
pour équat ion générale de ces courbes,

a.^^3Q^^3yx^-31 1 » / 1 ' — — " .„.,.,..„,...,.,„».,_„„.._...,,j,™.™_,_«̂ _..̂ ,_..'''___ •

CHAPITRE III.
DÉTERMINATION DES CUBIQUES UMGURSALES A ARC ALGÉBRIQUE.

27. Nous lions proposons de trouver toutes les cubiques unicursales
dont l'arc est une fonct ion algébrique du paramètre /. Nous diviserons
cette étude en deux articles : dans le premier nous chercherons les
cubiques dont l'arc est a lgébrique et de genre zéro; dans le second.
nous prouverons que, si, l'arc d 'une cubique est algébrique, il est de
ffenrezéro.
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I. — Cubiques à arc algébrique et de genre zéro.

38. Nous avons déterminé dans les articles 1 et, II du Chapitre précé-
dent toutes les cubiques unicursales dont l'arc est de genre zéro. Ce
sont d'abord les caustiques-podaires des paraboles du. second degré,
. l eur arc est un polynôme entier en t; ce sont ensuite les courbes
trouvées au n° 17, les paraboles semi-cubiques obliques ou droites,
enfin les cissoÏdes obliques ou droites. Nous avons à chercher parmi
ces trois dernières classes de courbes celles dont l'arc est algébrique.

29. THÉORÈME I. — Les courbes représentées par les équations

. . ^ — 3 < î . 3 ^ — i
.y == À --———^ 7 y == À -————-

6 ——" C l> "—" C

ne sont pas rectifiables algébriquement.
En effet, on déduit de ces formules

cis ( //2 -h i ) ̂ ^^zr^yr^rï d/..À "̂  {t—cY
L' i ntéffrati on don n e

if .̂ ̂ !±A ,̂̂ 9 ,̂rL4 ̂ (ïTr^c)2^ 4- 9 log [ 2 /• - 3 c ̂  ̂ ^z:j^-^ j.

Ainsi l'arc n'est pas algébrique.

30. THÉORÈME II. — La seule parabole semi-cubique dont l'arc sou al-
gébrique est la parabole semi-cubique droite.

L'équation des paraboles semi-cubiques obliques

x^ — À (^y — m x y =- o

peut être remplacée par les deux suivantes

' ^ = À ^2, y == À ( me2 -l- Z'3 ) ;

d'où l 'on déduit
y = t\/( 3 i 4- ̂ yî T^^ ̂
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Si l'intégrale du second membre est algébrique, on sait qu'elle est né-
cessairement de la forme

( ai^ ~i- bi + c) ̂ ^y^F^ î—^"^

Exprimant que ta dérivée de cette fonction est égale à s ' : A, on trouve
que m doi t être nul ; c'est-à-dire que la parabole semi-cubique est, droi te .
C'est alors la développée d 'une parabole du second degré.

31. TIÎÉO'RÈME III . — L'arc des cissoïdes - a ' ' e s t pas algébrique.
L'équation des cissoïdes obliques

./; ( ,r2 -l- j2 ) — ?. (y ~~ m x )2 = o

peut être remplacée par les deux suivantes

(̂ .,..̂  l ( i ^ m . Y ,
;L .„:,-,"-; A -1—-^ •-—--.—...... 3 y ̂  /^ ————-—._„

/^+ r "/ /^-i.- i 1

d'où l'on déduit
ds ( i — m ) r,———————, ,^ ^^^^t^rnf+^U.

Ceitc différentielle n'est intégrable algél)riqu.ement pour aucune
valeur de m^ car elle admet les deux pôles simples t == ± i.

32. De tout ce qui précède résulte immédia tement ce théorème :

TÎÏÉOIUÏME IV. — Les seules cubiques dont l'arc soit à la fois algébrique
et de genre zéro sont : ï° les caustiques-poclaires des paraboles du second
degré ; 2° les développées de ces mêmes paraboles.

II. — Genre de l'arc supposé algébrique. •

33. LE'MME. — Si une fonction irrationnelle de t^ delà formel /R \ Q, oà
I'\ Q, ,R sont trois polynômes entiers, est d'ordre m, c'est-à-dire de' F ordre
de grandeur de l " 1 pour t infini, sa dérivée est d'ardre m •— î , à moins
que m ne soit nul, auquel cas la dérivée est d'ordre égal ou, inférieur
à — 2.
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En effet, on a ident iquement

d_ P^/R _ ^B(QP /—PQ /)_jJ^Qï^2 eu Q ~~~———~^r^
Soient, en ordonnant suivant les puissances décroissantes de t,

P == atP -4-. . ., Q == bt^ •+•. . . , II == c^' - { - . . . .

Le dénominateur est d'ordre ^q 4- r. Au numérateur, le terme du
plus liant degré est

9.al)c(p — cj 4- /•) ̂ +y+2r-i ̂  ̂ abcmlî^ 'y+a/'-^

puisque/? — y -+" resfc l'ordre w de la fonction P \/R : Q. Si m n'est pas
nul, la dérivée est d'ordre

^» -i- q ^. 2 /• _, •r — ( 3 q ̂  ,.̂  :̂ p ̂  q ̂  ^ — j ̂ :; ^^ — , ^

ce qui démontre la proposition.
Supposons m == o; le terme en ^1-<^^12/''"-•1 au numérateur d ispara î t .

La dérivée est donc d'ordre au plus égal à — a . Elle peut être d'ordre
i n f é r i e u r à — 2. Considérons, par exemple, l'expression ^r^"^ ^ ^
qui est d'ordre zéro. En, la différent iant , on trouve

dk t ~ ^2^/^-7

On voit que cette dérivée est d'ordre — 3.

Conséquence. — Nous allons rencontrer des expressions irration-
nelles d'or dre_ négatif, dont l'intégrale, supposée algébrique, sera de
la forme PyR ' .Q . ai une telle dérivée est d'ordre — §,- l 'intégrale
P vR : Q sera d'ordre — S+ i , à moins qu'elle ne soit d'ordre zéro.
Nous devrons donc chaque fois discuter ces deux hypothèses.

34, Cela posé, nous allons chercher dans quelles condit ions l'arc
représenté par l'intégrale

/"V^CA7"^^^ . /VT ,s^j ———^——-i^y ̂  eu



SUR LA RECTIFICATION DES CUBIQUES PLANES UNÏCURSALES. 1.29

peut être algébrique. Nous distinguerons trois cas, suivant que C a ses
trois racines distinctes, ou une racine double, ou une racine triple.

35. PÏIEMÏER CAS : Le polynôme C a ses trois racines distinctes. — Si la
courbe ne passe pas par les points cycliques, C est premier avec T; si
elle passe par les points cycliques, C a deux racines imaginaires com-
munes avec T.

Première hypothèse. — C est premier avec T. Comme T peut avoir
des racines multiples, nous poserons T == T 2 ^) , 0 élant un polynôme de
degré .arsans racines multiples. On aura

-^
Or, T étant du degré 8, et C du degré 3, .9' est d'ordre — 2. Si donc

l'arc est algébrique, il, sera de la forme
P \/0

^-(r-7

P étant un polynôme entier de degré p tel quo's soil d'ordre — i ou
d'ordre xéro. Mais,, en, exp r iman t que T \/^ ^ ^2 ̂  ̂  dérivée de P \/Q : C,
on arrive a l ' ident i té

a ( cp^ -. pcy — T) o + PC 0 ' = o.

On voit que 0 divise P; par suite, on a
p ^ ' î r .

D'autre part, si .9 est d'ordre — ï , on doi t .avoir
p "{-- /• — 3 = — ,r

ou bien
p + /• ;=• 2.

A raison de l 'inégalité précédente, cette équation n'admet d'autre
solution en nombres entiers positifs que

/•:=o, p-=9..

La condit ion r== o signifie que la dérivée / est rationnelle, ce qui,
a été reconnu impossible quand C n'a pas ses trois racines égales.
Donc cette hypothèse est à rejeler.

Âim. de VSw, Normale. 3" Série. Tome VI.— AVKIL 1889. ï 7
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Supposons maintenant s d'ordre1 zéro. On doit avoir

p -\- r— 3 == o;

d'où, à cause de p^ 2r, la seule solution
/ • = I , J?==2.

Alors 0 est du second degré; mais nous avons vu (n° 16) qu'il n'en
peut être ainsi quand C a ses trois racines dis t inctes , à moins que la
cubique ne passe par les points cycliques. La présente hypothèse est
donc à rejeter.

36. Deuxième hypothèse. — C n'est pas premier avec T. La courbe
passe par les points cycliques. On sait qu'alors l'arc est de genre f ;
C est de la forme ^T, T étant un trinôme du second degré à racines ima-
ginaires, et l'on aT = ^û. Il vient

^1\/^__.
^2 "" /^v/O'

Dans Fintégration, les deux racines simples de T donneront l i eu à
des infinis logarithmiques pour l'arc, à moins que 0 ne soit di v i s ib le
par T. Si 0 ==*CT, il viendra

^J-.
/2 09

Si l'arc était algébrique, Usera i t de la forme

'-¥.
mais une pareille expression ne peut être d'ordre — i ou d'ordre zéro
que si le degré de P est négatif, puisque âO = 4- On n'échappe à la
contradiction qu'en supposant que 9 est carré parfai t ; c'est-à-dire que
la dérivée ^ est rationnelle. Or c'est impossible, C ayant ses racines
distinctes. Donc cette hypothèse, est encore à rejeter.

37. DEUXIÈME CAS : Le polynôme C admet une racine double, — Cette
racine étant nécessairement réel le , -a insi que la racine simple, une
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transformation homographique réelle permettra de ramener u et r au
dénominateur t :

(ï^ ^ -1- a-2 ̂  4- a i Z -4- a b.^ fi -\- b^ t'2 4- b 1 1 4- &
// r̂: —————————.————————, (' •^__ ———————1—————————— ,

t t

les ^ étant conjugués des ci. De là on dédui t

/ ,/ _ ( 2 €^ /:} + aî ^ —— a) (Q !̂ ^3 -̂  ^2 r2 —— ^) . . T/< i' __ — - - ^ — — . . . . „ _ . , „ . . ^..

Ayant mis T sous la forme T2 0, où 0 désigne un polynôme de degré 2/'
( r== o, î , .2, 3) sans racines mul t ip les , on aura

.̂...̂, _.-^..

Cette dérivée est d'ordre :r par rapport à t, car a;; et 63 ne peuvent
être nuls. Si donc l'arc est algébrique, il sera de la forme

P \JQ
'= T~5

P étant un polynôme entier de degrép tel que,? soi (.d'ordre 2; on a donc

/;4-^;=3.

'Mais on voit, comme au :n° 35, que 0 divise P; d'où l ' inégalité

p ^ 2 /".

L'équation précédente n'admet donc d'autres solutions en nombres
entiers pos i t i f s que
ju /• = o, p == 3 ;
a" /•-=. î , p-^.^.

La condit ion r== o signifie que la dérivée s ' est rationnelle, ce qui
n'est possible que quand C admet une racine triple. Ainsi ce cas ne
peut se présenter.

Dans l 'hypothèse r = = i , / ? = = 2 , ô est du second degré. C'est le cas
des cubiques trouvées au n° 17- Mais nous avons vu (n° 29) que l'arc
de ces courbes n'est pas algébrique.
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38. TROISIÈME CAS : Le polynôme C admet une racine triple, — On a
vu (n°9) que, dans ce cas, une transformation homograpbique réelle
ramène u et (; à la forme entière

u === a» t3 -4- 3 ̂ a ̂  -+- 3 a^' -{- ̂  ^ == -^3 ̂  -h 3 /^ <î2 -h 3 /^ -i- ^,

les 6 étant conjugués des a. On dédui t de là

^ = 3 ̂ ^ î-^T^y^^^ ^ ^ ̂ j^

Cette dérivée ^ est d'ordre 2 par rapport à. t. Si donc Parc est algé-
brique, il sera d'ordre 3. Or soit encore T = T ^ O , 0 étant de degré 2r
(r== o, ,r, 2) et n 'ayant que des racines simples. On aura

• • .=P^

P étant un polynôme entier de degré p tel que
p "h- r -== 3.

D'autre part, en exprimant que s ' est la dérivée de I^O, on arrive
à l ' identi té

^(P^ST^-hP^^O,

qui. prouve que, si, 0 n'est pas une constante, il divise P ; donc

p ^ 2 r.

L'équation précédente n'admet plus dès lors que deux solut ions

,1° /"=zo, p=:,3;

a0 r = i, ^ ==: ss,

La première donne, ainsi qu'on l'a vu. plus haut (n° 14), les caus"
tiques-podaires des paraboles du. second degré (arc r a t i onne l en l ) . La
seconde nous a fourni (n° 18) les paraboles semi-cubiques, et nous
avons reconnu (n° 30) que la seule parabole semi-cubique dont l 'arc
soit algébrique est la parabole semi-cubique droite.

39. Notre discussion aboutit donc à ce résultat f inal :
THÉOKÈME. — Les seules cubiques unicursales dont l'arc soit algébrique
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sont les causticfues-podaires des paraboles du second degré(arc r a t i o n n e l )
et les développées de ces mêmes paraboles (arc i rrat ionnel) .

CHAPITRE IV,
CUBIQUES UNICURSALES RECTIFIABLES EN TERMES FINIS.

40. Nous allons chercher les cubiques dont rare peut s'exprimer
en ternies finis. Il, y a d'abord celles dont I/arc est de genre zéro, et
que nous avons délenninées au Chapitre II1; pour ces courbes, r est
égal à o ou à i. Outre ces courbes i l pour ra i t en exister, parmi celles
dont l 'arc est de genre T , 2 ou 3, qu 'un changement de variable ren-
dra i t rectitial)les en termes f i n i s : il y a en. effet des intégrales , ellip-
t iques ou. I lyperol l ip l iques en apparence, qui peuvent s 'exprimer par
des fonct ions algébriques et logarilJimiques. Nous supposerons donc
désormais r au moins égal à 2. Il va être prouvé, dans ces comlilions,
que si m'est pas égal. à 2, c'est-à-dire si, l'arc n'est pas de genre î (in-
tégrale e l l i p t ique ) , i l ne peut pas s'exprimer en termes finis .

4:1.. LEMME I. — Eteint données deux/onctions de l, F une C entière el
sans racine multiple, l'autre fÇt) quelconque, mais assujettie à la seule
condition de n'admettre comme zéro ni comme point singulier aucune
des racines de C, on considère la fraction f '. C2. Pour que ses résidus rela-
tifs aux racines de G soient tous nuls, il faut et il suffit que l'expression
(yy^ — Qy* admette toutes les racines de G.

Soitc l 'une des racines de G, qui sont toutes des pôles doubles de
la fraction y ^ G2. Nous poserons

C=:(^^)Q(Q, 9(/)=^,

en sorte qu'i l v iendra
1 / _ _?_

'^•^{t^c-f
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Pour avoir le résidu relatif à c, développons ç suivant les puissances
de t ••- c :

Q ( t ) = ^ ( c ) - ^ { t — c ) ^ ( c ) - } ~ . . . .

On voit que le résidu relatif au pôle c est é£çâl à ^ ( c ) . Or, d'après la
définition de ç, on a

^, Q^)/^)-^^)/^)
9(0-———————————QT^——————————-

Pour que le résidu 9'((?) soit nul , il faut et il suffit qu'on a i t

Q{c}f{c)-^'{c)f{c)=0;

mais l ' ident i té
C-=:(t-c)Q(t)

donne, par deux différentiations,

Cf=(^c)Qf(i)^Q(6^
^^(^^(^(O+aQ^O;

d'où l'on dédui t
Q^^C^c),

2 Q ' ( c ) = C f f ( c ) .

La condition précédente devient alors

C^)/^)-^)/^)^.

En conséquence, pour que les résidus de/: (^ relatifs à toutes les
racines de C soient nuls, il faut et il suffît que l'expression V f ' •— (Y/
admette toutes les racines de C.

Cas particulier. -~Sif(£) est la racine carrée d'un polynôme entier T
(premier par hypothèse avec C), on a ident iquement

p/nr/_ r» rv/nr
p/ .fi__ p// y" __ ^._,._________"..

«/ "̂  l/ /̂ :'
2 V 1

II est donc nécessaire et suffisant que le polynôme CT — ̂ ï soit
divisible par G. Cette conclusion suffit à établir la proposition suivante,
qui est due à M. Hermite (1), et dont nous aurons à faire usage.

0) Courf; autographié delà Faculté des Sciences de Paris, S" édition, p. 33-34.



SUR LA RECTIFICATION DES CUBIQUES PLANES UNÎCUHSALES. 135

42. LEMME II.—Si les points d'intersection d'une courbe unicursale
d'ordre m avec la droite de l'infini sont donnés par m valeurs différentes
du paramètre, et si de plus la courbe ne passe pas par les points cycliques,
son arc s exprime par un terme algébrique, des intégrales de première et
des intégrales de deuxième espèce, mais ne contient pas d'intégrale de
troisième espèce.

Les conditions de l 'énoncé reviennent à supposer que le polynôme G
n'a que des racines simples et qu'il est premier avec T.

Cela étant, pour que l'arc -/^
ne contienne pas d'intégrale de troisième espèce ou, ce qu i r ev i en t au
même, n'admette pas d ' inf ini logarit l irnique, i l faut et i l suff i t que les
résidus de l 'élément d i f fé ren t ie l re la t i f s aux racines de C soient tous
nuls. Cette condit ion est équivalente en vertu du lemmc I, (cas parti-
culier) à cette autre, que le polynôme C'T— 2C / /T soit d i v i s i b l e parC.
Or on a

T = (ÇA/— AGY) (CB '—BCQ,
ou bien T = c2^ w— C(7(ABy -+• a2 AB.
Différent ions et supprimons les termes qui se détruisent :

T' = C3 ( k.' W ) ' — W ( AB" + BA' ) — CC' ( AB y -h 2 C/ (7 AB.

Dans la combinaison C ' T — ^ C ^ T , les termes en AB qui, seuls, ne
sont pas divisibles par C, disparaissent, de sorte que tous ceux qui
restent contiennent C en facteur*

Le lemme est donc démontré.

43. Cela posé, il convient de rappeler une proposi t ion bien connue
concernant les intégrales hyperelliptiques.

Soient
0 un polynôme entier de degré 2r en ^ sans racine mul t ip l e ;
H un polynôme entier quelconque;
G un polynôme m^w premier avec 0;
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V le plus grand commun diviseur entre G et sa dérivée;
U le quotient G : V.

On sait ( ^ ) qu'on a

y r FI eu ^ ,y r TT ̂  /" 9 eu^vGïi-v^/wv^'
^ étant un polynôme entier en l, IT un polynôme de degré au plus égal
à 2r~- 2, et <p un polynôme d'ordre moins élevé que U. La seconde in-
tégrale du second membre n'a que des infinis logar i thmiques; la pré-
cédente est une somme d'intégrales de première et d'intégrales de
seconde espèce; elle peut en outre présenter un infini logari thmique,
et un seul, savoir /==oo, si TC contient un terme en ^ r ~ i . Les termes de TC
ou t figure avec un exposant égal ou supérieur à r donnent des.inté-
grales de seconde espèce. Ainsi, pour qu'il, n'entre aucune intégrale
de seconde espèce dans l'expression de T, il f au t et il suff i t que TT soi t
de degré au. plus égal à r— i.

On sait, d'autre part ( 2 ) , qu 'aucune combinaison linéaire de r — • i :
intégrales de première espèce et de r — i intégrales de seconde espèce
ne peut s'exprimer en termes f inis . Or le polynôme TC donne lieu à r— i
intégrales de première espèce et à r — i intégrales de seconde espèce.
Pour que J s'exprime en termes finis, il est donc nécessaire (mais non
suffisant) que toutes les intégrales de seconde espèce disparaissent ,
c'est-à-dire que TC soit de degré au plus égal à r — î .

Nous ferons usage bientôt de la formule de décomposition q u i
donne J; nous l'écrirons toujours

H ( ^ /.y rc o
WO^^^^TO^^

et nous supposerons TC de degré au plus égal à r— j , Û étant de
degré 2r.

44. J'en viens maintenant à l'examen des conditions dans lesquelles .

( ! ) JÔRDAN, Cours d'Analyse^ t. iï, p. 35.
( 2 ) HERMÏTE, Cours cVÂncdyse de l'École Polytechnique^ p. 9.96.



SCPi LA RECTIFICATION DES CUBIQUES PLANES. UNICURSALES. iB^

rare d 'une cubique unicursa le

^^^^rAG^KO?^'^^^^ _ fv'Ï^,^J ———^———^y _^_

peuts 'exprimer en ternies f inis . II. y a trois cas à dssiing'iier, s u i v a n t
que C a ses trois racines d i s t i n c t e s , ou une racine doub le , ou une ra-
cine t r ip le .

45. PREMIER CAS : Le polynôme C ci ses trois racines dislincles. — 1 1
peut être ou n'être pas premier avec T.

Première hypothèse. — G est premier avec T. La courbe ne passe pas
par les po in t s cycl iques . D'autre part , C ayant ses racines dis t inctes ,
la courbe n'est pas • tangente à la droi te de l ' i n f i n i . On est dans le cas
du Icmme II. L'arc ne dépend pas des intégrales de troisième espèce.
Il ne peut s 'exprimer en termes f in i s que s ' i l est a lgébr ique, ce qu i
exige que C a i t ses trois racines égales (n° 39).

Remarc/ue. —~ Ce q u i précède prouve qu 'une courbe unicursa le
d'ordre quelconque m, dont les points d ' in tersect ion avec la droite de
r in t in i sont donnés par m valeurs di f férentes du paramètre et qui ne
passe pas par les points cycliques, n'est rectifîable en termes finis que
si son arc est algébrique.

Deuxième hypothèse. — C n'est pas premier avec T. La courbe passe
par les points cycliques. On sait qu'alors l'arc est de genre i ; C est de
la forme ^T, T étant un t r inôme du second degré à racines imaginaires,
et l'on a T ^ ^ O . Il vient

r odi
S ==: I ———F •

J ^r^Ô

Ici G == ^T; par suite, V == t et U = G : "V == l^. On a donc
e (^ /.y TT y
^^^^4-^

identité dans laquelle ir est au plus du premier degré, et ç au plus du.
second. _

Soitp le degré de r^; la fraction ^\/Q : t est d'ordre/? + i, sa dérivée
est d'ordre p (car on ne peut supposer ^-+-1 nul). Le second membre,

Aan.de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome VI.— AVRIL 1889. t3
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dont les deux derniers termes s 'annulent pour t i n f in i , est donc
d'ordre p , et ne peut être ident ique au premier qui est d'ordre — 2.
I/arc ne peut s'exprimer en termes finis.

Notre décomposition de l 'intégrale ^suppose essentiellement T et 0
premiers entre eux. Si T et 0 ne sont pas premiers entre eux, T divise 0.
Soit 0 = ̂ . II vient

,̂  _^=A_.
I^^Q ^\/e

La décomposition à faire est alors la suivante :

Ç /^ /-'Y 7T ^.—^ ̂  ^ ^e\ ^ 4- _ , ,
^\/e v / \/Q £\fe

le degré de TT est encore l ' un i t é ; 9 est une constante. Soit p le de^ré
de r^. On voit, comme ci-dessus, que/? devrait être négatif, pour que
cette identité fût possible. Donc encore l'arc ne peut s 'exprimer en
termes f inis .

46. DEUXIÈME CAS : Le polynôme C admet une racine double. — Nous
avons vu plus haut (n° 37) que la d i f férent ie l le de l'arc peut s'écrire

ds : V/T db:^^,

T étant un polynôme du sixième degré qui ne pourra i t avoir de racine
nul le que si. la cubique dégénérait en une conique. Ayant mis T
sous la forme ^O, où 0 est un polynôme de degré irÇr^ 3) sans ra-
cine mul t ip le et sans racine nulle, on aura

•^-^-.' s—^'

La décomposition rappelée au n° 43 donne

,._ r9 /^ ^V . TT . o,(̂
•^ V v / ^ t^

T. étant un polynôme de degré au plus égal à r — i, et y une constante.
Remarquons 'que s ' est d'ordre i par rapport à t, et que les deux

derniers termes du second membre sont d'ordre négatif. Par suite, le



SUR LA. RECTIFICATION DES CUBIQUES PLANES UNTCURSALES. î SQ

premier terme doit. être d'ordre r ; or, si p est le degré du polynôme ̂
ce premier terme est d'ordre/? •+• r— 2. On d o i t donc avoir

p+r=3.

Cette équation, où p et r sont deux entiers positifs, le second supposé
supérieur à i , n 'admet que deux solu t ions ,

i° /•=3, p=zo;
^ r=^ p = = ï .

Nous a l lons voir que la première est inacceptable. Supposons, en
effet, r=== 3 et ^ cons tan t (p== o); alors ^ est constant . Effectuons les
ca lcu l s i n d i q u é s dans la, décomposi t ion de ^ et chassons les dénomi-
na teu r s ; nous a r r ivons à l ' i d e n t i t é

q u i peut s'écrire
2ï9 = i^y}'' — '.î^Û +• a/2?: 4- 2 ^ 9 ,

2 ( T + ̂  ) 0 = / ( ̂ 0' -(- a ^ TT -h -;.< 9 ).

Or t, premier avec 0, ne peut diviser le premier membre qui est le
produi t de 0 par une constante. Il faut donc supposer ce premier
membre nul (": = — '^) et par sui te aussi le second. Or l ' i den t i t é

W -1- Î Î / 7 T 4- 9 y = 0

est impossible, pu i sque 0' est du c inqu ième ^le^ré en t, et que ir. est
an plus du t rois ième.

La seule hypothèse admissible est donc r== 2(avec^ === i), c'est-
à-dire que l'arc est' de genre i . En, outre, les cubiques actuel lement
en ques t ion ont deux intersect ions confondues avec la droite de l ' i n -
f i n i , puisque G a une racine double. D'après le ibéorème du n0 2.1, leur
arc sera de genre i: si elles présentent u n rebrou ssement à distance
f in ie , et alors seulement. Nous discuterons tou t à l 'heure l'arc de ces
courbes.

47. Tnoïsnhiiî CAS : Le polynôme C admet une racine triple. -- Nous
avons vu (n° 9) que, 1 dans ce cas, on peu t prendre pour les coordon-
nées de la c u b i q u e des polynômes entiers du troisième degré en t.
Il sui t immédiatement de là que l'arc est de genre zéro ou, de genre T .
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D'autre part, les cubiques considérées sont celles qu i p résen ten t des
branches parabol iques formant inf lexion ou, rebroussement à l ' i n f in i .
Rapprochant ce résultat du précédent, nous pouvons résumer notre
discussion en cet énoncé :

48. THÉORÈME. — En dehors des cubiques dont l'arc est de genre zéro^ les
cubiques dont l'arc est susceptible de s^ exprimer en termes finis ne doivent
être cherchées c/ue parmi celles dont r arc est de ^enre i et qui présentent
soit un rebroussement à distance finie et un contact simple avec Ici droite
de l'infini, soit des branches paraboliques formant inflexion ou rebrousse-
ment à r infini.

I l nous reste à é tud ie r l 'arc de ces deux classes de courbes pour
voir si dans quelque cas leur rec t i f ica t ion est possible en termes f in i s .

49. Première classe. — Les cub iques qui. présentent un rebrousse-
men t à distance f inie et un contact s imple avec la droite de l ' i n f i n i ont
pour équat ion générale (n° 23)

•^(.y -~ g^} = a{y — in^'Y.

Nous ferons a = i, g — m -== h, et nous poserons y == Çt +- g ) x ^ ce
qui donne

..„ = (i±A)2 , y ̂  t,i± ,̂i±A)2 .

On déduit de ces formules

^ ,/ = i±^ ̂ [ir,r̂ 7(7^T]̂  ^ i.̂  ̂

] Nous avons vu que la dérivée s ' doit pouvoir être mise sous la, forme

^(^+W^ W^V, ^. ^-^^^^^^^^^^^^^^^
en désignant par ^ un polynôme du premier degré en /, pu i sque nous
supposons p = i , par TC un polynôme de degré r — i == ;i. On arr ive
a ins i à l ' identi té

<2(^-4-- /Q^-= •t^e'^-9.{t'y—^}e 4- 2^71.
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Posons
^ '•==. y. t -l- p, TT == y ^ -4- ô ;

nous pourrons écrire
2(^4- À 4- p)6/r_ 4'(a/4-p)^4- 3 ^ ( y / 4-0)].

Or le second, membre est divis ible par t et 0 ne l'est pas. On a donc

P == - A,
et il reste

a $ =- (a^ — h) Ô' -h- a ^-(y l -4- ô).

Dans cette identi té remplaçons 0 et 0' par leurs valeurs

0 = 4^-h 4^-+- (^—4^ +1)^- 2 A ( ^ 4 - 1 ) ^ + A2(^+ î),
^==ï6^ -4- 12^^ 4-^(^-4^+1)^"- 2Â(^+l) ,

et égalons les coefficients des mêmes puissances de t dans les deux
membres : on trouve sans difficulté

i o ,i ,, ka = - 3 '̂ ==; — ô h, y :=z ^ , o :̂:: •-.- •"".

Il vient ainsi
/ — a II ^ l — // ^

et, par suite,
_ ( t — 2 // ) \/7} ^ i /""* ( / -- // ) df.......,..,....,..̂ _ ^ ̂ j ^ ,̂.,_ ,̂

0 représentant main tenan t le polynôme
[^2_ 8 A ( / 1 — ^)]24-.(/1-./^,)2.=4.(^ --3/^4- ( t — h y .

Si. l'on ^pose ^ — 2À == /^ et qu'on désigne par ^ l'inverse de ( \ / r ,
on trouve

ï, ^3' /1—,——'«"'"———"".'"""» l / v .5 4" ^ ) ^"^.y :~r — -._,—— 0^4-. A (.3 + !)2 ^ - J •—^======~ •
4 A Z + St v . v (.\j ^4- 7.(^ + j)2 ,

Pour que ^ pût s'exprimer en termes finis, il f audra i t qu ' i l en fût de
même de l'intégrale

r ^(lz^" ̂ ^ ̂j ^^^^.^
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en dehors du. cas exclu À=="- i6 , où le polynôme soumis au radical
aurait une racine double. On est ainsi, ramené à un problème qui, a
été posé par Abel et qui a donné l i e u à d'importantes recherches.
Dans l'état actuel de la Science, je ne crois pas qu'on puisse répondre
à cette question : la d i f fé rent ie l le

(j-n)^
V/.^-i-Â^ 4" i.)2

est-elle, pour quelque valeur pos i t ive de A, intégrable en termes t în is?
Néanmoins la réponse doit, su ivan t toute probabi l i té , être négative;
car on ne dispose que d'un seul paramètre, et les coefficients de la
différentiel le doivent satisfaire à deux relat ions»

50. Seconde classe, — Nous avons vu (n0 ïi) que, quand les coor-
données d 'une cubique unicursale sont des po lynômes -en t i e r s en t,
on peut prendre pour expression de l ' une d'elles, y par exemple, un
trinôme du second degré en t. Alors, en augmentant t d 'une quant i té
convenable, on fera disparaître le terme du second degré dans l'ex-
pression de x. Soient donc

x == ̂  4- 3 al + .T,) , j == 3 &/2 -+- 3 et -f- j'o.

On dédui t de la
s' == 3 ̂ ^2qr̂ )î ^7;̂ 7'ja ̂  3 ̂

On voit que 0 peut s'écrire

0-=. ̂ -h aL^-h 4M^ + N,
en posant

L=a-4-2^ , M=r-^c, N' == ^-t-c2..

Poiir intégrer \/9, on effectue la décomposition

\/Q^^^y^^
yy

dans laquelle TC est un polynôme de degré r — i = r , car nous suppo-
sons r== 2. Le premier membre est d'ordre 2 par rapport à t", le der-
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nier ternie du second membre est d'ordre négatif; donc le premier est
d'ordre 2, ce qui exi^'e que '^ soit du premier degré. Effectuons les opé-
rations indiquées et chassons les dénominateurs; nous arrivons à
l ' i den t i t é

'2(9=: 2 'yO -\- ^-4- 3TT,

qui peut s'écrire
—971: ==:-:i(^—T)0+^.

Remplaçons 0 et 0' par leurs expressions et posons

a^oa+p;
il v iendra

_ ^ = (a — i) ( ̂ -l- aU2 4- 4 M / ' 4- N) -)- 2 ( a Z - -+- (3) (^+ U 4- M).

Le second membre doit s'abaisser au, premier degré; on a donc

a -=r: .5 , p == o, L === <:),

et il reste
^= ^ ( 3 M / 4 - N ) , ' ^i-

On aura donc, |)uis("j 'ue L est n u l ,

v^ := ^jr^^ç^y ̂  i f^/^T:^l'/^'IIMr+•IIN')' + ^ —=^^^:^^
' ! ' ^ 11 ^ ^^/<•+ 4 , M ^ - l ~ N

De là résu l te , pour l 'expression de l'arc,

., =/'3 ̂  „ = < V^ÎM-^N .- 'f^t^ •

Or la condit ion, L == o donne

0==—^,
<yt^ par su i te ,

N^C2-!-^.

Si l'on se rappelle que 'AI == bc et si "1/on pose

j s / / ^+4 •., ^7^c = ̂  ̂  , t^h -^ z, A ̂  ̂ ,^^,
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l'intégrale dont dépend l'arc devient

(3Ut -i- N) dt , ,, /" ( s ' - 4 - 1 ) cizr^M^_N^_^ rj
J v^ '+4M^-^N 1 J v7^'"V / 4 + 4 M. L -h- N 1 J y7 ls'" + ̂ Â •:; -+- 3 À

Pour que l'arc pût s 'exprimer en termes fmiy» il faudrai t qu ' i l en fût.
de même de cette intégrale pour quelque va leur positive de À autre
que X == î qui donne au polynôme en z u n e racine double. Nous
sommes encore ramenés au problème d'Abel. Mais ici, comme précé-
demment , on ne dispose que d'un s e u l , paramètre pour satisfaire à
deux équations. D'où cette conclusion générale :

II est extrêmement probable qu'en dehors des cubiques unicursales dont
l'arc est de genre zéro, il n'en existe aucune qui soit rectiflable en termes
finis.


