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DIVISIONS IIÉGUI.IÈIIÎ S DE I7ESPÂŒ,

PAn M. E. COURSAT,
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Dans son Mémoire sur les ^n>iif)es îdeinceris^ M. I^.jincar1^ a élc con-
d s i s i a (^nvisa^'or des div is ions régulières (le l ^^spae î^ en une infinité de
relions l îo, Iti, ..., lî,, ... l(îlles (jue chaque région K, se dédiiise de la
région \\^ an. moyen d'une transformation S/ resullani, d'une suile d'in"
Vt^ rs ions ( 1 ). J 'eS.ndie dans ce Iravail des modes de div is ion analogues,
où le nombre des relions est suppose fl/ti ; mais, tandis que les trans-
formations de M. Poincaré eonserveni un plan fixe réel, les Irans-
lormalions (JIK; je considère foni revenir sur elle-môme une spliere
imaginaire. Le problème revien (, au fond a la détermination des
groupes d'ordre fini de subst i tu t ions l inéaires orliio^'onales a quatre

( 1 } Af'l.« ificft./icfundcn, t. 1 1 1 , p. 4() 'ï i8^'î . On pom'ni ("ousi i lLor iiiiKsi yur co suj'ot :
WAl/niEii DYCK, ( / ( ' (n ' r rc^ulni'c Jînumci/tf.lK'i.liu/^c/i ( / î c r f c / t t c { / ( ' / • i n . < t l l i . ~ p l i ) S . C/a.w

dcr Ko/ii^l. Sac/i.\\ (.('scILscItfift. dcr l î ' f s . vc f i \ - c / i r / j l c / i ; i .SS' î j .

À fin. de t 'Ec . Nurmalc. 3" Sé r i e , ' j 'om<1 V S . — JANVihii 1^89 . 2



10 E- COURSAT.

variables. On obtient de tels groupes en combinan t les s u b s l i l o l i o n s
de deux groupes d'ordre fini de substitutions l inéaires non homogènes
à âne seule variable; mais on ne paraît pas avoir remarqué j u s q u ' i c i
qu'il n'est pas nécessaire d'associer chaque subst i lu t ion de P u n (les
groupes avec toutes les substi tutions de l 'autre groupe.

La première Partie contient des généralités sur les t r ans fo rma t ions
de l'espace qui font correspondre un point a un po in t et qu i con-
servent les angles, que nous appellerons, pour abréger, transforma-
t ions isogonales, et sur les substitutions orthogonales. Dans la seconde
Partie, je donne le moyen de former tous les groupes d'ordre f i n i d(;
substi tut ions orthogonales à quatre variables, et j 'én 'umère tous les
groupes de subst i tut ions à deux variables d'une certaine forme q u i
leur sont isomorphes. Enfin, dans la troisième Partie, j ' é t u d i e com»
plèlement la disposi t ion des régions R(), R i , ..., lorsque ces régions
sont des tétraèdres limités par des port ions de sphères.

Certaines parties de ces recherches peuvent être rattachées a la Géo-
métrie non eucl idienne ou à la théorie des polyèdres régul iers de l'es-
pace à quatre dimensions; ce dernier rapprociKiment est développé
dans la quatrième Partie.

I.

1. On sait que toute fonc t ion ana ly t ique d ' u n e var iab le complexe
fou rn i t un mode de transformation des figures planes q u i conserve
les angles. Il n'existe pas de proposi t ion analogue pour l'espace a
trois dimensions, comme cela résulte d 'un théorème très i m p o r i a n i
énoncé pour la première fois par M. L i o u v i l l e ( f ) : Toute l/rm^/bn/w--
îion de l'espace qui fait correspondre un point à un point et r / f i i conse/ve
les angles ne dépend que d'un nombre limité de param.éircs et mmi fi ire
obtenue par la combinaison de déplacements et de transformations par
rayons vecteurs réciproques (inversions). Ce théorème a été e n s u i t e
é l endupa rM. Darboux (2) aux espaces à plus de Irois d imens ions .

( î ) LIOUVÏLLK, Journal de Maihénuitiqucs pure.v et applujuda^ i ' ^ smo, t. Xlli p. •>7o
et; t. XV, p. ïo3. î î » —— ,

( 2) DAHBOUX, Mémoire sur la théorie das coordonnées curvilignes et des fîystèmcs arth(h
gonaux {Annales de l'École Normale, ï0 sorie; t. V i f ; 1878;.
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Quoique la propriété précédente soit aujouî'dllui bien connue, je me
propose de montrer corrmientonpeut la déduire aisément (lu théorème
de Dupin; je ne considère (railleurs que des poinis réels.

Considérons dans l'espace une transfbrrnalion par rayons vecteurs
réciproques; soient 0 le pôle de la transformation et K2 son paramètre.
La sphère S de centre 0 et do rayon égal a K demeure inal térée par
cette transformation. Pour use conformer a une expression n s i î é e dans
le cas des cercles, je dirai que cet te transformation est une réflexion
sur la sphère S, et que deux figures transformées réciproques sont
symétriques par rapport à celle spfiêre,

Soient
( X.=/(.r,j,^),

(.) Y::=9(.r,j,^,

( Z =.F(.r,.r,..^

trois (onct ions réelles, continues ainsi que leurs dérivées, pour les
valeurs réelles des variables '".^.y, ^ comprises entre cerht ines l imites.
Pour plus de précision, supposons que, le point in de coordonnées
(^r, y, ':.) restant compris a rintérieur d'une certaine port ion ( e ) de
l'espace, le point M de coordonnées ( X, Y , Z ) reste compris a r inté-
rieur d'une autre portion ( î î ) de l 'espace. Admet tons en outre que
deux. lignes quelconques décrites par le, point (.r,j, ^ ) a partir d'un
point quelcorsque ("^'o,.yo, ^o ) de, ( e ) se coupent sous le même an^te
que les lignes correspondantes décrites par le point ( X , Y, Z) . Pre-
nons dans la portion ( e ) de l 'espace trois (ami l les de surlaces ( ^ ^ ) ,
(^_), (^t) formant un système triple orthogonal ; les formules ( î )
feront correspondre a ce système trois nouvel les familles ('S,), fï^),
(.S;^ formant encore un système triple orthogonal. K î a n t donnée une
surface quelconque cr, il ex is te toujours un système triple orflio^'onal
dont fait partie T, formé par les surfaces paral lè les a o" eî, par les déve-
loppables composées des normales a G- le lon^' de ses lignes de cour-
hure. Dans la, t ransformat ion considérée, la surface cr se change en une
nouvelle surface ï, le système triple ortiio^'onal précédent se change
eu un nouveau système triple orthogonal et, par conséquent, les lignes
de courbure de crauront pour transformées les lignes de courhure deH.
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Ainsi, les lignes de courbure d'une surface quelconque cr on./, p o / / / ' l/nns'--
formêes les lignes de courbure de la surface transformée S.

Si la première surface est une sphère, toute ligne tracée s u r c e l i e
surface est une ligne de courbure; la surface transformée devra donc
posséder la même propriété. Or les seules surfaces réelles, lolles q u e
toute ligne tracée sur la surface soit une ligne de cou rbure , s o n t les
plans et les sphères. En considérant le plan comme une sphère dp
rayon infini, on peut donc dire que la transfonnation (i) clian^e les
sphères en sphères et, par suite, les cercles en cercles. Cette proprié té s i î i ï i l
pour établir que la transformation résulte d'une suite d ' inversions.

Soieni s une sphère de'la première figure (/'), a, b, c t rois po in t s de
cette sphère, S la sphère correspondante de la seconde f igure ( V ) el
A, B, C les points correspondants aux points a, f^ c. Faisons passer
un plan P par les centres 0, (Y de ces deux sphères; et aux po in t s 0,
(Y élevons des perpendicula i res au plan P, (W, (VO do, même côlé
du plan P. Supposons que l 'on fasse la perspective de la sphère .v su r
le plan P, le point de vue étant le po in t d; cotte opérat ion é q u i v a u t
a u n e certaine transformation par rayons vecteurs réciproques I, nui
s'applique à tous les points de l'espace. Cette invers ion a p p l i q u é e a .v
donne le plan P, et aux t rois po in t s a, h, c fa i t correspondre [rois
points a, p, y de ce p lan . De même, il, exis te u n e ce r t a ine i nve r s ion F
q u i , appliquée à la figure (F), change la sphère S en lo p l a n P et les
points A, B, C en trois points y/, [V, y. D'un au t re cô(:é, on peut , t rouver
une transformation composée d'un cer ta in nombre d ' invers ions par
rapport à des sphères orthogonales au, plan P et (.elle q u e les (.rois
points a\ f^, y a ient respectivement pour t ransformés les po in i s a,
P, y [ PomcARÉ, Mémoire sur les groupes kleinéens (Acia mal lie rua llw,
1.1.11, p. 5i; i883)j. So i en tTune pa re i l l e t r a n s f o r r n a l i o n , (/, ) la f i ^ n n *
que|\)n dédu i t de /pa r l ' invers ion f , (F,) la f i g u r e q u i se d é d n i l ,
de (F) par Finversion F, su iv ie de la t rans fbrmal ion T. 11 est c l a i r que
ces deux figures (/) et (F,) se déduisent Finie de Fautro par u n e
transformation isogonale. De p lus , les points a, ^ ^ el le p l a n !\
considérés comme appar tenant à la première f igure, on t p o u r î r ans^
formés dans la seconde figure les points a, JÏ, y cl le plan P l u i - m ê m e .
On peut toujours supposer que les por t ions de l 'espace s i tuées ( F U I I
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même côté du plan P se correspondent dans les doux timorés ; s'il
on était autrernent, on n'aurait ([n'a remplacer ( Fi) pas' sa syméîr ique
par rapport: au. plan P. Do même, soit , (.I lo cercle passant par les
trois points a, p, y ; co cercle so correspond évidemment a lui-même
dans les doux figures. On peut snpposor que la part ie dn plan P
intérieure au cercle C, considérée cornme appar tenant a la. première
l'i^uro, a pour ima^e dans la seconde figure cotte même portion du
plan. S'il. en était autrement, on n 'aurai t qu'a remplacer ( Fi ) [ ïar sa
symétrique relativement a la sphère orthogonale au plan P qui passe
par le cercle G. Les hypothèses précédentes étant remplies, i! est aisé
de démontrer que les figures (/',) et ( V ^ ) doivent: être identiques.

Soit, en ellet, m un point du plan P, pris a r intérieur du cercle C,
par exemple ; l'arc de cercle amh, intérieur an cercle C, ( a i t avec l'arc
de cercle ab un certain an^'le o). Si l'on considère l'arc, amh comn'se
appartenant a la, figure (./i)» l'arc do cercle correspondant de la se-
conde figure (f\ ) doit être si tué dans le plan P et intérieur a C, passer
par les points a et h et couper l'arc ah sous le même an^'le 0 ; cet arc
de cercle arri' l) est donc ident ique a l 'arc <wz//. Ou verra de même
que l'arc de cercle brnc de la figure ( /\) a pour correspondant dans
la seconde ligure l'arc/ lune lui-même, et, par s u i î e , le po in t / /? / coïn-
cide avec le point m. Le raisonnement est le même pour un point du
plan P extér ieur au cercle C, et nous voyons dé jà que Ions les pointa
(fil plan P restent fixes dans la transformation ( l i a permet (le passer (le
la figure (/', ) à la figure ( I^).

Considérons ma in tenant un point quelconque M de l 'espace comme
appar tenant a la ligure ( j\ ), et cherchons Je point correspondant M7 de
la figure (F,). SoitI; une sphère passant par M et orthogonale au plan
P suivant un cercle ( Y ; la sphère H, regardée comme faisant p a r î i e d e
C/i), aura pour ima^'e dans CF,) une sphère ^/ passant par le cercle (7,
et orthoû;'onale au plan P. Cotte sphère Z' coïnc idera donc avec S. II
suff i t de considérer trois sphères ^, ïi, 1^ ' [ tassant par M et orthogo-
nales au plan P pour en conclure que le point M' no peut coïncider
qu'avec le point M ou. avec son symétrique [ïar rapport au plan P.
Cette dernière hypothèse e s t a rejeter, puisqu'on suppose que les por-
tions des deux figures s i tuées du même côté do plan P se correspon-
dent. Donc les deux figures (f^) et ( V ^ ) sont identiques. .En revenant
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aux figures primitives (/) et (F), nous pouvons énoncer le théorèrne
suivant :

Toute transformation isogonale dans l'espace peut être remplacée par
un nombre fini d'inversions.

2. La proposition se vérifie immédiatement pour les t ransfôrmal ions
isogonales les plus simples, telles que les déplacements et les t rans-
formations par s imi l i tude . En effet, u n e t ransla t ion é q u i v a u t a une
suite de deux transformations par symétrie r e l a t i vemen t à dcmx plans
paral lèles; une ro ta t ion de 200 autour d 'une droite D équivau t a uni1

suite de deux transformations par symétrie par rapport a, deux plans
passant par la droite D et fa isant entre eux un angle égal. a co ; u n e
transformation parhomotliét ie peut être remplacée par deux inve r s ions
successives relativement à deux sphères concentr iques .

Il est clair, d'après la démonstration même qui a été donnée p lu s
liant, que toute transformation isogonale peut être décomposée d ' u n e
infinité de manières en une suite d ' inversions par rapport a dos sphères
que l'on peut supposer toutes réelles. A. moins de mon lion expresse,
je supposerai toujours dans la sui te , quand, i l s'agira d 'une inve r s ion
ou d 'une réflexion sur une sphère, que la sphère en ques t ion est. réelle.
Cela posé, quelle que soit la manière dont on, décompose u n e trans-
formation isogonale en une suite d ' inversions, le nombre de ces Inver-
sions sera toujours de même parité. Prenons en effet dans la première
figure un trièdre non isoscèle OABC; après u n e première invers ion , la
figure symétrique de ce trièdre se composera de trois cercles passant
par un même po in t 0' et les tangentes à ces trois cercles formeront, ,
un trièdre (VA'B'C7 ayant les mômes angles que le premier . Ces d e u x
trièdres seront donc égaux ou. symétr iques ; mais on reconna î t aisé-
snent que les faces seront disposées en ordre inverse et par su i l e les
deux trièdres seront symétriques. Une nouvel le invers ion reniplaccra
de même le trièdre (VA'B'C/ par un nouveau, trièdre O^A/T/T^, symé-
trique de CyA'B'C' et, par suite, superposahie au Irièdre OABC. lui
général, après n inversions successives, le trièdre OABC sera rem placé
par un trièdre O//AAC/U qui sera superposable au premier ou a son
symétrique, suivant que n est pair ou, impair . Par conséqmmt, é l a n i
données deux figures dans l'espace qui se dédu i sen t l 'une de l ' a u l n *
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par une transformation iso^onale, la timisformation sera. équ iva len te
à un nomhrc pair ou a un nornhre impair d ' invers ions su ivan t , qur
deux trièdres correspondants des deux figures son! é^'an'x on symé-
triques. Dans le premier cas, je dirai pour abréger que la transfor-
mation est une ircinsformalion droùe, cl, que ks deux ligures sont
con^rnenles ; dans le second cas, la, ù'ansformation sera appelée irons-
formaUon gauche cl les deux figures seror î t a j ) j )e le ( . k s synicinnifes.

I.a proposit ion précédenle s s e sérail pli.is vra i ( t si l ' o î s eosis ider î i i l des
inversions par rapport a des sphères imaginaires. Prenons par exemple
la Iransfbrn'îalion définie par les formules

X -: ̂  ̂ ,^,;^^^^, Y =: - ̂  :11:,,1111';,111^11, > / -- ^ - ^ •^--.-^ ,

qui pent cire regardée cornnie isne inKîrsion par rapport a la sphère
imaginaire

.^-{"J2 -1-- 3 ^ - 1 - 1 -.ro;

ee[)endanl, celle transformation esl dro i l t 1 , e a r e l l f 1 resnile de la eom-
l)inaison de deux Iransformalions gauelses

.z-i - 1 - 1 1 ' ^..•-.---^a1--.--^ X "-1- • 1 - 1 - 1 - ,,ri,

)1••1-:--:.1/•^-:;.1--T.- vl:r-:-ll•r-
3 .- ' :̂ llll•:;:y.ll•:̂ l- z - - ~ ^ .

lîemarqfœ, — Si l'on se donne [rois points a, b, c de la fi^nre ( / ) ,
les po in îs eorrespondanis A, lî, (; d f 1 la f i^nre (F), urKî splêi»re s pas-
sant par les points a, h, c de la première figure et la sphère correspon-
danle S de la, seconde, il résisl le de la dcmojs .s i ra t io rê (jui a été déve-
loppée plus huit qu'il n^ îx is te que quatre t ransformat ions répondant
a la question. Si T e s t , l'une d'el les, on obt iendra les trois adirés en
faisant suivre T, soit d'une réflexion sur la sphère S, soil d'une ré"
ilexion sur la sphère orthogonale a S passant par les trois points
A, B, C, soit de ces deux réflexions successivement. Donc la. transfor-
mation isogonale la pins g'énérale dépend seulement de ^rpaTaiTKïtres.
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3. Les transformations dont il s'agit peuvent être définies a n a l y l i -
quement d'une façon très élégante au moyen des coordonnées penla-
spliériques (1 ). Considérons nn système do c inq sphères o r thogona les
(S.») , (Sa), . . . , (Sy) de rayons R,, IL, . . . , B,;. et écr ivons l eu r s équa-
tions sons la forme

, ̂ .^2,.j,^_i^ _ .y^4-ra41•^;î-^III^t

2a/,>r4-2p/,J4-2y/,^4-a/,——— l/—.————— 4- /-£/,—.—^^^^^^ :-':. o,

(Â:=: r , 2, . . . , ;T).

Les coefficients a/,, p/^ 8^, y^., £^ véritient les relations

4+(3^-l-yl-l-ô^+£i,=i,

a/,a^' •+- (3/^(3^ + y/cy/i.' + o/,r}/,' 4- £/,£/,' := o.

Désignons par S/, la puissance d'un po in t par rapport a la sphère
(SA-); des relations précédentes on d é d u i t , entre les puissances d ' u n
point quelconque par rapport aux, cinq sphères, la r e l a t i o n homo-
gène

;»2^.y=o,
si une des sphères (S/;.) se réduit à un p lan , on devra remplacer h/<; par
2P/,, P/, désignant la distance du, point (.r,j, z) à ce p l a n .

On appelle coordonnées pentasphériquef! d'un po in t les c inq q u a n t i t é s
û

^A proportionnelles à —, et l'on pose

'•" —'•^
la relation (3) devient alors

(5 ) x\ + x\ 4- x\ 4- x\ 4- x\ = o.

Inversement cinq quantités ^vér i f iant la rehUion ( ^ ) d é t e r m i n e n t
un point et un seul; les coordonnées rectangulaires x, y, z d < * ce p o i n t

( î ) DARBOUX, Leçons ,wr la théorie générale dc.^wrfacm', L î, p. -AI 3; iSK;.
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s 'obtiendront on résolvant les équat ions ( 4 ) y ce qn i nous donne

2^= ̂  ̂ -^ ^(^2 -i-.r2 -+- •:;2 — Ha) ~::- H ̂  ^••2'/.»
i i

(6) / 2Ày =- ̂  (3/,,r,, À(,.^ 4-r2 4- ̂  -1- IF) = - /H ̂  £,,.r,,
A 1 !

^ = ̂  ̂ •^'

lîapproclions ces fonmiles (G) d(;s (ormules qui déiinisscnfc une traïls-
foi'niatioïl par rayons vecteurs réciproques. Soient. ,r, j, z les coordon-
nées rectan^nlaires d'un point q u ^ l c o ï K j î K ^ d^ l'espace, 'f\.y\ ^f les
coordonnées du point symétrique par rapport à une certaine sphère,
'r/, et x^ (/: = 1 , 2 , ..., r ) ' ) les coordoinié(;s j)en(as|),ltéri( l((:n.ts décès deux
points. On reconnait i înniédiatenient, d'après \(^ ibrrndies qui délinis-
sent une inversion, (](ie les expressions

.r\ y 1 , z\ ^ -r- /2 + ̂ 'i - H2, .r^ + y ' ^ -I.- ̂  -1- 1^

sont, a un facteur près, des combinaisons l inéaires a coeff ic ients con-
stants des expressions

.r, y, ,3, ..r-1 -|- y^ + ̂  -l- 1^, ..r2 -l- ^ -[- ^ — B S ' ;

par S U E le, d'après les relalions (\ ) et ^l), les coordonnées .x ,̂ seront,
a s.it i facteur près, des ('onctions linéaires à coef f ic ients constants des
cordonnées /z-^-. A cause du (acteur arbitraire A, nous pouvons donc sup-
poser que les x^, sont des fonc t ions l inéaires à coeff icients constants
des Xi,. Toute transformation isoLçonale de l'espace est ainsi, définie par
une certaine subst i tut ion l inéai re» effectuée sur les coordonnées penta"

sphériques. 'Mais, comme on doit avoir ̂  (^''/.Y ^ 0 en î'nêrne temps

que V (^'/r)'2 ̂  o et qu'on peut multiplier les cinq coordonnées par
un même facteur sans cha'n^cr le point correspondant, la su])stl.tution
linéaire pourra être supposée ortiio^'onale, sans restreindre la généra-
lité. Inversement, toute subst i tut ion orthogonale effectuée sur les cinq

Ânii.. de é'Kc. Normale. 3" .Série. Tome V f . — J A N V I E R 1889. ^
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coordonnées ;,r/,- définit une t ransformation isog'onale. Cela r é s u l t e
imméd ia t emen t de ce que l 'élément l inéaire est d o n n é par la formule

Ï^^
ds~ — , — ^ •

y ^Y2^R.J

Ainsi, toute (ransfbf'/nation isogonale (Icins l'espace est dé/inie, en coor-
(lonnées peiitasphériqiies, par une substitution linéaire orlho^'onale à ei/n/
variables, à coefficients constants.

La transformation la plus générale dépend bien de dix paramètres,
comme on l'a déjà reconnu par d'autres considérations.

4. Si, l'on suppose que la transformation conserve une sphère i ixe,
on pourra prendre cette sphère pour une des cinq sphères orlho^o"
nales; la coordonnée pentaspisérique coriTspondanle ne devra pas
changer dans la transformation et la substitution orthogonale a cinq
variables se réduira à une substitution orthogonale a quatre var iab les.

Je fie considérerai, dans la suile de ce travail, que les t ransforma"
tions^qui font revenir sur elle-même la sphère imaginaire de ravon
\j — 1 ayant son centre à l'origine des coordonnées, que [appellerai la
sphère (I/). On obtient évidernment un système de cinq sphères ortho-
gonales en joignant à la sphère précéîlenle les trois plans dr coordon-
nées supposés rectangulaires et la sphère (L) qui a pour équat ion

Les cinq coordonnées pen tasphér iques du p o i n t f.r, y, z ) seroni res"
p e c t i v c m c n t p r o p o r !; i o ri n e 11 e s a.

^, l^y, f'^, .^^...-.l-.}•:i.4-^2--l, /(.r^-!-J^-4- s1 ' -^. i).

Puisque, par hypothèse, la, cinquième coordonnée peut él.re regardée
comme constante dans tontes les transformations dont, on s'occupe, on
peut en faire abstraction et la supposer toujours é^ale a y — s . On aura
alors, pour nouvelles coordonnées du point ( x , y , z ) , les quaire ex-
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pressions
, r - -,}- y--\- 3 -— i •.>..r
^ 4_ y^ ̂  ̂  ...,i,.. i ' •i • ^.:» ....[.. ^,ï ^.,. ̂  ,(,..,. ( 1

'.î r •-• j
.^^4- ^^--l-1 3^4- 1 ) " ' .7^4---y-!-.-|- j'4- i î

lices par b relat 'soiî

( •S ) // '̂  - { - n ^ - 1 n ̂  - ; - // ^ --• s .

InviTsement, ( j i s î â t r e ("ji iîinliles i/^ IL^ ,̂;;, //,. v c r i i i î ê î i f , l^^idîtdo!! ( <S )
déterminent un poinidc l 'csi^ice (;[, un scu! do is l on oiïlK'iKini hs {"oor-
donnéos .r, ;y, 3 en résolvant, les éq is î i l ions ( 7 ). On I s ' os i v ^ ' ainsi

// • • / / , / / ,{ ( ) ) ./• - 1 ^ —...-^-.-., )• • < , ,-; - i' ;
i - • / / , ' i - / / , i - ('/ i

le carré de l'élément, l inéaire devieni, ni S j î S î ; » ! ! ! complu de l ' é ( [ i sa -
lion f8 ),

, , . ( ' f n \ - \ - d ( r \ " \ ' f f i { ' ' ; \ ( l i s ;*( i O ) ^" '1 „..„.'_.......,.. - - . , . • • „ . . . - . . .. . . . . . . „ • .
( i . • - / / , )"•

Ainsi , Ion le ira/is/orm.a/io/f isogo/uîl.c dans l ^ espace ( / n i fail, revenir
sur elle-mesne Ici sp/iere in'ia^inaire ( ̂ /) est fle/liu.o eif/alvl/r/f/en/en/ par
une Sîihsiilulion linéaire oriliogonale à coef/te'cîits eons/aufs, efJecUiée su?
les (nianlilés 1.1,,

Ijes deux catégories de [ ransfor in î i l ions c o r r î ^ s i î O t Ê d e l î f a s ix . deux
signes [ )oss i tdes ponr ie délenninant de S a s s î l ) s l . i l ( î t , i o ê i orll io^onale.
I^ta.iifc donnée, par ex.ernjde, une siihsiilulion df; dét.eirrniîiani 4 - 1 , on
peut, toujours imaginer, coilirne cela sera. dérnoîêt.ré rigoiireusenieiil
dans la suile, qiKi les coel'f icieî'îts varieni d'une inaniére eori l inoe de-
puis les valeurs in i t ia les

jusqu'aux valeurs données, el il esl clair que la. [ransforrnalion f inale
sera une Irajisformalion droile. Une siil)slilu.lion du délerîilinaîil — !
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résulte, au. contraire, d'une subst i lut ion de d é l e r m i n a n t + i , s u i v i e de
la substitution

(ui}'==. ̂ i, (u^)'~==:— u^ { u ^ } 1 =-:: u^ {u^y „•:..::: ^,

qui définit une inversion. La transformation considérée est donc u n e
transformation gauche.

Les formules qui, précèdent s ' interprètent a i s é m e n t au moyen de la
Géométrie à quatre dimensions. Considérons u^ u^y ^3, ^4 comme les
coordonnées rectangulaires d'un point dans l'espace à qua t re d i m e n -
sions; l 'équation (8) représente dans cet espace une /tYpersphcrc de
rayon égal à l 'unité, ayant son centre à l 'o r ig ine (1) .

Imaginons que l'on fasse la perspective de cette byperspberc dans
l'espace à trois dimensions, le point de vue é tan t le p o i n t de coordon-
nées £ z . i = = ï , u^ == ^3 == M,. == o; les coordonnées ( . x ' . ^ y ^ z ) du p o i n t de
l'espace à trois dimensions qui est la perspective du, pointa, /^, n.^ u ^ }
de l'hypersphere sont précisément fournies par les formules ( " ( ) ) . Par
suite, les transformations dont il s'agit sont iderUiques an fond a des
rotations dans l'espace à quatre dimensions ou à des rotations s u i v i e s
de transformations par symétrie, su ivant que le d é t e r m i n a n t de h
substi tut ion orthogonale est égal, à ±: i . On peut d i re aussi q u e tou te
sphère orthogonale à (S') est la projection de l ' in te rsec t ion de 1 ' l iyper"
sphère

{i\-^ lit ~\- i(.^ + U\ —l

avec un plan
lU[ -h mUï -h m<3 4- RU', ""r- 0.

Je ne me servirai que rareme^it de cette interprétat ion.

5. Toute substitation^r^ogonal^'^ à trois var iables ou, ce q u i
revient au même, tout^^tation peut êt^^éfinie par une c e r t a i n e sub-
stitution linéaire non une var iable complexe <2}.
On peut de même rat^her toute sul)âMiution orthogonale a, qua t re
variables ou, plus génâ^ûmeni, to^ét^libstitution l inéai re ;i qua t r e

( i ) Voir Etude des mrjuces qui admettent tous les plans de ^métria d'un po/wln; /Y-I
^ulier, IIP Partie {Annales de L'École normale ^ ï33j).

( 2 ) Voir DARBOUX, Leçons .wr la théorie ^cuérale cleff wface.^ l. F, p. 3o- (K<S- .
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variables qui. reproduit une forme quadratique à discriminant diffé-
rent de zéro, à un système de deux substitutions linéaires non homo-
gènes effectuées sur deux variables complexes. .le rite suis dé jà servi
de cette remarque dans un travail sur les équations linéaires ('•). SoienI
U^ IL, ILç, [ ] , , quatre fonctions linéaires et liomo^énes de u^ u.^ u.^ //,.,
telles que l'on ait identiquesrîent

i Ï -\- \]: -\- \\^ -1- IJ; ~= / / f -.1.-- ̂  + u^ 4- f^ ;

posons
/ / i -— m', "^ {\, -— f/.^ --- in.^ -=- i\»,

/ / i -|- ^^4 ^'- r^, //:; •— lu.^ -.-- t'.(;

u\.-/ii,^yi, -.ij,--. a.j,-r-v^
tJ i- l -^J, ".-.- V,, U,-. /LÎ,:r-::V,.

I.es V, seront des fonctions linéaires des t^ t îd ies que l'ois a i t ident i -
quement

V,V,- V,V, :.:•-:. i^^-r^^

<..ît la recherche de ces substi tut ions pourra s'interpréter wométr iqsse-
ment comme il suit : Trouver loulcs les collindaUons (ml fon! n'vcnir sur
elle'mfrne la surface du second degré re/m^erilee par rc(i!uiU(în

( I 1 ) i'i (';, — l'a t 1 ; ; ~=. o.

Soient
./, ...-., ^1 ^ ^ - ^ ' V t\>1 (\ ^..- ---. •:..._..•: —, — ^ -^ — —^ _1,

] t';'. ^'. ^ t':; t » ,

.̂-.y..- .̂ .........v.. v,( n -^^ ,.,-,..., ̂ , -c . . . . . . ̂  .........̂

J'ai démontré, dans le travail déjà/elle (p. ï 5 i ) , qu'il pourra se pré-
senter deux cas : on bien r{ sera une fonction l inéaire de r\ et '^ nne

f 1 ) Sur les (î(fnf l i i o n s - di,lfcr<'f{ tu'ilcs lA.urfdrcs ^f ( i . fjuatru-fn.c orfïrc doni les intégrales w-
nff'c/tl une rc la l ïo t i /fomo^'/u- du second dc^ré ( RilUcUn de la Sncieie inadiwalianc de
I^rancc^ (,. XS', [). ( ^ 4 ; ifS.S'i).

Voir aussi sur co si i jcL :
KLEIN, Ucl)cr ()'i/idrc fof'nK'/i nnt lincan'n trafi.vfornu/li^ncn in sicli sclhst ( Mdtftclua-

ti.schc À un (de n^ t. IX, {). i (S8 ; {^(\).

i^CAnD, Sw les fo/iciions hypcrahéliciincs (Journ(d de Malliémaliqncs pures et. nppli-
qiu'cs, f" série, t. I, p. 1 0 1 ; i88^.
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fonct ion l inéaire de '$, ou bien yj' sera une foïlciion l i n é a i r e de; ^ cl, ^
une fonction l inéaire de r\. On aura , par conséquen t , un des doux sys-
tèmes de relations suivants :

. , a-n-\-b ,, Ïc-\-ni
(A, Yj ••== ——————— ,3 C, == — -,-————, 3

• ' Cri 4- d " pc, 4-7

(B) r/
ff,.H -\~- h ,^ In 4" w.

' cî 4- d ? " "~ ̂ rj -4- </ '

a, b, c, d, l, m, /?, ç désignant des coefïicienis consl.a.sils. (k^s d i ï î i x sys-
tèmes de. formules s'interprètent aisément si l'on remarque (jue, lors-
qu'on se déplace sur une génératrice recUligsic do la ssir f î ice, l ' isn des
paramètres E ou y] reste constant. Dans toute collinéalson correspondant,
au système (A), les paramètres des deux systèmes de? généra Irices sont
transformés par une substitution linéaire; dans toute col l inéaf- ion cor-
respondant au système (B), il y a, en outre, échange entre les deux
systèmes de génératrices.

Revenons maintenant aux variables ^ et à la su r face du second
degré représentée par l/équalion

( i3) _ u] 4--^| 4- ^j 4- ̂  ::=(:);

nous pourrons énoncer le résollat suivant :

Ela-nt donnée une colUnéation r/ui fail revenir sur ellc-mêrnc la sur-
face ( 13 ), si l'on pose

-.̂ l- -,, .._^^ — (^ ,.,„.„.„ {^
Ti — Ï ~ T'^Cfi '"" " " ' ^•(IIIII'll'll=""jY,y •— /(Y]'4-'î;

(^)

et, par suite,

u^ — uf;,, {^ 4- lui, /^4- Iff^ ~~" u^— lu-/

(es valeurs nouvelles de ̂  et de TJ soni données par un des deux syHt.ême^ de
formules (A.) et (B).

A toute substitution orthogonale à quatre variables correspond ainsi
une collinéation qui, fait revenir sur elle-même la surface d'à) et, par
suite, une substitution de la forme (A) ou (B). Inversement, à ùïute
substitution de la forme (A) ou de la forme (B), on peut rattacher une
substitution linéaire orthogonale, à quatre variables.
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Soient U,, LL, LJ;(, LL. ies nouvelles valeurs des variables u^ véri-
fiant encore la relation

IJ?4- LJ .̂i- U^- [H :=o.

Dans les fonnules

_,^_, „, _^_ .., ^ 14
• n ' — i ' """"" i -K^r/ ~ ^O '—cV j "" / ( r /4-^)

remplaçons ^ efcy^ par ieisrs valeurs lirees des formules ( A ) , puis r^
et c par leurs valeurs déduites des fonmiles ( i5). On trouve ainsi

- „ . . - . ... ^ . , . . .. ^ , „ , , . î ' i
( / / />-—c/)( / /^- | - /^:j -).-(^7/-- /^^( /^ -,|.-^/^ ) ...|_ ( ^Y^ . ( > f n ^ f^ — f'n^ ) , . . ) - [h(^ - d i n ) ( / / . , - / / / . ; )

IJ,
(<y^ -i- al) ((f^ -}- K^ } — (dp -|~ h l ) ( i^ -}- f:f/,, ) h (07 '^-(nn ) ( / / , — /^ ) - i - (,{q | h/^ ) ( / / , , . ,- ///j

_ _ _ , U,
/ { ( ' p — (:(i)(u.^\- ///;;) + /(/// — ̂ ^) ( / / , -|- (a^ -)- / (^ .y _ a in ) ( / / , — ui^ ) -t- /(^// -- ///// ) f //, -- ///,, )

. _„, , _ _ _ ^ |J,
l { ( ( ! ) +- € / ) (^:i-l- ^^î) — ^(^^ -1- <H) (//i --1-1 ///^) +- /(^Y 4- r/// ) ( n i — /^^ -i- /( Inf -l ^/// ) ( //, ///:,) '

( ) î i , en désignant p^r À la valeur eonumme des nipi&orls prrredenis,

1 1 ; :- 7,\(/u/ -l- ( i l - l ) p — c i n ) {^ | (//.// | hif - cl — ( l in , ) / / „

4- / (/Y// i- (hn — fxf — c7} u^ )- /( r/y/. | r i / -— ///^ — <///) /^ |,

1 1 ^ :-.:: /. | ( ain -l- ( • ( { -— ( ) l — dp ) i i ^ 4- ( ni - 1 - fnn •}••- < • / ) -\- < ! < f ) //.^

4- ( ( ( f l • |~ ( ' / > • • - • ^///, ••- ( l < f } u^ — /( n i n 4- ^/ -!- r^/ 4- dp ) //,, j,
f l ( ) )

li;{ : / I / ( 1 ) 1 4- < ' < / •-•- ( l i n --- rfp ) / / , j - /( cp \- d<i n( lun j //.,

-I ( al 4- d(f —' luu — ( • / ) ) //.; -l- { ( • < f -i... ^/^ . ^ / / / / -— ^/) / / ^ j,

H\ •• 7|"/ '( '^y -I- <"/^ — hp - </ / } / / , - | - i(af) -\- h<j 4 c l -\- din } n.,
4- ( /^y 4_ ^/,^ „., ̂  — ^./^ ,^^ ,)„ ( ̂ ^ .), /^^ j ^.^ i, ^y^ ^^ j ^

Pour avoir la valeur de A, calculons le coell icient de //; dans la
somme

l l f 4 - I . J : 4 - H ! 4 ~ l l ? ;

on Irouve j )our C(i coel'f'ic.ieril
/l^oo,,

o n
0 ::: ( ( ( l — f}(^ O j i::: /Y ///^.
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Pour avoir une substitution orthogonale, i l faudra donc p rendre 6

À=±
2^/ÔOi '

si l'on adopte pour), une de ces deux valeurs , tes fo rmules f i G ) nous
donneront les coefficients d'une subst i tu t ion orthogonale a q u a t r e va-
riables

/ ai= l(aq + dl — b p — c m ) , pi== l{am -h cq — hl — d p ) ,

<7.2== \{ap -4- bq —cl —dm), ^^ A ( ^ / 4- hni 4-" ̂  •+" ^/),
y.^ n\€(p-\-dm — bq — cl ),, p;̂ = ^ À ( ^ / "h c^ ^ h / n — d ^ ) ,
^,.-=. û.(cm -\-dl —aq — bp ); ]3,,,= — fÀ(am-h/^ 4" cr/ 4- ̂  );

08)
y^'=zû.{bl -^-cq —cim,—dp), ôi =:: /"/.(a^/ ^ cm — hp — d.l ),

ya -=.il{cp -\-dq —al — ô/n), cîa =:::- rÀ(a/? -4- ^y •"••h <^ -\-din),
^3:= À ( ^ Z +Jy —bm-—cp ), <î;i== 7.(^7 ...^ dm — ftp — c l ),
y^= À (07 +^/? —'ain—hi ); 04 "--: î.(/^/ -1--/^ ^ f'm,-[•••• dl ).

On vérifie sans difficulté que ces coefficients v é r i f i e n t les r e l a t i o n s

^ a 2 = î ? ^^/^:"1:0

et les relations analogues.
A cause du double signe devant le second rnernhre de la f o r m u l e

(i'7), on voit qu'à toute substitution de ici forme (A ) correHpolulani dciis'v
substitutions orthogonales pour les variables u^ qu i se d é d u i s e n t l ' u n e
de l'autre en changeant u^ en — /-^; je dirai, pour abréger, q i n * ces
deux substitutions orthogonales sont opposées. 0, r é su l t a i é t a i t , d ' a i l -
leurs évident a priori, si Fon .rornarque que T] e(, ^ ne c h a n g e n t pas
quand on change iii en — u^ Ces deux s u b s t i t u t i o n s sont droites; i l
est clair en ef ïet que le signe du dé t e rminan t est I f 1 nierne pour ces
deux subst i tut ions et ne dépend que des coenîcients a, b, e, d, /, m,
p , (f. Or, si 1/on fait varier ces coefficients d ' une man iè r e c o n l i n u e
depuis les valeurs ini t iales

a == r , b :=: c ~^. o, d :^ i , / := i, rn ::=: p :::=• o, q -r11.: 1 ,

le déterminant doit varier d 'une manière continue et, comme i l est
toujours égal à ± i , il doit conserver constamment la valeur i n i t i a l e
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->r i. Le même raisonneriient nous prouve qu'étant (Ion née une subst i -
tution orthogonale droite quelconque, on. peut toujours imaginer que
les coefficients d'une substitution orthogonale droi te variable varions,
d'une manière continue depuis les valeurs initiales

r o o o
0 1 0 0

o <~ ) t < »

o o o i

jusqu'aux valeurs données.
La substitution (B) peut être remplacée par une substitution de la

forme (A), suivie de la substitution parliculiere (r/ -==$;, ^'-.=: rj"), e(,
cette dernière revient a. changer u^ en — ^ , . Par conséquent:, loule
subst i tu t ion de la forme ( H ) fournil, deux subst i tu t ions orlho^'onales
'̂a u (:.; 1 î e s o p | ) o s e (.î s.

Les formules 06) et (i 8) sont analogues, on le voit, aux foniulies
d.'()li.iide .Rodri^ues, qui donnent s o s a s foi'rne rat ionnel le les coeffi-
cients de la substitution ortiso^oriîi le a trois variables. Il y a. cepen-
dant une difîerence entre ces deux. catégories de; formules, h cause de
la présence d'un, radical dans l'expressiûiî < !e À. Mais, si l'oîi convient,,
ce qu'on peut toujours faire, de supposer les deteri i i i fÈ;Hits o, o, é^'anx

a -}- î , on pourra prendre A === ; ? et l\':unl)i^nïlé d isparaî t . Remar-

quons seu.lerncnfc que, lorsque a, 6, c, d changent d^ sin-iie en lïieirse
temps, les a^ ^•, ... cisan^'ent de si^'ne, tandis ( j s i e l;i ssBl)s l i tut ion

, a-(} -I-- //
'" '"::- c-,Ï1"./

r î ïs te la niêrne. On pourrait alors introduire, a u lieu d'une substitu-
lion linéaire non lîOîï iogène telle ï|ue la précédente, un systcme de
( 1 e u x s u I.) s t i t, il t i o n s 1 1 o i ri o ̂ •e ri c s

•fi\ - . : - : - arii -!- l ) - s \ ^

YJ^ =:: c r i l -+- dr\.^

ou ad — bc •=. i. Le lecteur trouvera bien aisément les modifications
qu'il faut faire subir aux énoncés précédents.

A un. de l'Ec. Normale. 30 Série. Tonie V î . — JANVIEK 1881). ^
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6. Comme ce travail a surtout pour objet l 'étude des transforma-
tions réelles, il est essentiel de rechercher comment on doi t preridre
les coefficients a, b, c, d, l, m, p , q pour que les coeff icients de la
substitution orthogonale (16) soient tous réels. Supposons, ce qu i ne
restreint pas la généralité,

ad — bc = Iq — rnp := ï,

et posons, pour abréger,

' ac!
dl

a/n -4- cq
bl

dq
al

bq
ap

— cm
-bp

-{-dp

— bm
~ cp

-(- dm
+cl

=P-i»
=^2»

== iv^
= iv^

=pi,

= 9^

= lir^

==/7Ta,

ap

^

al
bm

cq
dp

aq
bp

—
^

-\-CP =^3,

"+-

—

—

~|-

-4-

cl
dm

dq

am
bl

cm
dl

=^3,

= [J^ ;

= v!, ;

==p3,

=P4;

= TT;,,

-:::: 7T,.

C^)

1
1 ap -4- cl

Les formules (18) pourront s'écrire, en prenant A

(î8bis)

2ai=
20:3==

2^=

204==

^+

^H-^
^^3-

î(^-

^,

p-o»
^•l)»

a(3i==

2P2=

2?,=

2P,=

t

('(

^ 1 — — —

^3+

^3—

^4-

^s)»
^î
^,0,
^2»

2y,=
?.-/2:-=
2 7»=
27,=

'(pa"

(•(?,.-

pl+

ps-h-

P/.),

P^),

PS,

F'"

23i:^.

,̂ •:•::.:•::

2 Ô^ "•1-:,::1

20 :̂:.....

/ ' (Tr; ,"1 1 1 1-
- (TTr-l-

/(Tri-
7r;; .̂...

Pour que tous les coefficients a,, ?,, -y^ ^soient réels, il faut , donc
que l es quant i tés

(^^)> (^,P-4), (^l,^), ( ,y3,^)> (pi,?,), (?:„?„), (T:i,7T,), (7:3,7:,)

soient imaginaires conjuguées deux a deux, cl cette c o n d i t i o n néces-
saire est d'ailleurs suffisante. On peut donc écrire

E4-F<, 0^4- f7?~"K.,+î,^', a/ff,-}- cq:^—cm==:A,+Bî, ap— cl=:
dl— bp-zz.A.—lïi, bq—dm-=:,

1 ff<7+cw=C-|-î)^, ap-+- cl=
[ bp^r ^=C~H bq-\~dtn^

E - F^ bm 4- </y :::::.: K^ - L/, hl •4- ̂  :
II + G /, al -— cp -= M -|- N (, c/y ••••- am •:

• — H 4- G i, dq — ^/?i ï::: M — N i, dp ~ h l :
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A, B, C, D, ... étant réels. On en t i re

laq == A 4- C 4- (B 4- ï))^ ^ap ~=. E -t- II 4- (F -h G)^ ,
2cw =: C — A -h (D — B) i, 2c/ = II — E -t- (G — F) /,
idl = A -h C — (B 4- I)) i, 'i bq = E — H. 4- (G — F)/ ,
2 bp = C — A 4- (B — ï.) ) i; 9.dm -= — E — H 4- (F -i-- G ) /;

( 2 1 )

2 al = = K - { - M - l - ( L 4 - N ) ^ -îam-=— Q — R -t- ( P — S ) ^
^cp •= K — M -i- (L — N) /, 2cv/ = R — Q 4- (P -+- S) /,
2 dq "= K -ï- M — ( L -4- N ) /, 2 dp = Q + R 4- ( P -— S ) /',
2 ^ ^ = = K — M I — ( L — N ) / ; 2 / ^ / =: Q — R-+- (P -\-S)l;

les quant i tés
(aq, dl), {cm, bp), {al, dq), (07, bm),

(ap, — dm), (c/, — bq), (am, — dp), (cv/, — bl)

devront être imaginaires conjuguées deux à (Jeux. Ori en déduit aus-

sitôt que a. et ^ doivent être conjuçuées, ainsi que b et -^ / et 7, m-a a v J 1 C b q l p
p .

et ^; ce qui exig-e que les deux termes de chaque quo t ien t aient le
même module. On aura, par exemple,

a = R e^, d == R e1'0, l -: re^, q = re1^,

c = W e^\ b :-. R^ e^\ p =-. r' e^', m -=. r' e^1.

Les relat ions (21) se réduisent aux suivantes :

9 -l- ^ -[- G) 4- 0 .=.: 2 krc,
^ + ̂  4- ̂  -t- 0 ' = 2/^71,

(p + c,) 4- (7 -t- .V =- ( 2 //.// + ï ) 7T,

A, h\ h" désignant des nombres entiers. D'un autre côté, la relat ion
ad— bc = ï dev ien t , en tenant compte des formules précédentes,

e''^^)(R^~ï{^)=:î;

il faudra donc que 9 4- œ soi t un m u l t i p l e pair de TC, a i n s i que ^ 4- 0,
et que ^ 4- o/ et ^ 4- 0' so ient des rnu l t ip les impairs de TC. On en con-
c lu t que a et d, b et — c, / et q, m et — y devront être conjuguées. In-
versement, si ces cond i t ions sont rempl ies , les valeurs des coefficients
a/» (^ T^ ^•, fournies par les formules (18), seront réelles, sans qu' i l
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soit nécessaire de supposer ad^- bc = Iq - ̂ y = i. A.insi, on oinicni
toutes les substitutions orthogonales droites à co^cimis réels w pn-iiani
toutes les substitutions de la forme

, _ cru -4- b ../_ le, -I" /^
fj ~" 7^'^î^ ^ ~ ^o — ^.c^

^o» ^o» ̂  ^o Àa/u/^ imaginaires conjuguées de a, b, f, m..
Remarquons que la forme particulière des subs t i tu t ions a l a q u e l l e

nous sommes conduits est précisément celle (pi conv ien t ' aux rota-
tions réelles d'une sphère autour d'un diamètre (1). Celle remarque
nous sera très utile dans la suite. I / indéterminsit ion p rovenan t du
double signe devant le radical \/ô^ xlans les formules (ï(^ et (i <S) peu t
se lever aisément, sans qu'il soit nécessaire de supposer o ̂  ^ == ï .
Ces déterminants aa^ + bb^ //o +w^o étant réels et pos i t i f s , on. con-
viendra, par exemple, de prendre pour le radical la v a l e u r a r i t h -
métique.

Si l'on suppose que les deux variaMes T] et S suhissent la même
substitution l inéaire, c'est-à-dire si l'on prend

/ =: a, m •=. h, p -.-;: c, f/ = </,

les formules (18) deviennent

a ( = = i , 02=0, c<3=o, ^ :•..::1 o,

__ — l̂̂ l̂ r1"" cî ""!" ̂  p ~~ ̂  + cli ~" lr ^ H ï l } p " " " i ( n h i i ' [ " " <'<h
^ =: 0, ^â - ^^^^~-', p;, ~ • ——..^^^^^^^^ , ;,,, •-,:•; ^,.^.-^^ .^^^..-

^^.2 ̂  ̂ 2 ..,„ ̂  _ //2^ ^ ^2 ̂  ^"2 ,.„.„. //.{ ,......, ̂  ^^ ,, „ ̂
y^ =: 0, . /a = ~-^^-_^^^ y^ =--. ~ .̂.-^^ .̂_....̂ .̂ ^v.....-- , y^ ..„..:: ̂ ^^_^^ ->

^ ^ i(ac--\-bd} ., bd—ac „ d / ! - \ - f x 'Oi=:o, Oo ==——,——,—ï r)^-^'-———^ r^ ::::: ,^ „ ,
" ciel — bc ad — bc «d ffc

On retrouve les fbri'nu.les bien connues qui représentent l e scoe fT ic - i en I s
d 'une subst i tul ion orthogonale à trois variables, et q u i sont é q u i va-
lentes aux formules d 'Ol inde Kodrigues.

Une sul 'islitution ortls.ogon.ale gauche résul te d 'une subs t i tu t ion
droite suivie de la subst i tut ion particulière

U\ =: — U.^ IJa = U^ Uît == f,<.(, 'U/, ••= ^4,

( t ) DARBOUX, Leçons sur la t/icone générale des surface.^ t. I, p. 36; îHHy .
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(j'ue l'on obtient 011 échangeant Y] et, $. Par suite, ofi aura ((niies 'les
substitutions orthogonales ^'aucfies à coefficients réels en prenant ioîiles
les substitutions de Ici forme

, _ a'c -4- (> .,, _ l-n -~\- /H
a^ — h^'c, 1" /o — / ^ / o ^ 5

a^, 6(p /(.,, 'm^ éteint les i/nagî/iaires coîtjuguées clé a, b, /, / / i .
Rêverions maisitei iantaux fcransfbî 'rnal ions iso^oîiaJes de l 'es j îaee. La

s u l) s t i t. il t i o ! "î }.) a. r l i c u 1 i e r e

[j'^ ̂  _ n^ IJ^ = — //^,, [J^ :=: — ^, Ur, -•= — ^^,

(léfinil, comme on s'en assure aisément, une inversion par rapport h
la sphère imaginaire (S'). Je dirai encore ((lie deux (,ransfornia(,ions
sont opposées quand, en faisant suivre l'une d'el les de1 l'inversion
précédente, on obtient la seconde. Nous pouvons alors énoncer les
propositions suivantes :

Toute substitution de la forme

,_ an -!•"- h ^ _ /c -\- f/f
a^ — b^-f] ' '' /„ -- / / / „£ '

où a^, 6(p /„, m.^ sont les miaginaires conjuguées de a, I), /, w, fournii
deux transformations droites réelles et opposées.

Toute substitution de la forme

, ne -h- h ... l-n •••}- i / f
Yj --::• .-..-..—— ̂ —— , ^ —: ——_„.„..,.„, ,

<•/(, — O^c " /„ — /ff^'d

ou ^(p /^p /(p /7Z(, ,yo/u .̂ç irrui^'inaires conjuguées de a, b^ I, m, fournil.
deux transf()rmations gauches réelles et opposées.

On ol)tient par ce procédé toutes les transformations tso ̂ anales réelles
qui font revenir sur elle-même la sphère imaginaire ( ^ " ) .

Remarquons encore que l'nne des It 'ansformations droites fournies
par la substitution

r/ — .,̂ .,±.^„.,,, ^ — JïA.±.A...
r/o •-— />y ri " a^ •— h^ c

se réduit à une rotation autour d'un a x e passani par l'origine.
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7. Avant d'aller plus loin, je rappellerai les pr incipales d é f i n i l i o n s
empruntées à la théorie générale des subst i tut ions ( i) . Une subslitu-
tion d'une nature quelconque, opérée sur une ou plusieurs quant i tés ,
sera désignée d'une manière générale par une des lettres S, T, [J,
V, .... La substitution

[>;/(,s)] OU [>,j;/(^, j), cp(.r, y)]

sera l'opération qui consiste à changer z en/(s), ou celle qui cons is te
à changer x et y en/(.r, y) et îp(<r, y). L'opération inverse de \z ; f(z)\
onde S sera représentée par f s ; /"l(2;)] ou par S~1 ; le p rodu i t de
deux substitutions est l 'opération qui consiste à faire successivement
ces deux substitutions. Un système de subs t i t u t i ons forme un groupe
si la substitution inverse d 'une subst i tut ion du système et le p rodu i t
de deux substitutions quelconques du système f a i t également par t ie du
système. Un groupe A est isomorphe à un autre groupe B, si à ( .ouïe
subst i tut ion de B correspond une et une seule subs t i tu t ion de A cl de
telle sorte qu'au produit de deux, subs t i tu t ions de B corresponde le
produit des deux subs t i tu t ions correspondanles de A. Si B r^s t égale-
ment isomorphe à A, les deux groupes sont isomorphes entre eux et
risomorphisme est hoioédrique; au t rement il est rnëriédru/ue.

Nous pouvons déduire de ce qui précède des exemples de ces deux
espèces d'isomorphisme. Considérons le groupe B des hu i t subs t i tu -
t ions orthogonales

\U^ U.^, U.^ ,̂; U^ ± U.^y ± U.^ :±:///, [ ;

à ce groupe nous pouvons faire correspondre, d'après le paragraphe (^),
un groupe A formé des hu i t substitutions

\'n, ^; £•/}, £$ | , ]•/ ] , Ç; Ê^ en \, ^ e e
y1' ç; ~n' l

.. E £
Y^ ^; ï ? -

^ ^

o ù c = = = b i . Le groupe A est évidemment isomorphe au groupe B et,
comme les. deux groupes sont du même ordre, l ' i somorphisme est ho-

(^SEIIRET, Traita d'Algèbre supérieure (Paris, 1879). — C. JOHMN, J'mUc des mh-
^itutiofu et dcf; équations algébriqucff (Paris, 1880). — WALTHEU DÎCK, Grappcn-
theorctischc Studicu (Mathcmaûschc Â/malcn, Band XX et XXÏÏ.)
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loédrique. Au contraire, prenons le groupe B' des seize subs t i tu t ions

| U^ Z/2, ^/3, M,,; ±^i, ± U^, ±: {/s ±: / /4| ;

le groupe A est encore isomorphe au groupe B', mais r isomorphisme
est mériédrique.

Désignons par TS le p rodu i t des deux, subs t i tu t ions S et T, la subs t i -
tut ion ï étant effectuée la p remière ; en généra l , les deux s u b s t i t u t i o n s
TS et ST sont d i s t i nc t e s . Si l 'on a

TS = ST,

les subst i tu t ions sont di tes permutables. Dans le cas général , on a

TST-"1 -== S',

S' désignant une subs t i t u t i on dii ïérente de S, q u i est appelée la trans-
formée de S parT; les s u b s t i t u t i o n s S el S' sont semblables. Si l 'on
prend les transformées par T de toutes les s u b s t i t u t i o n s d 'un groupe G,
ces nouvelles subsl i tu l ions forment encore un groupe G', qu i est sem-
blable à G et qui se confond avec G si la su l . ) s ( , i tu l ion T fa i t p a r l i e d e G .
Il est c lair que deux groupes semblables sont isomorphes en t re eux.
Un groupe G- est d i t permutable à u n e s u b s t i t u t i o n T, si le groupe t rans-
formé de G par T coïncide avec G.

Soit g un sous-groupe de G; ce groupe est appelé sous-groupe dis-
tingué s'il est permutable à toutes les s u b s t i t u t i o n s de G'. Un groupe
quelconque cont ien t toujours deux, sous-groupes d is t ingués : le groupe
lui-même et le groupe qui. se compose de la s u b s t i t u t i o n i d e n t i q u e . S'il
n'en con t ien t pas d'autre, il est dit simple; c'est un groupe compose dans
le cas contra i re .

8. Soient C, (7 deux cercles s i tués dans deux plans rec tangula i res
P, P', qui se coupent su ivant la ligne des centres 00'(fig- i), et tels q u e
les points a ' , b' soient conjugués ha rmon iques par rapport aux po in t s
a et b. Les deux cercles G, G' seront appelés conjugués. Il est c la i r que
le cercle G admet co2 cercles conjugués passant par deux poin ts fixes
imaginaires sur la perpendiculaire au plan P menée par le po in t 0,
points qui sont les centres des sphères de rayon n u l passant par le
cercle C. Les cercles conjugués du cercle C peuvent aussi être consi-
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dérés comme les trajectoires orthogonales des sphères passant par C;
deux sphères quelconques passant par deux cercles conjugués se cou-
pent orthogonalement. Il résulte immédiatement de ces propriétés que
toute transformation isogonale change un système de deux cercles
conjugués en un nouveau système de deux cercles conjugués.

Fîg. i.

0'

Les transformations droites les plus simples doivent résul ter de
deux inversions successives; comme, dans Phypothèse ou nous nous
plaçons, les sphères d'inversion doivent couper orlhogonaleiïieni, la
sphère (S'), ces sphères se coupent toujours suivant un cercle réel et,
nous sommes amenés à étudier en par t icul ier les transformations qui
proviennent de deux réflexions successives sur deux sphères se cou-
pant suivant un cercle réel. Soient (Si), (S^) deux sphères se cou-
pant suivant un cercle réel C sous un angle œ; soit, m un p o i n t quel-
conque de l'espace, (7 le cercle conjugué de C passant par m, (^) la
sphère passant par C et par m. Après les deux réflexions successives
sur les sphères (Z^) et (Sa), la sphère (Sa) est remplacée par une
sphère'(£4) passant par C et coupant la sphère (£3) sous on angle
200; quant au cercle CY, qui, est orthogonal aux deux sphères (2^) et
(S^), il est conservé par ces deux réflexions. Le po in t m\ image de m,
se trouve donc à l ' intersection du cercle (7 et de la sphère .(2,). L'opé-
ration précédente peut donc être définie sans faire in te rveni r les sphères
(2i) et (Sa); ces sphères ne jouent qu'un rôle auxil iaire et peuvent
être remplacées par tout autre système de deux sphères passant par C
et se coupant sous le même angle œ. Cette transformation présente,
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comme osi voit, beaucoup d'analogie avec la rotation autour (Func
droite D, les plans passant par I.) étant rcrnpiacés par les sphères
passant par C et les parailéies par les cercles conjugues de C; pour
abréger, j'appellerai celte traiisibrination une rotation clutonr du cercler.
On pourrait d'ailleurs étendre sans diftieulté la construct ion au cas où.
le cercle G est imaginan'e.

Soient S et T deux iransforisiations isogonales de l'espace; la trans-
formation TSÏ^^S' sera une transformaùon de même nature, sem-
blable à S. Il est clair que toute transibriîiatioîi semblable à une in-
version est une inversion; ceia résulte, si Fou veut, de ce que deux
points symétriques par rapport a une sphère sont caractérisés par celle
propriété que tout cercle passant par ces deux. points est orthogonal
a la sphère, d'inversion. De même, toute transforinalion semblable

- à une rotat ion d'un angle co autour d'un cercle est une relation d'un
angle co au. tour'd'un auù'e cercle.

(). Au moyen de ces remarques, on peut décomposer très simplement
toute transformiilioî! de respcce considérée en une suite d' inversions.
Cherchons d'abord la condit ion pour que la sishsùtution

„ ac -\-- h 1-n -|-- ///."]r^ ^ ; ;;.1- • • i - - - - . -—- ,
c^ -h fi f^'n . 1 - 7 J

qui caractérise ime transfornialion gai ic î je , déf inisse une inversion. La
subst i tut ion orUiogonaIe qi.ii caractérise une inversion doit admettre la
période 2; il en sera évidemmcnl de même de la substitution précé-
dente, ce qui exige que les deux subsùtut ions

lr,h-\
^Ï(';YJ -•}- d| <;Yj h ^J j f)-f\ -I- < {

soient inverses l'une de l'autre. On pourra alors supposer

/ •:::::.. — (7, m •~=. hy p r..;; c, y ".- -— a,

et la substitution précédente s'écrira

^ ^^ ,„„}„_ j ) /^...— f{-^
^ ? ' " î ce, - l l l-" d en "— a

Ann. (h: l 'Rc . Normale. 3e Scr i^. 'ÎOnut V î . — JANVU.K i88(j.
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Inversement, à toute substitution de la forme ('22) correspond u n e sub-
stitution orthogonale qui reproduit identiquement tout système de va-
leurs (^i, u.^ u^ u ^ ) vérifiant la relation

(a -+- cl) ii^ + (c -— 6) lu 4- i{c -h- b) u^ + f'Ça — ^) ^4 == o ;

on le vérifie immédiatement au moyen des formules ( iG) . Par suite, la
transformation quadratique correspondante ne change aucun po in t de
la sphère

(28) (a + d) (^ -4- y2 -h z2 — i ) -(- 2 [(c — b} x -h i{c + ̂ )y + i(a — ^/) ̂ ] — o ;

c'est donc une inversion par rapport à cette sphère. Je d i ra i , pour
abréger, que la sphère (2.3) correspond à la substitution

rt;°^-;i.[^mL ' cs+<)
A toute substitution linéaire de celte forme on peut (lonc associer

une sphère orthogonale à (S'); pour que celte sphère se réduise ;> un
plan passant par l 'origine, il faut et i l suffit, que a -+- d== o, c'est-à-dire
que la substitution considérée soit de période 2.

Prenons deux sphères (S,), (S,) orthogonales à (£'), ayan t pour
substitutions caractéristiques

[?;?(?)], l:ç;'-p(OL
et soit (Sa) la sphère symétrique de (S,) par rapport à (ï,,,), qui est,
orthogonale comme les premières à (S'). Proposons-nous de'trouver la
substitution caractéristique de (S;,). Il suffit de remarquer pour cela
qu'une réflexion sur(S;)) équivaut à la suite de trois réflexions succes-
sives sur (Sa), sur (S.) et sur (2^). Cette inversion correspond, par
conséquent, à la substitution linéaire

[Yl, ê; ^(CP-'WO)), ^-'(P^-1^)))];

la subst i tut ion caractéristique de (£3) sera donc

[Sî'Hy-'WÇ)))].
Si les substitutions ['(:; sp(î:)], ['(; +('0.1 îont partie d'un groupe G, la
nouvelle substitution fera encore partie de ce groupe. A tout groupe
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de subst i tut ions l inéaires de celle forme, on peut donc rattacher un
système de sphères orthogonales à la sphère (S'), jouissant de la pro-
priété suivante : Etant données deu.v sphères yuelco/u/ues du système,
la sphère symétrique de l'une d ' e l l e s par rapport à l'autre fait encore partie
du système. On, au ra i t encore un pareil système de sphères en p r e n a n L
toutes l e s - subs t i t u t ions d'un groupe de période 2; mais ces sphères se
réduisent , comme on l'a vu tout à rhcure , à des plans passant par l 'ori-
gine. Si. le groupe considéré est d'ordre f i n i , on sera c o n d u i t à un sys-
tème composé d 'un nombre l i m i t é do sphères. Nous r e v i e n d r o n s p lus
loin sur ce sujet:-.

Soil m a i n t e n a n t S une s u b s t i t u t i o n droite orthogonale et réel le à
quatre variables, et soit

l:̂ ; 9(^)^a):l

ta substitution correspondante de la forme (A). Cette substitution peut,
comme on. sait, être miso sous la (orme

'•f>-a n.:-. ^iz- ^-c
Yj ..„„..„ ( ) ^ ............. (f/ ^ .„..,„, ^ ^ .......... ^(

OU
nh^ ::= cd^ == -— i,

0 et y étant réels, et ^,, (l^ désignant les imaginaires conjuguées de b
et de d. Désignons par T la. substitution orthogonale droite qui corres-
pond à la substitution linéaire

r ;_ ^i'z:.'^ .̂:r:A..,1.
L i î ^ î a^ +I î c^ + 1 ]

subs t i tu t ion réelle, comme il est aisé de s'en assurer. La subst i tut ion
sembla,!) le a. S

TST-^^S'

correspondra à la substi tut ion linéaire

[rj, ^; e^n, e1^].

Pour avoir les coefficients de la substi tution S', nous ferons, dans
les formules (16),

a =: c^"°, b =: c ==o, d =: j,
/ :.•= e1-^, m =•;; p :== o, (f ".= i ;
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elles deviennent, en choisissant convenablement le si^ne,
ee . 9 .— — Us, s in T--Ui --=: u^ cos -

2

^ „„. o
tL -== (Ci sin. co — 0

— Œ -4- (9 . ® -i- O
Ua ::.= ^2 COS -——— — ^3 S1H -r——— ?

,.-.,. . 0 - 4 - 0 o -I- ^LLs -== ^3 s in -——— -(- ^3 cos —-— -

(a4)

Ces formules mettent en évidence le théorème suivant :
Le déterminant de toute substitution droite orthogonale réelle'à quatre

variables peut être ramené à la forme canonique

(^)

COS&)

s in G.)
0

0

•— sin^)
cosc»)

0

0

0

0

cosr,/
sin^/

0

0

-— s in ci/
cosr,/

Comme les angles 0 et y ne sont déterminés qu 'à des m u l l i p l e s près
de 2-ïT;, les angles œ et a/ de la subst i tut ion ( ^ " ) admet tent deux sys-
tèmes de valeurs (co, oj') et (oj -+- ̂ , o/ "h rc) ; on retrouve a i n s i les dw\
substitutions orthogonales qui correspondent à la subs t i tu t ion

[rj, Ç; e^ri, e^^'}.

En particulier, la substitution [a,; —^.1 s 'obtient en prenant
CO === OL)' === TC.

La substitution (24.) peut être décomposée en deux substi tut ions
permutables

1 Ug == u.^ cos • • e . © -(- /9—. —— ^ g-in T.,,...———^
2

- '9 ç -.).- 0
— -S- M y COS '——•••-7

(26)
Ua --= u^ sin •

Ui === u^ [J^ =: ̂ ,..;
rT ^0 —— (5 © —— 0Ui = Mi ces ——- — u.,, s in -——-,

(^7) o — 9
î +^COSÏ-^——,U^ == ^/^ sin - ï——

l Ua == î<;3, (J^ •=:: //̂ .̂
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Revenons aux coordonnées x, y', z , X, Y, Z ; les formules précé-
dentes deviennent

/ X == x ces <<) — y si n G),
( 26^ ) ' Y === x si n G.) -|~- y co s G) ,

f Z-=,^

(^ /)

y _ ___

Y =:

y __

( .Z.-2 4- J'2 -1- -32 ) ( 1 — COS G/ ) 4- '2 S SJ ri (ï)' 4- I 4- COS O/

9. -y
( .Z-2 -h j2 "4" ̂  ) ( .1 — COS G./ ) 4" 2 ̂  Si tî GJ' 4- I. 4- COS o/

(',-y;2 -,-}..- yZ ̂  z2 —— ï ) 8111^/4- 2 S COS^) /

( ̂ '12 4- J-'2 4- 52 ) ( I, — COS r// ) 4" '2 -3 sin G)/ 4- l 4- COS o/5

OU
.„„ 9 -h <9 ., „ o

La pî'einiere sul)stilution définit une rotation (l'un angle c,o autour
de0^ ; quanta la seconde, il. est aisé de vérifier directemeni qu'elle
définit une rotation d'un an^le co' autour du. cercle

-3 :.::= o, a'^ 41-1- ^y2 -h z'^ — ï ! , : - , o.

On peut encore s'en assurer coinrnc i l su i t . Faisons dans les f o r m u l e s
générales (24) ^ === — 0 == (î)- On aura oj = o, et la t r ans format ion
(27)' correspond par conséquent à la subs t i tu t ion l i n é a i r e

K l } ' t ( ï ) ' 1
;n, ^ ^r.^ ^c\,

qui est elle-même équivalente à la suite des deux substitutions

I I tu' i d ) '

ri, ^; e <2 ^ e ïi rj _ , [r^, ç; i:, ïj].

La première d é f i n i t , nous l'avons vu, une inversion par rapport à la
sphère

2z cet y •+- ••'y2 + y2 "+• z2 "•- ! -^ ̂

et la seconde une inversion par rapport à. la sphère (S). Ces deux
sphères se coupant suivant le cercle G, qui a pour équations

r= o, ,^2 4- y2 4- -s2 — ï =• o,
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la résultante des deux inversions est bien une ro ta t ion autour do ce
cercle. '

Le cercle C et l'axe Oz forment év idemment un système de deux
cercles conjugués orthogonaux à (S'). Si nous revenons m a i n t e n a n t a.
la transformation S considérée, nous pouvons énoncer la proposit ioli
su ivante :

La transformation isogonale droite la plus générale qui/au revenir sur
elle-même la sphère imaginaire (2' ) résulte de deux rotations autour de
deux cercles conjugués C, C\ orthogonaux à (S/).

Les cercles C, (7 seront appelés les cercles principaux de la. transfor-
mation ; ils sont analogues aux pôles du diamètre fixe dans la ro ta t ion
d'une sphère autour d 'un de ses diamètres. Mais i l f a u t remarquer
que, dans la transformation, ces cercles ne sont pas fixes et. q u ' i l s
glissent sur eux-mêmes. Comme une ro ta t ion résulte elle- 'môme de
deux inversions, on peut encore énoncer le théorème su ivan t :

Toute transformation isogonale droite qui/ait revenir sur elle-même la
sphère (S') est équivalente {et d'une infinité de manières') à une suite de
quatre inversions, les deuoc premières spfiêres d'inversion étant orthogo-
nales aux deux dernières.

Une transformation de cette espèce ne peut, pas en général être1

remplacée par deux inversions, car elle se rédui ra i t a une rotation
autour d'un cercle. On vo i t en même temps, d'après les développe"
mentsqui précèdent, quelle est la condition pour que la subs t i t u t i on

h, ç; cp(rj), ^)]

corresponde à une suite de deux inversions. I l faut et il suffit que les- . . «/ jj i
substitutions linéaires

[^ 9«L [^ 'KO]
aient les mêmes multiplicateurs.

Les raisonnements qui précèdent ne s 'appliquent plus à la substi-
tution droite [u,; —• u,] qui déûnit une inversion par rapport à la
sphère (S');'Cette transformation peut être remplacée par deux rota-
tions de TT autour de deux cercles conjugués quelconques orthogonaux
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à (S'). Les transformations droites se classent d'après cela en deux ca-
tégories, su ivant qu'elles résu l ten t de deux ou de quatre invers ions.

Soit m a i n t e n a n t U une transformation gauche déf inie par une sub-
s t i tu t ion de la forme

;, ai 4- b l'n -h /n~\
^ ^ cf+d' ^-"^"^J;

soient a et jî les points doub les de la substi tut ion
~~ l-^ 4- /r/ ""

a ———~ -|- h
pr,^ff _^ .̂̂ .̂  ,

c --11-—— +• dpn -..(- cf

et y, o les points doubles de la substitution

r ,a^^b "•]a / ..-,̂ ..,, +,;/, i
1 . ce. •+• d B^ ; ̂  ^

"+- 7

I.a substi t i i t ion écr i te p lus i i au t pourra encore s 'écrire

r^LrLï, ir:..y. Ai^7, î r l̂»[^p5 ^.,^3^ ^-^o' ^ -p j

Désignons par T la substitution, orthogonale droite qui correspond à
la substitution linéaire

^ y, -.-. n y — c I•^, c , ——^ ,..—— ;[ .̂  a — 'n.,,,; __.^
I p

cette sul)s!j tution (^st encore réelle, car on a les mêmes r c l a t i o n s ' q u e
plus hau t

^^,=700-=— r .

I.a subs t i t u t i on TlJT'^^ir, semblable a U, sera d é f i n i e par une
subs t i tu t ion l inéa i r e de la (orme

r./, ':. /,»/'0? /••>/''? •/'j "i
L 'h c f u ^f w ' 'J»

ou. 0 et ^ devront être réels. Les formules ( ï6) nous donnent alors,
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pour la substitution orthogonale correspondante,

- o — Q . 9 — 0
Ul •===• — MI COS -'——— -h U ' , Si 11 -'-———— ?

,T . © ——— Ç C^ ——— 0l̂  =- ^i s in '—— -+- //t cos ^——•;

,. © -+~ Ç . C& -4- 0sjg == //^ cos J—— — ^3 siti ~——— 5

[J, -==. u^ s in - ^ ^ -{- ^
+ M.» COS J————"•

Les deux premières formules déf in issent une t ransformyt ion par
symétrie relat ivement à une sphère passant par le cercle

v
;̂2 -(-. yl ̂  ,

et les deux, dernières une rotation autour de 0^. En revenant à la trans-
formation U, on peut donc énoncer le théorème suivant :

Toute transformation gauche de l'espèce considérée peut être remplacée
par une rotation autour d'un cercle C, orthogonal à (S'), suivie d'une
inversion par rapport à une sphère orthogonale au cercle C et à la sp/iérfî
(£').

On voit de plus que toute transformation gauche peut être remplacée
par trois inversions, deux des sphères d'inversion étant orthogonales à la
troisième.

La forme canonique du déterminant d'une substitution, gauche or-
thogonale est par conséquent la suivante :

s.
0

0

0

0

~~l

ô

ô

ô

0

COS G)

s in G.)

0

0

— si HO.)
COS 03

II.

10. Imaginons l'espace ou une portion de l'espace divisé en régions
Ro, R^ .. , R^, ..., jouissant de la propriété suivante : lorsque le point
(^•o» Vo^o) décrit la région Ro, le point (.^,y,,-^.), qui se déduit du
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point (^o'Jo^o) ^ moyen d 'une transformation isogonale S/, décrit
la région K/. En d'autres termes, la région B^- se déduit de la région B()
par la transformation S^. En répélant les raisonnements employés
par M". Poincaré au début de son Mémoire sur les groupes fuchsiens
(Actci mcithernaucci, t. I, p. 12), on reconnaî t que : i° les substitu-
tions" So == i, S^ . . . , S/, ... doivent former un groupe discontinu;
2° les régions B.o» R. i» • • • » R^ - • • divisent l'espace régulièrement en
une infinité ou en, un nombre fini de régions toutes congruentes ou
symétriques entre elles.

La recherche des divisions régulières de l'espace en régions con-
gruentes ou, symétriques est donc ramenée à ce problème :

Construire Ions les groupes discontinus de substitutions linéaires orlho-
^onales à cinq variables.

Si, les t ransformal ions considérées conservent. une sphère 'fixe, nous
sommes condui ts à d is t inguer trois cas :

i° La sphère fixe est réelle; on peut supposer qu 'e l le se réduit à sm
plan, et le p rob lème revient en réal i té à la recherche des groupes
fu c h s i e n s e 11< I e i n é c n s.

2° La sphère f ixe se rédui t à un point . Supposons ce po in t rejeté à
l ' i n f in i ; on est condu i t à, la recherche des groupes de rnowernents, dans
le sens ordinai re do m o t ( 1 ) .

3° La sphère fixe est imaginaire . Nous supposerons que cet te sphère
fixe coïncide avec la sphère (S') qu i a pour équation

^ .4- y^- 4..,.. ^2 ^. )r ^_ Q^

D'après ce qui a été d i t plus haut , le problème revient lu i -même a
la recherche des groupes discontinus formés de substitutions linéaires
orthogonales à quatre variables. Soit G un pareil, groupe; d'après les
développements du n,° 5, i l y correspond un groupe discont inu G,,
isomorphe au •|)rernier, formé de substitutions de la forme (A) ou (B)«
Si le groupe G ne contient pas la substitution \u^ - — ^ / J ? G sera lui-
même isomorphe à. G< et 1,'isomorphisme sera holcédrique. Dans le cas
contraire, il sera inériédrique.

1 ) SCÎÎONFLIJES, Mtft/icmcitiv c/ie Âiinalen, Bd. 28 et 29.
Ânn. de l'Éc. yorm. 3° Séné. Tome VL — FjÉVRiEn 1889.
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Inversement, si Fon connaît un groupe G^ formé de substitutions
linéaires de la forme (A) et (B), on en déduira aussitôt un groupe
discontinu G de substitutions orthogonales auquel G^ sera mériédri-
quement isomorphe. Il pourra arriver aussi que ce groupe G ren-
ferme des sous-groupes d'indice 2, auxquels G, soit hoioédriquement
isomorphe. Je me bornerai, dans ce travail, à la recherche des groupes
d'ordre fini, c'est-à-dire au problème suivant :

Construire tous les groupes d'ordre fini de substitutions linéaires de la
forme

/ . . F ^ c^n^bi lil+m.^(A) ^ Ç, ̂ ^, ̂ ^j

ou de la forme

(B) L '-. ^lizL^, [ilzL^L'}.
L ' "' cï^ci'i ' prfi-^Yi J'

Ces groupes sont très nombreux, comme on le verra par l'énuméra-
tion ci-dessous. II est clair que nous ne regardons pas comme d is t inc t s
deux groupes semblables entre eux.

11. Je dirai qu 'un groupe est de la première famille, lorsqu'il ne
contient que des substitutions de la forme (A), et qu'il est de la se-
conde famille lorsqu'il contient à la fois des subst i tu t ions de la forme
(A) et des substitutions de la forme (B); un groupe quelconque de
la première famille sera désigné par H, et un groupe quelconque de
la seconde famille par K. II ne peut pas exister de groupe ne conte-
nant que des substitutions de la forme (B); car le produit de deux sub-
stitutions de la forme (B) estune substitution de la forme (A). Cepen-
dant, si le groupe ne contenait qu'une substitution de la forme (B),
telle que

f - aÇ + b — d-f\ -h- b " ]
[^ ^ ÏJTd' -^Z-^ J>

il n'y aurait également qu'une substitution de la forme (A)

[•^ ^ "̂  SL

et le groupe se réduirait à ces deux substitutions. Laissant de côté ce
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cas particulier, nous voyons que tout groupe K contient un certain
nombre de substitutions de la forme (A); comme le produit de deux
substitutions de cette forme est une substitution de même forme, on
en conclut que tout groupe de la seconde famille contient un sous-
groupe de la première famille, formé par toutes les substitutions du
groupe qui sont de la forme (A). Nous sommes donc amenés à résoudre
d'abord le problème suivant :

Construire tous les groupes d'ordre fini, formés de substitutions de la
forme (A),

[ ' r - a2rLJ^.l)i• îi-.JlZ Î
n7 ç ? C/YÎ -t-^/ pi'L "+-</J

Posons, pour abréger,

. / . arn "4- h{ l,'E~+-/nfy^)=^^ ^)^^^

i l est clair que toutes les substi tut ions

h;./WI

devront former un groupe d'ordre f ini G. De même, toutes les substi-
tut ions

[^ ?^):1

formeront un groupe d'ordre f i n i G-r Réciproquement, étant donnés
deux groupes G- et G-i, d'ordres m et n respectivement, si l'on combine
chaque substi tution de G avec toutes les subst i tut ions de G, respecti-
vement, on obtient un groupe H d'ordre mn, que j'appellerai groupe
complet; mais il s'en faut de beaucoup qu'on obtienne ainsi tous les
groupes H d'ordre fini . Supposons, par exemple, que les deux groupes
G- et G'i soient hoioédriquement isomorphes; si l'on associe à chaque
substitution de G la substitution correspondante de G.,, il est clair
qu'on obtiendra un groupe H de même ordre que G et G^ On est donc
conduit à traiter la question suivante : Étant donnés deux groupes
d'ordre fini G et G^ de substitutions linéaires à une variable^, associer de
toutes les manières possibles les substitutions de G à celtes de G^, de façon
à former un groupe H.
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Ce groupe H contiendra un certain nombre de substitutions de la
forme

[n, ̂ ; Yi, 9^(0];
les substitutions

[S; ?À-(O]

formeront évidemment un groupe ̂  identique à G < ou à un sous-groupe
de Ci. De même, le groupe H renfermera un certain nombre de substi-
tutions de la forme

[•^; /)(^£],
elles substi tutions

[ri;f,W\

(ormeront un groupe g , contenu dans G. Soient m, n, (x, v les ordres
respectifs des groupes G, G ^ , g^ g^ Si l'on combine de toutes les ma-
nières possibles une substitution de g avec une substitution do g^ on
obtient on groupe h, formé des substitutions

[-/î, Ç; /y(rj), 9/c(0] (,/==r,a, . . .,p.; /cr= î , 2, . . . , v )

et d'ordre pv. II est clair que le groupe h est contenu dans H, el:, si Pon
désigne par M l'ordre de H, on, aura

M^î)^,

D désignant un nombre entier. J'appellerai h le sous-groupe comptât
principal de H.

Il est aisé, d'après cela, de se rendre compte de la composition du
groupe H. On voit d'abord que toute substitution de G est associée
dans H avec v substitutions différentes'de G^ , et v seulement. En effet ,
si H contient la substitution

r 'r arl "")"" ^ /ç 4- w-'i
[T]? ^ c'yTÎ^5 TI'+'yJ5

il contiendra aussi les v substitutions

r./-) ' ç . ^ - ^ b /9^.(^)"+-w1 / ,^,,,^^, ̂ ^^^J (^,^.,..,.),

qui sont évidemment distinctes. De plus, le groupe H ne cont iendra
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pas d'autre substitution où figure la substitution
r a-n^b-\
^ ̂ -^j

du groupe G. En effet, une telle substitution pourrait s'écrire

[ .̂  a Y] + b /7r(i;) -4- m")
'/1 « C î ~————————————————; 5 ————————.—————————————— y

" cn~\-d p r c ( ' ^ ) - [ - ( / ]

-n:(^) désignant une fonction l inéaire de Ç différente des y/^); par
suite, le groupe H contiendrait la substitution

[y], ^; •/], 7r(^)]

et le groupe ̂  la substitution [^ ; î c (^ ) ' j , contrairement à l'hypothèse.
On verrait de même que chaque subst i tu t ion de G, doit f igurer dans H,
associée à (x subst i tut ions différentes de G, et à p- seulement. On aura
donc

M ==: ni^ =- n. [j.y
et, par suite,

rn =:: î,) .̂, //, —,:: I) •'; ;

les sous-groupes g et g^ sont par conséquent de même1 i n d i c e dans les
groupes G et G-i . De plus, g et ff^ sont des sous-groupes clislingiiés.
Soit en effet T une substi tution quelconque de G, T une subst i tut ion
correspondante de G,, S une substi tut ion quelconque de ^ et S' une
substi tution quelconque de /^. Le groupe H cont iendra la substi tu-
tion obtenue en, associant les deux substi tutions correspondantes

TST--1, rs'cr)-1

effectuées respectivement sur les variables r\ et ^. Comme on peut sup-
poser que S' se réduit à. la subst i tut ion ident ique f ^ ; ^], on voit que
la substitution TST"1 doit appartenir au groupe g, c'est-à-dire que ce
groupe est permutable à toutes les subst i tut ions de G. On verrait de
môme que g•^ est un sous-groupe distingué de G-^ , et par suite h sera
un sous-groupe distingué de H.

Il faudra donc que les groupes G et G< admettent deux sous-groupes
distingués de même indice g et ^. Si ces deux sous-groupes se con-
fondent avec les groupes G et G,,, l'indice est l'unité, h se confond.
avec H, qui. est alors un groupe complet. Si, G et G^ sont isomorphes
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hoioédriquement, on peut supposer que g et g^ se réduisent à la sub-
stitution identique; c'est le cas qui a été considéré plus haut. Il
pourra arriver aussi que l'un des groupes g et g-^ seulement se réduise
à la substitution identique, comme on le verra plus loin. Considérons
le cas général où les sous-groupes g et g^ sont d'indice D. Les substi-
tutions de G et de G^ pourront être groupées dans l'ordre ci-après :

G

i
Ti
Ï2

TD—I

l

T'i
T,

T't,-,

S,
T,Si
TA

T i ) i Si

s'i
T. S,
T. S,

TI)-.I&^

S.2

T,S,
TA

Tu-iSg

S,
Ï,S,

T ' Q/a ^ a

rp/ ( , '
A l ) i D ̂

. . . bp^ i

. . . 1 i b(J,,.-i
rp q. . . i â0p,-i

Al)-lb(J,..-i

S; / ,
rp' ( . /

. . . A ^ 0<^»i
mr (,./

. . . A ^ Oy—l

ÏJ[)^,1 S^,»l

Gl

On forme ces Tableaux comme il suit. Sur la première ligne de G on
écrit toutes les substitutions de g et sur la première ligne de G < toutes
les substitutions de g,. On prend ensuite pour T, une substitution
de G ne faisant pas partie du groupe g, et pour î[ une subst i tut ion
de Ci qui doit être associée à ï\ dans le groupe H. On prend ensuite
pour Ta une substitation de G n'appartenant pas aux deux premières
lignes, et ainsi de suite. D'après ce qui a été dit plus haut, on ob-
tiendra le groupe H en associant une substitution prise dans G avec
les v substitutions de G, qui appartiennent à la ligne de môme rang
que la substitution prise dans G. En opérant ainsi, on obtient bien un
système de Dp substitutions de la forme (A); tout revient à exa-
miner à quelles conditions ces Dp substitutions forment un groupe.

Soient T,Sp, TyS^ deux substitutions quelconques de G, T^, T^
deux substitutions du groupe G^ qu i doivent être associées respec-
tivement aux précédentes dans le groupe cherché II,

To=So^
(z,y-=o, 1 , 2 , . . . , D — J ) ,

(<7, îî7:=0, f ,

(p, 7T=:0, I, 2, . ., p.— r ) ,

, ..., V— î).
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Le groupe H devra contenir aussi les deux substitutions associées
T O m Q rnr cf np/ ç _ f
. . ^ O p A y O T C ? • l•^^<7•'-/ l '5OT•

Supposons en particulier o- = CT == o; la seconde substitution se ré-
du i t à T^Ty, c'est-à-dire à une substitution déterminée du groupe Go qui
appartient par exemple à la A^"^ ligne. Il faudra donc que la subs t i tu -
tion de G

T Q T (SJ (Dp ,! y & T C

appar t ienne toujours à la même ligne, quels que soient les indices p
et TI:, pourvu que i Qtj restent les mêmes. G'est en effet ce qui a l i e u ;
le groupe g étant permutable aux subs t i tu t ions de G, on a une rela-
t ion de la forme

T/^SpT/^Sp- ou SpT,==T,Sp',

et la subst i tut ion précédente peut être remplacée par la substitution

T/T/Sp'b-n:?

qui appart ient à la même l igne que la substi tut ion T/Ty, quels que
soient p et ir.

Ainsi, quand on combine une subst i tut ion de G appartenant a
la y^"1116 l igne avec une subs t i tu t ion appartenant à la y"111"0 l i gne , la
substitution résultante appart ient à la À^""1, h é tant un nombre entier
qui dépend seulement des nombres i et /. Si, pour abréger, on repré-
sente par ( i , j ) le rang de la ligne à laquelle appartient la substi tut ion
T/r/, on aura T)2 relat ions de la forme
(28) (/,./)= h.

Ce qui. précède s'applique aussi au groupe G^ : si l'on représente
par ( i , j ) i le rang de la l igne à laquel le appartient la subst i tu t ion
T;T., il faudra que l'on ait , pour tous les systèmes de valeurs de i et
dey,
(29) (^y) i=(^./) .

En résumé, pour avoir tous les groupes H que l'on peut former avec
deux- groupes d'ordre fini G el G^, on commencera par déterminer deux
sous-groupes distingués g et g^ de même indice; les substitutions des
groupes G et G^ étant écrites comme plus haut, il faudra examiner s i l 9 on
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peut/aire correspondre ces lignes de façon que toutes les relations (29)
soient vérifiées simultanément. S9 il en est ainsi, on obtiendra un groupe H
en associant de toutes les manières possibles les substitutions de, G et clé G,
qui appartiennent à des lignes de même rang dans les deux Tableaux.

12. On peut énoncer la règle précédente sous une forme un peu.
différente. Supposons que toutes les relations (?:,/), =(^7) soient
vérifiées, et soit G-a un groupe formé de D substi tut ions d'une n a t u r e
quelconque

Ui, U,, ..., Ui),

qui vérifient les I)2 relations analogues aux relations (2<S)

(a^) U,U,^.U/,,.

Si un tel groupe Ga existe, il sera isomorphe à la fois aux. deux
groupes G et G, ; en efïet, faisons correspondre la subs t i tu t ion IJ, aux
p. substitutions de G de la ^•nle ligne, les relations (>8) et (aS') éta-
blissent précisément Fisomorphisrne. Or nous verrons p lus loin que
l'on peut toujours trouver un groupe G-a de subst i tut ions l inéa i res
remplissant les conditions précédentes, quels que soient le groupe G
et le sous-groupe distingué g.

Réciproquement, soit Ga un groupe de substi tutions linéaires iso-
morphe à la fois à G et à Gi ; si. l'on associe les subst i tu t ions de G et
de G^ qui correspondent à une même substitution de G'a, on vérifie
immédiatement que l'on obtient de cette façon un groupe H. On est
donc conduit à la règle suivante :

Pour former un groupe H en associant les substitutions de deux groupes
d'ordre fini G et G-i, on déterminera un groupe G a isomorphe à la fois à G
et à G'i, puis on associera les substitutions de G et de G\| qui correspondent
à une même substitution de G^.

Remarquons que le groupe auxiliaire Ga n'est pas complètement dé-
terminé, mais peut être remplacé par tout autre groupe boioédriqne-
ment isomorphe à celui-là.

13. Il est nécessaire, pour continuer, de rappeler les pr inc ipa les
propriétés des groupes d'ordre fini de substitutions linéaires non ho-
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mogènes à une seule variable (1) . Suivant la méthode de 'Riemann,
représentons la variable z === a -+- i^ par le point (a, (3) clans le plan
desa(3; puis faisons la projection, stéréographique de ce point sur la
sphère de rayon ï qui a son centre à l 'origine, en prenant pour pôle
le point de cette sphère s i tué sur 1a partie positive de l'axe 0'y. La va-
r iab le z représente le point ainsi obtenu. Toute subst i tut ion linéaire

que nous écrirons aussi

déf in i t une rotation de la, sphère autour d'un axe passant par son
centre, pourvu qu'on puisse la 'mettre sous la forme

^ az 4- l )
" " " " ^ „.._., /^ ^ '

a^ et b^ étant les imaginai res conjuguées de ci el de b. Si l'on con-
sidère le groupe des rotat ions qui (ont revenir sur lui-môme un po-
lyèdre régulier , les s u b s t i t u t i o n s l inéaires correspondantes formeront ,
év idemment un groupe d'ordre f in i . Inversement , tout groupe d'ordre
fini de cette espèce est semblable à un des groupes a ins i ob tenus ,
pourvu qu'on a jou te aux polyèdres régul iers la pyramide et la double
pyramide régulière. Ces groupes peuvent ainsi être ramenés à c inq
types distincts, dont nous allons rappeler les principales propriétés.

Groupe cyclique.

Le groupe cyclique se compose des m substi tut ions
2 /Vf TC

/-» / ——„. ^ 1 ) 1 r^ l /- -—— f\ t o ft'î __. f \ *
^f ———— G -J ^ A ———. <J, J , ^y . . . , Ht l ) 1

il correspond à m rotations de ̂  ±7T» " ^ i^~-^., 271: autour d 'unA m rn '/'n
même axe. Toutes les substitutions de ce groupe étant échangeables,

( 1 ) Foir KLEIN, Varie filin^Gii ûber ciav Ïkofîaûder, Gtiap. ! et II. Leipzig, ï884-
Aim. de l'Éc. Normale, 39 Série. Tome V ï .— FÉVftîEn 1889. 7
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si p. est un diviseur de m, le sous-groupe g formé des ;j, substitutions
2 î/c' Tt

z^e ^ s ( k ' = o , ï , 2, . .., ^.—1)

sera distingué. Soit m = Dp.; désignons par p un nombre entier pre-
mier avec D. Soient S la substitution

2 lit

z 1 -zzz e ^' z
etT la substitution

' î t p T t
^1—— />"~"m~ ^

Les substitutions de G pourront être disposées suivant un Tableau
rectangulaire de la façon suivante :

i S S2 . . . S^1

T TS TS2 . . . TSi1-1

T2 l^S l^S2 . . . T^"-1

rjlD _ i TD-l § TI) ~1 tt JA-™ 1

On aura ici, d'une manière générale,

( l , j ) ES i-h/(mod.D).

Introduisons maintenant le groupe cyclique (x^ d'ordre I) tonné des
D substitutions

2^i7C

Z/^-îr-X (^=o, 1,2, . . . , D — 1 ) ;

si l'on tait correspondre la substitution qui précède à toutes les sub-
stitutions de la h1^ ligne du Tableau de G, il est clair que G^ sera
isomorphe à G.

Groupe du dièdre.

Le groupe du dièdre est formé des 2w substitutions
2 hi 7î

SÂ-lTC ———

(/r=:o, i , ^, .. . , / n — r) .

Géométriquement, il correspond aux 2w rotations qui font revenir
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sur elle-même la double pyramide régulière; les m dernières substi-
tut ions correspondent à des rotations de 180° autour d'axes situés dans
le plan de l 'équateur- Un sous-groupe sera forcément un groupe de
même espèce ou un groupe cyclique.

Soient encore m == Dp- et p un nombre entier premier avec D. Le
groupe d'ordre p, composé des p substitutions

à lu 7C
"̂~ir̂ (7l =0, I , 2, .. ., p . — l ) ,

sera un sous-groupe distingué. Désignons par S, T, U les substitutions
S/»/T1:

les substitutions du groupe G pourront être disposées comme il suit

Ï

T

T01--1

U
UT

UT0-1

S
TS

ï1^-1 S
US
UTS

UT^S

s2

TS2

rp-lSî

US2

UTS2

... SP-1

... TS^

... T^S^

. . . US!̂ 1

... UTS^-1

UT0-^-1

Prenons maintenant le groupe G^ formé des 2D substitutions
§/'/7t'

a /ci TC
ï/=.e i) Z, 7/: (A-==0, Ï ,2 , . . .1) — ï),

et faisons correspondre la substitution
IkiTt

ï'=e !) Z

a la (/c+ i)"""10 ligne du Tableau de G, c'est-à-dire à toutes les substi-
tutions de cette ligne, et de même la substitution

Si^h'TC
.""ir

y== •
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à toutes les substitutions de la (D -4- ^-h-i)^1110 ligne du Tableau de G ;
on vérifie aisément que Ga sera isomorphe à G. On pourra supposer
I ) = = i , à condition de prendre p = o.

Si 772 est pair et égal à 2.n, le groupe G admet un autre sous-groupe
distingué d'indice 2. Désignons par S, T, U les trois substitutions

2j[TC 2/71:

z' •=: e /t s z' ==: e 2i""" z ^ =: l '

les substitutions du groupe G pourront être disposées comme il sui t :

i, S, S2, ... S"-1, "U, US, ... IJS^-1

T, TS, TS2, ... TS^-S TU, TUS, ... TUS'^1 "

Appelons encore Ga le groupe des deux substitutions

7/=Z, Z^-Z;

ce groupe Ga est évidemment isomorphe à G si l'on fait correspondre
la substitution Z'== Z à toutes les substitutions de la première ligne
de G et Z'== — Z à. toutes les subst i tut ions de la seconde l igne de G.
Les seuls groupes isomorphes au groupe du dièdre sont donc des
groupes de même espèce ou le groupe cyclique précédent.

Parmi les groupes du dièdre, i.l y a lieu de dist inguer le groupe d<*s
quatre substitutions

^^ „ _ ^ _i __ î

appelé par les géomètres allemands Vierer grappe, qui admet trois
sous-groupes distingués d'indice 2.

^ Groupe du tétraèdre.

Le groupe du tétraèdre est formé des douze subst i tut ions

^=±., ±1, ±i^ ±,î / ^fL±4 ^^.
- — î s-hi z — ï, .z 4" /'

il correspond au groupe des rotations qui font revenir sur liu-méme un
tétraèdre régulier et admet par conséquent trois substitutions de pé-
riode 2 et huit substi tut ions de période 3. Il contient un sous-groupe
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distingué d' indice 3, qui est précisément le Vierergruppe, et ses sub-
stitutions peuvent être rangées dans l'ordre suivant :

^_ ^ _ ^ ^ i_

..34-1 . ̂  — î .14-.;; ï — zi.——— , ^ ——, / ——— ^ ^ ——„ ^
^ — l ^ 4- ï j „_ ^ 14-^

..G 4- < -G — / ,G — l z 4- <•'
^ — i z 4- "̂ ^ -[- / „; — i

Considérons le groupe G^ d'ordre 3 formé des substitutions

2/71: 'U.'K

z^==z, ^"^z, e^z,

et. faisons correspondre ces trois substitutions aux substi tutions du
groupe G q u i appar l iennent respect ivement à la première, à la
deuxième et à la t rois ième l i ^ne ; on vérifie sans peine que Ga sera iso-
morphe a G. D'ail leurs il n'y a pas d'autre groupe isomorphe au
groupe du létraixire, abstraction faite de ce groupe lui-même et du
groupe q u i se rédui t a. la substitution ident ique .

Groupe de T'octaêdre.

.Le groupe de l 'octaèdre se compose des vingt-quatre substitutions

/ •/. v • i, -^ 4"" ï .1 -«.' — l .» S ~'}~~ l. ., Zi —— (,Z ' - ^ I ^ Z -, ^ — — — — , ^.__,.__, ^/^———, ^ _ — — ( / f = : 0 , 1,2,3),
^ z — j ;: 4- i z — i z-\-i ' > ? ? / ?

qui correspondent aux. vingt-quatre rotations fa isant revenir sur lu i -
même l'octaèdre régulier; il, admet par conséquent neuf substitutions
de période 2, h u i t subst i tut ions de période 3, six substitutions de pé-
riode 4- .11 contient deux sons-groupes distingués :" le groupe du té-
traèdre et le Vierergmppe. On peut ranger les substitutions dans
l'ordre su ivan t

^=±^ ±^ ±:,i±,,!, ±,ln.,,!,, :±:1±^ ±:iri.̂
z z — l ^4- t z — l z 4- t

±iz, ±', ±^-±1-, ±^-=-1, ±1^., ±1^^
-s s --- i • z 4- i z — t z 4- l
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et l'on reconnaît que le groupe G,> des deux substitutions
z'=±z

lu i est isomorphe. On peut aussi écrire les ̂ substitutions du groupe
dans l'ordre suivant :

i ï
-3 '*•'

.54-1 . . s—l .1-1"^ . ^ — ^^ ...——— i ————, {, ———— , jr —•—— )
^—I S-\-î l — Z î.-\-Z

^ 4- ^ ' ^ — [ z — i s •+- l——— . ———^ y —— ————^ ^ —— •—-——, 9
^^.i z + 1 z ' ^ r i z — ï

i i
I Z , '— '13, — ? — ~^ï

^ -4- I ^ — î Z 4- l ^ — I
ï-rr^ i^ï^ ^^^, ^^^,
^4-^ ^ — i ,z—^' .^-h-<^ ———^, ^ ———^, — ^ ———., — ^ ———;.

Z — ^ ^--} -£ -3+t -3 — ^

Soit G\ le groupe des six substitutions
gjTC 4fTI:

l̂  ^ y ç"T" (TT
7/==Z, e 3 Z, ^ 3 Z, ^. -r^ ——;/j /j /-i

taisons correspondre ces six substitutions aux substitutions du groupe
de l'octaèdre qui figurent respectivement dans les première, deuxième,
troisième, quatrième, cinquième, sixième lignes du Tableau précédent.
On vérifie sans peine que G", sera isomorphe à G.

Il n'y a pas d'autre groupe que Gg et G\ isomorphe au groupe de l'oc-
taèdre, en dehors de ce groupe lui-même et du groupe qui se réduit à
la substitution identique.

Groupe de l'icosaêdre.

Le groupe de Ficosaèdre se compose des soixante substitutions

— u —g4^ „—(g—g / < • )£^ -+- (g 2 - -£ 3 ) ^ _ (e^——g3 )£^^^^ — g4 ) ^

""'^'^ z ' 8 (6 2 —Ê 3 )Ê^ •+•£—6 4 ' ^ —(e—e^eP^-h^—s3) '

/ li2î \ '
[ e ^ e 6 ; ^, v==o, i, 2, 3, 47,
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qui correspondent aux soixante rotations faisant revenir sur lui-même
l'icosaedre régulier. Il admet, par conséquent, quinze substitutions de
période 2, vingt substitutions de période 3, vingt-quatre substi tut ions
de période 4- Le groupe de Ficosaedre est un groupe simple.

14. Considérons maintenant deux de ces groupes d'ordre f in i , G et
G^, distincts ou non, et proposons-nous de former tous les groupes H
que l'on peut obtenir en combinant ces deux-là. Puisqu'on regarde
comme identiques tous les groupes semblables, on peut évidemment
supposer les deux groupes G et G, ramenés à la forme canonique. Nous
examinerons successivement toutes les combinaisons possibles.

i° G et G,| sont des groupes cycliques d'ordres m et n respective-
ment. On a vu que les seuls groupes isomorphes à un groupe cyclique
d'ordre m sont les groupes cycliques dont l'ordre est un diviseur de m.
Par conséquent, si m et n sont premiers entre eux, le seul groupe
isomorphe à la fois à G et à G, se réduira à la substi tution ident ique,
et le groupe H sera "un groupe complet d'ordre mn.

D'une manière générale, supposons que m et n admettent un. d iv i -
seur commun D, m == [xD, n = v'D. Soit C'a le groupe cyclique d'ordre
1), isomorphe à la fois à G et à G,. La substitution

2/r/Tt:
^== ze^ (À- == o, t , a, . . . I) — i)

de Ga correspond, comme on l'a vu plus haut, aux p. substitutions
deG^

SÂ'/^'TC ïhilt
^==:ne m ^ {h =o, i , 2, . . . ^ — i )

et a u x v substi tut ions de G,
â/iT/CÏT; 2/,( ' /7C

^===^——~+——"" (^=0, I, 2, ... ^ -1) ,

p et q étant deux nombres entiers premiers avec D. Le groupe H se
composera donc des Dp' substitutions

| â/t-/?/TC a/n'-Tc thf/fn: ^^.fj1"]
_ T 2 , Ç; ^^l-^—+-p-^ ^——^ — — — j ^

II est clair que ron peut toujours supposer, sans restreindre la
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généralité, /? == i et q inférieur à D. J 'ajoute que l'on peut se borner à
prendre pour q un nombre premier infér ieur à ' ^ ' Supposons, en effet,

que ce nombre q soit compris entre -^ et D. Le groupe H contiendra la
substitution

[ 2/71 ''i.'/i.7!"
-n Ï • -n ft ln ç p rt
/ J , ^ 5 ^ C / î Cs h ..?

transformons ce groupe par la substitution

n, £;•/] , j î

nous obtenons un nouveau groupe H^ semblable au précédent et qu i
contiendra la substitution

[ liîE ^.Î^'T:''\
•n 'Ç • T) P lu '^ P n/], ç,, n c. , (.36 j.

Mais, si y est compris entre — et I), — q sera congru suivant le mo-

dule D à un nombre compris entre o et — ? et le groupe ïï.^ contiendra,
la substitution

[ 2 /TC l'/ll71 "1
Y], ^ ne^, L(~r^\,

q^ étant compris entre o et — • Si donc on considère deux groupes sem-
blables comme identiques, ainsi qu'il a été convenu, on voit qu'on
peut se borner à prendre pour q les nombres premiers avec D inférieurs
. I)a — •

3

La méthode précédente est tout à fait générale. On peut supposer
qu'un des nombres [j- et v se rédui t à l 'unité, ou que l'on a [j. == v === i ;
on peut aussi supposer D == i et alors on prendra p = q = o.

Exemple 7. — Soit m = = / i = = 5 . On a deux groupes H d'ordre 5
formés, d'une part, des substitutions

[Y], £; Ê^YÎ, £î^]

et, d'autre part, des substitutions
si-n:

[-/l, £; £V-n, S^'^], £=6^ (P.=0, 1 , 2, 3, /)).
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On aura ensuite un groupe complet d'ordre 25 composé des substi-
tu t ions

[rj, ^; e^-Yî, £'^], QJ., ^==0, i, a, 3, 4).

Exemple 11. — Soient m = 6, n = 9. On aura un groupe complet H
d'ordre 54 et un groupe d'ordre 18. Le groupe complet se compose des
substi tut ions

r 'i^'^ ^L '̂î'l
[ r i , L; n e " 9 , '^e 6 J (/i== o, i, a, . . ., 8; // == o, r , 2, .. ., 5 ) ;

le groupe d'ordre 18 se compose des subst i tut ions
r ^'irl, '̂ijî ^AiiE. aAjLiE'j ^ ^ ^^_+^ .̂-̂ - ^

( À- =: 0, Ï , 2 ; /^ ::.= 0, f , ^ ; /// ==0, 1 ) .

2° G est un groupe cyclique d'ordre m et (x,, un groupe du dièdre
d'ordre 2/1. Les seuls groupes cycliques isomorphes au groupe du
dièdre sont d'ordre r ou 2. En associant les subst i tu t ions de G et de
G^, on aura d'abord un groupe complet, p-uis un nouveau groupe si, ni
est pair et n impair , et un troisième groupe si m et n sont pairs tous
les deux.

3° G est un groupe cyclique d'ordre m et G, est le groupe du té-
traèdre. On aura d'abord un groupe complet H d'ordre 12.m. Si m est:
un mul t ip le de 3, on aura en outre zm groupe d'ordre ^rn.

4° G est un groupe cyclique d'ordre /??, et G-^ est le groupe de l'oc-
taèdre. On aura un groupe complet II d'ordre ^!.\m, et, si m est pair,
un autre groupe d'ordre i2m.

5° G est un groupe cyclique d'ordre m et G, est le groupe de l'ico-
saedre. On aura un seul groupe complet H d'ordre 6ow.

6° G et G< sont deux groupes du dièdre d'ordres 2/n et in respecti-
vement. Nous examinerons d'abord la question suivante. Soient G', G^
deux groupes identiques dérivés des substitutions

y/=r]^ ^=^ ç^^, ^p

proposons-nous de rechercher toutes les manières dont on peut faire
correspondre les substitutions des deux groupes de façon qu'ils soient

Ânn. de FÉc, Normale, 3e Série. Tome VI..— FÉviUEit 1889. 8
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isomorphes. Si m est plus grand que 2, la substitution T/== ^ de (V
devra correspondre à une substitution de G\ de période 2, et, en rem-
plaçant le groupe G\ par un groupe semblable, on pourra supposer
qu'elle correspond à la substitution S;'== — A la substitution

de G' devra correspondre une substi tut ion de G'( de la forme
2 t { ( TT

, ^=^ m .

q étant premier avec m. La correspondance entre les subst i tut ions de
G' et de G\ sera complètement déterminée et l'on vérifie sans d i f f i c u l t é
que ces deux groupes seront isomorphes. On verra, comme plus l ian t ,
qu'on peut prendre pour q un nombre inférieur à mm'

Si m = 2, on pourra toujours faire correspondre les subs t i tu t ions
T]^ — Y] et ^ = — Ç ; mais on pourrait supposer que la s u b s t i t u t i o n
r( = - correspond à ^ = -— — En transformant le groupe G', au moyen
de la substitution ^ = ̂ , on voit qu'on ramènera les subs t i tu t ions
correspondantes des deux groupes à être ident iques .

Revenons maintenant aux deux groupes G et G^ et soit m == Da,
n = Dv. Appelons g le sous-groupe dis t ingué de G dérivé de la substi-
tut ion

ÎITC

r/== ri e î

et^ le sous-groupe dist ingué de G^ dérivé de la substitution
2 l TC

^='^(2 ^ .

Le groupe auxiliaire du dièdre Ga d'ordre 2]) sera isomorphe à la
fois à G et à G^ ; pour achever de former le groupe H, nous ferons cor-
respondre les deux substi tut ions

'•=i- y=î
et

2_/TC Ïf/tTC

n'^-ne^ , y-^^e"^ ,
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q étant un nombre premier avec /n, que l'on peut supposer inférieur
. ma —•

2

Le groupe cyclique d'ordre 2 est toujours isomorphe au groupe du
dièdre et il peut l'être de deux façons différentes si l'ordre de ce der-
nier groupe est pair/Si donc un seul des nombres m etn est pair, on
aura un nouveau groupe H ; si m et n sont pairs, on aura deux nou-
veaux groupes.

7° G est un groupe du d ièdre d'ordre 2m et G< est le groupe du té-
traèdre. Il n'existe aucun groupe isomorphe à la fois à G et à G , , sauf
celui qui se rédui t à la subst i tu t ion ident ique. On aura donc un seul
groupe complet H d'ordre 24.^.

<S0 G est un groupe du dièdre d'ordre 2m et G, est le groupe de l'oc-
taèdre. On aura d'abord un groupe complet H d'ordre 4-8m, mais on
pourra avoir aussi trois autres groupes. On. sait en effet que le groupe
cyclique d'ordre 2 est isomorphe à la fois au. groupe G^ et au groupe
G, et, si m est pair, il l'est de deux. façons différentes au groupe G. Si
m est un mul t ip le de 3, le groupe du dièdre d'ordre 6 sera également
isomorphe aux deux groupes G e t G ' i et fournira un nouveau groupe H.

9° Le groupe G est un groupe du dièdre d'ordre 2/n et G^ est le
groupe de l'icosaèdre. On aura un seul groupe complet H d'ordre
120772.

ïo° Les groupes G et G^ sont identiques au groupe du létraèdre. Si
l 'on fai t correspondre deux subst i tu t ions quelconques de période 2 des
deux groupes, ainsi que deux substitutions quelconques de période 3,
ces deux groupes seront isomorphes, mais lous les groupes H, ainsi
obtenus seront semblables. En effet, on peut toujours choisir la va-
r iable ^ de façon que les substi tut ions •/] '==:—•/), ^=="— '$ se corres-
pondent. A la substitution

, . •n 4-1r/== i ——
Ti — Ï

de G correspondra une des huit substitutions

^ , . '£, -4- ï . Ç — l . ï 4- ^ .1 — £
C. == i T,———— y l -:———— ? l -————.„ ? l ————": ?

^___l Ç^ i .1^^ I-1.Ç

£ + i J— i 'E, —J 'E, -}- i
^=T ^7' ^n^' -^r-r
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si c'est une substi tut ion de la seconde ligne, on transformera le groupe G,
par la substi tution ̂ ^ ^, et l'on aura une subst i tut ion de la première
ligne qu'on pourra ramener à son tour à la subs t i tu t ion

ï / -^-^1

— S-—7

en transformant le groupe G^ au moyen d'une des subst i tu t ions

^ _ ? > î lc-^ ^? r "T
En définitive, on aura un seul groupe H d'ordre 12, obtenu en asso-

ciant les substitutions identiques de G et de G , . On aura, en outre , un
groupe complet d'ordre ï44 °^ lln groupe d'ordre 48, fourn i par le
groupe cyclique d'ordre 3 isomorphe à la fois à (x et à G i .

11° G est le groupe du tétraèdre et G, le groupe de l 'octaèdre. On a
un seul groupe complet H d'ordre a88.

12° G est le groupe du tétraèdre et G, le groupe de Ficosaèdre. On
a un seul groupe complet d'ordre 720.

i3° G et Ci sont identiques au groupe de l'octaèdre. Nous avons
encore à rechercher si ces deux groupes peuvent être isomorphes de
plusieurs façons différentes. On démontrera, comme pour le tétraèdre,
que l'on peut toujours faire correspondre les substitutions

.,/ Y] •r . î . 'H "1- ï -,-/ . 'C, 4- tn -== — ri, ^ == — ^ ci r/ == î -—— ? c •== ( ï-—- ;
'n — ï " ^ — î

à la substi tut ion ^==.ir\ de G- correspondra une des deux subs t i tu t ions
^==^, ̂  = — iÏ, de G-i. Si c'était la dernière, les deux subst i tu t ions

Y ) - ' Y ) •-/ _,„ ^ •^f

devraient se correspondre, ce qui est impossible, car l 'une est de pé-
riode 4 et la seconde de période 2. On aura donc un seul groupe II
d'ordre 24, obtenu en associant les substitutions identiques de G et
de Gi .

Le groupe cyclique d^ordre 2 et le groupe du dièdre d'ordre 6, q u i
sont isomorphes à la fois à G et G, , fournissent deux autres groupes H
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d'ordres ^88 et 96 respectivement. Enf in , on aura Lin groupe complet
d'ordre 576.

i:4° G ̂ t 1^ g11011?6 ̂  l'octaèdre et G-i le groupe de l'icosaedre. On
a un seul groupe complet H d'ordre i44°*

.î5° G et Ci sont identiques au groupe de l'icosaedre. On aperçoit
tout d'abord deux groupes H, le groupe complet d'ordre 36oo et le
groupe d'ordre 60 obtenu en associant les substi tutions identiques des
deux groupes. Pour savoir s'il existe d'autres groupes, il nous faut re-
chercher toutes les manières d'associer les subst i tut ions de G et de G,

u n e à une, de façon que ces deux groupes soient isomorphes. Cette
question, qui n'offre d'ailleurs aucune d i f f icu l té , se trouve traitée dans
un travail de M. Fischer ( s ) . On trouve ainsi un nouveau groupe H
d'ordre 60 et la correspondance entre les substitutions de G et de G, ,
ou plutôt entre les rotations qu'elles représentent, est donnée par le
Tableau suivant.

( 1 ) FîSCiiEït, Koi/forme Abbddung sphàrwher drelecJie auf eiliander mittclst al^c-
brcdschc'r Fuucfione/i. Leipzig, i885.
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a. <^
A x e ^ A n g l e . Axo. Angle.

27r
T
^

5
T":

NS ? NS

J/,r/, J J2/.-lJ^-l

P/,P/, ^ (^-iQ^-I 3

TT 2 7L

Q,<^ ^ P^~lP2Â-t -J-

, . TT C û' 7r

IA/,H/, ^, Oa^.-i o^/,_i ^

S;,S, ^ K,,^R,^, ^

T' t/ "^
T/,T,. ^ Tu-i^^^-i ^

Analyfciquement, la correspondance entre les substitutions des deux
groupes est complètement définie si ron associe les deux couples de
suhstitu lions

r/==£•/•}, ^^s2^;

-- ( s — s4 ) Y] + s2 — s3 r, _ ̂ r̂ 'l'l̂ iL^̂ri - -7iirr7y:rT Ï̂̂ ^ ^ ^ (£-e / - )^-(£> 2 -£- r )

15. Nous pouvons maintenant énumérer tous les types auxquels se
ramènent tous les groupes H d'ordre fini.

I. Groupe composé des D[J<V substitutions :

[ 't!!!^. l̂ iî Z/^/i'K 2A'/7t"J

•o, Ç; •n^~"' ̂  ̂  /2 " v J
(Â-=:0, 1 , 2 , .. .,1) — I ; A=0, 1 ,2 , . . . , ̂  ""-I ; /^== 0, 1, 2, .. . , V — ï ) ,

o ù m = = = D p . , 7 i==Dv, y désignant un nombre entier premier avec D,
que l'on peut supposer non supérieur à ~ Si D = ï , m == p., ^ == v, le
groupe est un groupe complet d'ordre mn.

II. Groupe complet formé des ^mn substitutions :
r 2/u'lr"]ï" 2^t_7c ÎJîiI^\ 1 <2Â^ÏT g~ "̂~" 1

\:n, S; r^"7 ,̂ ̂  " J, I Y ] , ^; -n^ m , "~T"J

( / f = = 0 , I , 2 , . . . , 7 7 l — J ; /î =0, T , 2, . . . , n — l ) .
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III. Groupe formé de mn substitutions :

[ 2A(7T~1
r ^kiv. 2.̂ 1 2..(8,A•±..1^/7T ^~/r (
[ri, £; Y3^ w , le n |, ïî, Ç; •ne ln , ——

Cm -==. ïp.; Â-==O, ï, 2, . . ., ̂ .—i; A=o, i, a, . . ., /? — i).

IV. Groupe formé de 4p substitutions :
p a/z/Ti"[ 2/z/7T:"|

r 2 ĵr 2At7c1 _âÂ'i':^: ^ v 1
[-/î, ^; ne ^ , ^- v J, r^ £ ; -^ s^ , -y- j,
r 2^JT ZA tTC l _âÂ'i':^: ^
[-/î, ^; ne ^ , ^- v J, r^ £ ; -^ s^

i? (a/^-'Df'Tr'l j

~, ̂ ~ v . 1 , |-^ ^ ••
r ( 2 A + l ) t ' T C '

( a Â - - + " l ) f ' T C ( 2 / ( - 4 " 1 ) <'7T^ ( 2 Â - - + - 1 ) < 7 C v

rj, ^; "^^ ^ ', ̂  ' v J, ^, ^; riô ^ c

( À- =: 0, 1 , '.->-, . . . , fJ. — î ; A = 0, î , 2, . . ., ^ — i ).

V. Groupe, complet de 12 m substi tut ions:
|" 2/:Â"n: 'l
[vï, c; Y^"^ y(0j (A-=:o, ï, -^ . . .,m"--i),

où j^; y (S;)"] est une quelconque des 1 2 substitutions du groupe du
tétraèdre.

VI. Groupe composé de 4m substitutions :

r ^ 1 f , • î-tll̂ .1 .Q.(£)-M
[rj, c; r /^ /// , 9(^,,j, [•^ ^ n e m , /-^y-^

f Liiĵ iî o)^)+z1
h^^ w -Ï^J

m •=. 3 fJ. (/*• =^o, ï , 2, . . . , ^ — J ) ,

où [Ç; ^(^)| désigne une des quatre subst i tu t ions [ î ; ^ j , [j; - -SL

[^l-'^-r]-'
VII. Groupe complet de 24^ subst i tut ions :

1" îk!^ \
\:f\, à:; ' n e " - 1 , ep(^ )J (/c==:o, J ,3 , ...,w-i),

où 1^; ç(S)] est une quelconque des substi tutions du groupe de l'oc-
taèdre.
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VIII. Groupe composé de \im substitutions :
r kki'K "1 [" (4 / - -4 -2 l^ -7r "j

[•n, .; ne m , o(^J, [n, ^ ̂  m , ^(Qj
m== ^p. ( /c == o, ï, 2, ... ̂  — i ),

[S; ?(^)1 désignant une quelconque des substitutions du groupe du
tétraèdre.

IX. Groupe complet de 6orn substitutions :
SÂ'f'TC ~j

Y], c; -ne m , 9(0j (Â-==O, 1 , 2 , . . ., m — ï ),

j S ; ?(^)] étant une quelconque des subs t i tu t ions du groupe de Pico-
saëdre.

X. Groupe complet de L\mn substitutions :
F 2 ih 7C "

2/7r7C 2 ih TT " j 2^_TC ^ "^—
r s /// TC ""1

[ 2/7r7C 2 ih TT " j 2^_TC ^ "^— j

Yî, £; Y î < ? w , îe~ , Y], £; Y] /? w , -y- ,

2^7C 1 r S/X-TC 2 /ÂTC~1
-7,7- 2^TC -̂ 7- ——

ï. î::__ 'ç p n \ \ •r ':. c, ,, ̂ -, ,<, j, ^ ,, ^ .̂̂  _^j

,YÎ, £; Y Î < ? m , ̂ "^"^ Y], £; ne m , —.,-

2 iff 7C "~| r' 2 //• TC 2 /À TC "
-7,7- 2^TC -̂ 7- -T"

• ./., Ï . c:___ -: p ri \ \ - •: . 6 c
^^ ,, ̂ -, ,<, J, ^^ ,, ̂ ^ ̂

(, A' == o, i ,2, . .., m — ï ; A == o, ï, 2, . . ., n — ï ).

XI. Groupe composé de 2!) p/ substitutions
P S ̂ l •TC § //(' 7T 2 ̂ Y/' ̂  î l / l ' l7C~Ï

[• ^Aiî^2^ 2^^c+.2A„Lî1 ^+--p~ -^-.4.-————

|̂ , ^ 7 1 ^ /" ^ , ̂  - 4" V J , r/, ^ 6-..,.^—————, 6—————^,————, ,

m =: D [j.^ n --=. I) y,
C k == o, ï , 2, .. ., D — x ; À .=. o, x , 2, . . ., ^ — ï ; ///,== o^ ï , a, . . ., v — ï) ,

q étant un nombre premier avec D, que l'on peut supposer non supé"
rieur à —•a

XII. Groupe composé de 2.mn substitutions
| "' 4 /li TC '"g

^^E î l 2^'JT --"„- |

n, '£; 'ne m , ̂  - |, rj, Ç; ./-K^ m ; —— ,
L ^ Jr , ̂  . î t r ,2^ ^"^^

h^-r-^ " J- [.^;^,^—J,
n==2^, (Â-=o, 1 , 2 , . . . ,m—i ; A==o, 1 , 2 , . . . , v — î ) .
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X l l î . Groupe composé de 'imn substi tutions :
65

' i / t /TC 4 / t / T C " 4 />•/ TC

^ £; n .""̂ . i-r}, ;;; Y^ /// , £6' /' , Y], £; rj e /" , --,— L ^, £; ——, £ e"
L • ^ ..1 L ' -^

\ki'K .'». /</-7t "'"1
., ^ ""///" ^--"77- ( ^ /.•-!- 2 | /T: f ' i .A -+• 2 » /•n;'"

^ ^; -—_,, __ , | r j , ^ ; " r j ^
r-' ^ J

( 4 /; + 2 ) / 1

Y), c ; rj e {n

i 4 /i' ̂ - 2 ) /' 'K ( 4 /• -4- 2 i / '7T ( i II +• î l /' T: '
1 'i. /«• 4- 2 ) /' TC

L ^ J L " ri i J

/// =: .> ^, /z •::= ^ ^, ( / -,.,: o, 1 , 2 , . . . , [J. — 1 ; / /-=(), 1 , 2 , . . . , ^ — I. ).

XIV. Groupe complet; de ^m suhstitulions :

2/7 •n:

r^ ^ 9 ( £ ) (/—=.- o, î , ^ . . . , /^ — i ) ,

|^; 9(0] étant une quelconque des substitutions du groupe du le-
traèdre.

XV, Groupe complet de /|8w substitutions :

2/i'/'rc
,v), c; r i e m , 9 (£ )J , Y], c; -^—, 9 ( 0 ) (^ =:::: o, i, a, . . ., m — i), c) (/c^.o, 1 , 9 . , . . . .

[c; 9($)| é tan t u n e quelconque des subst i tut ions du groupe de l'oc-
taèdre.

.XVI. Groupe composé de 'i(.\m substi tutions :

|'" . 2 /<7 'ÎT
l̂î "" ^~7;r'

.rj, £; rK' w , (p ( ' £ ) _ , rh 2; —.—, <"9(£r] , ?; ~^- , < 9 ( £ ) (A- =: ô, î , a, .. ., /^ — î),

( Ç ; ç(^)J é tant une des substitutions du groupe du tétraèdre.
Ann. de l'' Ec. Normale. 3" Série. Toîne VI.— FÉVRIEK 1889 .
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XVII. Groupe composé de s^rn substi tut ions :
r .'..ÂT r̂ "'I

r !^^ ~\ ^7n~ |
L-o, ç; YÎ (? m , 9(S)J. • r^ S; -^--5 ^ (OJ»

r ( .'•• fi '•(- 2 > 17t '~|
^1^ -] „——~/7Ï———
^——, ^(OJ, [n, ^ 1-.^,——, ^(Ç) j[ (^k-^ï)!,^ i l e "'•

;/], ^; Y Î 0 //î , ̂ (Oj, ^Y], il; ——--^--——•, Z 9 ( Ç )

m === 2^ (A- ==o, i, 2, . . ., .̂ — i),

[ ^ ; 9(^)] étant une des subst i tu t ions du groupe du tétraèdre.
XVIII. Groupe composé de 8m substi tut ions :

r ^i'K ~\ r (itĵ -iî ç Q { ' ç \ 4 ii r ^±,̂ 12 o > r £ ' ) . 4 - £ "
k.;-^^y(S)J, [.,S;^ '» ^•^-l-1,]' [^S;-.. "• ,^|}:r-;'

r ^'^ ~i r (fiÂ--^2 ) j'n: i r 11^''•''î
. e^»"' . . „ < ? w ( p ( Ç ) - h î ;. ^ 7/r'"" . ^ ( S ) - - l - ^

L^ c; -.r5 ^^^ L^ c î —^-5 ^"r-ïj- [^ ^ —^-î ^(î)1::-?.,,
m === 3^ (/c = o, ï , 2, . . ., p. — ï ) ,

[S; y('S)] étant une des quatre subs t i tu t ions ["^; !;], [Ç ; "— ^ ] , S; ^ 7[^]- ' •
XIX. Groupe complet d'ordre nom :

r î/dit -ï
[ " î^E 1 ^'~7JT
in, Ç; rj^ w- , y(aJ. ^» S; —;"-5 ?(ê) (A'-":=o, i,3, . .., m — J ) ,

[S; y(OJ étant une quelconque des subs t i tu t ions du groupe de l'ico-
saëdre.

XX. Groupe complet de 144 subs t i tu t ions :

[ r i , ^ fW, 9(0],

où l'on désigne par [^;/(^)|, [s; ?(5)] deux subs t i tu t ions quel-
conques du groupe du tétraèdre.

XXI. Groupe composé de 12 substi tutions :

[^ ê;/(-/-0,/(S)],

[ s ; /(^)] étant une des douze substitutions du groupe du tétraèdre.
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XXII. Groupe composé de 48 substitutions :

r - / / , /^-, r •<- •/'(-/o-n .9(0-ni r ^ /'(•n)+< <?(£) -nh^;^),9(OL ^^T^rî'^y---,.!5 [-̂  T(^-'ip^^]'

[s ; /Y .s')], [s; 'p(s)] désignant deux quelconques des subst i tut ions

[=;.], [=;-.], L-;-^ [5;
L ^ J L

XXIII. Groupe complet de 288 subst i tut ions :

[D, ^ ; / ( Y ] ) , y(OL

|,s; /(s)) étant âne subs t i tu t ion quelconque du groupe du tétraèdre
et |'z; 9(^)| une subs t i tu t ion quelconque du groupe de l'octaèdre.

XXIV. Groupe complet de 720 subs t i tu t ions :

[•^ ' ^ î /('^)» ?(0'L

l " ^ î /('•s)] ^(- [-s; î^)! etani respectivement deux substitutions quel-
conques du groupe du tétraèdre et du groupe de Ficosaedre.

XXV. Groupe complet de 576 subst i tu t ions :

[ r i , ^fW, y(£)L

[s;/(s)] e t j " ^ ; 9(s)] é tant deux subs t i tu t ions quelconques du groupe
de l'octaèdre.

XXVI1. Groupe de 2.4 subs t i tu t ions :

h, S;/(^),/(0'l,

[5;/(s)] é tan t une subst i tut ion quelconque du groupe de l'octaèdre.
XXVII. Groupe de 96 subst i tut ions :

r . f(ri) + ï . co ( 0 -4-11 I' .̂  fW -+- ^ 9 (£ ) 4- i \
[r^; /(.), 9(0]. \r,E;^^^-^ [n, ^ ^- .̂ .^y^J-

,- . . , / , . ,,,-, r 'r fw^i y(S)+r| r . .f(-n)+i ,îlibii1,h, S; < / ( r i ) , ^M, ^, ^ ^^^^ ^^J, ^^ ,, ,^^^^^_j,

|"s;/(^)] et ["3; 9(5)] désignant deux quelconques des s u b s t i t u t i o n s

[^ [^^L [^^ [^-^
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XXVIiL Groupe composé de 288 substitutions :

[-^ S;/("^ y(OL ["^ ^ ifW. <9(^ ) ] .
[s; /'(s)] et [ z ; ?(^)] désignant deux substitutions quelconques du
groupe du tétraèdre.

XXIX. Groupe complet de i44o substitutions :

[^ ^;/(^ 9(0:1,

["G; /(^y| et [s;o(s) ' j étant respectivement deux. s u b s t i t u t i o n s quo i -
conqucs du groupe de l'octaèdre et du groupe de l ' icosaèdre.

XXX. Groupe complet de 36oo substitutions :

[-^ Ê; fW, 9(0:],

\ z ; f ( z ' ) \ et | s ;û ( ' ^ ) | désignant deux, sul)sfci tu f ions qTH3lconqiuis d i s
groupe de Picosaèdre.

XXXI. Groupe composé de 60 subs t i tu t ions :

[^ £; fW, /(^):|,
[js; f{z)\ dés ignant une quelconque des s u b s t i t u t i o n s du groupe de
ricosaèdre.

XXXÏÏ. Groupe composé de 60 subs t i tu t ions :

[Y], S;//(r0, ./>(£)];

I^S./K7])'] e^ ^^ ; . / / (^)] désignent deux substi tut ions du. groupe de
l'icosaèdre qai, se correspondent d'après le Tableau donné à la. pa^'e 62.

16. Considérons maintenant, un groupe d'ordre f ini K, con tenan t ,
à la fois des subst i tut ions de la forme (A) et des subst i tut ions de la
forme (B), et soit H le sous-groupe de K formé par les subs t i tu t ions de
la forme (A). Ce groupe H sera obtenu, comme nous venons de le voir ,
en associant d'une certaine manière les subs t i tu t ions

E^ ;/<•«[» [S; y/:a):l

de deux groupes d'ordre fini G, G'i de subs t i tu t ions l inéa i res à u n e
seule variable. Nous représenterons par

L^.S; fiW. 9KO] (^=ï,^ . . . ,M)

..-CT«,̂  ^
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une subs t i tu t ion quelconque de tï. Soit

[r], ^ rr(a ^«]

une subs t i tu t ion quelconque de K de la forine ( B); ce groupe devra
conten i r la subs t i t u t i on

h, ,; Tr^KîT"1^))) , ^(//( 'r1^)))].

de sorte que le groupe G devra contenir la substitution

[ri; ^(^ / (Tr-^ f r ] ) ))],

et le groupe G, la subslilution

[£ ; ^(.//('i.-KÏ)))]»

c'est-à-dire que les deux groupes (x et (xi seront semblables. On peut
aller plus loin; si l'on suppose, par exemple,/^('rj) == rj, on voit que
le sous-groupe ff doit contenir la substitution

[Y ] ; ^/(TT--1^)))].

De mênie, si l'on suppose "p/(0 ̂  ̂  le sous-^roope g^ doit contenir la
substitution

1:^ ^(/.(^"'(O))].

ce q'ui nous montre que les sous-groupes fi' ai g'^ doivent aussi êt re sem-
blables. Il résulte déjà de ces propriétés que le groupe 1:1 ne pourra pas
être pris arbitrairement parmi les groupes que nous avons obtenus.
Supposons que l'on ait choisi, un groupe H satisfaisant à ces condi-
tions; soit

[•n, 'E; <!)(£), W(-n)]

une sul)stitu,t;ion de K de la fonoe (B). Les substitutions

[n, c; '.p1"-1^), Tr-1^)]
h, £; ^(TT^T])), W^-^C))]

devront appar teni r au même groupe, et la dernière devra (aire partie
du groupe H, de sorte que la, subst i tut ion proposée pourra s'écrire

[^ H; .A(^)), yK^)):l-
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On est donc ramené au problème suivant : Étant donné un gToupeH.
d'ordre M, dans quels cas les a M" substitutions

[•0, Ç; fiW, y,(^)], [n, ^; /,(Tr(^)), ©K^))], ( ^=1 ,2 , . . . ,M)

forment-elles un groupe? Remarquons qu'on peut supposer ^(^) == '$; on
n'a en. effet qu'à transformer le groupe précédent au moyen de la sub-
s t i tu t ion [y], ?;; T], 7c($)], et Fon est condui t ' à rechercher les groupes
formés de aM substitutions, telles que

[-^ S; f/W, çK^)], [-n, Ç; //(O, yK+(^))], (^=ï,2, .. .,M).

Soit Z un système 'de a'M substitutions de cette forme; si ce système
forme un groupe, il contiendra la substitution

[Y], -E; çK^)), <H/KS))L
qui résulte de la combinaison des trois subs t i tu t ions

[Y], S; Ç, ^«1, [rj, €;/.«), ç/:(Ç'):]. [n, S; ^ 'HO.

Par conséquent, .^'/fe groupe H contient la substitution

[•^ ^; /< (^ ) , 9^0,]»
?^ <r/o^ contenir aussi la substitution

[Y], Ç; ^•(4^)), ^(/.(O)].

Réciproquement, si cette condition est remplie, les 2M subst i tut ions
de 2 forment un groupe. Pour le prouver, nous allons montrer que le
produi t de deux substi tutions quelconques de ce système appar t ient
encore à ce système. Il en est évidemment ainsi, sf l'on prend deux
substi tutions de la forme (A), puisque, par hypothèse, ces substi tu-
t i o n s forment un groupe.

i° Prenons m a i n t e n a n t les deux subst i tut ions

[T], Ç;/.(S), ^(+(Y]))], (:Y), S;//(0, 9y(^(Y))) ]

dont le p rodu i t est

[rj, ^ fii^A'H^))), 9 / ( ^ ( / y (S ) ) )3 -
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Or, par hypothèse, le groupe H admet les deux substitutions

[-^ S; fiW, 9/(0], [^ ^ 9y('H^)), ^ ( . /y (c ) ) ] ,

dont le produi t donne précisément la substitution précédente.
2° Faisons de même le produi t des deux substitutions

[•Q, t:; /y(rj), 9y(OL [^ ?; .A(0. ^('H^))L

ce produi t
[^ ^ //(//(U). ?y(?.(^(^))) ]

fait par t ie da système S, puisque la substitution

[ri, ^ //(/.(Y]}), 9y(^(£) ) ]
appartient à H.

3° Enfin, faisons le produi t des deux substi tutions

['n, ^ fi{ç), ^i(^W)}, [ r ] , ^ fjW, 9y (^ ) ] ;

ce p rodu i t est la subst i tut ion

h. ^ /K?y(^)). yK'H/^^)).)]'

On a vaque le groupe H renferme la substitution

[ri, Ç; y,(^)), +(^(^))] .

Comme on peut supposer y^) == ^/-(^) ̂  7]» o11 v011 q-110 H cont ient
les subst i tu t ions

[ r i , ̂  ^w. -HS)]. [•^ ^ ^~ l(^). ^a)].
et, par suite, le système S contiendra la substitution.

[r], ^ ^(Q, r]].

Par hypothèse, le groupe H renferme la subs t i tu t ion

h, ê î y/OH^)). ^(/.(O)];
il contiendra donc aussi, la substitution

[•^ ^ ?y(^). ^//or1^)))]
et la substitution

[•^ S; /^y^)). ^.(^(^(^-'(O)))]-
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Par su i t e , le système 2 renfermera la s u b s t i t u t i o n

[•n, E; ./,(?y(0), ^ . ( ' H f j ^ ) ) ) ] ,

qui est précisément la substi tut ion trouvée plus haut .
Si l'on multiplie une subst i tut ion quelconque de 2 de la forme (B)

par les M subst i tu t ions de même forme, on o b t i e n t M s u b s t i t u t i o n s de
la forme (A) différentes, qui do ivent a 'ppar ten i rau groupe'H. Un de ces
produits doit donc se réduire à la substi tution un i t é , c^ est-à-dire que
les substitutions de S sont deux a deux inverses l 'une de l 'autre . Ce
système forme clone un groupe.

I l est aisé de voir que les deux groupes G- et G ^ c.jui f i g u r e n t dans la
c o m. p o s i t i o n d e H d o i v e n t ê t. r e i d e n t i q u e s ; e n e f'I e t, 1 e g" r o u p < k K. c o n -
t i e n t les deux substi tut ions

[ri, ^ Ç, ^(r;);|, [>, -E; ^^(c) , •n]

et, par suite, la substitution

[YÎ, 'E; y,(r)}, •K/^-1^)))].

ce qu i 1 montre que les substi tut ions de Gi sont i den t iques à celles de G.
Si l'on suppose /,(~fi) == Y], on voit que le groupe H contient les deux
s u b s t i t u t i o n s

[ri, L; cp/(r0, Ç], [r^ ^; 'fi, ^ t ( c ) ] .

Par suite, les groupes g- et g^ doivent aussi être iden t iques . 11 n'y a. donc
aucune diff icul té à obtenir tous les groupes K, d'ordre f in i . Parmi les
groupes H d'ordre fini, on prendra ceux qui sont composés en associant
les subst i tu t ions de deux groupes ident iques G, G',, de telle sorte que
les sous-groupes g, g^ soient également ident iques . Le groupe H étant
choisi de cette façon, on, cherchera les subst i tu t ions \r\^ ^C7])"! ^e^' clal

satisfont aux condit ions précédentes. Remarquons qu ' i l ne sera pas né-
cessaire d'essayer successivement toutes les subst i tu t ions de G; car on
peut évidemment, sans changer le groupe K, remplacer la subst i tu t ion
ITT^ ^C7])] P811 toutes celles qu'on o b t i e n t en la m u l t i p l i a n t par les d i f f é -
rentes substi tut- ions du groupe g . Dans chaque cas par t icul ier , la re-
cherche peut se s implif ier au, moyen de remarques que l'on aperçoit
aisément.

"̂ '̂"'sisaB ŝgBBgBB l̂JiBgBî̂ lIBSff̂
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17. Nous a l lons passer en revue les d i f fé rents groupes H sat is fa isant
aux condi t ions précédentes. Considérons le groupe de subs t i tu t ions

[ 2 / . /TC î/u7t l.̂ '.î l^JÎ'•̂  S ; ^ ^•//r"1"-tT-^ ^^-^-F-^

m, =: ^.D, À' == o, i, a , . . ., D ~ i , --7 =- o, r , 'î, . . ., /j. — i ,

ou q est un nombre premier avec D. Si le groupe con t i en t la substitu-
t ion

[n, t; 'HrQ, ^(O],

la fonct ion ra t ionnel le ^("/]) s a t i s f a i t à toutes les cond i t i ons .du pro-
blème, et inversement . On peut prendre

s//'n:
^(rj) -^rï^ (l~=o, i,a, . . . ,1) — i ) ;

il f aud ra donc que l'on a i t
/ ( i .„ ^ ) ==s o ( m où I) ).

De p lus , si le groupe H admet la subs t i tu t ion J T ] , E;;/^), ç(^)|, i l
devra admett re aussi la subs t i t u t i on J Y ) , ^; (?("/]), /(^)|. Pour qu ' i l en
soit a ins i , on vér i f ie a i s émen t que le nombre y doi t être racine de la
congruence (1)

f / ' 1 — r ss o (rnôdl)) .

Les nombres y et / étant choisis comme il v ient d'être expliqué, la fonc-
tion '^(rf) sa t isfai t à toutes les condi t ions du problème.

Supposons le groupe II formé des subst i tal ions

[ 2/»-(TC 2^Jï Î LIE l.̂ iîF"!
•/•i ^ • 'n f> ï/t f>t 'Ç p l i t . \i-{\<i c, ne ? s " J >

r" îÉL7: 2^'-7t /̂i.ï .̂ILÎ E-iliîij
| ^ iri- [•t' p fft p. ni |
r;, <;; ^ , ^ >

«—, , ^ —*

m •=:}}?., (A -== :o , i , î ï , . . . , I) — i ; j j == o, ï, 2, . . ., [J. — i j,

y étant un nombre premier avec D inférieur à D, et r un des nombres

( l) Voir SERKET, Algèbre supérieure, t. II, p. 24, ̂  édition, i885.
//n%. /•/<? l 'Rc . Normale. 3e Série. Tome VÏ. — MAHS 1889. 10
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ent iers o, i, 2, . . . , I) -- i. Si la fonction ^(Y]) est de ^ a tonne
^(Y]):^-:^3^,

on trouve, comme plus haut, qu'on doit avoir

^ 2 _ i = s o (modD) , / ( ^ — ï ) = = o ( m o d D ) , ( /•• — 0 {(] 4- i ) s o ( m o d l ) ) .

Si la fonction ^(^) est de la forme
Z i t ' T t

/> /n

'H^)-=-^--
i l f audra que l'on a i t

/ — r s s / 7 (modl) ) , i+^sso (modl)) , ( / • — / ) ( / =s / ( m o d D ) .

Supposons le groupe H composé des subst i tu t ions

h, ̂  fiW, y.(0:1, h, <;; yA^7^ ?A^^U
ou [s;/ ,(s) | et [ z ; 9/(^)1 sont, deux s u b s t i t u t i o n s quelconqiK^s du
groupe du dièdre d'ordre ^m. Les deux fonctions r a t i o n n e l l e s

(7t

^ (rj ) = ri et ^ ('^ ) == 'fi e ' 1 1

satisfont aux condit ions du problème.
Considérons le groupe H formé des douze s u b s t i t u t i o n s

[•^ ^; fiW^ fi('i)]^

ou |^;y^(-3)] est une des douxe subs t i tu t ions du s'roupe du té t raèdre .
Combinons ce groupe avec une autre subs t i tu t ion

[ri, ^; ©(i;), ç» (7T(Y ] ) ) ] ;

on aura les viogl-quatre substi tutions

,1'^ '^ftW.fi(^ [•^ ^M^{1)}, A(9(7r(^} ) ) ; | .

Pour que ces subst i tut ions forment un groupe, i l faudra que la subs t i -
tu t ion

[^ ^fi^U^^^^f^WjW))}
fasse aussi partie de ce système. Si l'on pose

H^-/K?(/y(?'1^))).
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i l f audra que l'on a i l

c'est-à-dire
/K9(^(/y(^)))=^(?(7^))),

^(/y(<))=//(7^)).

La s u b s t i t u t i o n [•/]; ^(^l)] devrai t donc être permutable à toutes les
subs t i t u t ions du groupe du té traèdre; ce qui n'aura l i eu que si l'on a
T:(Y]) = Y]. Il f audra , en outre , que la subs t i t u t i on [ï]; 9(^)|, combinée
avec le groupe du tétraèdre, donne un nouveau groupe d'ordre f ini ,
d'ordre au p l u s égal à 24. Cela ne pourra arriver que dans deux cas,
c'est-à-dire lorsque cette subs t i t u t i on appar t i endra au groupe du té-
traèdre ou au groupe de l 'octaèdre. Nous avons ainsi deux groupes K
d'ordre 2/i.

En c o m b i n a n t le groupe complet ( X X ) avec la nouvel le subs t i tu t ion
[ Y], '$; i;, T] |, on aura de même un groupe K d'ordre 288.

Prenons m a i n t e n a n t le groupe X X I I ; en combinan t ce groupe avec
une des subs t i tu t ions

r^ < ï î ^ ^.. •̂  ^ ^ i- r^ ^; ç>
'n -t~ i

on obtient trois groupes K. Ces trois groupes sont semblables; les deux
derniers sont les t ransformés du premier par l 'une des subs t i tu t ions

.c -+- c + i«/•) ',. • *f\ ."'.__.^___
• i f ^f ' h 'i-

En cherchant encore si l 'on peut combiner le groupe H précédent avec
u n e autre subs t i t u t ion de la forme

[Y], £; (?(;;), 7T(^)],

on trouve qu 'on peut le combiner avec la subst i tu t ion [y], ^; ^, ir\\ de
l'octaèdre.

On verra de même sans d i f f i cu l t é qu'on ob t i en t des groupes K d'ordre
f i n i en combinant les groupes (XXV), (XXVI), (XXVII), (XXX),
(XXXI) avec la subs t i tu t ion IT] , ^ ; ^ ̂ ],k groupe (XXVIII) avec l 'une
des subst i tu t ions [ Y ] , ^; ^ r\ |, |ïj, ^; ^ F/) j , et le groupe (XXXII) avec
la subs t i tu t ion TJ, S;; ^ — 1 J ) et qu'on les obt ient tous de cette ma-
nière.
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18. Nous pouvons donc énumérer tous les groupes K d'ordre fini.
XXXIII . Groupe composé de 2D[j-2 subs t i tu t ions :

[ 2/rt'Tl: 2/ t /TT '•ihq't'K ÏJl'Jl.'K~\

•t}, ç; -ne^^'v", •î,e~~' ~V- \,

I 2^^ l̂ iÏ 2/t'//TI: 2 / / ' < T C ^// 7C "1ji, ^ ^~4--^ ^——h i. + /// ^

m=:DfJ., (Â '==O, i, 2 , . . . , D — i; — =o, i, 9., . . . , ^ — i \;

q est un nombre premier avec D racine de la conû;'ruenco

y2--1== o (modD),

et / un nombre entier qui satisfait à la relat ion

Z(/7- - i ) s=o (moc lD) .

Si D == i, on pourra supposer k === o, q == o, / === o.
XXXIV. Groupe composé de 8m2 s u b s t i t u t i o n s :

[^ ^fiW> 9KS)], [^ ^fiÇc), 9K^):1>

ou (s ;^(s) | et (s ; ç/(^)| sont deux subs t i tu t ions quelconques du
groupe du dièdre d'ordre 2w.

X X X V . Groupe composé de 4Dp-2 subs t i t u t ions :

aÂ'/'rc 2 /2 /Tc ^f'.Zl l'îlllF"
-yi ? ' •/'i /> //A [-'- Ï' /•' "i [J'_ / ] , £ ; , / J (:/ • » Ç c ' ... y

r ïL'îî  lAiJL 2/i-<//'rc tî•^v- îî'crt-t^ -̂̂ -. 4-_^_ .̂..̂ .̂  +. --^~ +• -^J-

^^; —————^—————, ————————^—————,___ ,
L ri •c, J
1 u'i!K l̂ IZE a^Y/cn: 2_//TC 2^'7t 1
LYÏ, i;; l;^"* + \1' , ^^••-^•-•-•+^-+-.p;-j^

r Î̂L71 -j- EAiî '2 ̂ •7^ ̂  IjfiF ^7'.L7Î: î lî  'î
| p w p* A /// ffi fn tî. j

T) , ^ î ————;—
^ - "0

Àm == i) jj.; . ( k -^:. o, î , 2, . . . , I) - " î ; -p = o, î , a, .. ., y. •^

q est un nombre premier avec D racine de la congruence

^--.ïsso (n"iod,I1)),,
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et /, r deux nombres entiers vérifiant les relations
l{q — i ) == o (rnod D) , ( / • — /) {q 4- i ) == o (mod D ) .

XXXVL Groupe composé de Z i D ^ 2 subs t i t u t ions :

[ 3 /«• (' TC 2 li /' TT: 2/i q i TC 2 h ' rTC "1

n, c ; -n e"7"" ̂  1"' ^ (F^ + ̂ ~J,
r- 2/a'rC S/n'TC 2/Y/('ÎT a / ' / T T S /^ ' /TC- ,t ,„.„.„„„-. -^ —„-.- —i—— -+- ——— -(- ———- l

^ rn [J. ^ m fn [J.

^. £; ————^————> -——————^————————J,

.- 2 l > ( ) i TT 2 /(' ( 7t 2 // 7t~]Ij!:?-<-^^ ^~-^-+----^-.-+-^-
^, ,; ^ - - ^ , -^——.—^--———_J,

r- a/k'/Ti '•i/i ne -i
| -4-—-— ï h - l l i 'K 2 / ^ / T C y/'OT 2/t'n: || /•> ///. A __j'—— .4.. ———— -4-, ———— .— . -.-.-- |

Y], t; ^———^————, -^ m ^ /" - J,

//^ :== D^, (À- -:•: 0, I, 2, . . . , 1) — I ; •̂  = 0, I, 2, . . ., [M — ij;

(f est un noml,)re premier avec D, racine de la congruence
^-h i î=s o (mod.D)

e t / , / "deux nombres ent iers sa t i s fa i san t aux re la t ions
l ̂  r = Iq ( rnod D ), ( / • — / ) q ̂ .l ( mod D ).

XXXVII . Groupe composé de i6m2 subs t i tu t ions :

h, ?; fiW, yKOL :^ £; ./^,^^), ?.(^cU
r / 15 ^ / ^ \ 1

[^, ^//(O. ?K^)]. h> ^//^'^A y.^'^/J.
où [3;/,(3)| et \z; 9,(s)] sont 2 substi tutions quelconques du groupe
du dièdre d'ordre ^w.

X X X V I I f . Groupe composé de î6m2 subst i tut ions :

[•^, s; .//(^), ?.(S):i. ^. ^.//(^^). çA^d''s» ,/ i \ 'U î • r^ \s
/'TCr / /7C \i " ( ^ \ 1

l.;̂  ê; /.(S). p.^^'^/J. /^ ^ /A/^A y/(^) l .
ou [^;/-(^)| et f^ ;ç , (^ ) | sont deux substi tutions quelconques (lu
groupe du dièdre d'ordre 'irn.
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XXXIX. Groupe composé de 24 subs t i tu t ions :

[n, •E; f,W, /,(c)], [ï], 'E; /.(S), /.(^)L

où 1^;^(^)] désigne une des 12 subst i tu t ions du groupe du tétraèdre.
Ce groupe renferme 4 subs t i tu t ions de la forme (B) de période 2.

XL. Groupe composé de 24 subst i tut ions :

[^ ^; fiW. fiW\, [^ ^ /K^c), /.(^):1-

où [^;yî(-s)J désigne une des 12 s ubs t i t u t i ons du groupe du tétraèdre.
Ce groupe renferme 6 subs t i t u t i ons de la forme (B) de période 2.

XLI. Groupe composé de 96 subst i tut ions que l'on o b t i e n t en com-
binant le groupe (XXII) avec la subst i tut ion [Y] , Ï;; I;, '/] | ; i l c o n t i e n t
4 subst i tut ions de la forme (B) de période 2.

XLII. Groupe composé de G)C) subs t i tu t ions que l 'on o b t i e n t en
combinant le groupe (XXII) avec la subst i tut ion [Y], ^ ; ̂ , r/]|. I l con-
t ient ï2 substi tut ions de la forme (B) de période 2.

XLIII. Groupe composé de 288 subs t i tu t ions :

[•^ È; fiW, çKOL l:-̂  S; ./K^). ?<(^) :1 ,

où [^ ; /^(^)] et [s; cp^-s)] sont 2 subs t i tu t ions quelconques du groupe
du tétraèdre. Il renferme 12 subs t i tu t ions de la forme (B) de pé-
riode 2.

XLIV. Groupe composé de 48 s u b s t i t u t i o n s :

[^ c; fiW, fd'E)], [n, ^ f,(^), //(ro:|,

où |s;y^(jz)| est une des 24 subst i tu t ions du groupe de l'octaèdre. Ce
groupe renferme 10 subs t i tu t ions de la forme (B) de période 2.

XLV. Groupe composé de 576 subs t i tu t ions , qu i s 'obtient en com-
binant le groupe (XXVIII) avec la subs t i tu t ion [rj , ^ ; Ç, Y] |. Ce groupe
renferme 2 4 subst i tu t ions de la forme (B) de période 2.

XLVL Groupe composé de 576 subst i tut ions , q u i s 'obtient en
c o m b i n a n t le groupe (XXVII I ) avec la subs t i t u t ion ["/], S; !;, ir\ ].

XLVIL Groupe composé de 192 s u b s t i t u t i o n s , qui s 'obtient en
combinant le groupe (XXVII) avec la subst i tu t ion | T ] , Ç ; Ç , T ] | . Ce
groupe renferme ï6 subs t i tu t ions de la forme (B) de période 2.
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XLVIIL Groupe composé de iî5'-2 subst i tut ions :

h, à:;/KrO, 9KOL h. ^•/.(,a, ?K^)L
ou [3;/^(s )| et [ s ; 9/(^)j sont 2 s u b s t i t u t i o n s que lconques ( lu groupe
de l'octaèdre. Ce groupe con t i en t 24 s u b s t i t u t i o n s de la forme (B) de
période 2.

XL IX . Groupe de 120 subs t i tu t ions :

[^ c:; //(rj), /,(ê)], [ri, £; /K^), //(^)J,

où \z;f^(z)\ désigne une des Go subs t i t u t i ons du groupe de Ficosaedre.
Ce, groupe con t ien t r G s u b s t i t u t i o n s de la forme (B) de pér iode 2.

L. Groupe composé de 7200 s u b s t i t u t i o n s :

[n, c ; //(rQ, y^)], ['n, c; / / (^) , 9.("n)j,

ou |s;y}(s)] et [ ^ ; ^ ^ ( s ) | désignent 2 s u b s t i t u t i o n s que lconques d u
groupe de Ficosaédre. Ce groupe cont ien t 60 s u b s t i t u t i o n s de la forme
(B) de période 2.

LL Groupe d'ordre 120 obtenu, en c o m b i n a n t le groupe ( X X X I I )
avec la s u b s t i t u t i o n n, E; ^ -- - •

.„. " ! '̂ .,

i.9. Prenons un des groupes précédents d'ordre M'; il y correspond
un groupe d'ordre aM de subs t i tu t ions orthogonales a u q u e l le pre-
mier groupe est isomorphe. D'après le Tableau précédent, on voi t que
tous les coefficients de ce nouveau groupe seront réels; par consé-
quen t , tout groupe d'ordre fini de substitutions orthogonales à quatre
variables est semblable à un groupe à coefficients réels. Etant donné u n
pareil groupe, on peut l u i ra t tacher , comme on l'a vu plus l i an t , une
div i s ion régulière de l'espace en un nombre f i n i de parties B y , R , , ...,
R^ ..., chaque région B^ se dédu isan t de Ro au moyen d 'une transfor-
mat ion qui. conserve les angles. Considérons par exemple le groupe
des h u i t subst i tut ions

[ri, £; n, b], [n, £; —•n, -"£], T], c; - _ y -, » Y], c ; -—? -- ^ >
L y] ^J L r' '-J

*... • „. " • 1 >
[•/), c; t, r i ] , \-n, E; — c, —<], ^, ^; ^ ^ ? ri, c; — ^ "--• ^ •
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Il y correspond deux groupes de subst i tu t ions orthogonales, un qui
est formé des 8 subst i tu t ions

[^1, U^ U^ «4; U^ ± U^ ± U^ ± M/J,

l 'autre , des seize substitutions
[ll^ m, UQ, ^4; ±: ̂ i, ±: 11^ ±- f/3, ± ̂ ,.,].

Si l'on se reporte aux formules (16), on aperçoit tout de suite les
divisions correspondantes de l'espace. Au premier groupe correspon-
dent les hu i t portions de l'espace, l imitées par les trois plans de coor-
données, et, au second, les 16 tétraèdres, dont tous les angles sont
égaux à -•> déterminés par les trois plans de coordonnées et la sphère
de rayon égal à l 'unité ayant son centre à l 'origine des coordonnées.
On peut de même rattacher aux groupes (XLIV) et (XLIX) la divis ion
de l'espace au moyen des plans de symétrie d'un octaèdre et d'un
icosaèdre régulier, ou au moyen de ces plans et de la sphère ortho-igonale

x1-^ y2 + -s2 — r.— o.

Je ne m'occuperai pas dans ce travail de la recherche de toutes les
divisions qui correspondent à tous les groupes qui viennent d'être
énumérés. Je traiterai seulement , dans la troisième Partie de ce Mé-
moire, un cas par t icul ier intéressant.

Les considérations qui ont été employées pour la formation des
groupes H et K s 'étendent évidemment à tous les problèmes analogues,
où il s'agit de former un groupe de substi tutions en associant d 'une
certaine manière les substitutions de deux groupes donnés, quel le que
soit la nature des subs t i tu t ions de ces deux groupes.

III.

20. Les développements qui précèdent conduisent sans peine à la
solution complète de la question suivante. Considérons un tétraèdre à
faces planes ou sphériques, et imaginons que l'on prenne le tétraèdre
symétr ique du premier par rapport à une de ses faces, puis le symé-
trique du nouveau tétraèdre par rapport à une de ses faces, et ainsi de
suite. Dans quels cas arrivera-t-on à un nombre fini de tétraèdres dis -
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tincts les uns des autres? La question analogue, relative aux triangles
limités par des arcs de cercle, a été résolue par M. Schwarz dans un
beau Mémoire sur la série hypergéométrique (1). Un raisonnement
tout pareil-à~cslui de M. Schwarz nous montre d'abord que la sphère
orthogonale aux quatre faces du tétraèdre considéré doit être imagi-
naire; on peut évidemment supposer, sans restreindre la général i té ,
que cette sphère orthogonale est précisément la sphère (2') qui a pour
équation

^•â -j- J'2 -1- Z2 -(- 1 "= 0.

Cela posé, prenons un point quelconque M de l'espace et représen-
tons-nous les images en nombre f ini de ce po in t M < , M^, ..., M^,,, ob-
tenues par l'application répétée indé f in imen t de la loi de symétrie . Ces
différents points se déduisent du point M par des transformations q u i
conservent les angles et qui fon t revenir sur elle-même la sphère ima-
ginaire (S'), et il est clair que ces transformations forment un groupe
d'ordre fini p. Le problème proposé est donc équivalent a celui-ci :
Trouver tous les groupes d'ordre fini de substitutions linéaires orthogo-
nales à quatre variables dérivés de quatre substitutions ^aieches qui, ré-
délites à la forme canonique, sont de la forme

{'f\, ̂  n-ài ^4; u^ u^ u^ — Uf,.).

Ce problème peut , à son tour, être remplacé par le su ivant : Trouver
tous les groupes K d'ordre fini, dérivés de substitutions de la forme (B) de
période 2.

La marche à suivre pour résoudre cette question est donc la sui-
vante. Parmi les groupes K d'ordre f i n i , on cherchera ceux qui ad-
met ten t des subst i tut ions de la forme (B) de période 2 n 'appartenant
pas à un groupe d'ordre moindre, et on étudiera la disposition des
sphères d'inversion correspondantes aces subst i tut ions.

21. Si les groupes XXXIII à XXXVII I admettent des substi tutions
de la forme (B) de période 2, ces substitutions auront l 'une des formes
suivantes

l^^i^} [̂ H..̂
(i) four/ial de Borchardt, t. LXXV,

Ann. de l'Éc. Norm. 3e Série. Tome VI. — MARS 1889. J l
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les sphères d'inversion correspondantes passent toutes par l'axe des
ou par le cercle qui a pour équations

: o, ;r2 4- y2 rr i.

Inversement, si l'on considère un système de m sphères passant par
un même cercle C et se coupant mutuel lement sous des angles égaux a
^-5 il est clair que ces sphères divisent Fespace en 2m régions et que
deux régions contiguès sont toujours symétriques par rapport à la face
commune. Cette solution du problème, où les quatre faces du tétraèdre
se réduisent à deux, était d'ailleurs évidente a priori.

Considérons maintenant deux cercles conjugués C, C', u n système
de m sphères passant par C et se coupant sous un angle égal à —-? et u n
système de n sphères passant par C' et se coupant sous un angle égal a
T C- Ces mn sphères divisent l'espace en L\mn tétraèdres, dont les angles

opposés sont respectivement — et -? ~ et J l» - e t 7 T ' II est c la i r encorerl I m n à 2 à 2
que deux tétraèdres contigus sont symétriques par rapport à la face
commune. On se représente aisément cette décomposition de l'espace,
si l'on suppose que le cercle C' se réduise à l'axe du cercle C.

Les groupes XXXIX, XL, XLI, XLIV, XLIX renferment des substitu-
tions de la forme (B) de période 2 ; mais les sphères d'inversion corres-
pondantes se réduisent aux plans de symétrie d'un polyèdre régulier
ou à la sphère (S) qui a pour équation

' .z^-h-y2-}-^2—i •= o.

On obtient ainsi une nouvelle solution du problème, qui était encore
évidente a priori.

Les douze substitutions de la forme (B) de période 2 du groupe XLIII
appart iennent à un groupe semblable an groupe XLII; et les vingt--
quatre substitutions de même forme du groupe XLVIII appart iennent
au groupe XLV. Nous n'avons donc à considérer que les groupes XLII ,
XLV, XLVIÏI, L, LI.

22. Le groupe XLII contient les douze substi tutions

[^îya),^1^)].
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OLI [s; ç(^)] désigne une des douze substitutions du groupe de l'octa-
èdre qui n'appartiennent pas au groupe du tétraèdre; les sphères d'in-
version correspondantes auront pour équations

( 3o) Xe14- J2 + ^ — i ± ̂  ̂  = o, x- -+- j2 -t- z- — i ± 27 •= o,
- ( . ̂  -l- J2 4- ^ — Ï ± 2 3 == Q.

On a, comme on voit, les six plans de symétrie d'an tétraèdre régu-
lier et six sphères égales ayant respectivement pour centres les mil ieux
des arêtes de ce tétraèdre. Le groupe de substitutions orthogonales
correspondantes est facile à trouver : il se compose des 192 substi tu-
tions obtenues en permutant les Ui de toutes les manières possibles et
en prenant toutes les combinaisons de signes où entre un nombre pair
de fois le signe — (1). On peut vérifier directement que les douze
sphères précédentes divisent l'espace en 192 tétraèdres, qui se dédui-
sent tous de l 'un d'eux par la loi de symétrie. Considérons le tétraèdre
l imi t é par les trois plans

x -}- y = o, .r — y =::

et la portion de la sphère
^.2^y2 4-.,^-+-^

située dans la partie positive du trièdre Oyxz. Cette sphère coupe les

deux premiers plans sous un angle égal à --> et le plan x

( 1 ) Voir Étude de^ ^urface^ qui admettent tow les plana de symétrie d'un polfèdre re'-
gulier.W' Partie, n08^ et 5 {Anncdes de l'École'Normale ̂ \^).
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un angle égal à y Les angles de ce tétraèdre auront , par conséquent ,
les valeurs ind iquées sur la^-. 3.

Au lieu de ce tétraèdre, considérons un tétraèdre OABC congruent à
celui-là et l imité par trois plans rectangulaires et une sphère coupant
ces plans sons un angle égal à ^- En assemblant huit de ces tétraèdres
autour du po in t 0, on formera une sorte d'octaèdre régulier à faces
sphériques, doni tous les angles auront pour va leur ̂  (fig. !\ ).

Si nous prenons ensui te le tétraèdre symétr ique de OABG par rap-
port à la face ABC, le symétrique de OA'BC par rapport à la face
A'BC', le symétrique de OA/B'C par rapport à Â'B'C, et enfin le symé-
trique deOAB'Cy par rapport à AB'Cy, on obt ient un nouveau tétraèdre
S, S^S^S,, ( 1 ) , que ,1/on pourrai t aussi obtenir en prolongeant les faces
A'BC, AliTC, ABC/, A'B'C' jusqu^à leurs intersections mutuelles. Ce
tétraèdre a tous ses angles égaux à ̂  et il est formé de :i:2 tétraèdres
qui se déduisent de OABC par la loi de symétrie. Or l'espace est rempli
complètement par 16 tétraèdres se déduisant de S, S^S.S, par des ré-
pét i t ions symétriques. Il faudra donc x6 x 12 = 192 répétitions symé-
triques du tétraèdre OABC pour remplir tout l'espace.

( 1 ) On n'a marqaô que le sommet Si sur la Ogure.
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23. Le groupe XLVII contient 16 substitutions de la forme (B) de
période 2

[^^(ar-1^)].
ou 1 ̂ ; 9(^)1 est une des subst i tut ions de période 2 ou 4 du groupe de
l'octaèdre. Les sphères d'inversion correspondantes seront représentées
par les équations

/ x == o, y •=. o, z =. o, y ±: z =r- o, z àz x -=. o, .'r ±: ̂ r === o,
( 31 ) ' ..-̂  -t- y2 -h .s2 — i === o, .'z'2 -t- ̂ -'2 ~(- ,.c2 — i ±: a a: =: o,

f .r2 + y2 + ̂ 2 -- î ± ̂ y •== o, .:r2 4- j2 -1- ^2 — i ±: 2 r; == o ;

on a, outre les neuf plans de symétrie du cube, la sphère inscrite et les
six sphères précédentes qui ont pour centres les centres des faces du
cuhe. Le groupe de substi tutions orthogonales eorrespondan l au
groupe XLVK se compose des 38,4 subs t i tu t ions obtenues en permu-
tant les u^ de toutes les manières possibles et en prenant toutes les
combinaisons de signes (voiriQ Mémoire déjà cité, Annales de l'Ecole
Normale, 3e série, t. IV; 1:887). On vérifie encore fac i l ement que les
16 sphères (3i:) d iv i sen t l'espace en 384 tétraèdres, tels que 2 té-
traèdres cont inus sont symétr iques par rapport à la face commune.

Considérons le tétraèdre l imité par les trois plans

y ::=:; o, x — y = o, .r — ,s =:"-- o
et la sphère

J;2 ̂  yÏ ̂  ̂  ̂  2^ —— I: == 0,



Cette sphère coupe les deux premiers plans orthogonalement et le
t rois ième plan sous un angle égal à j- Les angles de ce tétraèdre au-
ront donc les valeurs indiquées sur layZg-. 5 ci-dessus.

Prenons le tétraèdre OABC', symétrique de OABC par rapport à la
face OAB. La. face ABC' sera dans le prolongement de la face ABC et la
face OBC' dans le prolongement de la face OBC; de sorte que la
fig, OACC sera un tétraèdre dont les angles seront précisément les
mêmes que ceux du tétraèdre de lay?^. 3 et disposés de la même façon.
Il faudra donc, d'après ce qu'on vient de voir, 192 répétitions symétri-
ques du tétraèdre OACC' pour remplir tout l'espace, et, par suite,
2 >< 192 = 384 répétitions symétriques du tétraèdre OABC.

24. Le groupe XLV contient les 24 substitutions

h^v^.r^yL
où |^; 9(^)] est une quelconque des 24 substitutions (lu groupe de
l'octaèdre. Les 24. sphères d'inversion correspondantes seront repré-
sentées par les équations

x •= o, y =o, s = o, x ± y = o, y ±.s == o, z ± x :=:; o,
^>2_^j2^ ^2_ j^ Q^ X^-^-y^-^r S^^^X-—I==0,

" 1 Ï 2 ) .'y2+y24-xî2±:2y—•I==o, ^î-+-yï-^^2ï±fîs — ï.—o,

^ ^^.yï^zï-^ 2^±: 2J ±2Z — 1 = 0.

Considérons le tétraèdre l imité par les trois plans
y •==. o, x — y .= o, x — z =,= o

et la sphère qui a pour équation
^ „(-, y2 ̂ , ^2 ^_ ^ ̂  ^_ ^y 4- 3 ̂  —— 1 == 0 ;

cette sphère coupe à angle droit les deux plans x—y===o ci
x — z = o et le planj= o sous un angle égal à r-' Les angles de ce
tétraèdre OABC auront, par conséquent, les valeurs indiquées sur la
.^.6.

Prenons le tétraèdre ABCD symétrique de OABC par rapport à la
face ABC; la face ACD sera dans le prolongement de la face OAC et la
face BCD clans le prolongement de la face OBC, de sorte que la figure
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OABD sera encore un tétraèdre dont les angles suivant les arêtes AB,
AD, BD seront respectivement ^5 ^? ^- Prenons ensuite le tétraèdre
ABDE symétrique de ABCD par rapport à la face ABD. La face ABE
sera dans le prolongement de la face OAB et la face BDE dans lo

Vin. 6.

prolongement de la face OBD. La figure OADE sera un tétraèdre d les
angles su ivan t les arêtes AE, AI), DE seront respectivement -5 ^ ^ f -
Ce tétraèdre OADE est donc congruent au tétraèdre OA.BC de la/^. 5;
puisqu ' i l f a u t 384 répétitions symétriques du tétraèdre OADE p o u r
remplir t o u t l'espace, il faudra 3 >< 384 == ï ï52 répétitions symétriques
du tétraèdre OABC de la fi^. G pour remplir tout l'espace.

Il suit de là que le groupe de substitutions linéaires orthogonales
.qui correspond, au. groupe XLV sera d'ordre i r52 . Les -24 sphères (3 9,)
seront représentées en coordonnées iif par les équations

;33)

/ U^ =-=: 0, //g =^ 0, ^3 —: 0,

1 U^ ±: U^ •::::: 0, Ui ± </3 -=• 0,

j u^ ±. u^ = o, fi^ ± a,, = o, : u,, := o,
l. u^ ± «2 ̂  ^;î ':1:: ^4::::" 0"

On trouve fac i lement que le groupe en question s'obtient en a joutant



88 E. GOURSAT.

aux 384 substitutions du groupe du paragraphe précédent les 768 sub-
st i tu t ions de la forme suivante

/ / V __ //! 'Jr 'rï ^2 4" rj u^ +" P ̂• [ U ^ ) — £ —————————_—————————•" 3

^ u^~^r^uî -+- ̂ ^di F '̂.
à

( t i 4- r/ (/^ -+- ^// //;{-i- ç/ ( i ; ,
2

^/i-+-r/^/2+ y^^-hp^//.,

(34.)
(U,)'=£1

(^y==^

ou toutes les lettres £, T], 0, p désignent ± r et où l 'on a
Y] -4-. ̂ /-^y/^v/^^o,

(9 -4_ ^ + ̂  ̂  y ̂  o^

p ^.p^p^+p^=:ô^

^0 + ̂ ^ 0^ + rf V + y/^ 6^ := o,
^p + ̂ /p/^-. ̂ 'p"~^ '^^ ==: 0,

0p + e'p' + o^p^ + o111^ ̂  o.
25. Le groupe L (p. 79) donne naissance à un groupe d'ordre ï 4 4o°

de substitutions orthogonales à quatre variables et, par suite, a un
groupe Q composé de .r44°o transformations de l'espace qui conservent
les angles, et dont fa i t part ie l'inversion par rapport à la sphère ima-
ginaire (27). Ce groupe cont ient , en outre, 60 inversions par rappor t a
des sphères réelles correspondant a u x 60 subs t i tu t ions

[ri, à;; <p(0, ̂ «l,

ou [^; 9(^)j est une quelconque des 60 subs t i tu t ions du groupe de
ricosaèdre. Il est aisé de trouver la position de ces sphères; d'abord,
les i5 substitutions de période 2 donnen t les r5 plans de symétrie
de ricosaèdre et la subst i tut ion [ y ] , ^ ; î ; , Y ] j donne la sphère (S) qui a
pour équation

x14- y2 4- - 1 = 0,

La sphère correspondante à la substitution [ y ] , S; ^'S;, er^y]) , où
2 / TC

== e 5 , a pour équation
^4-y2^ ^3_ ^ ̂  a^tang^ =0 1 (/ji== i, a, 3, 4);

D
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ces différentes sphères coupent la sphère (S) sous des angles respecti-
vement égaux à ^5 ^?? ^?5 -^T- On trouve de même que les sphères
correspondant à une substi tution [ z ; ç(^)] de période 3 du groupe de
Ficosaedre coupent sous un angle égal à ^ ou à ̂  la sphère S et ont
leurs centres sur l'axe de symétrie ternaire correspondant de Fico-
saedre.

En définitive, pour avoir les 60 sphères, on prendra, outre la sphère
(S), les sphères obtenues comme il suit; par l'origine, on (mènera un
plan perpendiculaire à, un axe de symétrie d'ordre (JL((JI == 2, 3, 5) de
Ficosaedre et coupant la sphère (S) suivant un cercle C. Par le cercle C,
on. fera ensui te passer des sphères coupant la sphère (2) sous des
angles égaux à — (v == i, 2, ..., [M — i), et Fon opérera de même avec
tous les axes de symétrie de Ficosaedre. Ce système de sphères jouit
de la propriété cFêtre symétrique par rapport à F une quelconque des
sphères qui, le composent (voir p. 35).

Considérons le tétraèdre l imi té par trois plans de symétrie de Fico-
saedre découpant sur la sphère'(S) un triangle dont les angles sont
^5 7.^ -F et par la sphère qui a son centre sur le prolongement de OAa

et qui coupe (S) sous un angle égal à -K- (fig- 7); on trouve facile-

ment que cette sphère coupe le plan O B ^ C ^ sous un angle égal à 3 ? et
les angles du tétraèdre OABC auront les valeurs indiquées sur la figure.

Afin. de l'/îc. Normale. 3e Série. Tome VI. — MARS 1889. 1 2
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Imaginons que l'on forme les répétitions de ce tétraèdre par la loi de
symétrie; comme tous les angles sontdes parties aliquotes de ir, ces té-
traèdres ne pourront empiéter les uns sur les autres. Il suffît, pour
s'en convaincre, de répéter les raisonnements dont s'est servi M, Poin"
caré à propos des polyèdres qui interviennent dans la théorie des
groupes kleinéens. D'ailleurs, ces tétraèdres seront en nombre f i n i M
et rempliront une seule fois tout l'espace, c'est-à-dire qu'on aura un
nouveau groupe çf de transformations de l'espace que conservent les
angles. A ce groupe Cf\ on fera correspondre un groupe isomorphe K.
d'ordre M ou •—? renfermant les quatre subst i tut ions de la forme ( B)
de période 2 qui caractérisent les inversions par rapport aux quatre
faces du tétraèdre OABC. Ce groupe K sera nécessairement iden t ique
au groupe (L) et, par suite, le groupe cf sera Ident ique à (J ou à un sous-
groupe de Q d'indice a. Pour prouver que (/ et (/' sont ident iques, i l
suffira de montrer que l 'une des transformations dont se compose le
groupe y est précisément l'inversion par rapport à la sphère imagi-
naire (S'). C'est ce qui résulte bien clairement des remarques sui-
vantes. Au nombre des transformations du groupe ff se trouvent les
inversions par rapport aux trois plans (le symétrie de l'icosaèdre OAB,
OAC, OBC, par suite les inversions par rapport à l ' un quelconque des
plans de symétrie de l'icosaèdre et par conséquent aussi la transfor-
mation par symétrie relativement au, point 0. Soit (S,) la sphère à la-
quelle appartient la face ABC et (2^) la sphère symétrique par rapport
à l'origine. Le groupe ^ contiendra encore l'inversion par rapport à
(Sa) et, par conséquent, l'inversion par rapport à la sphère (S) q u i
passe par l'intersection des deux sphères (£<) et (£2)'; renfermant à la
fois l'inversion par rapport à la sphère (£) et la transformation par
symétrie relativement au point 0, le groupe ff contiendra l 'inversion
par rapport à la sphère imaginaire (S'), qui est une combinaison des
deux transformations précédentes. Donc les deux groupes (j et ff sont
identiques, et il faudra 14 4ûo répétitions symétriques du tétraèdre OABC
pour remplir tout l'espace.

26. Le groupe (LI) donne naissance a un groupe de 120 substitu-
tions orthogonales, dérivé de 10 inversions, qui peut être défini géo-



SUR LES SUBSTITUTIONS ORTHOGONALES, ETC. 91

métriquement d'une manière très simple. Considérons les six plans de
symétrie d'un tétraèdre régulier

^±.y==o, j±:s=o, .z±.x-=:o

et les quatre sphères

/ ,yâ^y2^2^__( ^ + y + . ^ ) _ _ î =0,

v^

(36)

,y2 ̂ .y2_^ ^_^ __ ( j^y^ s)

V.»
=: 0,

.-r2 -1-y2 -+- .̂  4- — (-- x 4"- y — ^) — i = o,
^5

rr2 + y2 4- .s2 + 2 (— ,r — y -h .s ) — i = o.
</5

La première sphère coupe à angle droit les deux plans x — y = o,
x — 5 = 0 et sous un angle de 60° le plan x +y== o. Le tétraèdre
OABC, l imi té par ces trois plans et cette sphère, aura donc les angles in-
diqués sur la fig. 8.

v\g. s.

•-—:^

Assemblons six tétraèdres égaux au précédent autour de l'arête OB,
nous formons un tétraèdre OCDE dont les angles auront les valeurs
marquées sur la fig. 9; réunissons ensuite quatre tétraèdres égaux
à celui-là autour du sommet 0, nous formons un nouveau tétraèdre
CDEF {fig. 10), dont les faces appartiennent aux sphères (36) et dont
les angles sont égaux à ̂  II suffit évidemment d'ajouter à ce tétraèdre
CDEF les quatre tétraèdres symétriques par rapport à chacune de ses
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faces pour remplir tout l'espace. Par conséquent, ilfaudra^ x 5 == iso
répétitions symétriques du tétraèdre OABC ̂  la fig. 8 /?ôi<r remplir tout
t 9 espace.

¥^' 9- Fîg. 10.

Les dix sphères d'inversion auront pour équations, dans te système
de coordonnées u^ u^, u^, u,^

( u^± u^-==. o, n^±u,,-=.o, u.^± Uf,^-.. o^

( 37 ) . \/5 Ui -4- ^2 -+- (h ~\- Ui, =: o, '/S u^ + ^2 — u^ — /<^ =::: o,

( \/5 «i —- î,^ -4" M» — «4 == 0, \/5 ̂ i — ̂  — ;̂i + /<,, rr: 0 ;

le système de 120 substitutions orthogonales, isomorphe au groupe
(L1), sera dérivé des 4 substitutions fondamentales

(^yr
(^y==
(^y=
(^.)^

(^y

(^y

w
f,. \i\U,,)

= u^
= ^3,

=^2,

= ^4 ;

= /^ -

== î/2 -

-= ^3 ~

— r/, ,—• " u li-

(^y==^,
(^2)'===— ^^?
(^)/=:— ^2
(^y:= ̂ ,;

V/5 /\/5^i.+-
^\

I /0)Mi-{~
- ̂  ^

i /\/5^i-+-

^\
i /\/5i<i+

v^ V

?

^2+
2 \/2

^2-+-

%\/2

«2-f-

a\/a

^2-4-
?Va

("t)'==
(M,)'^=

("î)'=

(".)'=

M.-i-l- {<;,

^3-4" ^4

^3 "4" ^//

^3-4- ^//
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27. Les groupes qui viennent d'être considérés contiennent à la
fois des transformations droites et des transformations gauches; les
transformations droites de chacun des groupes forment de nouveaux
groupes, et il est aisé d'avoir les divisions régulières correspondantes
de l'espace. Il suffira d'associer chaque tétraèdre à un tétraèdre symé-
trique par rapport à une de ses faces. Le nombre des régions sera évi-
demment diminué de moitié.

Considérons quatre sphères de l'un quelconque des systèmes qui
viennent d'être étudiés, telles que trois quelconques ne passent pas
par un même cercle. Ces quatre sphères décomposent l'espace en seize
tétraèdres. Prenons en particulier un de ces tétraèdres; l'angle de deux
faces adjacentes est commensurable avec TC et les répétitions distinctes
de ce tétraèdre par la loi de symétrie sont en nombre limité, mais ces
répétitions symétriques empiètent en général les unes sur les autres
et remplissent l'espace plusieurs fois. Ce n'est que dans les cas qui
ont été examinés, où l'angle de deux faces adjacentes quelconques est
une partie aliquote de TC, que les répéti t ions symétriques remplissent
l'espace une seule fois.

Ces divisions de l'espace, considérées dans la troisième Partie de ce
travail, sont analogues, comme on voit, aux divisions de la sphère en
triangles ou en quadrilatères au moyen des plans de symétrie d 'une
double pyramide ou d'un polyèdre régulier. Mais nous n'avons pas
épuisé ainsi tous les groupes d'ordre fini de substitutions orthogonales
à quatre variables. 11 existe donc des divisions régulières de l'espace en
un nombre fini de régions qui n'ont pas leurs analogues sur la sphère.
Je me propose de revenir sur ces divisions dans un autre travail.

IV.
28. Parmi les notions de Géométrie susceptibles d'être étendues

à n dimensions se trouve celle des figures régulières. Dans l'espace à
quatre dimensions, en part icul ier , on sait qu'il existe six polyèdres
réguliers (1). D'un autre côté, le problème de Géométrie traité par

( î ) STÏUNGHAM, Re^idar figurer in a n dimendoncd space (Âmcrican Journal of M€I.-
themaûcf;, t. lït, p. ï ; 1880). — V. SCHLEGEL, Quelques théorèmes de Géométrie à n dl-
men.now {'Bulletin de la Société'mathématique de France, t. X, p. 172; 1882).
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M. Schwarz, auquel il à été fait allusion plus haut (n° 20), condui t à
la recherche des triangles sphériques dont les trois côtés appartiennent
à trois plans de symétrie d'un polyèdre régulier. On est donc amené à
soupçonner quelque rapport entre la théorie des polyèdres réguliers
de l'espace à quatre dimensions et les divisions régulières de l'espace
dont il a été question dans les û08 22 à 27. Voici le moyen le plus
naturel pour montrer la connexion int ime qui existe entre ces deux
questions.

Considérons d'abord un polyèdre régulier convexe de l'espace à
trois dimensions; les plans menés par' les arêtes de ce polyèdre et le
centre delà sphère circonscrite décomposent la surface de cette sphère
en polygones sphériques réguliers égaux. La recherche des polyèdres
réguliers à trois dimensions revient par conséquent à ce problème de
Géométrie :

Décomposer la surface d'une sphère en polygones réguliers égaux par
des arcs de grand cercle.

Ce problème peut à, son tour être remplacé par un problème de
Géométrie plane dont il. est bien facile devoir l 'énoncé. En effet , fai-
sons une projection stéréographique de la sphère, divisée comme il

• vient d'être dit, sur un plan; les arcs de grand cercle auron t pour pro-
jections des arcs de cercles orthogonaux à un même cercle imaginaire
(C). Le plan se trouvera divisé en un nombre fini de polygones limités
par des arcs de cercle orthogonaux à G'. Ces polygones ne seront plus
égaux, mais ils seront congruents; en d'autres termes, ils pourront
se déduire l'un de l'autre par une suite d'inversions. De plus, ils
seront tous congruents à un polygone de môme nature qui aurait tous
ses côtés égaux et tous ses angles égaux* Si donc nous convenons
d'appeler polygone régulier un polygone limité par des arcs de cercle
orthogonaux au cercle imaginaire (G') et congruent à un polygone de
même espèce ayant tous ses côtés égaux et tous ses angles égaux, le
problème de Géométrie sphérique énoncé plus haut est identique à
celui-ci :

Diviser le plan en polygones réguliers congruents recouvrant tout le
plan une fois et une seule/ois.

Il n'y a plus rien dans cet énoncé qui suppose la notion de l'étendue
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à trois dimensions, et rien ne nous empêche de nous proposer un
problème analogue à celui-là dans l'espace à trois dimensions. Nous
aurons ainsi la projection dans cet espace d'un polyèdre régulier de
l'espace à quatre dimensions, ou plutôt de la configuration déter-
minée par ce polyèdre sur Vhypersphère

Soit donc (S') une sphère imaginaire, par exemple la sphère qui a
pour équation

,y2 ^_ yï _^ ^2 ^_ j ̂  o ^

nous appellerons corps régulier t ou t corps l im i t é par des port ions de
sphères réelles orthogonales à (S"), congruent à un corps de même
nature dont tous les éléments de même espèce seraient superpbsables,
et dont" les faces seraient des polygones sphériques réguliers égaux.
On obtiendra un solide de cette espèce en remplaçant les faces planes
d'un polyèdre régulier ordinaire par des faces sphériques égales. Re-
marquons qu 'un corps régulier peut parfai tement s'étendre jusqu 'à
l ' infini ; par exemple, la port ion de l'espace comprise dans la part ie
positive du, triedre oxyz et extérieure à la sphère

,x'2 •+- y " -i- z- — ,i --= o

const i tue, d'après noire déf in i t ion, un corps régul ier à quatre faces ou
un tétraèdre régulier. Cela posé, la détermination des polyèdres régu-
liers de l'espace à quatre d imens ions est équivalente, à notre poin t de
vue, à ce prob'lème de Géométrie à trois dimensions :

Diviser l'espace en corps réguliers congrue/ils, de façon que ces corps
réguliers remplissent tout l'espace une fois et une seule fois.

Une fois qu'on aura obtenu, un pareil mode de division, on n'aura
plus qu'à imaginer les sommets projetés sur Fhypersphère

" 1 " 1 "' •i 1 t~ 3 1 " 4

pour avoir les coordonnées des sommets d'un polyèdre régulier dans
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l'espace à quatre dimensions. On retrouve ainsi sans aucune difficulté
les six figures régulières découvertes par M. Stringham.

29. Le tétraèdre CDEF de lay?^. 10 est évidemment un corps régu-
lier, d'après la manière même dont ce tétraèdre a été obtenu, et il
admet les mêmes plans de symétrie que le tétraèdre régulier ordi-
naire qui a les mêmes sommets, c'est-à-dire les six plans OCD, OCE,
OCF, ODE, ODF, OEF. Le tétraèdre symétrique de celui-là par rapport
à la face CDE, par exemple, sera un nouveau corps tétraédral régulier ,
l imi té par la face CDE et les prolongements des trois plans OCD, ODE,
OCE. En opérant de même avec chaque face (le CDEF, on voit que l'es-
pace est décomposé en cinq corps tétraédraux réguliers ayant quatre à
quatre un sommet commun. Le nombre des sommets de cette f igure
est égal'à cinq, celui des arêtes à dix, ainsi que celui des faces. On a
ainsi la projection dans l'espace à trois dimensions du pentaédroïde de
M. Stringham. Les coordonnées des cinq sommets de ce polyèdre dans
l'espace à quatre dimensions sont

/ , / r v/5"\
( U^ == I , U^ = U3 •=- K', = 0 ), 1 Z/i -= — - , //a = /./3 = Uf, :== — v- 1 ,

( î ^\ ( ï ^1 U^ == — j ? ^2 = — Us =- ~— Ut, = — —— \, u,^ =: — - , u,, =: — u^ •=. Ui, ̂  —— ] 5
\ 4 4 / \ 4 " ^ /

/ î /5\
^U^—., Uï-==i U^—U^ '— 1 ;

i l admet dix plans de symétrie représentés par les équations (37).
L'octaèdre à faces courbes de \^fig. 4 ABCA'B'C' est aussi un corps

régulier. Cet octaèdre est formé par la réunion de hui t tétraèdres
OABC congruents au tétraèdre de Vàfig. 3, et il faut^ nous l 'avons vu,
192 tétraèdres congruents à celui-là ou, à son symétrique pour remplir
tout l'espace. Il faudra par conséquent •^j2 = 24 octaèdres congruents
à l'octaèdre ABCA'B'C' pour remplir tout l'espace; ils se déduiront
d'ailleurs du premier par des répétitions symétriques. On a ainsi une
division de l'espace en corps octaédraux réguliers assemblés six par
six autour d'un sommet commun. La figure a 24 sommets, 96 arêtes et
96 faces, elle constitue la projection de VicosatétraédroÏcfe de M. String"
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ham. Dans l'espace à quatre dimensions, les sommets auront pour
coordonnées

( U^ -=. U^ Z= Us = 0, M/, = ± l),

( //i := /./g •=: ̂  == 0, //.y := ±: l),

( (/i =-: ^3 == ̂  == 0, ?/2 = ±: 1 ) ,

( U^ = ^3 == /^ -:= 0, ^i =:=: ±: I ),

(U^=±^ U,=l±\, U,=±:^ ^^-±:i-);

le polyèdre admet 24 plans de symétrie représentés par les équa-
tions (33).

La division de l'espace en seize tétraèdres au moyen des trois plans
de coordonnées et de la sphère x^ -f-y2 4- ' z 2 — i == o fournit la projec-
t ion de Vhexadécaèdroîde. Ces seize tétraèdres sont assemblés hui t par
hui t autour d 'un sommet commun; la figure a 8 sommets, 24 arêtes,
3a faces. Dans l'espace à quatre dimensions, les sommets du polyèdre
ont pour coordonnées

( U^ — U^ =: U^ :::::: 0, Ut, == ±: 1 ),

( ̂ i = u^ ==. uj, =: o, ^3 == ±: i),
( U^ := ^3 == Uî, :=: 0, tU = ±: ï) ,

( ^2 :=Z Us == ^j, == ô, U^ =:-: ±: 1 ) ;

les plans de symétrie sont au nombre de seize, représentés par les
équations

//l=0, ^2=0, ^:=:0, ^4==:0,

/<! ± U^ :;= 0, ^i ± //.;, l:!-:: 0, ^2 ±; Ui, =: 0,

//l ±: //a :=; 0, /^ ±: Us ̂  0, ^3 ±: Ui, = 0.

Pour trouver la project ion de Voctaédroïde, reprenons le tétraèdre
OARC congruent au tétraèdre de la /7 '̂. 3 (voir ci-après fig. 11); en
assemblant quatre tétraèdres égaux à celui-là autour de l'arête OA, on
fo rme une sorte de pyramide OBCDE, l imi t ée par quatre plans qui se
coupent su ivan t des angles égaux à ^-r? et une face sphériqueBCDE,cou-

pant tous ces plans sous un angle égal à ^- Si l'on réunit ensu i t e six
pyramides égales à celle-là autour du sommet 0, on obtient un corps
bexaédral tel que BCDEB'CD'E' Çfig. xa), qui est évidemment régu-

Ânn. de l 'Êc . Normale. 3e Série. Tome VI. — MARS 1889. A 3
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lier, et dont deux faces adjacentes se coupent sous un angle égal à 2~!:"
Comme il faut 192 tétraèdres congruents à OABC ou à son symétrique

Fig. n.

pour remplir tout l'espace et que l'hexaèdre précédent en contient a4,
il faudra I9^ == 8 hexaèdres congruents à celui-là pour remplir tout
l'espace. Il est aisé de le vérifier; en effet, si l'on prend les symé"

Fi^'. T 2 .

triques de l'hexaèdre BCDEB'C/lyE' par rapport à chacune de ces six
faces, on obtient un corps formé de sept hexaèdres, et la partie de l'es-
pace extérieure à ce corps constitue un hexaèdre congruenfcau premier.



SUR LES SUBSTITUTIONS ORTHOGONALES, ETC, 99

On voit que ces hexaèdres sont assemblés quatre à quatre autour d'un
sommet commun; la figure a 16 sommets, 24 faces, 32 arêtes. Dans
l'espace à quatre dimensions, les 16 sommets ont pour coordonnées

z/-i==±j, u^±{, as==±j, i^=±^;

les plans de symétrie sont les mêmes que pour l'hexadécaédroîde.

30. Considérons enfin la division régulière de l'espace en i[.\ 4oo té-
traèdres congruents au tétraèdre OABCde \^.jfig. 7 ou à son symétrique.
Les sommets de cette configuration, analogues au sommet 0, seront
au nombre de ^i40^ ==120, et les sommets analogues au sommet B

130 °

seront au nombre de —î—- == 600. Imaginons qu'autour du sommet 0
on assemble 120 tétraèdres égaux au tétraèdre OABC ou à son symé-
trique. On obtient ainsi un corps régulier ayant la forme d'un dodé-
caèdre à faces sphériques, l'angle de deux faces adjacentes étant égal
à -3— Si l'on opère de même autour de chaque sommet analogue au
sommet 0, on aura d iv isé l'espace en 120 corps dodécaédraux réguliers
congruents. Le polyèdre régulier correspondant de l'espace à quatre
dimensions est VhécatordcosaédroÏde de M. Stringham ; le nombre des
sommets est égal à 600 et les dodécaèdres sont assemblés quatre par
quatre autour de chaque sommet. Le nombre des faces est égal à 720
et celui des arêtes à -1200.

De même, si, autour de chaque sommet analogue au sommet B, on
rassemble les 24 tétraèdres qui ont un de leurs sommets en ce point,
on forme un corps tétraédral régulier, clans lequel l'angle de deux faces
adjacentes est égal à ^TC* L'espace se trouve ainsi divisé en 600, té-
traèdres assemblés vingt par vingt au tou r d'un sommet commun; le
polyèdre régulier correspondant de l'espace à quatre dimensions
est Y hexacosiaédroïde de M. Stringham. La figure a 120 sommets,
1200 faces, 720 arêtes. Ces deux derniers polyèdres ont 60 plans de
symétrie.

31. On sait que les polyèdres réguliers de l'espace à trois dimen-
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sions, cube et octaèdre, dodécaèdre et icosaèdre, peuvent être associés
deux à deux, de telle façon que les centres des faces de l'un soient les
sommets de l'autre. En d'autres termes, si l'on considère une division
de la surface de la sphère en polygones réguliers, les centres de ces
polygones sont les sommets d'un autre mode de division de la sphère
en polygones réguliers. De même, si nous considérons une des divi-
sions précédentes de l'espace en corps réguliers, les centres de ces
corps réguliers sont les sommets d'un autre mode de division de l'es-
pace en corps réguliers. J'appelle centre d'un corps régulier le point
intér ieur à ce corps commun à toutes les sphères orthogonales à la
sphère (S') qui passent par une arête de ce corps et divisent en deux
parties égales l'angle des deux faces adjacentes. Appelons réciproques
les polyèdres réguliers de l'espace à quatre dimensions qui correspon-
dent à ces deux modes de division de l'espace; le pentaédroïde et l'ico-
satétraédroïde coïncident avec leurs réciproques. Le polyèdre réci-
proque de l'octaédroïde est Phexadécaédroïde et le réciproque de
l'hexacosiaédroïde est l'hécatonicosaédroïde.

32. La notion de polyèdre régulier étoile ne paraî t pas avoir été
étendue à l'espace à quatre dimensions. Au point de vue ou nous nous
plaçons, cette extension n'offre aucune diff iculté . On sait, en effet, que
la construction d 'un polyèdre régulier étoile de l'espace à 3 dimen-
sions équivaut à décomposer la surface de la sphère en polygones sphé-
riques réguliers égaux, ces polygones recouvrant exactement la sphère
plusieurs fois, et cela d'une manière uniforme, en sorte que la surface
soit partout doublée ou triplée, etc. ( ^ ) . Tout pareil lement, la con-
struction d'un polyèdre régulier étoile de l'espace à quatre dimensions
revient à diviser l'espace en corps réguliers congruents remplissant l'es-
pace plusieurs fois, de façon qu'un point quelconque appartienne à un
même nombre fini de ces corps. On aperçoit sans peine plusieurs solu-
tions du problème. Reprenons le dodécaèdre régulier à faces courbes
dont il a été question au n° 30; si l'on prolonge les arêtes, on obtient
un dodécaèdre régulier étoile, à faces courbes, analogue au dodécaèdre
régulier de deuxième espèce de Poinsot à faces étoilées. Les répétitions

( 1 ) POINSOT; tournai de l'École Polytechnique, t. IV, p. 36.
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de ce dodécaèdre par la loi de symétrie sont au nombre de 120 et rem-
plissent l'espace deux fois. On conçoit donc l'existence d'un polyèdre
régulier étoile dans l'espace à qua t re d imensions formé de 120 dodé-
caèdres réguliers étoiles, assemblés 12 par 19. autour des sommets.

De même, si l'on prolonge les faces du dodécaèdre convexe à faces
courbes du n° 30 jusqu'à la rencontre des faces qui en touren t la face
opposée, on obtiendra un dodécaèdre étoile, à faces courbes, analogue
an dodécaèdre de troisième espèce à faces convexes de Poinsot. Si l'on
prolonge ensuite les arêtes de ce nouveau corps régulier, on obtient
un nouveau dodécaèdre à faces courbes analogue au dodécaèdre de
quatr ième espèce de Poinsot. Les deux corps réguliers ainsi obtenus
donnent encore lieu à deux divisions de l'espace en corps réguliers
congruents remplissant l'espace plusieurs fois et, par suite, à deux
nouveaux polyèdres réguliers étoiles dans l'espace à quatre dimen-
sions.

Dans les exemples précédents, les corps réguliers qui. remplissent
l'espace plusieurs fois d'une manière uniforme sont analogues aux po-
lyèdres réguliers étoiles ordinaires. Voici, maintenant un exemple de
division régulière de l'espace par des tétraèdres réguliers à faces sphé-
riques, tels que par chaque point de l'espace passe nn même nombre
de ces tétraèdres.

Considérons les trois plans de symétrie de l'icosaèdre qui ont pour
équations

,j;\/io -4- 2^/5 ±:y(\/5 — i) == o, ix + ^(\/5 — i) == o,

et la sphère de rayon R = 2 qui a pour centre le point de coordonnées

_J__ ^ ̂  , _ ^JLz^L,.
y 1 0 — 2 \/5 \ / i °—^V^

Cette sphère a son centre sur un axe de symétrie ternaire de l'ico-
saèdre; elle coupe orthogonalement la sphère imaginaire (S') et, sous
un angle égal à ^ la sphère (S) : elle fait donc partie du groupe des
oosphères dont il a été question au n° 25. Par suite, les répétitions
distinctes du tétraèdre, l imité par ces trois plans et cette sphère, d'a-
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près la loi de symétrie, seront en nombre limité et rempliront l'espace
un nombre f ini de fois. Mais on vérifie aisément que ce tétraèdre est
un corps régalier, l'angle de deux faces adjacentes quelconques étant
égal à "y. On est donc condui t à un nouveau polyèdre régulier étoile
de l'espace à quatre dimensions.


