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SUR LE

PROBLEME DE DIRICHLET,

Par M. Jures RIEMANN,

ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

INTRODUCTION.

Un des géometres qui ont fait le plus avancer la solution du pro-
bleme de Dirichlet, tout au moins dans le cas de deux variables, est,
sans contredit, M. Schwarz. Le travail le plus importantetle plus com-
plet qu’il ait publié sur cette matiere se trouve dans les Monatsberichte
de 1870 ('). Aen juger par U'extréme concision du texte, ce Mémoire
ne devait étre, danslintention primitive de son auteur, que provisoire;
c¢’est du reste ce qu’il dit lui-méme dans un travail ultérieur, inséré au
Journal de Crelle (*), dans lequel il développe, avec une élégance et une
précision rares, la partie de la théorie relative au cercle. Depuis,
M. Schwarz semble avoir renoncé a son projet : ¢’est ce qui m'a con-
duit & essayer d’expliquer, au moins en partie, ce que son Mémoire
pouvait présenter de trop concis.

Ce Mémoire comprend d’abord une méthode générale de combi-
naison, permetlant de passer d’aires simples & d’autres plus compli-
quées; puis des applications de cette méthode. En premier lieu, le
théoreme général de M. Schwarz m’a paru susceptible d’extension.

(1) Pages 767-795. Nous ne nous sommes guére occupé que des treize premiers para-
graphes.
(%) T. 74 (année 1872), p. 218-253.
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Convenons d’employer les expressions suivanles, qui abrégeront le
langage : lorsque les valeurs données sur le contour n’éprouveront pas
de discontinuité, nous dirons qu’il s’agit du probleme classique; an
cas ol ces valeurs éprouveraient des discontinuités en un nombre
limité de points singuliers du contour, nous dirons qu’il s’agit du pro-
bleme généralisé. Le probleme généralisé renferme une condition qui
se trouve remplie d’elle-méme dans le cas du probleme classique : ¢’est
que la fonction inconnue ne doit pas croitre indéfiniment dans le voisi-
nage d’un point singulier. Ceci posé, M. Schwarz énonce ainsi son
théoreme : « Soient S, et S, deux aires se recouvrant en partie, S aire
constituée par leur ensemble. Si I'on sait résoudre le probleme génera-
lisé pour S, et pour S,, on sait aussi le résoudre pour S, @ condition
que S, et S, soient limitées par des lignes analytiques. »

Y’ai remarqué que, lorsqu’on savait résoudre pour une aire S le pro-
bleme classique, il était (rés facile de construire, a I'aide d’un nombre

limité de fonctions are lang%—ff-fl?, une fonction U résolvant le pro-

. - &y

bleme généralisé. Cette remarque permet déjh de remplacer, dans
I"énoncé du théoreme, le mot généralisé par le mot classique. Ensuite,
M. Schwarz se sert dans son raisonnement de ce que le probleme gé-
néralisé ne peut avoir plus d’une solution, et ¢’est pour cela qu’il est
obligé de supposer que S, et 8, sont limitées par des lignes analy-
tiques. Or la construction que j’indique ne peut fournir qu'une seule
fonction Uj; & cette fonction s’étendent les propriétés des fonctions
harmoniques dans une aire et continues sur son contour: en parti-
culier, lorsqu’une série de fonctions U ayant les mémes poinls singu-
liers converge uniformément dans une aire S, elle définit, pour cette
aire, une nouvelle fonction U. Ces fonctions U sont donc la géné-
ralisation naturelle des fonctions harmoniques dans S el continues
sur s : ¢’est en leur appliquant le raisonnement de M. Schwarz que je
résous le probleme pour P'aire formée par 'ensemble de S, et deS,,
sans qu’il soit nécessaire de supposer analytiques les contours s,
et s,.

En second lieu, M. Schwarz énonce que, grice i ce théoréme, on
peut résoudre le probleme pour toute aire limitée par un nombre fini
d'arcs de lignes analytiques. Je développe ce point trés important en
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supposant, comme il parait indispensable pour la démonstration, que
les arcs de lignes analytiques soient réguliers.

Un probleme & peu pres inséparable du précédent est celui qui con-
siste 4 représenter d’'une maniére conforme une aire simplement con-
nexe S sur un cercle ou sur un demi-plan. Ce probleme, M. Schlifli (*)
a essayé de le résoudre directement quand laire S est un poly-
gone donné : partant de la formule déja trouvée par M. Schwarz
et par M. Christoffel, il cherche & y déterminer les constantes de ma-
niere & obtenir la représentation conforme demandée. Les calculs de
M. Schlifli ne m’ont pas semblé démontrer d’une fagon suffisante la
possibilité de cette représentation; en cherchant & les compléter, j'ai
été arrété par une difficulté (res sérieusc. Ils ne sont pas, néanmoins,
dépourvus d’intérét ; car, si on admet cetle possibilité (et apres les
théories générales de M. Schwarz, elle ne saurait étre révoquée en
doute), la difficulté dont je viens de parler disparait, et I'on se trouve
en possession d’un procédé pratique pour déterminer les constantes.
Aussi ai-je jugé utile d’exposer les principaux résultats de M. Schlifli,
ainsi que les remarques que j’y ai ajoulces. v

En revanche, je n’ai rien dit du role que peut jouer le probleme de
Dirichlet dans la théorie de la représentation conforme. Les géometres
qui se sont occupés de ce sujet sont Riemann et M. Schwarz, dans le
cas de la connexion simple; M. Schottky pour la connexion multiple.
Ces auteurs admetlent tous, sans démonstration, que, lorsqu’une fone-
tion « est harmonique dans S et continue sur s, la fonction¢ conjuguée
de u, laquelle est harmonique dans S, est aussi continue sur s. Cest
la un fait qui est loin d’étre évident. Dans un trés remarquable Ou-
vrage toul récemment paru, M. Harnack (*) démontre ce théortme
dans le cas du cercle et ’énonce dans le cas d’une aire dont les parties
sont représentables sur le cercle, & condition toutefois que les valeurs
de w sur le contour aient, par rapport & 'are, une dérivée intégrable.

La méme objection pourrait étre adressée d un Mémoire de
M. Schwarz (*) ou, partant de la possibilité de représenter un poly-

(1) Journal de Crelle, t. 78, p. 63-80; 1874.

(%) Die Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potenticdes. Teubner, 1887.

(3) Zur Theoric der Abbildung (Programm der pol. Schule. Zurich, 1869-70).
Ann. de UFe. Normale. 3° Série. Tome V. — Ocropre 1888, 42
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gone sur la surface d’un cercle, il cherche a établir Ia méme possi-
bilité pour une airc S quelconque & connexion simple. Au fond, la
conclusion & tirer de cet intéressant Mémoire est l'existence, pour
l'aire S, de la fonction de Green relative & un point intérienr quel-
conque, dans le cas ol I'aire S est convexe vers I'extérieur. M. Harnack
a traité la méme question, en partant également du polygone, mais
d’une facon plus simple et qui n’exige pas que I'aire S soit convexe;
sa méthode s’¢tend méme aux aires & connexion multiple. Du reste, il
m’a semblé que sa démonstration était encore susceptible de simpli-
fication. i

Jai divisé mon travail en qualre Parties. Dans la premiere, je m’oc-
cupe d’abord du probleme de Dirichlet classique et des propriétés des
fonctions harmoniques dans une aire et conlinues sur son contour. Je
passe ensuite & la représentation conforme, et je m’efforce d’établir,
avec toute la précision possible, les principes fondamentaux de cette
théorie. Enfin j’arrive au probleme généralisé : je développe ma solu-
tion, etj'étudie les propriétés des fonctions U. La deuxieme Partie est
consacrée exclusivement i la discussion du Mémoire de M. Schlifli. Dans
la troisieme Partie, je commence par définir les ares régulicrs de lignes
analytiques etj’étudie leurs propriétés les plusimportantes. J'expose en-
suite, avec les modifications que j’ai indiquées, la méthode de combi-
naison de M. Schwarz ; puis je m’en sers pour résoudre le probleme de
Dirichlet pour toute aire limitée par des arcs réguliers de lignes analy-
tiques. Enfin la quatrieme Partie est consacrée aux travaux récents de
M. Harnack. Je donne d’abord la méthode par laquelle le savant géo-
metre construit, a I'égard d’une aire quelconque, la fonction de Green.
Je n’ai pas eru pouvoir me dispenser ensuite de montrer comment,
tirant parti de ce premier résultat, il résout le probleme de Dirichlet
dans toule sa généralité et démontre en outre que le probleme géné-
ralisé ne peut avoir plus d’une solution. Mais, sur ces derniers points,
j’ai é16 fort bref : J"ai surtout cherché & faire ressortir la marche géné-
rale des idées, et ne me suis pas astreint & passer par tous les inter-
médiaires.
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PREMIERE PARTIE.

I. — Probléme de Dirichlet.

1. Dans le plan dont les points représentent les valeurs de la va-
riable complexe z =« + y7, considérons une aire limitée extéricu-
rement par une ligne fermée L,, intérieurement par n — 1 lignes
fermées L,, L,, ..., L,_,, extérieures les unes aux autres. Ces nlignes
sont supposées simples, ¢’est-d-dire que chacune d’elles ne passe plus
d’une fois par aucun de ses points. Une telle aire est dite & connexion
multiple d’ordre n. S’il n’y a pas de lignes intérieures, elle est dite &
connexion simple. Nous la désignerons dans la suite par la lettre S, et
nous appellerons s I'ensemble des lignes qui forment le contour de
I'aire S. A I'égard de chaque ligne L, nous supposerons qu’elle a en
chaque point une tangente déterminée et variant d’'une maniere con-
tinue, sauf en certains points isolés o cetle tangente peut changer
brusquement de direction.

Ceci posé, voici I'énoncé du probleme qui va nous occuper :

A chaque point M du contour s faisons correspondre une valeur dé-
terminée m. Il s’agit de trouver une fonction réelle u(x, y) satisfaisant
aux conditions suivantes :

1° A Vintérieur de I'aire S, cette fonction doit étre uniforme et
continue, admettre des dérivées partielles des deux premiers ordres,
¢galement uniformes et continues, enfin satisfaire & 'équation

Pour abréger le langage, nous dirons qu'une fonction qui remplit ces
conditions est Aarmonigue dans I'aire S.

2° Sur le contour s, cette fonction doit prendre les valeurs données.
Dire que la fonction u prend au point M du contour la valeur m, c’est
dire que, lorsque le point («,y) intérieur 2 S tend vers le point M
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de s par un chemin quelconque, u(x,y) prend des valeurs qui tendent
vers mn.

C’est & ce probleme que nous donnerons le nom de probléme de
Dirichlet. Pour qu’il puisse admettre une solution, il est nécessaire que
la valeur m relativé au point M soit, lorsque le point M déerit Ia ligne
du contour dont il fait partie, une fonction continue de Uarc de cette
ligne. Gela résulte d’un théoreme général dont je me contente de rap-
peler 'énoncé (') :

Soit AB un arc appartenant au contour s. Si unc fonction u(z,y),
uniforme et continue dans S, prend en chaque point M de AB une
valeur déterminée m, m est une fonction continue de 'arc AM. En
outre, u(z,y) lend vers m uniformément tout le long de AB.

Voici un autre théoreme dont nous nous servirons : Si l’on peult faire
correspondre & chaque point M de I'ar¢ AB un chemin (intérieur 2 S
et variant avec M d’une maniére continue), tel que, le point (x,y)
tendant vers M par ce chemin, u tende vers m uniformément tout le long
de AB, cela suffit pour en conclure que «(z, y) prend la valeur m en
chaque point M de AB qui ne soit ni A ni B.

Enfin nous emploierons souvent expression suivante. Quand une
fonction continue dans S prendra en chaque point de s une valeur dé-
terminée, nous dirons que cette fonction est continue dans S et sur s.

2. Voici encore quelques résultats bien connus que je rappelle :
« étant une fonction harmonique non seulement dans S, mais dans
une aire X renfermant I'aire S tout entiere & son intéricur, on a

“du v
j 7 dl = o,

d
dn
On a aussi, en chaque point A intérieur i S,

dlog
v = 1 " °p 10”1 du dl
am, dn ©rdn ’

désignant la dérivée suivant la normale menée a I'intérieur de laire.

Si-

(1) Je renvoie, pour la démonstration de ce théoréme et du suivant, & un Mémoire fort
remarquable de M. Painlevé, publié dang le tome Il des Annales de la Fuculté des Sciences
de Toulouse, p. B.19 el suiy.
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r représentant le module de 5 — @. De 12 nous déduisons un premier
résultat intéressant. Supposons que S soit l'aire d'un cercle ayant
pour centre le point z, et pour rayon p. Posons re? =z — z,. Soit
u(x,y) =v(r, ¢) une fonction harmonique dans Set continue sur s
appelons /(%) la valeur qu’elle prend au point (p, ¢) : f(9) est une
fonction uniforme de l'angle polaire ¢; cette fonction est continue
pour toute valeur de la variable et admet la période 2w. Soit u, la
valeur de u au centre du cercle; je dis qu’on a

I 22T
e OLAG

Soit, en effet, S un cercle concentrique & S et de rayon » moindre
que p. On a

7 dlog! \ ”
a@1og -
w0y = —— (u—————-~—-lo,{.§l du dl =L o(r, b)) dd
"o . dn rdn AT o, ’ ’

~

\

d’ou
0 -:;ef S db== [ 9~ ay.

Maintenant, comme la fonction « tend vers f(4) uniformément tout
le long de s, & chaque nombre € on peut faire correspondre un nombre
7 tel que Uon ait

[o(r,b) —/(P)[<e quel que soit ¢,

sous la condition p — r<C 7. Sous cette condition, le second membre de
Pégalité (1) est donce, en valeur absolue, moindre que ¢. Or le premier
membre de cette égalité ne dépend pas de 7 : il est donc rigoureusement
nul, ¢’est-a-dire que I'on a bien

I 27
“0:;‘77[; S (L) db.
Si f(4) est une constante G, u, est égal & C. Si f(J) v’est pas une

constante, u, est inférieur & la plus grande et supérieur & la plus
petite des valeurs de /(). On déduit de la qu’une fonction harmo-

(1) Voir Scawanz, Journal de Crelle, t. 74, § 3.
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nique dans une aire ne peut avoir ni maximum ni minimum a 'inté-
rieur de cette aire.

3. Revenons & une aire quelconque S. Soit encore u(x,y) une
fonction harmonique dans S et continue sur s. Les valeurs de cette
fonction sur s, formant un ensemble fini, ont une limite supérieure g
et une limite inférieure %£. Je dis que, pourva que u(2,y) ne soit pas
une constante, ses valeurs a U'intérieur de S sont toutes plus pelites que
g et toutes plus grandes que £. (Ce théoreme sera souvent appliqué
sous cette forme : si I'on a en tous les points de s I'inégalité |u| < e,
on a aussi cette inégalité a l'intérieur de S.) )

En effet (*), les valeurs de la fonction z dans S et sur s forment aussi
un ensemble fini : elles ont donc une limite supéricure g’ et unelimite
inférieure %'. Considérons la limite supérieure g’. On a u=g’ dans S
et sur s. Je dis que, dans S, I'égalité u = g’ est impossible.

Supposons, en effet, qu’au point A on ait « = g’. Alors les valeurs de
ule long d’un cercle quelconque ayant A pour centre et intéricur & S
seraient égales & g’; car, 8’il n’en était pas ainsi, une des valeurs de «
le long de ce cercle serait supérieure & g’. w serait donc égal & g" dans
tout le cercle ayant A pour centre et tangent intérieurement 4 s. On
pourrait ensuite recommencer le méme raisonnement en remplacantle
point A par un point A’ du contour de ce cercle. On parviendrait done
a démontrer que uest égala g’ dans toute I'aire S, ce qui est contraire
a hypothese. Ainsi donc on a, en chaque point intérieur a S, U'iné-
galité u<lg'.

Mais, d’apres un théoreme connu, il doit exister au moins un point
M, situé dans S ou sur s, tel que les valeurs de la fonction « dans le
voisinage de M aient toujours g’ pour limite supérieure, quelque res-
treint que soit ce voisinage. Que ce point M soit & I'intérieur de S ou
surs, g’ est la valeur de la fonction en ce point, parce que u est une
fonction continue dans S et sur s. Nous venons de voir qu’un tel point
M ne peut étre & I'intérieur de S : il est donc sur s. g’ est donc la plus

grande des valeurs de u sur s, ¢’est-a-dire g’ = g. On a done, dans S,
Vinégalité u << g.

() Seuwanz, loc. cit., § 10.
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On démontre de méme ’inégalité « > £.

De ces deux inégalités on déduit la suivante : g > 4. Une fonction
harmonique dans S ne peut donc prendre sur s des valeurs toutes
égales que sielle est une constante. De cette derniére remarque résulte
une conséquence importante : pour une aire S donnée ct pour un
systeme donné de valeurs m attachées aux points M de s, le probleme
de Dirichlet ne peut agoir plus d’une solution. C’est démontré lorsque les
valeurs m sonl toutes égales. Soient, dans le cas général, u et ¢ deux
solutions du probleme. La fonction w = u — ¢ résout le probleme,
lorsque les valeurs m sont toutes nulles. Mais, dans ce cas, 'unique
Jonction résolvant le probleme est nulle dans S. Donc « coincide avec ¢
dans S.

Ainsi les conditions du n° 1 suffisent & déterminer completement
la fonction. Toute condition nouvelle rentrera dans les précédentes ou les

. . . . (e du
contredira. Par exemple, il ne faudrait pas exiger que les dérivées P

u . . . )
3—);: qui sont continues dans S, le fussent aussi surs. Car on peut dé-

montrer (') qu’une fonction continue, ainsi que ses dérivées partielles
du premier ordre, dans S et sur s, prend sur s des valeurs admettant une
dérivée par rapport & arc / de s. Or les valeurs données m sont bien
supposées former une fonction continue de /, mais non avoir une dérivée.

4. Dans le cas du cercle, le probleme de Dirichlet a été complete-
ment résolu par M. Schwarz. Je garde les notations dun® 2, et je con-
sidere la fonction u(x,y) = ¢(r, 9) définie pour l'intérieur de S par
Pintégrale

I 2T (pz—"’&)./‘(l.p)(lkp
I.——;;rl P T aprcos(U—0) avec r < p.

Il s’agit de montrer (*), & I'égard de cette fonction :

1° Qu’elle est harmonique dans S;

2° Qu’clle prend sur s les valeurs données f(¢).

La premiere partie de la démonstration se base sur cette remarque
évidente que, si F (=) est une fonction analytique holomorphe dans S,

(1) PAINLEVE, loc. cit., p. B.26.
(2) Scnwanz, loc. cit., § 5.
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la partie réelle de F (=) est harmonique dans S. Or considérons I'in-
27 il

(égrale :_Tf f@)i%%}j——j’w d}. Sous la condition |5 — 5, | < g,

cette intégrale a un sens : clle définit une fonction analytique holo-

morphe dans S. La partie réelle de cette fonction ne cesse de coincider

avec u(x, y).

En second lieu, M. Schwarz considere la différence 1— f(2), ot s
est quelconque, r étant supposé plus petit que g. 1l démontre qua
chaque nombre positif c on peul faire correspondre un nombre positif
7, tel qu’on ait I'inégalité

11— /(9)| <se,

quel que soit ¢, sous la condilion p — r< 7. Autrement dit, & chaque
point M de s on peut faire correspondre un chemin intéricur a S et
variant d’'une manitre continue avee M, savoir le rayon qui aboutit &
M, tel que, (z, y) tendant vers M par ce chemin, « (2, y) tende vers
J(v) uniformeément tout le long de s. La fonction u prend done sur le
cercle les valeurs données.

Nous avons vu que la fonction « coincide, 2 I'intérieur de S, avee la
partie réelle d’une certaine fonction holomorphe dans S. Cette fonction
a été représentée par une intégrale définie; mais on peut aussi la re-
présenter par une série ordonnée suivant les puissances entitres et
croissantes de 5 — 5., et absolument convergente dans S :

= [ rwa 3| C2

Considérons les valeurs de u sur le cercle de rayon r. Leurs modules
ont une limite supérieure qu'il peut étre utile de connaitre. On a

27 “
T reray|.
0 -

270
1 — r(r—pcosd)dl
[ — — Y e .
=Y -ﬂfo J(g=+1) pr 4 rf— aprcosy

“(r—pecosd) d < o . .
r(r—pe0sw)dy oo 1o différentielle de arcsin —— S0 '
pr- rt—oprcosy Vet rt—apreosd

¢ croissant de o & T, cette fonction part de zéro, croil jusqu’a la valeur

.or , . . . , .
arcsin - qu elle atteint pour '.[/o::arccos%, puis décroit de nouveau
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jusqu’a zéro. On peut écrire

g ] - - 3
‘0. — VJJ o0 (i 2T — Yy 27
l/,—-u(,:’[—lr[o Slo+ ) r (7 {-7605,)6'!4_}_/Y +/ 4 ]
T 2

p?— r*—aprcosy o S

Si I'on appelle g le maximum de | f(¢)|, on voit que chacun des
termes entre parenthéses a un module inférieur & garcsin g- Donce

e —uo| < é—f{l’arcsinf M.
n p

5. Nous pouvons maintenant démontrer la proposition suivante.
Soit u(x, y) une fonction harmonique & l'intérieur d’une aire S. Il
suffit de connaitre les valeurs de cette fonction dans une portion I de
S aussi pelite qu’on veat pour pouvoir déterminer sa valeur en un point
quelconque de S (*).

Car soit A (a, y,) un point intérieur 2 £. De A comme centre dé-
crivons un cercle ¢ qui soit tout entier intérieur 2 2. Comme nous con-
naissons'les valeurs de u sur le contour de ce cercle ¢, nous savons,
d’apres le numéro précédent, former une série (s) absolument con-
vergente dans ¢ et dont la partie réelle coincide avec la fonction u. Je
dis que cette série (s) est convergente dans tout cercle C ayant A pour
centre et compris tout entier & I'intérieur de S, et que, pour tout I’in-
térieur de ce cercle C, sa partie réelle représente la valeur de lafonction
u. Bn effet, d’apres ce qui précede, il existe une série (S) procédant
suivant les puissances de = — z,, et qui, 4 I’égard du cercle C, jouit
des propriétés que nous venons de dire. Les deux séries (s) et (S) sont
I'une et autre convergentes a I'intérieur de c et ont méme partie réelle.
Autrement dit, la série (s — S) est convergente dans ce cercle, et sa
somme ne cesse pas d’étre purement imaginaire. Cela exige que cetle
série se réduise & son premier terme, qui doit étre une constante pure-
ment imaginaire. Ainsi les séries (s) et (S) ne different que par leurs
premiers termes, et cela d’'une quantité purement imaginaire. La série

(1) Scuwanz, § 6. Le résullat y est énoneé sans démonstration. Le calcul ci-joint est
indiqué & la page 64 do I'Ouvrago de M. larnack.

(%) Scnwarz, § 9. La démonstration qui 8’y trouve différe de la nétre par ce qu’elle se
fonde surla théorie des séries trigonométriques, au lieu de mettre en jeu les propriétés des
séries entieres. .

Ann. de U'Fe. Normale. 3¢ Série. Tome V. — Ocronre 1888. 43
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(s) est done convergente dans le cercle C, et sa partie réelle donne la
valeur de « pour tous les points de ce cercle. La méme conclusion s’ap-
plique au cercle ayant A pourcentre et tangent intérieurcment & s.

Des lors, soit B un point quelconque 2 Pintéricur de S. Proposons-
nous d’avoir la valeur de « en B. Pour cela, traconsde A & Buneligne
L qui reste & I'intérieur de S. Nous connaissons la valeur de « en tous
les points du cercle C. Prenons sur la ligne L. un point D intéricur a ce
cercle; nous pourrons répéter sur ce point D le raisonnement fait sur
A, et connaitre les valeurs de « pour tousles points d’un cercle ¢/ ayant
D pour centre et tout entier intérieur a S. On peut, par un choix con-
venable du point D, faire en sorte que €' ait des points extéricars & C
et situés sur L. On partira alors d’un de ces points, et, continuantainsi,
on est str de parvenir i un cercle dans lequel les valeurs de u sont
connues et qui renferme le point B.

Alnsi se trouve déterminée sans ambiguité la valeur de « en un point
quelconque de 1'aire. En d’autres termes, deux fonctions harmoniques
dans S ne peuvent coincider dans une portion X de S aussi petite qu’on
veut sans coincider dans toute Pétendue de S En particulier, siune fone-
(ion harmonique dans S est constante dans X, clle est, par cela méme,
constante dans toute I'étendue de S.

6. La somme de plusieurs fonctions harmoniques dans S et con-
tinues sur s est évidemment une noavelle fonction harmonique dans S
et conlinue sur s. Soil maintenant une série

(1) Uy~ Uy~ Uyt o= Uy~ . .,

dontles termes sont des fonctions harmoniques dans S et continues sur
5. Jadmets qu'elle converge uniformément dans S: ¢'est-i-dire qu’a
chaque nombre positif ¢ on peut faire correspondre un nombre cntier 2
tel qu’on ait

(2) | Upgr == Uppa =+ oo Uy | <oe,

quel que soit p, et pour tous les points de S. 1l est clair que cette iné-
galité a lieu aussi en tous les points de s; car, lorsqu’on tend vers un
pointM de s, son premier meémbre tend vers une limite qui ne peut dé-
passer €. La série converge donc uniformément surs. Mais, inversement,
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si clle converge uniformément sur s, elle converge uniformément dans
S; car, la fonetion w, ., + 1,5 +... =4 u,,, étant harmonique dans S et
continue sur s, si sa valeur absolue est moindre que ¢ en chaque point
de s, elle est moindre que & en chaque point de S.

Cela étant, la série (1) définit, pour intérieur de S, une fonction .
Je dis qu’elle est harmonique dans S et continue sur s, et que la valeur
gu’elle prend en un point M de s est la somme de la série (1) en ce
point ().

On montre d’abord, par un raisonnement bien connu, qu’elle est
continue dans 8. Pour démontrer qu’elle est harmonique, tragons d’un
point A de S comme centre un cercle X intérieur a S, et résolvons le
probleme de Dirichlet pour ce cercle, ce que nous savons faire, en pre-
nant, comme valeurs données le long de o, les valeurs mémes de la
fonction u. Nous obtenons ainsi une fonction «’ que je dis étre identique
au.

En effet, & tout nombre € on peut faire correspondre un nombre en-
tier n tel que Uon ait

| u—s,|<<e, sousla condition n'> n,

pour tous les points de X et de o. Comme u coincide avec «’ sur o, on
a pour tous les potnts de o

|u'—s, ] <<e, sousla condition n'> n.

Mais, «' — s, étant harmonique dans X, cette inégalité subsiste &
Uintérieur de %5 s, tend donce vers la fonction &/, qui n’est autre que la
fonction u. Et comme A est un point quelconque de 'S, cela prouve que la
fonction u est harmonique dans S.

En second lieu, soit 7 la somme de la série (1) en un point M de s.
e étant un nombre positif quelconque, il existe un entier n tel que|r,|

o . vy . . € . .y .
soit inférieur & 5 pour tous les points de S et de s. Considérons la dil-

férence w — m, u étant Ja valeur de la fonction en un point N de S. Ou

(1) Ce théoréme n’est pas énoncé explicitement dans les travaux de M. Schwarz; mais le
principe de cetle démonstration se trouve dans son procédé alterné ( Monatsberichte, p. 783,
1870). Une démonsiration du méme genre occupe, dans I’Ouvrage de M. Harnack, la plus
grande partie du § 20.
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peut ’écrire
wU—m =Sy~ 7p) — (S, ry) = (Sp—8,) ~+ I'n— 1.

On a
, € €
]I'”[< g; [I',,[<_ 3-7

quel que soit N; enfin on peut déterminer un cercle C de centre M tel
’ & . .
que |s, — s,| < 3> pourvu quele pointN soit dans ce cercle. On a donc,

sous cette condition,
Ju—m|<e.

II. — Théorie de la représentation conforme.

7. Le probleme de Dirichlet est en liaison intime avee la théorie
de la représentation conforme. Avant d’expliquer en quoi elle consiste,
je crois utile de revoir quelques propriétés de la théorie générale des
fonctions, dont nous ferons d’ailleurs un usage continuel dans la suite.

Soit 2, =F(z)="P(2,y)+iQ(x,y) une fonction holomorphe
(¢’est-i-dire uniforme et continue ainsi que sa dérivée) a Uintérieur
dune aire S simplernent connexe, dont le contour s estune ligne fermée
simple. Soit @, une valeur prise par F(z) en un point ¢ intérieur a S.
[équation z, = F(z) définit une fonction z de 5, prenant la valeur a
pour sz, = a, et représentable dansle voisinage de z,= @, par une

série de la forme
1 ".!
s—a=0(5— )"+ (5~ )" ...,

dans laquelle & n’est pas nul, ¢t ot m désigne 'ordre de la premitre
dérivée de F(z) qui n’est pas nulle pour z = a. Cette fonction inverse
est continue dans le voisinage de z, =«,. Il est donc possible de
trouver un cercle C, de centre @, tel qu'en chaque point &, situé a I'in-
téricur de ce cercle les m déterminations de = soient représentées
par des points inedrieurs 4 'aire S. En chacun de ces points, F(z) a la
méme valeur &,. On peut donc trouver un cercle C, de centre «, qui
ne renferme que des valeurs effectivement atteintes par F(z) dans S.
D’une fagon plus précise, a chaque cercle C ayant a pour centre on
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peut faire correspondre un cercle C, de centre a, tel que toutes les va-
leurs intérieures & C, soient atteintes par F(z) a 'intérieur de C.

Je fais maintenant, & I’égard de la fonction F(z), une nouvelle hy-
pothese. J’admets qu’elle prend une valeur bien déterminée en chaque
point de s. C’est ce qu’on exprime d’ordinaire en disant que la fone-
tion est holomorphe dans S et continue sur s. Alors on voit, en se re-
portant aux principes énoncés dans le n° 1, que la valeur x, de P (2, y)
et la valeur y, de Q(z, ¥) en un point de s sont des fonctions continues
de 'arc de s. Il s’ensuit que, lorsque le point z parcourt la ligne s
tout enlitre, le point =, parcourt une certaine ligne s,. D’apres la défi-
nition méme de s,, on voit qu'a chaque point de s correspond un
point de s,, et que, réciproquement, chaque point de s, correspond &
un point au moins de s. Cette ligne s, joue un role capital dans I'im-
portant théoreme que voici :

Soit a, une valeur, située ou non sur s, mais prise par la fonction F(z)
en un point a intérieur ¢ S. Soit d’ailleurs b, une autre valeur non située
sur s, que l'on puisse joindre & a, par une ligne L ne renfermant aucun
point de s, (sauf peut-étre a,). Il existe dans S un point b tel que
F(b)=0,.

En effet, nous avons vu qu’au point @, on peut faire correspondre
un cercle G, ne renfermant que des valeurs atteintes par F(z) dans S.
Si le point b, est & I'intérieur de ce cercle, le théortme est démontré;
sinon, soit @, le point de la ligne L situé sur le contour du cercle. Ce
point @, est une valeur atteinte par F(z) 4 'intérieur de S; car la fonc-
tion |F(z) — a, | est continue dans S et sar s; la limite inférieure de
ses valeurs dans S et sur s est zéro : il y a donc, dans S ou sur s, un
point @' tel que F(a') = a|. Mais, &, n’étant pas sur s,, @’ ne peat étre
sur s : il est donc dans S. Des lors nous pouvons recommencer sur a,
Popération faite sur @, et, sinon atteindre, du moins nous rapprocher
de b,. En continuant ainsi, et prenant chacun de ces cercles C,, C), ...
aussi grand que possible, on parviendra certainement a la valeur &,. 1l
est en effet impossible que les points &, @, ... se rapprochent indéfi-
niment d’un certain point/, situé entre a, et &,. Pour que cela fit, il
faudrait que la valeur /, ne fit pas atteinte dans S; et comme, par le
raisonnement précédent, on peut montrer qu’clle est atteinte dans S
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ousur s, il faudrait que Z, fat situé sur s,, ce qui est contre I"hypo-
these.

Ce théoreme nous donne quelques indications sur la nature de la
ligne s, et la maniere dont sont placées, par rapport & cetie ligne, les
valeurs de F(z) & Uintéricur de S. Tout d’abord, les valeurs de F(z)
dans S et surs forment un ensemble fins : par suite d’unc valeur a, de
F(s) dans Sil doit étre impossible de s’¢loigner indéfiniment dans le
plan des z, sans passer par un point de s,. La ligne s, partage done
le plan en deux régions : 'une comprend les points d’ou 'on peut aller
A I'infini sans passer par un point des,, Pautre comprend les points du
plan pour lesquels cela w’est pas possible. Toute valeur de F(z)
dans S est située dans la seconde région. La premitre région renferme
une partic ou la totalité de s, et ¢’est cette partie de s, qui forme le
contour de la secconde région. Enfin la seconde région a cette pro-
priété importante qu’il est possible d’aller d’un de ses points & an autre
sans passer par un point de s, appartenant & la premicre région ().

8. Nous pouvons maintenant faire comprendre en quoi consiste
la représentation conforme. Envisageons une fonction z, == I (z) holo-
morphe dans § et continue sur s, mais possédant en outre cette pro-
priété essentielle : ses valeurs en deux points différents quelconques in-
teériewrs a S sont différentes. A cetle fonction s’appliqueront tout d’abord
tous les résultats du numéro précédent, mais Uhypothese nouvelle que
nous venons de faire va leur donner plus de précision. En premier
lieu, en chaque point @ de S, le nombre 7 indiquant ordre de la
premiere dérivée qui ne s’annule pas doit étre ¢gal & 13 sinon, comme
on I'a vu, F(s) prendrait la méme valeur en des points différents
de S. Ainsi la dérivée T'(s) n’a la valeur zéro en aucun point de
"aire S. De la suil que la propriété géométrique qu’a la fonction ana-
lytique F(=) de conserver la grandeur et le sens de rotation des angles
ne souflre d’exception en aucun point de Uintéricur de S. Cest cette
propriété qu’est destinée a rappeler I'épithete de conforme attachée a
la représentation dont il s’agit.

(1) Autrement dit, cette scconde région est conncxe, c¢'est-d-dire se compose d'une
seule aire, et non de plusicurs aires séparées.
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Dans le numéro précédent, nous avons étéamené  partager en deux
régions le plan des z,, et c’est dans la seconde région seule que nous
avons eu i.chercher les valeurs dans S de F(z). Mais cette région pou-
vait contenir des points de s,, et rien n’empéchait un de ces points de
représenter une des valeurs de F(z) a Pintérieur de S. Il n’en est plus
de méme ici. Aucune des valeurs de F (=) a I'intérieur de S ne peut
étre représentée par un point de s,. Imaginons en effet que le point «,
de s, corresponde a un point @ intésicur & S. Il correspond aussi d un
point @ de s. Tragons dans S une ligne L qui ne passe pas par @ et qui
aboutisse & @', et soit € un cercle ayant @ pour centre et qui ne ren-
ferme aucun point de L. Au cercle C on peut faire correspondre un
cercle G, de centre @, et ne renfermant que des valeurs atteintes dans C.
Alaligne L correspond une ligne L, aboutissant & @, ; soit b, un point
de L, intéricur & C,. La valeur b, serait atteinte en deux points diffé-
rents de S.

On voit par Ih que Pensemble S, des valeurs de I'(z) dans S est tel
qu’on peut aller d’'un quelconque de ses points & un autre sans passer
parun point de s,. Comme d’ailleurs on ne peut sortir de S; qu’en
passant par un point de s,, on voit que S, est constitué par les points
d’une aire simplement conneace limitée par la ligne s, tout entiere. La
fonction =z, = F(z) établit entre les points des deux aires S et S, une
correspondance wuniwogue : d chaque point de I'une correspond un
point ¢t un seul de 'autre.

Voyons maintenant comment se correspondent les points des lignes s
et s,. A chaque point de s correspond un point, et un seul, des,; inver-
sement, chaque poiut de s, correspond au moins & un point de s. II
s'agit de voir si un point de s, peut correspondre a plus d’un point
de s. Pour cela, iinaginons que la variable z parte d’un point quel-
conque de s et parcoure s tout entier, mais unc seule f(ois, dans le sens
direct. Que fera la variable 5,? Elle ne pourra pas garder la méme
valeur pendant que s parcourra un arc de s, car alors F(s) serait con-
stant dans S (*); elle ne cesse donc pas de se mouvolr surs,. En se-
cond lieu, le principe de la conservation du sens des angles apprend

(1) Foir PAINLEVE, p. B.28.
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que 5, marche constamment dans le sens direct. Enfin il n’est pas dif-
ficile de montrer que, si 5, revenait avant z & son point de départ, les
valeurs de F(z) dans S.ne seraient pas toutes distinctes. Un point
de s, ne peut donc correspondre qu’a un point de s.

En résumé, a chaque fonction 5, = F(z) holomorphe dans S, con-
tinue sur s, et dont les valeurs dans S sont toutes distinctes, corres-
pond une aire simplement connexe S, telle que F(z) établit entre les
points de S et de S,, de s et de s,, une correspondance univogue. On dit
que F(z) représente d’une maniére conforme S surS,.

9. Si une fonction 5z, =F(z) représente. d’une maniere conforme
une aire simplement connexe S sur une aire simplement connexe S,,
la fonction inverse 2 =1F,(z,) représente S, sur S.

Car soit @ un point intérieur & S, et posons @, = F(a). Comme la
dérivée F’(a) n’est pas nulle, la fonction z de z,, prenant la valeur a
pour z, = a,, que définit I'équation =z, = F(z), est représentéc dans le
voisinage de z, = a, par une série enticre (S). Soit C un cercle de
centre @, dans lequel cette série est convergente. Pour tout point b,
intérieur & la fois & ce cercle et & S, la somme de la série (S) est la
valeur b intéricure & S pour laquelle F() = 4,. Soit maintenant @ un
point quelconque appartenant au contour du cercle C et & intérieur
de S,. Soita’ la valeur de z intérieure a S pour laquelle F(a') =d|.
Nous pourrons répéter, a I’égard du point «, et de la valeur correspon-
dante @', tout ce que nous avons dit du point a, et de la valeur corres-
pondante @. Nous aurons ainsi unc série entiere (8') : soit €' un
cercle de centre o ol elle est convergente. Dans la partie commune
aux cercles C et C' et intéricure & S,, les sommes des séries (S) et
(8’) coincident ; par suite, la fonction représentée par la série (S)
continue analytiquement la fonction représentée par la série (S),
pour laquelle, en conséquence, le point a n’est pas un point singu-
lier. En résumé, la série (S) est convergente a U'intérieur du cercle
ayanl @, pour centre et tangent intérieurement & s, ; la fonction re-
présentée par celte série peut étre continuée analytiquement dans tout
Vintérieur de Paire S, sans qu’elle cesse, pour un point particulier de
cette aire, d’avoir le caractere d’une fonction entiere. C'est done une
fonction Lolomorphe de z, dans S,.
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1l est maintenant trés aisé de reconnaitre que cette fonction
s=F;(5)

représente effectivement S, sur S. Ses valeurs dans S, sont toutes dis-
tinctes ; il suffit donc de montrer qu’en un point &, de s, elle prend
une valeur représentée par un point de s. Or soit b le point de s auquel
la fonction F(z) fait correspondre &,.Au nombre positif ¢ je vais
faire correspondre un nombre positif v tel que I'on ait I'inégalité
lFl(zi) — b| <&, pour toutes les valeurs de s, intérieures 2 S, et
telles que |z, — b, | soit < 7.

A ceteffet, je décris, du point & comme centre, un cercle de rayon :
il découpe dans S une aire simplement connexe X que la fonction
F(z) représente sur une aire £, qui est une portion de S, et qui con-
tient sur son contour le point &,. Soit 7 le rayon d’un cercle ayant b,
pour centre et tel que I'aire qu’il découpe dans S, soit une portion de
2,. CGe nombre v répond évidemment & la question.

10. Nous avons vu (n° 8) que, lorsqu’unc fonction holomorphe dans
une aire y prend des valeurs toutes distinctes, sa dérivée n’y est jamais
nulle. Nous allons démontrer une sorte de réciproque de ce théoreme.
Il est ¢vident d’abord que, si F(z) est holomorphe dans une aire S, si
["(z) v’est jamais nul dans S, il ne s’ensuit pas que les valeurs de
F(z) dans S soient toutes distinctes.

Mais voici ce qu’on peut dire : si F(z) est holomorphe dans 8, si
F"(=) est différent de zéro en un point @ de S, alors, dans le voisinage
immédiat du point a, les valeurs de F(z) sont distinctes.

Pour le montrer, posons z, = F(z), el considérons encore la fonc-
tion inverse z de z,. Elle est représentée dans le voisinage de la valeur
a, =F(a) par une série (S) procédant suivant les puissances entieres
de 5, — a,. On peut déterminer un cercle X, de centre a, dans lequel
la 'série (S) soit convergente, et tel en outre que les valeurs de = aux
différents pointsintérieurs & ce cercle soient représentées par des points
intéricurs 2 S. Ces valeurs sont toutes distinctes : car la valeur & de 5 en
un point b, de X, est telle que 'on a F(b) = b,. On peut, de plus,
prendre 2, assez pelit pour que la fonction représentée par la série
(S) prenne une valeur déterminée en chaque point de o, : alors elle

Ann. de I'Ec. Normale. 3° Série. Tome V. — Ocronre 1888. 44
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représente d’'une maniere conforme P'aire X, sur une portion X de §
simplement connexe et renfermant le point @. Inversement, la fone-
tion F(z) représente  sur X, et ses valeurs aux différents points de
¥ sont toutes distinctes.

11. Voici une autre propriété intéressante de la représentation con-
forme : elle conserve 'ordre des contacts. Ainsi, soit 5, = F(z) une
fonction qui représente d’une maniere conforme une aire S sur une
aire S,. Soit A un point intéricur a S, et considérons deux courbes 7,
€, issues du point A, et ayant en ce point un contact d’ordre c. Il
s'agit de faire voir que les courbes €|, C| ont en A, un contact du
méme ordre ¢.

Posons 5 — a =re¥, de sorte qu'on aura, dans le voisinage du
pointl A,

, B ((1)
/L

(1) s—ay =1 (a)e? enid

A chaque valeur de r corvespondent, sur € et €7, deux points déter-
minés M'(s" — a = re® ) et M'(z" — a = r¢#'); sur € et C}, deux points
déterminés M, et M|. Je dis que, 7 tendant vers zéro, le rapport
_,YF ]\!”,, tend vers une limite différente de zéro.

AW

Tout d’abord, A,M, =z, —a,| est du méme ordre infinitésimal

que r:

3 ,,1 P () o
S lq 4 (IR R a— 1 £ 1
3 ()+2il, n(n-}—;)c .
Tout revient a évaluer I'ordre infinitésimal de M|M!, r étant pris
comme infiniment petit principal. Or M\ M) = |5, — 5|, et

NV :
3 — 5y = rF/(a) (e — eiv") -]—E [ l._.li__.__(fi) (eni®! — euiqﬂ/)J'
n=2 -

On tire de Iy
n=r

z bt ... DGESY) -
_.. _~ ot l:'/<a) —}—2 [ —#M]..%;T(%% ) (em:p/ o glo=0)iglvigl e”,'?//) I .

nez=1
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Cette formule montre que 'ordre infinitésimal de M/, M’ est le méme
que celui de M’M”. Mais ce dernier est ¢ + 1 par hypothese. Il en est
donc de méme de celui de M, M.

12. Le théoréme suivant permet de décomposer en deux le probleme
qui consiste a représenter I'une sur I'autre deux aires simplement con-
nexes S et S, : Sil'on sait représenter séparément chacune d’elles sur
une aire simplement connexe X, on sait représenter S sur S,.

Car soit {=f(s) une fonction qui représente S sur X, et soit
z, = 9({) une fonction qui représente X sur S,. On vérifie sans peine
que 5, = o[ f(z)] est une fonction qui représente Ssur S,.

D’apres cela, on peut, au lieu de chercher a représenter directement
I'une sur I'autre deux aires simplement connexes S et S,, se proposer
de représenter chacune d’elles sur une aire simplement connexe X.
L’aire X qu’il est le plus naturel de choisir est la surface d’un cercle.
Prenons, pour fixer les idées, le cercle ayant origine pour centre et
F'unité pour rayon.

Quand on a trouvé une manikre de représenter une aire simplement
connexe S sur le cercle X, il est facile d’en obtenir une infinité d’au-
tres. Car toutes les fonctions comprises dans la formule

£—%

1 :___..A,I_eza 1 ,

(1) ¢ — &)

ol  est une constante arbitraire réelle, {, I’affixe d’un point intérieur
au cercle, €, la quantité imaginaire conjuguée, réalisent une repré-
sentation conforme du cercle £ sur lui-méme. Par suite, toutes les
fonctions

[(5) =%

@) e

représentent S sur . En outre, nous démontrerons dans le numéro
suivant que la formule (1) renferme zoutes les manicres de représenter
le cercle ¥ sur lni-méme. On en conclut que la formule (2) renferme

(*) Seuwarz, Monatsberichte, p. 7903 1870.
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toutes les manieres de représenter S sur . La solution générale dé-
pend, comme on le voit, de trois constantes arbitraires réelles.

Pareillement, quand on sait représenter deux aires simplement con-
nexes S et S, sur le cercle £, on sait, par ccla méme, les représenter
I'une sur Uautre d’une infinité de manieres ; et il suffit d’associer une
maniere particuliere de représenter S sur £ successivement a loules
les maniéres de représenter X sur S, pour avoir ainsi toutes les ma-
nieres de représenter S sur S,

Au lieu du cercle, on peut prendre aussi, comme aire intermédiaire,
le demi-plan. Mais, comme cette nouvelle aire est d’un genre un peu
différent de celles que nous avons considérées jusqu’a présent, quel-
ques définitions me paraissent nécessaires.

Soit S la moitié supérieure du plan de la variable complexe z. Soit
5, = F(z) une fonction holomorphe dans S;a cette fonction s’ap-
pliquent les conclusions énoncées au commencement du n°® 7. Sup-
posons en outre que F(z) prend une valeur déterminée en chaque
point de s, et qu'elle prend aussi une valeur déterminée au point a
Uinfini, en entendant par Ia que, lorsque = s’¢loigne & I'infini dans le
demi-plan 8 par un chemin quelconque, F(z) prend des valeurs qui
tendent vers une limite / toujours la méme. Alors, 5 s’¢loignant indé-
finiment sur s soit vers la droite, soit vers la gauche, les valcurs de
F(z) tendent vers {. La fonction F(z) fait correspondre 2 Paxe réel s
une certaine ligne s,, et tout ce qui a été dit & la fin dun® 7 s’applique
au cas actuel. Bnfin, si 'on admet en outre que les valeurs de F(z)
dans S sont toutes distinctes, on peut reprendre les raisonnements du
n° 8, et dire que la fonction F(z) fait correspondre au demi-plan S une
aire simplement connexe S, de maniere qu’a un point de 'une quel-
conque des deux aires corresponde un seul point de ["autre. Le point 5
parcourant d’ailleurs I’axe réel tout entier de gauche a droite, le point
z, parcourt la ligne s, toul entitre, en marchant toujours dans le sens
direct, et sans passer plus d’une fois par le méme point. On dit que la
fonction 5, = ¥ (s) représente d’une manicre conforme le demi-plan S sur
Uaire S,. La fonction inverse z = F,(z,) est holomorphe dans I'aire S,
comme le montre un raisonnement semblable 4 celui du n° 9, et I'on
dit qu’elle représente d’une manicre conforme 'aire S, sur le demi-
plan S.
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Ces définitions posées, on a encore le théortme suivant :

Soit { = [ (=) une fonction qui représente une aire S sur le demi-plan %,
et 5, =0(L) une fonction qui représente ¥ sur une aire S, ; la fonction
z, = o[ f(=)] represente S sur S, .

Plus généralement, ce théoreme subsiste quelle que soit celle des
trois aires S, S, ou X qui est un demi-plan.

D’apres cela, le demi-plan peut remplacer le cercle dans la décom-
position du probléme de la représentation de S sur S,. Dailleurs il est
facile de passer d’une de ces aires particulieres & 'autre. La fone-
tion
—1i
E+1i

(3) 5= &)

représente la moitié supérieure X du plan € sur aire S du cercle ayant
I'origine pour centre ct I'unité pour rayon. Il y a une infinité d’autres
fonctions représentant  sur S, et nous avons appris a les former toutes.
Associons la maniere (3) de représenter X sur S successivement
toutes les manitres de représenter S sur X; nous obtiendrons une in-
tinité de fonctions ¢, de {. On dit de chacune d’elles qu’elle représente
le demi-plan sur lui-méme. 1l n’y a aucune dilliculté a faire le calcul, e
voici quelle expression générale on (rouve pour ces fonctions :

_al+b

C"_Z'_C-iﬂd’

ou a, b, ¢, dsont des constantes réelles vérifiant la condition
ad — be >o.

Le théoreme énoncé au début de ce paragraphe subsiste lors méme
que plusieurs des aires qui y figurent coincident avec le demi-plan.
Enfin, {= /(=) étant une fonction particuliere représentant une
aire S sur le demi-plan X, I'expression générale des fonctions qui re-
présentent S sur X est
::%/Z,((——g—z-g, avec ad — be > o.

Ici encore, on retrouve la triple indétermination.

(1) Scuwarz, Journal de Crelle, t. 70, p. 112.
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13. Nous avons encore & faire voir que la formule donnée au n°® 12
renferme toutes les manieres de représenter sur lui-méme le cercle T
ayant 'origine pour centre et I'unité pour rayon. Nous déduirons ce
résultat d’un théoreme plus général ('). Observons & cet effet qu’on
peut disposer des constantes que renferme la formule du n® 12 de
maniére & faire correspondre au point {, = o un point quelconque
de I'intérieur de X, au point {,= -+ 1 un point quelconque du con-
tour de X. La proposition sera done établie, si nous faisons voir que,
A étant un point quelconque de U'intérieur et B un point quelconque
dua contour de Z, il ne peut exister plus d’une fonction représentant 2
sur lui-méme de maniere & faire correspondre au point A le centre du
cercle, au point Ble point {, ==+ 1.

Or je dis que, S étant une aire simplement connexe qucleconque,
A un point queleconque de S, B un point quelconque de s, il ne peut
exister plus d’'une fonetion qui représente S sur £ de manitre qu’au
point A corresponde le centre du cercle, au point B le point T == 1.

Négligeons, pour commencer, cetle derniere condition, ¢t soit
(=TF(z) une fonction qui représente S sur X de maniere a faire cor-
respondre au point A le centre du cercle X. Cette fonction est holo-
k(=)

S

morphe dans S, et s’annule au seul point A. La fonction est, elle

aussi, holomorphe dans S et ne s’annule en aucun point de S. On peut
. .-y . IF(s)
donc aussi considérer la fonction log ;—(——i; comme holomorphe dans S:
il suffit pour cela de fixer, pour un point particulier de S, la valeur du
coelficient de 7 (*). J'appelle w la partie réelle de cette fonction; w est
une fonction de « et de ¥ uniforme et continue, ainsi que ses dérivées
partielles des deux premiers ordres, et satisfait & Au == o, & 'intérieur
de S. Sur s, u prend unc suite de valeurs qui nous est connue : car,
F (=) ayantun module qui tend vers 1 lorsque z tend vers un pointde s,

(1) Cette démonstration est au fond identique & celle que donne Riemann i la fin de
sa Dissertation inaugurale; mais olle est débarrassée de tout postulatum, et par suite
parfaitement rigoureuse.

(%) Car, si I'on décrit un contour fermé queleonque intéricur a S, ce coofficient revient

F(z)

a sa valeur initiale, vu que le nombre des zéros de ” intéricurs & ce conlour ost

nul,
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or

I

u ne cesse pas sur s de coincider avee — logr, en posant r= |z —a|.
Ces propriétés déterminent la fonction u sans ambiguité, ainsi que cela
résulte du n° 3. Si maintenant j"appelle ¢ le coeflicient de Z dans la

. . F(s . N \
fonetion log — ‘—lta ¢ est déterminé a une constante présc :

’ 3 0w du
O C o Z).}; (ly —_ 5“}7 (ll-') >

(20,%0)

oit (x,, y,)estun point particulier de S, et ot 'intégrale est i prendre
le long d’un chemin quelconque intérievr a S allant de (z,,y,) 4
(2,y). On a donc

1w
(=

5) .
= = el + g(s),

log
g(z) étant une fonction holomorphe dans S et continue sur s, puisque
la fonction F(z) est continue sur s.

L'expression I'(z) = (5 — @) e¥@¢" renferme certainement toutes
les fonctions représentant S sur X de maniere & faire correspondre 4 A
le centre de 2. S1 maintenant nous exprimons qu’au point B corres-
pond le point { ==+ 1, nous ne trouvons évidemment qu’une valeur
pour le facteur . Il ne peut done y avoir qu’une fonction satisfaisant
aux conditions du probleme.

14. Tout lerole de la représentation conforme dans la résolution du
probleme de Dirichlet est renfermé dans le théoreme suivant :

[ 2 - ’ d * . Y
Sil'on sait représenter une aire simplement connexe S sur une aire sin-
plement connexe S,, et st en outre on sait résoudre le probléme de Di-
richlet pour S, on sait le résoudre pour S, ().

Car soit
5= F(5) =P (z, ) + L.Ql(xhyl)

une fonction qui représente S, sur S. Chaque point M de s correspond
4 un point bien déterminé M, de s,; soit 7 la valeur attachée & ce der-
nier point. A chaque point M de s [aisons correspondre cette va-
leur m; soit w(x,y) la fonction qui résout le probleme pour ce sys-

(1) Scuwanz, Monatsberéichte, p. 7713 1870.
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teme de valeurs . Il n’est pas difficile de voir que la fonction
u[Py (2, 71), Qi@ 1)l = ta(24, 1)

résout le probleme pour l'aire S,. Car elle est bien définie pour U'inté-
rieur de S,, uniforme et continue ainsi que ses dérivées partielles. Un
calcul simple montre que I'ona

QRPu,  Puy T /0P \? P\ /0%  Q*u
i+ o = [G2) + () | (5 - 5%

Done Au, est nul & Uintérieur de S;. Bnfin, lorsque le point (a,,y,)
de S, tend vers le point M, de s,, le point (=, y) de S tend vers le
point M de s:u(x,y) et, par suite, u,(x,,y,) tend vers la valeur
donnée m. u,(x,,y,) est doncla fonction qui résout le probleme.

Ainsi 'onsait résoudre le probleme de Dirichlet pour toute aire sim-
plement connexe qu’on sait représenter sur un cercle.

III. — Probléme de Dirichlet généralisé.

15. Le probleme de Dirichlet, tel qu'il a été énoncé au n® 1, est
susceptible d’une généralisation importante. Choisissons sur le con-
tour s des points A,, A,, ... quelconques, mais en nombre limité.
Faisons maintenant correspondre, comme au n°® 1, une valeur déter-
minée m & chaque point M du contour s, en exceptant les points A,
auxquels nous ne faisons correspondre aucune valeur. Nous pouvons
des lors nous proposer de déterminer une fonction w satisfaisaat,
pour Vintérieur de I'aire S, aux conditions énoncées dans le n° 1, et
prenant en outre, en chaque point M du contour, la valeur m que
nous y avons attachée.

Nous savons déja que le probleme ainsi énoneé n’est possible qu’a
la condition que 7 soit une fonction continue de U'arc le long de toute
portion de s qui ne renferme aucun point singulier A. Nous suppose-
rons done remplie cetie condition. Mais il y a plus : nous nous borne-
rons a examiner le cas oll, pour chaque point singulier A, m tend vers
une limite lorsque le point M de s tend vers le point A en marchant
dans le sens direct, et vers une autre limite lorsque le point M tend
vers A en marchant dans le sens inverse.
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Enfin & I’énoncé précédent j’ajoute la condition suivante : la fone-
tion « doit rester finie dans le voisinage de chaque point singulier A.
Cela veut dire que, si de A comme centre on décrit un petit cercle C,
on doit pouvoir fixer un nombre positif g auquel restent inférieures
les valeurs de || pour tous les points intérieurs a la fois & S et 2 C.

C’est au probleme ainsi précisé que nous donnerons le nom de pro-
bleme de Dirichlet genéralisé. Par opposition, nous appellerons probleme
de Dircchlet classique celui quia été énoncé au n° 1.

16. Supposons que, pour une aire S, & connexion simple ou mul-
tiple, on sache résoudre le probleme de Dirichlet classique. Il est des
lors tres facile de résoudre le probleme généralisé, ainsi que nous
allonsle faire voir.

Nous emploierons, dans tout ce qui va suivre, les notations sui-
vantes. Nous appellerons a I'affixe du point singulier A, o I'angle,
compté & Uintéricur de I’aire, que font les tangentes en A aux deux
branches de s issues de A; « est en général égal & =; il est toujours
compris entre o et 2. Enfin, 4 chaque point A correspondent, d’apres
I’énoncé, deux valeurs limites pour la valeur donnée m; nous ap-
pellerons 2 ’exces de la premigre valeur limite sur la seconde, en sui-
vant 'ordre du numéro précédent.

Cela étant, supposons d’abord S & connexion simple; ou,s’il esti con-
nexion multiple, admettons que s n’ait de points singuliers que sur Ia
ligne extérieure L, : soient a,, a,, @, ... leurs affixes. Il n’est pas dif-
ficile de construire une fonetion harmonique dans S et ayant sur s, sinon
les valeurs, du moins les discontinuités de la fonction cherchée. Car
soit « le coefficient de — 1 dans log(s — a) : la fonction

U'(z,y) = ;-i-i o+ —;i’- uhy—+ 2{,—’) Wy =+ ..,
dans laquelle on a fixé, pour un point particulier de l'aire, les valeurs
de w,, &, &, ..., répond évidemment a cette condition. Cela posé, soit
U(, y)la fonction cherchée : la différence U — U’, harmonique dans S,
prend en chaque point non singulier de s une valeur déterminée, diffé-
rence entre la valeur donnée et celle de la fonction U’. Cette valeur
n’éprouve pas de discontinuité aux points singuliers. Mais on ne sait
Ann. de (’Fic. Normale. 3¢ Série. Tome V. — Ocronre 1888. 45
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rien sur la maniére dont la fonction se comporte dans le voisinage d’un
point singulier, si ce n’est que sa valeur reste finic. Admettons qu’elle
prenne une valeur déterminée méme aux points singuliers; on sait
alors la déterminer sans ambiguité, et I'on a, en la désignant par

W ('%.’ .)/ .) ' ~r N

U=w(z,y)+ z—: uy -+ g—i’ wy -+ &O—,(,r: Wy .. ..

Réciproquement, cette fonction satisfait & toutes les conditions de
’énoncé. On a donce ainsi une solution du probleme. Sil’on essaye d’ap-
pliquer le méme mode de raisonnement au cas ol il y aurait des points
singuliers a;, a;, a;, ... sur la ligne L, (¢ désignant 'un des nombres 1,
2,3, ..., n--1), on se trouve tout d’abord arrété par une difficulté :
lafonction « correspondanta I'un de ces points n’est pas uniforme dans
'aire 8. Transformons ’aire S en une aire simplement connexe S, par
des coupures C,, C,, ..., C,_, assujellies & ne pas se rencontrer et i
ne passer par aucun point singulier de s : alors, il est vrai, unifor-
mité des fonetions w sera assurée, si ’on a eu soin de fixer la valeur de
chacune d’elles en un point particulier de 'aire; mais, le long de la
coupure C;, chaque fonction u; éprouve une discontinuité : ses valeurs
sur le bord droit de la coupure surpassent de 27 ses valeurs sur le bord
gauche. Posons encore

N “f Nt
3o 0 b
Uz, y) = = uy-t+- >ty = -
2y y) = 0 . e
Y o o, 0T g o

iz -1
" \

N\ o, 0F .,
- ~_u£+_7ul.+ "'7/”11"*"" s
oy (741 (2%}

.l

e

et considérons de nouveau la différence U — U’. Elle est harmonique
dans §,, prend en chaque point non singulier de s une valeur déter-
minée qui reste continue méme aux points singuliers, reste finie dans
le voisinage d’un point singulier, enfin éprouve le long de chaque cou-
pure C; une discontinuité
N\ o/ o
/ri=--27t<-?—L —+- 9—‘ -+ 91,+)
oy o 2%
Si la fonction elle-méme éprouve une discontinuité le long de G, il
n’en est pas de méme de ses dérivées partielles des deux premiers
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ordres, qui, elles, restent continues dans I'aire S tout entidre. Nous
sommes ainsi amené & nous poser le probleme suivant (*) :

La valeur m étant donnée d’une maniére arbitraire, mais cependant
de fagon a varier d’une maniére continue tant qu’on ne franchit aucunc
coupure, el & varier brusquement de k; lorsqu’on franchit la coupure C,,
on demande de trouver une fonction V(x,y) harmonique dans S,, pre-
nant en chaque point de s la valeur donnée, enfin prenant sur le bord
drott de la coupure C; des valeurs qui dépassent de la quantité constante k;
ses valeurs sur le bord gauche. On ajoute la condition que ses dérivées par-

ticlles des deux premiers ordres dotvent étre continues dans [’aire S tout
entiere.

Pour résoudre ce nouveau probleme, nous allons suivre une marche
toute semblable & la précédente. Il n’est pas difficile de former une
fonetion ayant les propriétés de la fonction V(a,y), éprouvant les
mémes discontinuités %; le long des coupures, et ne différant de V que
par ses valeurs sur s. Soit ¢, le coefficient de y— 1 dans log(s — b,),
b; étant l'affixe d’un point intérieur 3 L;. ¢; est une fonction uniforme
dans S,, pourva que I'on ait fixé sa valeur en un point particulier de
cette aire. La fonction

i=n—1
‘ I
Vi(z,y) = Y 2 kisy
i=1
a les propriétés énoncées. Des lors, la différence V — V’ est une fonc-
tion de méme nature, mais pour laquelle tous les £ sont nuls : par
suite, on peut supprimer les coupures, et cette fonction se trouve dé-
terminée sans ambiguité, puisqu’elle est harmonique dans S et qu’elle
prend sur s des valeurs connues. Soit w(x,y) cette fonction. La fonc-
tion

i=n-—1

1 oY
Viz,y)=w(x,y) +5= z kv

i==1

(1) Co probléme cst posé par M. Schwarz dans les Monatsberichte, p. 787, et résolu
par lui dans les Mathematische Annalen, t. 21, p. 157 et suiv.; mais sa solution repose
sur le procédé alterné.
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est la seule pouvant résoudre le probleme. Inversement, on reconnait
qu’elle salisfait bien & toutes les conditions de I’énoncé.

Revenons maintenant & la différence U — U’. Si elle prend une va-
leur déterminée méme aux points singuliers, elle a nécessairement
pour expression, d’apres ce qui précede,

i:§—l ,-) 6’ a”
V(x =w(z,y)— (-—i + = J,——+—...>m,
( v.)’) (L), Ak \ 2 o o

i==1

wétant délerminée sans ambiguité, et, par suite,
U=V~ U’

Inversement, cette fonetion est bien une solution du probleme généra-
lisé, ainsi qu’on s’en assure en remontant la chaine des raisonne-
ments.

17. Si T'on écriv tout au long la somme V + U, on est amené a
ormuler, p sonstruction de la foneti , la regle suivante :
formuler, pour la construction de la fonction U, la régle suivante

1° Tragons des coupures Gy, C,, ..., C,— 35 2° choisissons, dans chaque
ligne L, un point &4;; 3° fixons, pour un point particulier de I'aire S,,
es valeurs de tou s fonctions u et « es les fonctions ¢. Cels
les valeurs de toutes les fonctions u et de toutes les foncet ¢. Cela
fait, Pexpression

3 5, 3
0 0 ’ [i] "

— g = —r w, —t —r u, ...
%y %y %y

=N T

)
"

\ N/ -
N [o; oy 0f
e 2 l a«f(u,-—--- 9;) Ec’, (1; —¢p) ;‘7 (wy — ) ...

=8t

représente pour I'aire S une fonction ayant les propriétés de la fonc-
tion cherchée, ayant les mémes discontinuités aux points singuliers,
et ne différant de la fonetion cherchée que par ses valeurs surle bord.
Par I'addition a Uexpression précédente d’une fonction w(x, y) har-
monique dans S et continue sur s, déterminée d’ailleurs sans ambi-
guité, on obtient une solution du probleme. Et, sous cette forme, on
voit bicn le role des fonctions ¢;. La fonction ¢; est, pour chaque fone-
tion w;, uy;, ..., une fonction compensatrice ; c'est-a-dire qu’elle fait
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disparaitre la multiformité de la fonction u, sans toutefois introduire
de nouvelles singularités sur le bord s.

Dans la construction que nous venons d’énoncer, on dispose arbi-
trairement des coupures, des points b;, enfin des valeurs des fonctions
w et v en un point particulier de I’aire. On pourrait étre tenté de croire
que la variation de ces conditions entraine un changement dans la
fonction U & laquelle on parvient. Il n’en est rien : car imaginons
que, en choisissant ces conditions autrement que nous ne !’avons fait
jusqu’ici, nous obtenions une nouvelle fonction U,. La différence
U, — U, U étant la méme fonction que dans le numéro précédent, a
évidemment une valeur déterminée méme aux points singuliers; elle a
donc pour expression V, d’apres ce paragraphe. Done U, n’est autre
chose que U. Cette fonction déterminée sans ambiguité parla construe-
tion qui précede, nous I'appellerons fonction U relative aux valeurs
données m.

Mais ce qui n’est nullement prouvé, c’est qu’il n’existe pas une
fonction T répondant au probleme et telle que la différence T — U’ ne
prenne pas de valeur déterminée aux points singuliers. Démontrer
'impossibilité de 'existence d’une telle fonction est une question dif-
ficile et & laquelle nous aurons I'occasion de revenir.

18. Voyons comment la fonction U se comporte dans le voisinage
d’un point singulier A. On peut mettre son expression sous la forme

U(z,y)=Ui(@,y) + = u(@,y),

U,(x, y) prenant en A une valeur bien déterminée. Par suite, la fonc-
tion U se comporte dans le voisinage du point A comme la fonction «,
qui est une fonction élémentaire bien connue.

Ainsi la valeur vers laquelle tend U lorsque le point (,y) tlend
vers A par un chemin intérieur & S dépend de ce chemin, ou, plus
exactement, de la tangente Az en A i ce chemin. Soit MAM le sens
direct, AT, AT’ les deux demi-tangentes & AM et 2 AM'; appelons /' la
valeur limite correspondant 2 AT"; & une direction A¢ faisant avec AT
un angle égal & B'(0= p'Sa) correspond la valeur limite

’
1:[’4—-6—6.
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N

@’ variant de o & «, on voit que cette valeur varie, toujours dans le
méme sens, de /4 // + J. Elle reste done toujours comprise entre ces
deux valeurs limites (*).

On peut meltre expression précédente sous une forme plus symé-
trique en introduisant la valeur limite Zrelative 2 AT, et I'angle § que

A¢ fait avec AT. On a
{=10U+3d, B+p =a,

et 'expression précédente s’ éerit
/'+fi'(z-z')_—:z<1—ﬁ’>+z'<l—ﬁ>-
[24 (2 o

Le théoreme démontré au n® 3 pour une fonction harmonique dans
S et continue sur s s’applique & la fonction U relative & des valeurs
données m qui éprouvent des discontinuités. J'appelle encore g et £
les limites supéricure et inféricure des valeurs données . Chacun de
ces nombres est, ou la valeur correspondant & un point non singulier
de s, ou une des deux valeurs limites correspondant 4 un point sin-
gulier. Les valeurs de U dans S sont toutes plus petites que g el toutes
plus grandes que £.

Raisonnons comme au n® 3. Appelons g’ la limite supéricure des va-
leurs de U dans S et sur s. On voit tout d’abord que, dans S, on a
U< g'. Il existe un point M situé dans S ou sur s tel que les valeurs de
la fonction dans le voisinage de M aicnt encore g’ pour limite supé-
rieure, quelque restreint que soit ce voisinage. Ce point M est néces-
sairement sur s. Si ¢’est un point non singulier, g’ est la valeur cor-
respondant & ce point, et g'==g. Si M est un point singulier de s,
g’ est la plus grande des valeurs limites de U Jorsqu’on tend vers M par
les différents chemins possibles intérieurs & S. Mais, d’apres ce que
nous avons vu, ces valeurs limites appartiennent toutes & intervalle
(4, '). g'est doncle plus grand des deux nombres /, /', et 'on a encore
g = g, ce qui démontre le théoreme.

19. Nous allons maintenant étendre aux fonctions U les résultats du
n® 6. Je considere plusieurs de ces fonctions ayant toutes les mémes

(1) En particulier, si 8 = o, X est indépendant de §’.
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points singuliers : U,, U,, ..., U,. Je dis que leur somme est une nou-
velle fonction U. En effet, lorsqu’on tend vers un point singulier A

par un chemin queléonque L, la somme U, 4+ U, + ...+ U, tend vers
la limite

oL

h=(h+l+...+ 1) (I—E>+(l;+l;+...+l,;) <1—%>.

Soit U la fonctiorn U coincidant sur s avee U, +~U, +...+ U,. La
‘différence U, + U, +...+ U, — U est harmonique dans S et prend la
valeur zéro méme aux points singuliers de s : elle est donc identique-
ment nulle dans S.

Soit maintenantl une série

(1) U+U+Ug+.. .4 U, ...

dont les termes sont des fonetions U ayant toutes les mémes points sin-
guliers. Je suppose que cette série converge uniformément dans S : on
voit alors, comme au n° 6, qu’elle converge uniformément pour 'en-
semble des points non singuliers de s. Réciproquement, si elle con-
verge uniformément pour ensemble des points non singuliers de s,
elle converge uniformément dans S : car la fonction

U/L-H e Un+2 I U/H—p

est unc fonction U.

Appelons U’ la fonction que définit la série (1) pour U'intérieur de
S. Cette fonction est harmonique dans S et prend en chaque pointnon
singulier de s une valeur déterminée, somme de la série (1) en ce point.
Considérons maintenant un point singulier A. Lorsqu’on tend vers ce
point par un chemin L quelconque intérieur & S, les termes de la
séric (1) tendent vers des limites A,, Ay, Ay, «0 oy Ay, +.., qui forment
une série convergente, de somme A. En particulier, les séries

Laly+o ity et U+l -+

sont convergentes, et I’on a

i:l<[~g>+l’<l—-%’>'

Je dis que, lorsqu’on tend vers le point A par le chemin L, U’ tend
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vers A. Car soit ¢ un nombre quelconque. La différence U' — %, U
étant la valeur de la fonction en un point N de L, peut s’écrire '

U —2=(S,+R,))— (g +pa)=(S,—0o.)+ R, —p,.
On peut d’abord choisir 7 assez grand pour qu’on ait

g

el <fi IRl <3

quel que soit N'; puis on peutl déterminer un cercle C de centre A tel
que
I Su == 0pn l < 37

pourvu que le point N de L soit dans ce cercle. On a done, sous celte

condition,
U — %] <e.

La fonction U’ n’est donc autre chose que la fonction U relative aux
valeurs sur s de la série (1). Car la différence U — U est harmonique
dans 8 et prend la valeur zéro méme aux points singuliers de s.

20. Pour un systeme donné de valeurs m, ne peut-il exister, outre
la fonction U relative & ce systeme, une autre fonction T répondant au
probleme (*)? Pour répondre i cette question, on est conduit naturel-
lement & considérer la différence U — T = W. Cette fonction est har-
monique dans S, prend la valeur zéro en chaque point non singulier
de s, enfin garde une valeur finie dans le voisinage de chaque point
singulier. Démontrer qu’il ne peut exister de fonction T autre que la
fonction U revient donc & faire voir qu’une fonction qui jouit de ces
trois propriétés est forcément nulle dans S.

Il ne faudrait pas s’imaginer que la troisieme propriété est une con-
séquence nécessaire des deux premieres. Un exemple tres simple va
montrer qu’il y a des fonctions harmoniques dans uneaire, s’annulant
en chaque point non singulier du contour, et qui néanmoins croissent
indéfiniment dans le voisinage d’un point singulier.

(1) 1l n’est pas inutile de faire observer que jamais dans la suite nous ne nous appuie-
rons sur les résultats contenus daus ce paragraphe.
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Soit 5, = F(z) une fonction qui représente d’une maniére conforme
une aire S & connexion simple sur la moitié supérieure du plan des =,.
Posons

F(z)=P(z,5)+ Q(z, y)/—1.

La fonction Q(,y) est harmonique dans S et prend la valeur zéro
en chaque point de s, sauf au point A correspondant au point & U'infini
du demi-plan. Ses valeurs dans S sont toutes positives, et, quelque
grand que soit g, il existe dans S une courbe Q(z,y) = g: c’est une
courbe fermée simple partant de A et y revenant. Q(x,y) ne reste
donc pas finie dans le voisinage de A.

Cette remarque faite, nous allons établir le théoreme en question
pour le cercle. Soient encore z, le centre du cercle et p son rayon, et
posons

rel® — sz — 5.

Soit u(x,y)=v¢(r,¢) une fonction harmonique dans S, et nulle en
chaque point de s, sauf aux points correspondant aux valeurs ¢,,
©ay ---» @, de angle polaire, qu’on peutsupposer comprises entre o et
27. Soit enfin g une grandeur positive 4 laquelle |z| reste inférieur.

r, ¢ étant les coordonnées polaires d’un point quelconque intérieur
au cercle (r<C p), il s’agit de démontrer que I'on a ¢(7, ¢) = 0. A cet
effet, j’intercale entre ret p un nombre fixe R,, et j’appelle Run nombre
variable assujetti & vérifier les inégalités R, SR < p. On a, quel que
soit R,

I
o(r, )=

f (B2 — 7)o (R, ) dY

R*+7r2—2Rrcos(y—o)

Je décompose ainsi cette intégrale :

] =0 Pa—8 Qy—0 27
— [f ~+ -+ +...+f
27 5 ~ o
0 [ Qa0 Pm—+08

. oy -+0 , Dg-5 r Om—+
2T @ Y 2T 2T
1

o ~
~3 Q=8 P — G

Soit ¢ un nombre positit quelconque. On peut disposer de & de ma-
€

m—1’
Ann. de I'Ec, Normale. 3¢ Série. Tome V. — Novemsre 1888. 46

niere 3 rendre chacune des m derniéres intégrales plus petite que
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et sans qu'il soit nécessaire de restreindre le champ de la variation de
R, ear on a

[ /?”'a (R2—r2) o (R, V)b < g R+r
o Jp—z RE4+12—aRrcos(d—o)| g

o

, . s o R+ 3 .
Il suffit de déterminer ¢ par U'inégalité 2 w*—3 < —-—. & étant
T

Ry—r m -1
ainsi déterminé, je considere la somme
R ?a"‘ Py
) Qy-+0 .+o

On peut prendre pour R une valeur suffisamment voisine de p pour
que le module de cette somme soit, lui aussi, inféricur & - - Il suffit,

pour s’en convaincre, d’observer qu’a chacune des mtegt'alcs com-
posant cette somme correspond un arc de s le long duquel la fonction
¢ tend uniformément vers zéro.

Les quantités ¢ etle nombre R étant ainsi choisis, la somme de toules
nos intégrales a un module plus petit que . Mais cette somme n’est
autre chose que ¢ (r, ). D'ailleurs = est aussi petit qu’on veut. Done
v(r,g)=o.

Le principe de cette démonstration a été donné par M. Schwarz ().

Le méme théoreme s’étend & toute aire S, représentable sur le cercle
S. Soit z,=F(z)=P(x,y)+y—1Q(x,y) une fonction qui re-
présente S sur S,. Soit d’aillears «, (%, y,) une fonction harmonique
dans S, et prenant sur s, la valeur zéro, sauf aux points A,, B,, C,, ...,
dans le voisinage desquels elle reste simplement finie. La fonction
w, [P(x,y), Q(xz,y)] == u(x,y) est harmonique dans S et prend en
chaque point de s la valeur zéro, sauf aux points A, B, C, ..., dans le
voisinage desquels elle reste simplement finie. Donc la fonction  a la
valeur zéro en chaque point de S. Par suite, la fonction «, a la valeur
zéro en chaque pointde S,.

Enfin, dansle cas du cercle, il importe de faire la remarque suivante :

(V) Journal de Crelle, 1. T4, § 7. L'éminent géomeélre fait la démonslration pour un
exomple particulier, en ajoulant qu’elle 8’élend sang peine au cas général.
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La fonetion qui résoutle probleme de Dirichlet classique a été donnée
par I'intégrale

LA R et VA CO Ll

amJo P4 P —2prcos(U—o)

La fonction qui résout le probleme généralisé est encore représentée
par cetle intégrale; seulement ici f(¢) éprouve des discontinuités pour
les valeurs ¢y, 95, ¢4 ,...,9, de la variable. En effet, lafonction définie
par cette intégrale pour I'intérieur du cercle satisfait 4 toutes les con-
ditions de I’énoncé : elle est harmonique dans S; elle prend la valeur
J(¢) en chaque point non singulier de s, car on montre, en reprenant
le raisonnement de M. Schwarz, qu'a tout nombre positif ¢ on peut
faire correspondre un nombre positif n tel qu’on ait [T — f(¢)| < s,
sous la condition p — r <C v, et cela pour toutes les valeurs de ¢ cor-
respondanta un arc de s ne renfermant pas de points singuliers. Enfin
le caleul fait & la fin du n° 4, et qui s’applique encore au cas actuel,
nous apprend que cette fonction ne croit pas indéfiniment dans le voi-
sinage d’un point singulier.

DEUXIEME PARTIE.

. Nous avons vu que l'on sait résoudre le probleme de Dirichlet
pour loute aire S représentable sur la surface d'un cercle. De la une
maniere indirecte d’aborder le probleme de Dirichlet,” dans le cas ol
Paire proposce est simplement connexe. Mais, en général, cette voie est
beaucoup plus compliquée que l'autre ct ne peut guére servir que pour
des aires tres particulieres. C'est ce que nous allons montrer en nous
oceupant spécialement du cas oliS est un polygone limit¢ par des lignes
droites.

Cette limitation rectiligne nous conduit & remplacer le cercle par le
demi-plan = (voirle n° 12 de la premiere Partie). Nous avons vu que



364 J. RIEMANN.

ce demi-plan est représentable sur lui-méme d’une infinité de facons,
contenues dans la formule

_af+ b

(1) L= (ad — bc> o).

Soient «, B, y trois nombres réels satisfaisant & I'une des trois iné-
galités suivantes :

a<<fB<y ou B<y<u ou < a<<p.

Si ey, By, v, sont trois autres nombres réels rangés par ordre de
grandeur croissante, ily a, parmi les fonctions renfermées dans la for-
mule (1), une fonction et une seule qui fasse correspondre aux valeurs
o, B,y de € les valeurs o, Bi, v de ;. Dela résulte que, s’il est pos-
sible de représenter une aire Ssur X, on peut faire correspondre & trois
points A, B, C de s les points de o d’abscisses «,, B, v,; pourvu que,
si on part de A pour décrire s dans le sens direct, on rencontre
d’abord B, puis C. En outre, la représentation conforme de S sur X,
dans ces conditions, n’est possible que d’unc scule maniere.

Cela étant, soit S un polygone de » cotés dont le contour s est sup-
posé former unc ligne fermée simple. Soient A, B, C, ..., I, K les som-
mets de ce polygone dans 'ordre oit on les rencontre quand on marche
dans le sens direct. Soient aw, i, v, ..., 1w, xr© les angles intéricurs
du polygone : an est le plus petit angle positif de AB avec AK, f= le
plus petit angle positif de BC avec BA, cte. Chacun de ces nombres
%, B,... est compris entre o et 2, et aucun d’eux n’est égal A 1. On a
de plus la relation

R R N L .}

Pour préciser le probleme, proposons-nous de faire correspondre
aux sommets K, A, B les points de I'axe réel d’abscisses — =, o, 1.

Enfin il suffit de résoudre le probleme pour une position particuliere
du polygone dans son plan. Car si /(z) est la fonction qui résout le pro-
bleme pour cette position particuliere, f(ez + A+ i) est l'ex-
pression générale des fonctions répondant & la question pour toutes
les positions possibles du polygone. Faisons coincider le sommet A
avee l'origine, puis dirigeons le coté AB dans le sens du demi-axe des
abscisses positives. I1 n’y a plus alors aucune indétermination.
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2. X élant 'aire du demi-plan, S I'aire du polygone, on démontre
que, s'il existe une fonction représentant X sur S dans les conditions
indiquées, elle est nécessairement de la forme

w
1) P::Mf w* 11— )1 (1 —50)1-1 (1 — tw)P1. .. (1 — z0)—'dw,
0
avec
(2) M>o et I>s>t>u>e>. .. >2>y>5>o0.

La fonction sous le signef est parfaitement définie par la condition
que chaque facteur w*', (1 — w)P=*, ... soit positif pour w compris
entre o et 1. On voit sans peine alors que la fonclion sous le signe [
est holomorphe dans Z et prend une valeur déterminée en chaque point
de 5, sauf aux points

o elle peut devenir infinie. La fonction P de v, elle, est holomorphe
dans loute I'aire Z, et prend une valeur déterminée en chaque point de
o, méme au point & 'infini.

Je n’ai pas a rappeler ici comment on arrive 4 Iexpression de cette
fonction (). Ce qui nous importe, ¢’est de voir s’il est possible de dé-
terminer les constantes M, — s, ¢, ..., z, au nombre de n» — 2, satis-
faisant aux inégalités (2), de maniere que la fonction (1) représente le
demi-plan X sur le polygone donné S.

Prenons d’abord pour M, —s, ¢, ..., z un systeme quelconque de
n — 2 valeurs vérifiant les inégalités (2), et voyons quelle est la ligne
s, que la fonction (1) fait correspondre 3 o.

Faisons partir » de I'origine et imaginons qu’il aille dans le sens di-
rect. Le point P part aussi de 'origine A, et se meut sur 'axe des ab-
scisses positives, de gauche & droite. » arrivant au point 1, P arrive en
un certain point B,, etl’on a

*q .
AB = M/ 011 — o)1 —so) 1. (1—s0)"1do.
0

(1) On pourra consuller 4 cet égard le Chapitre que, dans ses Legons sur la théore
yéncrale des surfaces, M. Darboux consacre a la représentation conforme.
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. . ’ . . I ’
 déerivant la portion de 'axe réel allant du point 1 au point =, P dé-

crit un nouveau segment rectiligne B, C,. Le plus petit angle positif de
B,C, avec B, A, est fr : B,C, et BC sont donc paralleles et de méme
sens. Enfin on a

1
B, = Mf‘ 0% — 1B 1(1—s)!. .. (1 —350)"do.
1

[

o allantde % a -, P décrit un segment rectiligne G, D, paralléle & CD et

de méme sens. La longueur de cette ligne a pour expression

~i

CiDy= M/ %1 (0 — 1)B=1 (50 —1)T~1(1 — )~ .. (1—50)" do.
1
;

. . . . . N . .1
Continuons ainsi, et arrivons tout de suite a I'intervalle de P a--P
déerit un segment rectiligne L, I,, parallele a LI et de méme sens, et
dont la longueur a pour expression

Wi

LI, =M/[| o*'(o—rnb1so—nN~1... (yo—n1011—z0)"dy.

-

Enfin, o s’éloignant & linfini, P décrit un segment I, K, parallele
IK et de méme sens (*). De méme, o allant de o 2 oo dans le sens in-
direct, P décrit A, K, parallele 3 AK et de méme sens. En résumé, on
voit que s, est une ligne brisée fermée de n cotés ayant les mémes
angles que le contour s du polygone S, a condition de prendre le plus
petit angle positif de chaque coté avecle précédent.

Pour que la ligne s, coincide avec la ligne s, il faut évidemment que
les » — 2 longueurs dont nous avons écrit les expressions soient égales
respectivement aux longueurs AB, BC, CD, .. ., LI. Ces conditions sont

(1) Nous aurons besoin dans la suite de I'expression de I;K, : c’est

M[ w*=1 (o — 1B~1(s0 — 1)1=1, .. (20 — 1)~1dw.
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4
d’ailleurs suffisantes : car, s’il en est ainsi, les » — 1 sommets A,, B,,
Cy, .., I, coincident avec A, B, C, ..., I: donc I,K, prend la direc-
tion IK; de méme A, K, prend la direction AK : donc K, coincide aussi
avec K.

Ainsi les conditions nécessaires et suffisantes pour que s, coincide
avec s sont les suivantes :

/ 1
M[ 0* 11— o)1 (1 —sw)1. .. (1—s0)~'dw = AB,
/()

1
Mf w* (o — 1)1 (1 —s0)r1. .. (1— s5w)—'dw = BC,
1

oo
(3) M/ 0% (o — 1)1 (s — )11 (1 — tw)?~1.. . (1 — zw) 1 dw = CD,
/1

3. La résolution directe des équations (3), a laquelle se trouve ra-
mené le probleme, ne parait pas pouvoir se faire facilement. Voici
Partifice qu’emploie M. Schlifli (). Il considere les premiers membres
des équations (3) comme des fonctions de M, —s,¢, u,0,...,2,y,=
prises pour variables indépendantes. Au lieu d’étudier ces fonctions
elles-mémes, il les désigne par de nouvelles lettres, et il considere
les fonctions inverses, c’est-a-dire les fonctions M, — s, ¢, ..., 3 des
nouvelles lettres définies par les équations (3). Si le probleme est pos-
sible, les valeurs de ces nouvelles fonctions pour les valeurs AB, BC,
CD, ..., LI des variables seront les valeurs cherchées.

Une premiere condition pour que 'inversion puisse se faire est que
le déterminant fonctionnel des n — 2 fonctions de M, — s, ¢, ..., z ne
soit pas nul. Supposons done que I'on ait

(2) 1>8>(>...>3>0,

et posons avec M. Schlifli, dont nous avons du reste conservé toutes les

(t) Zur Theorie der conformen Abbildung (Journal de Crelle, t. T8).
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notations,

(«B) _—:f1 0?11 — )1 (1— so)~1. . (1 — 50)"1dy,

(By) :/5 0% —1)B~1 (1 —sw)’~1. .. (1—350)~d,

Nous avons la » — 2 fonctions bien définies des » — 3 variables in-
dépendantes s, ¢, ..., = satisfaisant aux inégalités (2). 1l s’agit de mon-
trer que le déterminant

o (o) d(af) d(af)

(«B) 0s ot Tos

Jd(Ry) 0By J(By)

(B (0] = | (BY) == S
P AR R 1)

O T T =

est différent de zéro. Cest exclusivement a démontrer ce point qu’est
consacré le Mémoire de M. Schlifli, dontje donne ici une analyse rapide.
[. Parmi les fonctions de s, ¢, ..., z dont nous avons écrit les ex-
pressions, la plus simple est («f8), parce que les limites de I'intégrale
qui la définit sont constantes. M. Schlifli (*) démontre que cette fonc-
tion (af) est une intégrale d’un certain systeme d’équations aux déri-
vées partielles du second ordre, linéaires et homogenes. Voici ces équa-
tions résolues par rapport aux dérivées partielles du second ordre :

0rf x4y —2  PBAy—2  0—1 v—1\ f
W“( PR p— +s——t+"'+v:~:)()9
1—y [e(t—1) df z(s—1) df
(4) +s(s—-r) s—¢ ot Tt TS5 95 fl

O _1—=0d 1—yof (%)
080t~ s—t Ods s—1 Ot

(1) N 3, 4, 5.

(%) Le systéme (4) renferme »—3 équations du premier type et (r 3) (n—4) équa~

tions du second.
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L’étude de I'intégrale générale () de ce systeme est tres facile. Soit
Sar Lo» -5 5o Un syteme de valeurs des variables satisfaisant aux inéga-

. i) J
lités 1>, >, >...> 5, > 0. Soient d’ailleurs f;, <j> (df) e

(%f;>o n -2 quantités arbitraires. Le systeme (4) admet une intégrale,

etuneseule, réguliere dansle voisinage du systeme (s, Z,, .. s 3y)s pre-
nant pour ce systeme de valeursla valeur/;, enfin dontles dérivées pren-

nent, pour ce méme systeme de valeurs, les valeurs <3f> <(())]:> e

(:5/ Le développement de cette fonction en série de Taylor, dans

le voisinage de (s,, ¢, ..., 5,), est de la forme

r=isi (B) 1o (%) 1 () S

et les fonctions /3, fo, /iy + .5 [ sont linéairement indépendantes.
Soient maintenant f,, /,, fM «+vs Jua ® — 2 intégrales particulieres
quelconques. Le déterminant A[f,, /3, ..., f,_.] peut se mettre sous la
forme (*)
CLfvSfar -5 Srma] X K,

avee
K o= s#+Y—2 fr+0—2  auer—2

X (1 —5)B+Y=2 (1 — £)B+8-2 | (1 — 5)B+i-
X (§— £)T+B=2 | (5 — g)rre2

Quant 2 C[ /4, fa -+, fu—2], ¢’est un facteur constant qui change quand
on passe d’un systeme de fonctions intégrales 4 un autre. On voit que,
les variables s, ¢, ..., = vérifiant toujours les inégalités (2), K a une
valeur essentiellement positive. Donc ou bien C n’est pas nul, et alors
A est essentiellement différent de zéro; ou bien C est nul, et alors A
est nul identiquement. Ce dernier cas se présentera toutes les fois que
lés intégrales particulieres f,, /,, ..., f,—» ne seront pas linéairement

(1) N° 5.
(%) N° 6.
Ann. de I'Ee. Normale. 3° Série. Tome V. — Novemore 1888. 47
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indépendantes, et plus généralement lorsqu’elles seront liées par une
relation 2omogéne d'un degré quelconque.

1. Apres avoir fait cette étude préliminaire du systeme (4),
M. Schlifli revient aux fonctions (ef), (By), ..., (0). Cest la la partie
la plus originale du Mémoire; son auteur y emploie des artifices ex-
trémement ingénieux, mais que nous devons renoncer a exposer ici.
Nous savons déja que (a8 )estune intégrale du systeme (4); M. Schlifli
étend la méme propriété aux fonctions (Bv), ..., (0) ('), de sorte
que I'on a ‘

Al(aP), (By)s -« +5 (00)] = C[(f), (B7) -+ (O0)] < K.
De plus, un calcul tres long et tres compliqué (*) donne

L _T(a)T(B)... T(r)
S (0] = (= 1)1 (1 — %) :

Cl(eB), (By), --

La valeur de la constante n’est pas nulle. Il est ainsi démontré que,
sous les conditions (2), le déterminant A est différent de zéro.

1. Tels sont les principaux résultats contenus dans le Mémoire de
M. Schlifli. Complétons ces considérations par quelques remarques
simples. Dans ce qui précede, les fonctions («8), (Bv), ..., (0t) n’ont
été définies que pour les valeurs réelles des variables; mais il est facile
waintenant de généraliser leur définition. Car ces n — 2 fonctions,
étant des intégrales particulieres du systeme (4), sont développables
par la série de Taylor dans le voisinage de tout systeme (s, ¢, ..., 5,)
vérifiant les inégalités 1 >5,> ¢, >...> 5, > o. Ce sont ces dévelop-
pements qui serviront de définition 4 nos fonctions pour le cas des va-
riables complexes. Appelons /i, /., ..., /-, les fonctions ainsi géné-
ralisées, et posons, en changeant un peu la signification de («f),

(BY)s s (B0,

«

(a@):Mf,(s, l: MR ;),
(By) =Mfa(s, ¢, ..., 3),

(5)

(1) N 7.
(%) N° 8.
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Soit (My, — 54,2, o, ..., 7o) un systeme de valeurs des variables
vérifiant les inégalités (2). Pour ce systeme, les valeurs (aB),,
(BY)o> --+» (), des fonctions sont positives; ces fonctions sont régu-
lieres dans le voisinage de ce systtme de valeurs; enfin leur déter-
minant fonctionnel est M"=*A[/,, /i, ..., /oo | : 1l est différent de zéro
pour My, — g, 45, ..., 5,. Par suite, on peut faire inversion pour ce
systeme de valeurs des variables. Considérons donc les fonctions in-
verses M, — s, ¢, ..., sde(«B), (By), ..., (0t). Elles sont représentées
par des séries procédant suivant les puissances de (af)— («f),,
(By) — (BY)os +-» (O1) — (Ou),, et qui convergent tant que les mo~
dules de ces différences sont respectivement inférieurs 4 des quantités
Ry, Ry, ..o, Ryey. Parmi les valeurs de («f), (By), ..., (0t) comprises
dans la région de convergence, celles qui ont de 'intérétL pour nous
sont les valeurs positives. Pour un systeme de valeurs positives des
variables comprises dans la région de convergence, les fonctions M,
— 8,4, ..., = ont des valeurs réelles. La question est de savoir si ces
valeurs sont encore liées par les inégalités (2). Il est clair que ces iné-
galités sont vérifiées dans le voisinage immédiat de (af)q, (BY)o, .- -,
(0r),. Tant qu’elles sont vérifiées, on a entre les valeurs des variables
(aff), ... et celles des fonctions M, —s, ... les relations (5). Cela
posé, soit (af),, (By)is ---» (O), un systeme de valeurs positives des
variables appartenant & la région de convergence el tel que, pour (af)
compris entre (af), et («B),, pour (By) compris entre (fBy), et
(BY),, ete., les inégalités (2) soient vérifiées. A ce systeme de valeurs
des variables correspond pour les fonctions un systeme de valeurs M,
— 8,34, .-+, 5,- Nous nous proposons d’examiner si ces valeurs satis-
font encore aux inégalités (2) ; autrement dit, s’il est possible que I'on
ait M, = o, ou bien 'une des égalités

K3
Il
=

1==8, Sy =Ly, ..y Y1=5p,

Ce qui nous guidera dans cet examen, c’est la remarque suivante :
M, —s, ¢, ..., s tendant respectivement vers M,, —s,, 2,, ..., 5,, les
seconds membres des relations (5) tendent vers (), (By )iy -.-, (O0),.
Ceci montrc immédiatement I'impossibilité de I'égalité M, = o, car
alors (af),, (By)i» ---» (), seraient tous nuls. Passons a I’égalité
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s, = 1. Dans cette hypothese, on a
P
(), =M, [ 0% (1 — )BT (1 — ¢ w)o L (1 — 5 0) ! do,

0

(18"/)1:Mx/
1

Pour que la premiere intégrale ait un sens, il faut que § -+ v soit plus
grand que 1; mais alors la seconde intégrale est nulle, ce qui est con-
traire & 'hypothese. Ainsi on ne peut avoir s, =r. On démontrera de
méme 'impossibilité des égalités s, = ¢,, ..., ¥, = z,.

Enfin supposons z, = o. On a, dans cette hypothese,

. A
w211 —0)BFY2 (1 — £ )01 (1 — 5,0) ! do.

(D), =M, f % (o) — )BT (5300 — 1)V (o0 — 1)1 oy,
1
Y1

La condition pour que celte intégrale ait un sens est

= e (= Ly Ao 1= ) > 1
ou
ga+LB+y+.. 0 n-—3,
ce qui, en vertu de I'égalité o + B + v ...+t 4+ % = n — 2, peut
s'écrire
Vel >0,

Voyons ce que devient, dans celte hypothese, la fonction P de w
considérée au n° 2. Elle s’écrit

W )
Py=1 1/ % (1 —0)B=1(1—s5,0)V=1 L (1 — yy0)0=1 do.
0

Elle est cncore holomorphe dans le demi-plan X et prend une valeur
déterminée en chaque point de o, méme au point & I'infini; mais la
ligne brisée qu’elle fait correspondre & P'axe réel o se compose de
n — 1 cotés seulement. Les n — 2 premiers de ces cotés sont («f),,
(By)i» - ey (O),, et les n — 2 premiers angles sont, comme dans le
polygone propesé, ow, f=, ..., Ox. Ainsi les nombres (a:f),, (By)s ---»
(0v), satisfont & cette condition, que si’on construit une ligne brisée
A,B,C,...1, ayant ces longueurs pour cotés et pouranglesfin, vy=, ...,
=, la ligne menée par le point A, de maniere i faire avec A,B, un
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angle am vient passer par le point I,. On peut encore exprimer ce fait
en disant qu'il y a une ligne brisée fermée de n cotés ayant les angles
du polygone proposé et dont les » — 2 premiers cotés ont pour lon-
gueurs (aB),, (By)i, ..., (00),, mais que le (r —1)¥™¢ ¢o(é de cette
ligne est évanouissant.

Cherchons maintenant & parvenir au polygone proposé, dont nous
désignerons le contour par L. D’apres le n° 2, au systeme de valeurs
(My, — 89, 25, .., 24 ) correspond une ligne brisée fermée L, de n cotés,
ayant les mémes angles que L, et dont les » — 2 premiers cotés
ont pour longueurs (af),, (BY)es ---» (0t). On peut admettre que,
(aB)is (BY)iy ... étant n — 2 nombres quelconques compris respec-
tivement entre («8), et AB, (By), et BC, etc., il y a une ligne brisée
fermée de n colés, dont aucun colé n’est évanouissant, ayant les an-
gles du polygone proposé, et dont les » — 2 premiers cotés ont pour
longueurs (B ),, (By).s --.. Sileslignes L, et L ne remplissaient pas
‘cette condition, on intercalerait entre L, et L des Iighes intermé-
diaires telles que, pour deux lignes consécutives quelconques, la con-
dition fat remplie. Si maintenant nous considérons les fonctions in-
verses, nous voyons que, pour tout systeme (af3), (fY), ... de valeurs
positives des variables comprises respectivement entre («f), et AB,
(By)s et BG, ..., et situées d’ailleurs dans la région de convergence,
les valeurs des fonctions satisfont nécessairement aux inégalités (2).
La fonction P de o correspondante fait correspondre & 'axe réel o la
ligne brisée de n cotés ayant les angles donnés et pour longueurs des
n — 2 premiers cotés (af3), (By),.... Si, en particulier, le systeme AB,
BC, ... est compris dans la région de convergence, les valeurs corres-
pondantes des fonctions résolvent le probleme. Au cas contraire, nous
partirons d’un systeme («8),, (Bv),, --- de valeurs comprises respecti-
vement entre (af ), et AB, etc., et appartenant i la région de conver-
gence; nous répéterons sur ces valeurs et les valeurs correspondantes
M,, —$,, £;, ... ce quia été fait sur («f),. (By)y, -.. et les valeurs
M,, — Sqs Zq, - ... Nous continuerons ainsi, et & chaque opération nous
nous serons rapprochés de la ligne brisée L.

5. Mais ce qui n’est pas prouvé par le raisonnement précédent, c’est
que, au bout d’'un nombre limité de telles opérations, nous arriverons
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i avoir une région de convergence a laquelle appartiendront les valeurs
AB, BC, ..., LI. On peut craindre, en effet, qu’il y ait entre le systeme
initial [(aB)y, (BY)es ... et le systeme (AB, BC, ...) un systeme in-
termédiaire [(ef),, (By).,...] critique pour les fonctions inverses;
ou encore, s’il n’en est pas ainsi, quelesysteme (AB, BC, ...) lui-méme
soit un systeme critique. Dans le premier cas, on ne pourra pas ap-
procher autant qu’on voudra du polygone donné ; dans le second cas,
on pourra bien en approcher autant qu’on voudra, mais on ne pourra
pas l'atteindre.

sette difficulté sera évidemment surmontée, si ’on parvient i faire
voir qu’il n’y a pas de systeme [(af), (Bv), ..., (0u)] de valeurs posi-
tives qui soit critique pour les fonctions inverses. Mais un peu de
réflexion fait comprendre qu’une telle proposition n’est nullement
conforme & la réalité. Considérons de nouveau une fonction P de o du
genre de celles dont il a été question dans le n° 2. La ligne brisée que
cette fonction fait correspondre & I'axe réel o n’est pas nécessairement
simple : elle peut se couper elle-méme. Mais clle est assujettic & une
condition qui a été énoncée dans le n° 7 de la premiere Partie : ¢’est
que, si 'on considere la partie de cette ligne d’ott I'on peutaller i I'in-
fini sans passer de nouveau par un point de la ligne, cette partie doit
limiter une région du plan connexe, ¢’est-a-diré composée d’unc seule
aire, et non de plusieurs aires séparées les unes des autres.

La figure ci-jointe donne un exemple de lignes ne satisfaisant pas a

A B E’ K

cette condition : telles sont les lignes ABCD'E’, ABCD”E”, limitant la
premiere deux, la seconde srois triangles séparés.
- Ceci posé, il va nous étre facile de mettre en évidence 'existence
L]
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forcée de systemes de valeurs critiques. Imaginons qu’on ait déter-
miné les constantes pour la ligne ABCDE ; prenons cette ligne pour
point de départ, et, des trois cdlés AB, BC, CD, faisons varier seu-
lement le troisieme. Il est certain, pour les raisons que nous avons
dites, que nous ne pourrons arriver a la valeur CD”; il y a donc
4 coup shr, entre CD et CD”, une valeur critique. Cette valeur est au
plus égale & CD'.

II'est vral que 'on peut s’arranger de maniére qu’entre L, et L il
n’y ait pas de ligne intermédiaire présentant cette impossibilité géo-
métrique, de sorte qu’on sera ramené & prouver qu'il ne peut y avoir
d’autres systemes critiques que ceux ¢ui donnent une transition de
lignes brisées possibles & des lignes brisées impossibles. Mais la ques-
tion ainsi posée, difficile & traduire algébriquement, ne semble pas
simple & résoudre dans I"état actuel de la Science.

Remargue. — On peut envisager la question a un autre point de vue.
Des considérations tres générales, dont il sera question plus loin, ont
permis & M. Schwarz d’énoncer, comme cas (res particulier, la possi-
bilité de la représentation d’un polygone quelconque sur un demi-
plan. Si I'on se propose d’obtenir effectivement cette représentation,
on pourra procéder comme nous venons de l'indiquer, en ayant bien
soin d’éviter etles polygones & cotés évanouissants et les lignes brisées
géométriquement impossibles, et I'on sera sir de n’étre pas arrété en
chemin. C'est ce qui fait que, malgré leur imperfection comme mode
de démonstration, les considérations précédentes peuvent compléter
utilement, dans le cas du polygone, la théorie générale que nous
abordons maintenant.

TROISIEME PARTIE.

s

N
P

1. Nous venons de voir i quelles difficultés on a affaire et en pré-
sence de quelles complications on se trouve lorsqu’on essaye de ré-
soudre le probleme de Dirichlet pour un polygone en cherchant &
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représenter celui-ci sur un demi-plan. Ce sont encore des considéra-
tions de représentation conforme, mais jointes & d’autres plus géné-
rales, qui ont permis 3 M. Schwarz, de la maniere la plus élémentaire,
de résoudre le probleme pour tout polygone limité par un nombre fini
d’arcs réguliers de lignes analytiques. 1l y a plus : on n’est pas arrété a
la connexion simple, et ’on peut considérer une aire dont le contour
est formé par un nombre quelconque de tels polygones.

1l importe avant tout de préciser ce que nous entendrons par un arc
régulier de ligne analytique ('). Considérons une série entiere, or-
donnée suivant les puissances de z— ¢,, ¢, étant un nombre reel, et
ayant des coefficients tous reels,

ay+ay (t—&) 4 ay(t— )2 . ...

Cette série est convergente dans un certain cercle ayant le point ¢,
pour centre. C'est un élément fonctionnel d’une certaine fonction ana-
~Iytique de ¢. Si U'on cherche a I'étendre analytiquement le long de
'axe réel, on sera en général arrété a deux valeurs de ¢, situées de part
et d’autre de ¢,, et qui seront des valeurs singulieres pour la fonction
analytique. Sur toute Ia portion de I'axe réel comprise entre ces deux
points limites, la fonction ainsi définie a une valeur réelle. Jap-
pelle o(z) cette fonction.

Considérons maintenant une seconde série de méme nature

Do by (b= ty) 4 by(t— )24 . .,

définissant une fonction analytique ¢ (¢) réguliere dans le voisinage
de chaque point d’une certaine portion de ’axe réel, les extrémités
étant exceptées, et réelle tout le long de cette portion. J’admets enfin
que les deux porlions de I'axe réel relatives 'une a ¢(¢), 'autre
a (¢), aient une portion commune af. Posons

r=09(), y=49(),

et faisons varier ¢ de o' & {, «’ étant aussi voisin qu’on veut de «,
et B’ aussi voisin qu’on veut de B.Ie point (@,y) décrira alors un
arc de courbe que nous appellerons arc de ligne analytique.

(1) Scawarz, Monatsberichte, § 5; 1870.
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Jenvisage l'intervalle («’, 3’). Une valeur de ¢ appartenant i cet
intervalle sera dite singuliére si I'on a & la fois

o' (t)=o, J'(¢) =o.

T

Soit («”, B”) unintervalle inclus dans (&, B’) et dépourvu de valeurs
singulieres, les limites «”, 3” ne devant pas non plus étre singulieres.
¢variant de o 4 7, le point (@, y) décrira une portion AB de P’arc de
ligne analytique considéré plus haut. Cette portion a une tangente
déterminée en chaque point sans exception; de plus, 4 chacun de ses
points correspond wune seule valeur de ¢ appartenant a Pintervalle
(e, 8"). Cest Ia ce que nous appellerons un arc régulier de ligne ana-
lytique.

Citons comme exemples de tels arcs : 1° un segment rectiligne aussi
grand que Pon veut; 2° un arc de cercle aussi voisin que 'on veut du

cercle tout entier.

2. De la définition donnée d’un arc régulier de ligne analytique
résultent tres simplement d’importantes propriétés, que nous allons
main{enant exposer.

Gardons les notations qui précedent, sauf que nous remplacerons ¢
et B” par @ et . Posons

S =0 (&) + id(4).
Cela étant, soit S une aire renfermant "arc AB tout entier & son inté-
rieur, ct soil z, = F(z) une fonction qui représente I'aire S sur une
autre aire S,. A AB cette fonction fait correspondre un arc A, B, inté-
rieur tout entier 3 S,. Je dis que A, B, aussi est un arc régulier de ligne
analylique.

Considérons en effet la fonction

Si(O)=FL/Q)]

Elle est réguliere dans le voisinage de chaque point du segment af.
En outre, sa dérivée ne s’annule pour aucun de ces points, car elle est
égale au produit F/(z) < f(¢), = é¢tant laffixe du point correspondant
de AB. On peut done mettre £, (¢) sous la forme g, (¢) +29,(4), @,
et ¢, ¢tant deux fonctions analytiques régulieres dans le voisinage de
chaque point de B, prenant 'une et I'autre des valeurs réelles/gn tous
1

Ann. de ULe. Normale. 3¢ Série. Tome V. — Noveusre 1888.
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ces points, enfin dont les dérivées ne sont simultanément nulles pour
aucun point de «B. Si I'on pose

2'?1:(?1(5), .}’1:%(5):

au segment « correspond I’arc A, B,, qui est par suite un arc régulier
de ligne analytique.

De ce théoreme résulte la conséquence suivante. S'il est possible
d’enfermer un arc de courbe AB dans une aire simplement connexe S
et de représenter ensuite cette aire sur une aire S, de maniere a faire
correspondre a4 AB un segment rectiligne A,B,, I'arc AB est néces-
sairement un arc régulier de ligne analytique.

Inversement, si AB est un arc régulier de ligne analytique, I'opéra-
tion précédemment décrite est possible. Cette propriété fondamentale
et, d’apres ce qui précede, caractéristique pour une ligne analytique,
peut se démontrer comme il suit :

Tout d’abord il est facile de renfermer le segment rectiligne «f dans
une aire £ ol f(¢) est holomorphe : il suflit de prendre la partie du
plan recouverte par les cercles de convergence de f(¢) relatifs aux
divers points de «f3. Rappelons-nous maintenant ce que nous avons
démontré au n° 10 de la I'® Partie. La dérivée /7(¢) n’étant pas nulle
au point «, on peut déterminer un cercle C de centre A sur lequel la
fonction s = f(¢) représente d’une maniere conforme une portion T'
de X renfermant le point «. Les courbes vy et ¢ coupent «ff et AB en des
points correspondants e, et A,. Opérons sur «, comme sur « : nous
obtiendrons une nouvelle aire ', renfermant «, 4 son intéricur et que
la fonction f(¢) représente sur un cercle G, de centre A,. Les deux
aires I' et I', ont une portion commune : ¢’est celle qui correspond
a I'aire commune aux deux cercles C et C,; dans Paire (I, T',), /(¢) ne
prend pas deux fois la méme valeur : la fonction 5 = f(¢) représente
donc cette aire sur 'aire (C, C,).

Les courbes v, et ¢, donnent les points o, et A, situés l'un entre «,
et B, 'autre entre A, et B. Recommencons sur o, la méme opération,
en ayant soin de choisir C, assez petit pour qu'il n’ait avec l'aire
(G, G,) d’autre portion commune que celle qu’il a en commun avec C,.
Dans ces conditions, les aires (I',T',) et I', n’ont en commun que
I'aire qui correspond & la portion commune & C, et & C,; de plus, dans
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l'aire (I, T}, Ty), f(¢) ne prend pas deux fois la méme valeur. La
fonction s = f(z) représente par conséquent l'aire (I',T,,T,) sur
I'aire (C,C,,C,). En continuant ainsi, et en ayant soin de choisir
chaque cercle assez petit pour que la portion qu’il a nécessairement
en commun avec le cercle précédent soit la seule qu’il ait en commun
avec I'aire formée par 'ensemble des cercles précédents, on parvient
4 une aire, renfermant & son intérieur off, que la fonction z = f(2)
représente sur une aire contenant AB, de maniere qu'a «f corres-
ponde AB.

3. Dans la I"® Partie, nous avons résolu le probleme de Dirichlet
généralisé (en supposant déja résolu le probleme classique) par une
fonction que nous avons appelée U. Il est facile de voir que notre solu-
tion tombe en défaut dans un cas particulier. Soit A un point singu-
lier; appelons AM et AM’ les deux branches de s issues de A, et soit
MAM’ le sens direct. Supposons que AM et AM’ aient la méme tan-
gente AT; admettons en outre que AT pénétre a 'intérieur de Paire,
si AM et AM’ sont de part et d’autre de cette tangente; qu’elle reste au
contraire extérieure 2 S, si AM et AM’ sont du méme coté. On dit
alors que le point A est une pointe. Dans ce cas, 'angle « relatif i ce
point est égal & zéro, de sorte que les formules données deviennent
inapplicables.

Je me propose de traiter le cas de la pointe, lorsque AM et AM
sont deux arcs réguliers de lignes analytiques.

Soit @ l'affixe du point singulier, et soit « 'argument de la tan-
gente AT. Posons 5 — a = re®. La courbe AM est définie par les équa-
tions

recost =o(l), rsind=14y(¢),
¢ et ¥ ¢tant des fonctions analytiques régulieres dans le voisinage de
t = o et dont les dérivées ne sont pas nulles simultanément pour ¢ = o.
L’ordre ¢ du contact de AM avec AT est I'ordre infinitésimal de 0 — «
par rapport & r.D’ailleurs r est du méme ordre que z, 0 — o est du méme
ordre que sin (0 — o) : il suffit donc d’évaluer, par rapport 3 z, 'ordre
infinitésimal de
() cosee — @ (¢£) sina,

et de retrancher r au nombre obtenu. ¢ est done un nombre entier au
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moins égal & 1. Soit de méme ¢’ 'ordre du contact de AM’ avec AT.
Soit eufin . ordre du contact de AM avec AM': (L est 'ordre infini-
tésimal de 0 — 0" par rapport a r. Or

0—0=(00—c)— ('— ).

Si donc ¢ et ¢’ sont différents, p. est le plus petit de ces deux nom-
bres. Soit maintenant ¢ =¢’. Alors, si 0 — « et 0'— « sont de signes
contraires, ¢’est-a-dire si AM et AM' sont de part et d’autre de leur
tangente commune, on a toujours p. = ¢ = ¢'. Cetle égalilé subsiste en
général lorsque AM et AM' sont du méme coté de leur tangente com-
mune, mais il pourrait se faire que 1. fat supéricur a c. Dans tout ce

qui suivra, nous exclurons ce cas cxceptionnel.
(,u

~

l
Je considere maintenant la {fonction rationnelle <_ > Dans cette

fonction, le coefficient de i changé de signe est

smp(O - ) ).

e

Gest lui qui va remplacer la fonction © du cas général. On voit tout
d’abord qu'il tend vers une limite lorsqu’on tend vers A sur MA ou
sur M'A, car

pU—a) _ell=a) oy p0—e)  p(V—2)

i - re i , v

pe'=p,

et (. ne dépasse ni ¢ ni ¢’. Lorsqu’on tend vers A par un chemin quel-
conque intéricur & S, « tend encore vers une limite, car on a
pl—a)  plo=—a)  p(l—2)

O>m>10 d’olt P 720,
- ) e e = 7

Enfin les deux valeurs limites relatives, 'une & MA, Uautre 3 M'A,
sont différentes, et 'exces de la premitre sur la scconde est

i [EC=0] =,
A est un nombre positif.
Le terme qui, dans P'expression de U, correspondra au point singu-

(1) Scuwarz, loc. cit., p. 777.
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. o) . , . . .
lier @, sera - u. De plus, la fonction « étant uniforme, il n’y a pas lieu

de lui adjoindre une fonction compensatrice ¢.
La valeur vers laquelle tend U quand on tend vers A par un chemin
intérieur 2 S peut s’écrire comme il suit :
B’
h=10+ —9
TR

en posant
B'=lim [t‘_(i’:_“], B'o.

ri
Cette valeur appartient toujours i Uintervalle (£,/~+3¢). On peut
encore écrire son expression comme il suit :

r
7.:.:l<1——§_i_> +[/<1_%>’

en posant ]
B = 1lim [ p(0—m)

i ]: @ott BZo, B -+ B'=A.

On voit 'analogie de ces formules avec celles du cas général. Aussi
toutes les propriétés établies pour les fonctions U subsistent-elles dans
le cas actuel. ,

La solution que nous venons de¢ donner du probleme généralisé
dans le cas olt, parmi les points singuliers, se trouve une pointe, sup-
pose : 1° que celte pointe est formée par deux ares réguliers de lignes
analytiques; 2° que l'ordre de leur contact mutuel n’est pas supé-
ricur & P'ordre du contact de chacun d’eux avec leur tangente com-
mune. Toutes les fois que dans la suite nous construirons une fonc-
tion U pour une aire S, nous supposerons remplie cette double
condition pour toutes les pointes de S. '

4. Le théoreme sur lequel M. Schwarz base sa résolution du pro-
bleme de Dirichlet repose sur le lemme suivant (') :

Soit S une aire pour laquelle on sait résoudre le probleme de
Dirichlet. Partageons le contour s en un nombre limité de parties ct

(1) Co lemme occupe, dans le Mémoire de M. Schwarz, les §§ 10 et 11.
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répartissons celles-ci en deux groupes que nous appellerons A et B.
Désignons par L des lignes intéricures & S et pouvant rencontrer s en
des points intérieurs & A ou appartenant a la fois & A et & B, mais non
en des points intérieurs & B. De plus, si M est un point commun i A,
a B et & L, L ne doit pas étre tangent a B en M, si ce point est un point
ordinaire de S; si M est une pointe, l'ordre du contact entre B et L,
lequel ne saurait étre inférieur & I'ordre du contact entre A et B, ne
doit pas non plus lu étre supérieur.

Je dis qu’il existe un nombre ¢, positif et plus petit que r, jouissant
de la propriété que voici : construisons pour aire S la fonction U re-
lative aux valeurs suivantes : le long de A, la valeur zéro; le long
de B, des valeurs quelconques; soit g la limite supérieure de leurs
modules. Quelles que soient ces valeurs, les valeurs de | U| le long
de L ne dépassent jamais gg.

Pour le voir, prenons le long de A la valeur zéro, le long de B la
valeur + 1. Soit V la fonction correspondante. Ses valeurs dans S sont
toutes positives. En particulier, ses valeurs le long de L ont une limite
supéricure posilive g. Je vais montrer que ce nombre ¢ répond aux
conditions de I'énoncé.

En premier lieu, g est inféricur & r; car il existe sur L un point M
tel que la limite supérieure des valeurs de V pour les points de L situés
dans le voisinage de M soit toujours ¢, quelque restreint que soit ce
voisinage. Si ce point M est dans S, ¢ est la yvaleur de la fonction V en
ce point, et nous savons qu’elle est inféricure 1. Si M est sur le con-
tour s, ¢ est la limite vers laquelle tend V lorsqu’on tend vers le
point M par ce chemin. M ne peut étre & Uintéricur de A, ¢’est done
un point commun & A et & B. D'apres ce qui a été vu, ¢ appartient a
Iintervalle (o, r). Il ne peut étre égal & 1, car cela exige que L soit
tangent & B, si M est un point ordinaire de S; que I'ordre du contact
de L avec B soit supérieur & Uordre du contact de A avec B, si M est
une pointe. L’une et P'autre de ces circonstances ont été exclues dans
I'hypothese. Le nombre ¢ est donc plus petit que r.

Prenons, en second lieu, des valeurs quelconques le long de B, et
soit U la fonction correspondante. Envisageons la somme gV -+ U, qui
est, comme on sait, une nouvelle fonction U. Elle est nulle sur A, elle
n’esl jamais négative sur B : parsuite, elle n’est jamais négative dans S.
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En particulier, ses valeurs sur L ne sont jamais négatives. Mais on
peut écrire
gV+U=gq+U+g(V—gq).

Le terme g(V — ¢) n’étant jamais positif le long de L, cela exige
que la somme gg + U ne soit jamais négative. On montre de méme,
en considérant la fonction gV — U, que la différence gg — U n’est
jamais négative sur L. Autrement dit, les valeurs de | U] le long de L
ne sont jamais supérieures i gq.

5. Jarrive & la partie fondamentale de la théorie de M. Schwarz ().
Soient deux aires S, et S, ayant en commun une ou plusieurs aires,
dont nous désignerons I’ensemble par S,. Les deux contours s, et s,
peuvent coincider en partie. J'appelle L, la portion de s, qui n’est pas
Intérieure & S,, L, la portion de s, qui n’est pas intérieare a S,. Je
désigne par L, et L, les restes de s, et de s,. La portion du plan que
recouvre I’ensemble des deux aires S, et S, est une aire S dont le con-
tour s s¢ compose de L, et de L,. J’admets en outre que toul point
commun a Ly etd L, appartient aussi & L, et L,, et que, M étant un tel
point, Ly n’est pas tangenten M 4 L,, si M est un point ordinaire deS;
si M est une pointe, nous supposerons que I'ordre de contact entre L,
et L,, qui ne peut étre infériear & 'ordre du contact entre L, et L., ne
lui soit pas non plus supérieur.

Cela étant, je suppose que I'on sache résoudre le probleme de Di-
richlet et pour S, et pour S,, et je me propose de le résoudre pour S.

La marche que nous allons suivre a cet effet a recu de son inven-
teur le nom de passage a la limite par procédé alterné. Aux valeurs
données le long de L, je joins des valeurs absolument quelconques le
long de L,, et je construis la fonction U relative & ce systeme de va-
leurs; soit U, cette fonction définie pour S,. Elle a des valeurs déter-
minées sur L, ; joignons ces valeurs aux valeurs données le long de L.,
et construisons la fonction U correspondante; soit U, celte fonclion
définie pour S,. Joignons les valeurs de U, sur L, aux valeurs données
sur L, pour construire une nouvelle fonction U, U,, définie pour

(1) Scuwanz, Monatsbherichte, § 12; 1870.
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I’aire S,. Poursuivons indéfiniment cette opération. Nous obtenons
deux suites de fonctions

(I) III: U:h U.’i) ] Ufm——ls L]
(2) U2> U-’n Um A U2lu

Ce sont des fonctions U, celles de la suite (1), pour I"aire S,; celles de
la suite (2) pour I'aire S,. Considérons les deux séries

(3) U1+ (U3'—— Ul)—}— (Uo— ‘U:t) R (UQ”._H_ [jg/"_]) ey
(4) U+ (U,—Uy) + (Ug—U,) -+ o o4 (Uppee — Us) = .

D’apres la loi de formation des fonctions U, on voit qu’il y a coinci-
dence, lelong de L,, entre deux termes de méme rang des deux séries;
le long de Ly, entre un terme de la série (3) et le terme de rang im-
médiatement inférieur de la série (4). Je vais montrer que ces deux
sérics convergent uniformément, la premigre dans I'aire S, 1a seconde
dans Vaire S,.

Le lemme du n® 4 s’applique a ['aire S,, si I'on prend pour A la
portion L,, pour B la portion L,, enfin pour L les lignes L,. En effet,
d’apres Uhypothese, L, ne rencontre Ly qu’en des points appartenant
aussi & L,. Soit M un de ces points : si M est un point ordinaire
pour 8,, ¢’est un point ordinaire pour S, de sorte que L, et L, ne sont
pas tangents en ce point. Si M est une pointe pour S,, ¢’est aussi une
pointe pour S, sans quoi la condition de I'énoncé ne serait pas remplic;
Pordre du contact entre Ly et L, n’est pas supérieur & l'ovdre (L, Ly),
sans quol 1l serait supéricur @ fortiori a I'ovdre (L, Ly). Le lemme
fournit alors un nombre positif plus petit que 1, que nous appelle-
rons ¢,. Il s’applique de méme & 'aire S,, ol Ly, L, et L, jouent res-
pectivement le role de A, B, L : soit ¢, le nombre positif plus petit
que 1 correspondant.

Ceci posé, examinons les différents termes des séries (3) et (4).
Partons de U, — U,. Cette fonction est nulle sur L, ; sur L,, elle prend
certaines valeurs : soit G la limite supérieure de leurs modules.
| U, — U, | est inféricur & G dans S,.

Le terme U, — U, est nul sur L, et coincide sur L, avec U, — U,;
d’apres le lemme, | U, — U, | ne dépasse pas Gg, le long de L, : done
|U, — U, | est inférieur & G¢, dans S.,.
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Pareillement, U; — U, estnul sur L, et coincide sur L, avec U, — U,.
D’apres le lemme, |U; — U,;| ne dépasse pas Gg,q, le long de L, :
donc | U; — U, | est inférieur & Gg, g, dans S,.

Il 0’y a aucune difficulté & poursuivre ce raisonnement, qui conduit
a la conclusion générale suivante. :

[Uspry — U,pey | est inférieur 2 G(g,¢,)"* dans S, .

| Usnia — U, | est inférieur & Gg,(g,9,)*" dans S,.

Le produit ¢,¢, étant un nombre positif plus petit que 1,

G(g192)"t et Gq,(g,g:)"!

sont les termes généraux de deux progressions géométriques décrois-
santes. La convergence uniforme des séries (3) et (4) est ainsi mise
en évidence.

Nous pouvons des lors appliquer & ces deux séries les résultats qui
ont élé démontrés dans la I* Partie, n° 19. La série (3) définit une
fonction U pour Paire S,; appelons-la U’. On voit immédiatement
qu’elle prend sur L, les valeurs données. Cette fonction n’a pas de
points singuliers sur L, ; elle en a sur L,, aux points ol les valeurs
données subissent une rupture de continuité; enfin elle peut en avoir
aux points communs a L, et a L;. De méme, la série (4) définit une
fonction U”, qui est une fonction U pour 'aire S,; cette fonetion U”
prend les valeurs données sur L, et a, comme points singuliers, d’abord
les points de L, ol les valeurs données éprouvent une rupture de con-
tinuité, ensuite peut-étre les points communs &4 L, et 4 L,.

Les fonctions U’ et U” sont définies toutes deux pour P'aire S, com-
muned S, et S,. Comparons leurs valeurssurs,. Ce contour se compose
de L, de L, et des parties communes a L, eta L,. Considérons d’abord
cette derniere partie de s, : nos deux fonctions prennent la méme
valeur en chaque point non singulier, savoir la valeur donnée, et ten-
dent vers la méme limite lorsqu’on tend vers un point singulier par un
chemin quelconque. Nos deux fonctions coincident aussi sur L, et
sur L,. Soit, par exemple, A un point de L,, et appelons a,, a’, a” les
valeurs en ce point de U,, U’, U”". On a

a'= Iima,,,_,_;,, a”:limﬂ2n+g.

Mais, d’aprés la loi de formation des fonctions U, @yppa = @apys. Donc
Ann. de ’Ec. Normale. 3* Série. Tome V. — Novemsre 1888. 49
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@ = a”. Les deux fonctions coincident donc sur L,. On verrait de
méme qu’elles coincident sur L,.

Il reste & examiner ce qui se passe & 'extrémité A d’un arc L, ou L,.
Supposons d’abord que ce point A soit une extrémité d'un arc L, et ne
soit pas en méme temps sur L,, c’est-a-dire sépare L, d’une partie
commune A L, et a L,. Alors, si ce point n'est pas un point singulier
pour U”, il n’est pas non plus un point singulier pour U'; U’ et U"y
prennent la méme valeur, la valeur donnée.

Supposons a présent que A soit un point singulier pour U”. 1l
pourra se faire que ce ne soit pas un point singulier pour U’. Cela ar-
rivera lorsque L, sera tangent & L,, si A est un point ordinaire de S;
si A estune pointe, lorsque ordre de contact (L, L, ) sera supérieur
a Pordre (L,,L,). Dans ce cas-la encore, U" et U”, considérés seule-
ment dans S,, prennent en A la méme valeur. Hors de ce cas parti-
culier, A est aussi un point singulier pour U’. Je vais montrer alors
que, par quelque chemin intérieur & S, que I'on tende vers A, U" et U”
tendent vers la méme valeur limite. :

Supposons que le point A soit un point ordinaire de S. Alors la
valeur limite de U’ correspondant 4 un chemin qui fait avec L, et [,
des angles B, et B, a pour expression

La valeur limite de U” correspondant au méme chemin est

WZLQ_@)+Q@_@)
Oy oty

Je dis que A” est égal 2 ). Pour cela, observons que I’on a

ly=1, (1-2‘1) +lzi1.

22
Par suite

v _ g B _B AN T By
A a2_lidz (1 a2>+<l 0C2> [13——!1 (1——;;)].-!1 ——-——a2 -I—'l;,;;;)

d’olt
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Un calcul tout semblable conduit & la méme conclusion lorsque le
point A est une pointe.

On traiterait de la méme facon le cas ot A est une extrémité d’un
arc L, sans étre en méme temps sur L.

Je suppose, en second lieu, que le point A est commun & la fois 3 L,,
L,, Ly etL,. Si A est un point ordinaire de S, L, et L, ne sont pas
tangents ; soit o, leur angle. Sil'on tend vers A par un chemin L inté-
rieur & Sy, U’ et U” tendent vers des limites

M=l <1~E1> +l3(;__§_3>,
2%} 221

" .. (32 ﬁ.’,

lﬁ_lﬂ(l——&—; +l,,<1_;2>.

En refaisant deux fois le calcul précédent, on arrive & mettre U'une
et autre de ces expressions sous la forme

Done A= A". On arrive & la méme conclusion lorsque le point A
est une pointe de S.

En résumé, les fonctions U” et U”, harmoniques toutes deux dans
Sy, prennent la méme valeur en chaque point de s,, & I'exception d’un
nombre limité de points A, ot ni une ni Pautre ne prend de valeur
déterminée. Mais qu'on tende vers un de ces points A par un chemin
queleonque, et toutes deux tendront vers la méme limite. On en conclut
que U’ et U” sont identiques dans S,.

Soit U la fonction égale & U’ dans S,, & U” dans S,. La valeur vers
laquelle tend cette fonction lorsqu’on tend vers un point A commun
L, et L, par un chemin L intérieur 2 S se met, par un calcul inverse
du précédent, sous la forme

=1 <1——%>+lz<l—%>-

L analyse qui précede nous permet d’énoncer les conclusions sui-

vantes :
1° Si les valeurs données n’éprouvent pas de discontinuité le long
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de s, la fonction trouvée U, harmonique dans S, prend en chaque point
de s la valeur donnée. Le probleme de Dirichlet est done résolu pour
Paire S.

2° Si les valeurs données éprouvent des discontinuités, on sait con-
struire la fonction U relative A ces valeurs ; mais ici 'application de Ia
regle générale est inutile, car il résulte de nos calculs que la fonction
U formée par le procédé alterné est identique & la fonction cherchée.

3° Dansun cas comme dans autre, la fonction U & laquelle on par-
vient est la méme quelles que soient les valeurs initiales choisies le
long de L,.

6. L’importance pratique du théoreme qui précede est manifeste.
Si S, et S, sont deux aires représentables sur le cercle, se recouvrant
en partie et satisfaisant aux autres conditions de I'énoncé, on sait ré-
soudre le probleme pour 'aire S constituée par leur ensemble. Si S,
est une nouvelle aire représentable sur le cercle et ayant une portion
commune avee S, on sait résoudre le probleme pour I'aire 8 prove-
nant de la fusion des aires S et S,. On peut poursuivre ce procédé
aussi longtemps qu’on veut el arriver ainsi i des aires (rés compliquées.
Je me propose de faire voir que 'on peut atteindre une aire quelconque
dont le contour se compose de » polygones limités par des droites, ou
par des ares de cercle, ou, plus généralement, par des arcs réguliers de
lignes analytiques.

Quelle que soit 'aire dont il s’agit, on pourra toujours commencer
par tracer & son intérieur assez de cercles pour réaliser, par leur en-
semble, une aire différant d’aussi peu que I"on veut de I'aire proposée.
Mais, une fois arrivé pres du bord, il faut employer d’autres aires, plus
ou moins compliquées suivant la nature du bord. Nous allons distin-
guer différents cas, en commencant par les plus simples (*) :

1° Le bord est formé de segments rectilignes. — Deux sortes d'aires
sulfiront pour résoudre la question : le segment et le secteur circulaires.

Soient z,, 2, les sommets du segment, « son angle. La transfor-

(1) Nous développons, dans ce paragraphe, leg affirmations contenues dans le § 13 du
Mémoire de M. Schwarz. Les aires auxiliaires dont nous nous servons sont énumérées au
§ 4 du méme Mémoire.
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mation

(3]

Q

<

o
5 =
-
5 —

3]
o~

revient & une inversion dont l’origine est le point z,. Elle représente
par suite le segment sur 'aire comprise entre deux demi-droites fai-
sant entre elles un angle égal 3 «. La transformation

Rl

i/ —
=2z

représente a son tour cet espace sur un demi-plan.
Le cas du secteur se raméne au précédent. Si « est 'angle et =, le
sommet du secteur, la fonction

Bk

z'= (5 — 3,)

représente le secteur sur un demi-cercle.

On voit le parti & tirer de ces aires. Un segment par ¢0té et un sec-
teur par sommet, joints aux cercles tracés a I'intérieur de I'aire, don-
nent la solution pour I'aire considérée.

2 Le bord est formé d’arcs de cercle. — Alors au segment circulaire
nous substituerons I’espace compris entre deux arcs de cercle, et que
I’on peut appeler un croissant. Celte aire se représente sur le demi-plan
absolument comme le segment de cercle.

Le croissant et le secteur circulaire suffisent & résoudre la question
tantqu’il n’y a pas de pointes : on n’a qu’a faire correspondre & chaque
sommet deux croissants reliés entre eux, s’il y a lieu, par un secteur
circulaire. Néanmoins, si 'angle o relatif au sommet A n’est égal
nid wnia 2w, on peut procéder plus rapidement. On peut tracer un arc
de cercle coupant orthogonalement les deux arcs de cercle issus de A

. . . .y ™ T . "
on obtient ainsi un triangle curviligne d’angles «, 575 Si z, est |’af-
fixe du point A, et si 5, est Iaffixe du.second point A’ olt se coupent
les deux ares de cercle, la transformation

3
3}

“0

7
0

-~
<

n
3]

revienl 3 une inversion d’origine A’. Elle transforme le triangle cur-
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viligne en un secteur circulaire. Nous sommes ainsi ramenés a un cas
déja examiné.

Reste le cas de la pointe (o = o). Ici encore on peul couper ortho-
gonalement les deux arcs de cercle issus de A par un (roisieme, mais
ce dernicr prolongé passe par la pointe. Le triangle curviligne ainsi
formé peut encore étre représenté sur un secteur circulaire, mais une
fonction transcendante va étre nécessaire. Soit =, 'affixe de la pointe,
et soit « 'argument de la tangente. Posons d’abord

5'el®,

-~ P e
L Sy =

de maniere 3 amener la tangente & étre parallele & axe des 2 posi-
tifs. La transformation

revient alors & une inversion ayant la pointe pour origine; elle repré-
sente le triangle sur espace (E) compris entre deux demi-droites pa-
ralltles & I'axe des «” positifs et un segment de droite parallele a axe
des y”. Soit enfin

L= oo
A une parallele a T'axe des «” cette fonction fait correspondre une
demi-droite issue de o (o correspond & 2” == + =) ; & une parallele &
I'axe des y” correspond un cercle de centre w. Par suite, cette fonction
représente Vespace () sur un secteur circulaire.

3° Le bord est formé d’arcs réguliers de lignes analytiques. — Alors les
aires ¢lémentaires dont on aura 4 se servir seront, bien entendu, de
nature bien plus varié¢e ; mais elles se ramenent toutes aux précédentes
par voie de représentation conforme. Tant que 'aire considérée ne
contiendra pas de pointe, une seule aire nouvelle sera nécessaire. Soit
AB un arc régulier de ligne analytique; enfermons-le dans une aire S,
et représentons celle-ci sur une aire £ de manikre que «f soit rec-
tiligne. Joignons o & B par un arc de cercle A formant avec aff un
segment de cercle. A A correspond dans la premiere figure un arc ré-
gulier L de ligne analytique joignant A & B. L’aire comprise entre AB
et I est représentable sur un cercle.

Telle est I'aire qui, dansle cas général,jouerale méme role quele seg-
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<

ment de cercle dans le cas des lignes droites et le croissant dans le cas
desarcs de cercle. Ici, comme dans le cas précédent, cette aire ne suffit
plus lorsqu’il y a des pointes. Soit donc A une pointe, et appelons L et
L’ Tes deux arcs qui la forment. Nous allons traiter la question en sup-
posant que 'ordre du contact entre L et L’ est égal & 1. Faisons,
comme toul & ’heure, une représentation conforme transformant L en
une portion rectiligne L,. L’ordre du contact se conservant dans une
représentation conforme, L) a un contact du premier ordre avec sa
tangente L,. On peut donc faire passer par A, un arc de cercle C,
entre L, et L. Soit maintenant D, un arc de cercle coupant orthogo-
nalement L, et C, : le triangle LCD, limité par trois arcs réguliers
de lignes analyliques, est représentable sur un cercle. Pareillement, &
L’ on fera correspondre un triangle L'C’D’ obtenu comme il suit : ayant
représenté le voisinage du point A de maniere a faire correspondre &
L’ un segment rectiligne L), on trace par A, un arc de cercle C, entre
L, et Gy, puis un are de cercle D), coupant orthogonalement L) et C,.
Tous les contacts qui ont lieu en A étant du premier ordre, on est sir
que le procédé alterné s’appliquera.

En résumé, on peut considérer le probleme de Dirichlet comme
résolu pour toute aire limitée par un nombre fini de segments recti-
lignes, ou d’ares de cercle, ou plus généralement d’arcs réguliers de
lignes analytiques ; a condition de supposer, dans ce dernier cas, qu’il
n’y a pas, entre deux de ces arcs, de contact d’ordre supérieur au
premier.

QUATRIEME PARTIE.

I. — De la fonction de Green.

1. Soit S une aire quelconque, et soit A un point intérieura celle
aire. Si Uon résout le probleme de Dirichlet en prenant pour valeur,

le long de s, log%, rétant le module de z — a, on obtient une certaine
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fonction g qui est ce que nous appellerons la fonction de Green rela-
tive au point A. La propriété fondamentale de cette fonction est la sui-
vante : sa valeur en un point quelconque de S est inférieure a la valeur

. I . .
en ce point de log—- Soit en effet B un point quelconque de S autre
que A. Entourons A d’un petit cercle s’ auquel B soit extérieur. La
différence u — log;_ est harmonique dans I’'aire limitée par s et s';

elle prend sur s la valeur zéro, sur s’ des valeurs négatives (si 'on a
pris s suffisamment petit); sa valeur en B est donc négative.

On a résolu le probleme de Dirichlet pour toute aire limitée par un
nombre fini de segments rectilignes. Ce résultat permet & M. Harnack
de construire la fonction de Green relative au point A, quelle que soit
U'aire S. Sa démonstration repose d’abord sur la propriété que nous
venons d’élablir, ensuite sur le remarquable théoreme dont voici
I'énoncé (*) :

Sott uy 4+ Uy Uy~ ...~ U, 4 ... une sériec dont les termes sont des
Jonctions harmoniques dans S et positives dans toute Uétendue de I aire.
Si cette série congerge en un point A intérieur & S, clle converge en tout
point de S et définit une fonction harmonique dans S.

Ce théoreme résulte de la remarque (*) que voici :

Soit u une fonction harmonique dans un cercle C, de rayonp, et con-
tinue sur son contour. J'admets que ses valeurs f({) sur le contour,
et par suite ses valeurs dans C, sont toutes positives. On sait que sa
valeur en un point quelconque (r,9), avec r< p, a pour expression

LT (=) f(Y) dY

a2, pr 1"2—2(97'(:03(4)—(9)'

S () étant constamment positif, cette intégrale est comprise entre

f—i‘———f f@ay e B2 [0 ryay.

p—ran PEY

(') Harwack, Die Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentiales, fin du
§ 20.
(?) HARNACK, loc. cit., p. 62.
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Ainsi, a élant la valeur de « au centre du cercle C, ses valeurs sur le
cercle X concentrique & C et ayant 7 pour rayon sont toutes inférieures
\ o pT . - T
a a?——;- Il en est de méme a fortiori de ses valeurs a 'intérieur de ce

—
cerele X

Revenons maintenant & notre théoreme. De A comme centre je
décris un cercle I tout entier intérieur a S, et je dis que la série con-
verge uniformément dans X. Soit en effet » le rayon du cercle X, et
soit p le rayon d’un cercle C concentrique 2 X, enveloppant X, mais
intéricur a S. Notre hypothese est que la série

- Qo+ g~ . .+, ...

est convergente. Autrement dit, & chaque nombre positif < on peut
faire correspondre un entier n tel que

o — I
Apget =4 a0 0o = A peyep <e 0 T 2
quel que soit p. Celte inégalité peut s’écerire
O =7 -t o—+r
A pieq ; —_ -+ Aprp g__ 7 BRI an+p;‘:‘7 <e
D’apres notre remarque, les valeurs dans X de ;s 2ypas « o5 Upip
Cinféricures vement 3 p+r P P
sont inféricures respectivement & .., — QAppos ey L a"+”P_“—_f

Par suite, on a I'inégalité
Upieg == Upgeo oo o= Upyp << E,

quel que soit p, pour tous les points de Z. Par suite, la somme de la
série est harmonique dans X et continue sur o.

Maintenant rien ne nous empéche de répéter le méme raisonnement
e¢n prenant comme point de départ un point A" de 5. En opérant ainsi
de proche en proche, nous parvenons a démontrer que la série con-
verge uniformément dans le voisinage de tout point B intérieur & S,
d’otr il suit que la fonction z est harmonique dans l'aire S tout en-
tiere (*).

(1) On peul dire aussi que la séric converge uniformément dans une aire S différant
de S d’aussi peu que on veul, mais dont le contour s’ est toul entier intericur & S.
Ann. de Lfc. Normale. 3¢ Série. Tome V. — Novemsre 1888, 50
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Le méme théoreme s’applique évidemment aux séries a termes tous
négatifs. Je n’insiste pas la-dessus, et j"arrive au procédé par lequel
M. Harnack construit, & I’égard d’une aire quelconque S, la fonction
de Green relative & un point intérieur A. On peut considérer 'aire S
comme la limite d’une série illimitée d’aires S,, S., Sys ..., S, .o,
toutes de méme connexion que S, mais dont les contours se composent
de segments rectilignes. Il n’y a pour cela qu’a former une série e,, <,
€4y «vvy &40 .. de nombres positifs tendant vers zéro quand n croit indé-
finiment, et  tracer chacun des polygones dont se compose s, & une
distance moindre que ¢, de la ligne correspondante de s. On peut, en
outre, assujettir ces aires S, & la double condition suivante : 1° cha-
cunc d’clles doit étre intérieure 2 S; 2° chacune d’elles doit étre inté-
ricure i la suivante. Autrement dit, le contour s, est tout entier in-
térieur i l'aire S, el méme intérieur & "aire S, (*).

Ceci posé, nous savons former, pour ces différentes aires, les fone-
tions de Green gy, Zuy Gur «+ s Gur - - Pelatives au point A. La fonc-
tion g, est définic pour aire S,; ses valeurs sur s,_, sont inféricures i

. .y I
eelles de g,-(, puisque ces dernitres sont celles de Tog ~ et que les
points considérés sont intérieurs 4 S,. On a done, dans S,_, ¢t sur s,_,,
Pinégalité
En < Ln1e
Cela étant, on a, pour tout point B intérieur & S, les inégalités
L pad s P I e S e e s
, . . , R 1
Drailleurs, quelque grand que soit 7, g,,, est supérieur a logs»
M étant la plus grande des distances de A & s. De la résulte que g,
tend vers une limite g. Cette fonction g est harmonique dans S, car la
série
(gpr1— 8&p) + (Gpra— Ep+1) - oo (Sp+n=— Eptn-1) + -
a ses lermes harmoniques et négatifs dans toute I'étendue de S, et
converge en outre en un point quelconque de S,. Comme d’ailleurs p
est aussi grand qu’on veut, g est une fonction harmonique dans S.

(1) HarNAck, § 39, p. 118 ¢t 119.
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2. Avant d’aller plus loin et de démontrer que la fonction trouvée
T N . . .
prend sur s la valeur log—> traitons la question suivante. Soit S une

aire quelconque, et soit g la fonction de Green relative au point inté-

rieur A. Posons
@ =ref,

La fonction 7 est continue dans S et sur s. Elle est nulle en A, elle
a une valeur posilive moindre que 1 en chaque point de S autre que A,
enfin elle prend la valeur 1 en chaque point de s. Il sagit d’étudier
le lieu g = a, o étant compris entre o et 1.

Laréponse a cette question va résulter de trois remarques : 1° Il est
impossible d’aller du point A & un point quelconque de s sans passer
par un point du lieu; car ¢, variant d’une maniere continue depuis o
jusqu’a r, doit passer au moins une fois par la valeur «. 2° Il est im-
possible que ce licu ou qu’une partie de ce lieu limite une aire ne ven-
fermant pas A; car, s'il en ¢tait ainsi, la fonction loge = logr + g
serait harmonique dans cette aire et prendrait sur son conlour des
valeurs outes égales; logy et, par suite, ¢, seraientdonc constants dans
cette aire, ce qui est absurde. 3° Enfin cc lieu ne peut renfermer ni un
point isolé, ni une ligne ayant un point d’arrét; car, en un tel point,
la fonction harmonique logy aurait un maximum on un minimum, ce
que nous savons ¢tre impossible.

Si S est une aire & connexion simple, le lieu g =« est une ligne
fermée simple entourant le point A. A I'intéricur de cette ligne, o est
inférieur & o; & extérieur, ¢ est plus grand que «; « variant de o & 1,
la courbe, d’abord réduite au point A, s’¢largit constamment et se
confond enfin avec s.

Les choses se présentent moins simplement lorsque S est a con-
nexion multiple. On voit d’abord que le lien peut comprendre plu-
sieurs lignes fermées simples. Lorsque o est tres petit, il se compose
d’une ligne fermée simple entourant A; au contraire, lorsque « est
trés voisin de 1, il differe peu de s et comprend autant de lignes que s.
Dans U'intervalle, il se compose d’'un nombre de lignes au plus égal
a celui de 5. Dans tous les cas, une de ces lignes enveloppe toutes les
autres, qui sont extéricures les unes aux autres. Le nombre de ces
dernitres est égal au plus au nombre des lignes limitant intérieure-
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ment S comprises dans la premitre; chacune d’elles entoure au moins
une de ces lignes. Enfin le point A est a U'intérieur de I"aire ainsi li-
mitée. Dans cetle aire, ¢ est plus petit que c; il est plus grand que «
4 son extérieur.

Ici encore on se rend compte comment se transforme le lieu o = «,
lorsque « varie d’une maniere continue de o & 1. Il est ’abord réduit
au point A, puis se compose d’une seule ligne L.  continuant i croitre,
une partie de L entoure peu & peu un espace comprenant une ou plu-
sieurs des lignes limitant intérieurement S; puis celle partie se dé-
tache du reste de L, et nous avons deux lignes au licu d’une. Cette
scission se répétant plusieurs fois, et chacune des lignes intérieures se
décomposant elle-méme en autant de lignes séparées qu’elle renferme
de lignes L;, nous finissons par avoir » lignes. Enfin, « tendant vers 1,
ces dernitres se rapprochent indéfiniment de celles qui composent s.

3. Je reviens maintenant i la fonction g obtenue au n° 1. Il s’agit

. . I . . \ 0
de montrer qu’elle coincide sur s avee log—- Jintroduis & cet elfet les

fonctions suilvantes :

Py=m reds, Dy = PCH, ey Yy == PCHn, ey

et de méme
Y == ref.

On voit immédiatement que 2, tend vers 4 lorsque r croit indéfini-
ment, et cela sans cesser de décroitre. D’apres cela, le liew ¢, =«
(o étant compris entre o et 1) limite une aire renfermant & son inté-
rieur le lieu ¢,_, = «; car, en tous les points de celui-ci, on a P < %

La fonction ¢ est continue dans S, a la valeur zéro au seul point A,
enfin aen toutautre point de S une valeur positive moindre que 1. Je
~me propose de¢ montrer qu'en chaque point de s elle prend fa va-
leur 1 (). Soit, & cet effet, « un nombre positif plus petit que 1, mais
différant assez peu de 'unité pour que le lieu g,==a comprenne,

(') HaRNACK, § 39, p. 120 ol 121. Le cas de la connexion simple y est seul Lraité.
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comme s, n lignes fermées simples. Etudions le lieu ¢ = «. 11 faut
montrer tout d’abord que ce lieu existe. Pour cela, je considere une
aire I limitée par des lignes droites, de méme connexion que S, et
contenant S a son intérieur, 'mais de maniere que chaque ligne de o
ait des points communs avec la ligne correspondante de s. Soit v la
fonction de Green qui, pour cette aire Z, correspond au point A. Po-
sons ¢ = re¥. Bn un point quelconque de S, ¥ est inférieur a g,
quelque grand que soit p, et, par suite, au plus égal & o. D’aprés cela,
le lieu ¢ = « se compose de n lignes, dont une et une seule entre
chaque ligne de ¢,=a et laligne correspondante de 5. Chacune des
lignes de ¢ = a a des points intérieurs 2 S, puisque la ligne corres-
pondante de ¢ a des points sur s. En ces points de S, ¢ cst au moins
égal i a. Ainsi, entre chaque ligne de 9, = « et 1a ligne correspondante
de s, il y a des points olt » a la valeur «. Pour voir comment sont
distribués ces points, observons d’une part que logez est une fonction
harmonique dans S, sauf au point A; d’autre part, qu'une ligne olt ¢
est ¢égal & o ne peut aboutir & un point P de s; car, s’il en était ainsi,
en choisissant aire X de maniere que P fit sur o, il y aurait sur cette
ligne des points extérieurs a 'aire limitée par P = o, ce qui est ab-
surde. Le lieu ¢ == o se compose donc aussi de n lignes, tout entieres
intéricures & S; chacune d’elles est comprise entre uneligne de ¢, = «
et la ligne correspondante de s. La disposition de ces n lignes est
identique a celle des n lignes de s.

Cela étant, soit e un nombre positif aussi petit qu’on veut. Con-
struisons le lieu ¢ =1 —¢; mesurons la distance 2 s de chaque point de
ce lieu, et soit v la plus petite de ces distances, qui, nous le savons,
est plus grande que zéro. En chaque point de S distant de s de moins
de 7, on a

g>1-—z, d’olt 11— <.
 prend done la valeur 1 en chaque pointdes. g prend donc la valeur
log 7'_; autrement dit, g est, pour P'aire S, la fonction de Green rela-
tive au point A.
Nous avons donné, avec de légeres modifications, la démonstration

de M. Harnack. Observons maintenant que I’on peut établir le méme
résultat beaucoup plus rapidement. Je veux démontrer que la fonction ¢
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.

prend la valeur 1 en un point P de s. Tendons vers P par un chemin L
intérieur a S. Choisissons notre aire £ de maniere que P soit sur o.
Tout le long de L, on a les inégalités

pIo<<t. ’

D’ailleurs, lorsqu’on tend vers P, ¢ tend vers 1, puisque P est sur 5 :
done ¢ tend aussi vers 1, ce qu'il fallait démontrer.

II. — Solution générale du probléme de Dirichlet.

4. Nous avons appris, a I'égard d’une aire quelconque, a former la
fonction de Green relative & n’importe quel pointintérieur. Ce résultat
peut servir a la résolution du probleme de Dirichlet, ainsi que nous
allons le faire voir maintenant.

Soit (comme au n® 2 de la premibrc Partic) « une fonction harmo-
nique non bculomcnt dans S, mais dans une aire X renfermant aire S
tout entiere i son intéricur. On a, en chaque point A intéricur a S,

4 1
dlog-
°r 1 du
10— U~ = J0g = |,
27, dn rodn

r représentant le module de z — a. Soit d’ailleurs g la fonction de
Green relative au point A, el soit $’ uneaire de méme connexion que S,
mais intérieure & S. On a, par le théoréme de Green,

1 dg du ,
Ry ( a5 dn > Al

Par suite, on peut écrire

u::——I: U s “dl —-—-/l-—-~—rl/’
(1) wELS

;< 1()0‘___ _{E dl — f r_‘.l_{{. j[).
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Or faisons tendre maintenant s’ vers s; alors I'intégrale

du .,
Wdl ,

tend vers l’mte(rral(‘/ log— — ll Il suit de 12 que I'intégrale

dg
1"[6(7,‘7 dl
a unc limite, et que cette limite satisfait & la relation

: cllog;_ :
2 ) T — I, § — ol Iy,
(2) u 2 dl inln’l [u - dl (1)

AT o/ dn

La formule (2) donne la solution du probleme lorsqu’on connait les
valeurs de u sur s. Car on peut établir entre s el s une correspondance

point par point, et la limite de I'intégrale / t-—- dl' ne sera pas mo-

difice, si en chaque point de s’ nous prenons pour z non la valeur en ce
point méme de la fonction, qui nous est inconnue, mais sa valeur au
point correspondant de s. Nous n’avons ainsi besoin de connaitre que
les valeurs de u sur s.

Tout ceci suppose ’existence de la fonction « et ne peut, par suite,
servir & la démontrer. Mais inversement, soit /(/) la valeur donnée
pour chaque point de s, et soit £, (') la fonction définie par cette con-
dition, qu’en deux points correspondants de s et de s’ on doit avoir
f(1)=/,(l'). La différence

. ’ (z’lo"—
i ) ro—ta— [

définit une fonction pour tout lintérieur de S. Je me propose de
montrer que, s’ tendant vers s, cette fonction tend vers une limite ré-
pondant au probleme de Dirichlet.

(1) HarNack, § 24.



400 J. RIEMANN.

Supposons d’abord qu’il s’agisse du probleme classique, c’est-a-dire
que /(1) soit une fonction continue de I'arc sur chaque ligne dont se
compose s. Ktudions d’abord 'intégrale

l (Zlogll_
am . S —=dlt (),
qui ne dépend pas de s'. On voit immédiatement que ¢’est une fonction
harmonique dans S. Je vais faire voir qu’elle prend une valeur déter-
minée en chaque point M de s.

dlog—[_

Jobserve que »-;/-;—(~ dl est 'angle sous lequel du point A on voit
Pélément d’arc dl, avec le signe + ou le signe —, suivant que cet él¢-
ment tourne vers A sa face intérieure ou sa face extérieure. Nous re-
présenterons cet angle avec son signe par le symbole (d/),. Partageons
le contour s en deux parties : 'une, s,, comprendra le point M & son
intérieur et sera aussi petite qu’on voudra ; Pautre, s,, se composera du
reste de s.

I

2T

Jrowana=gz [ o

Le second terme du second membre tend, lorsque le point A tend
1 . 1 e \ . ..
vers le point M, vers — [/(l)(a’l),,,. Dans les mémes conditions, le
T,

premier terme a une limite déterminée. Observons qu’on peut 1'éerire
m (. , \ .

v /(dl)a + ¢, m étant la valeur de /(/) au point M, et e tendant vers
),

zéro en méme temps que s,. Mais /(dl‘)u est 'angle sous lequel, du
Js,
/

point A, on voits,; A tendant vers M, cet angle tend vers 2m — o', «
étant 'angle intérieur & Paire formé par les deux demi-droites qui joi-
gnent le point M aux deux extrémités de 'arc s,. On a done

1i1n;;‘~7;['/<z)<czl)a:;2—‘7-rL’/(z)(dl)m—(x-%);;z-;—a,,

(1) HarNAck, § 10.
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¢, tendant vers zéro en méme temps que s,. Appelons = I'angle inté-
vieur & S formé en M par les tangentes 4 s. Lorsque s, tend vers zéro,

' tend vers o ; lmtegrale fj(l)(dl)m tend vers une limite que nous
appellerons f/(l)(d/)m. Donc

. lin‘x;I—ﬁ[f(l)(a’l)a:;;-fsf(l)(dl),,l—l—(1—%)7;:.

Cette valeur limite est ¢gale 4 la valeur donnée m, augmentée de
—:———-ff(l) (ll),,,—’-—m

Nous sommes donc ramenés & démontrer que le second terme de

notre différence,
Ly dl',
’,ZTL' f./i( >(/IL

tend, lorsque s” tend vers s, vers une fonction limite harmonique dans
S et prenant au point M de s la valeur Q.

Commencons par étudier quelques propriétés intéressantes de la
fonction de Green (').

1 Considérons une aire S et deux points A ¢t A" intérieurs a celte
aire. Jappelle g, et g, les fonctions de Green relatives & ces deux
pmnts, et je dis que I'on a, en désignant par (z, y), (x', ¥") les coor-
données des points A et A,

Za(Z, y') = 8w (@, 7).
Pour le montrer, je vais considérer I'intégrale double

1

=7, — log —
Jdu du’ ()u du' “== °

f/ e | dz dy ‘
dz dx ()/ dy i , 1
=g — IOgF

étendue 2 une aire £ limitée de la facon suivante : au lieu-de s, un

(1) Cos deux propriétés sont exposées dans le § 23 de 'Ouvrage de M. Harnack.
Ann. de U'fe. Norm. 3° Série. Tome V. — Diceupre 1888. 51
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contour s tres voisin de s, mais intérieur & S ; ensuile, deux cercles C
et C’, ayant pour centres A et A’, pour rayons p et p’. Lorsqu’on fait
tendre p et o’ vers zéro d’une part, s vers s d’autre part, celle intégrale
double tend vers une limite que je vais évaluer de deux facons dif-
férentes.

En premier lieu, soil « un nombre négatif tres voisin de zéro. Pre-
nons pour s le lien u = «, dont nous avons étudié la nature dans le
n® 2. Comme o doit tendre vers zéro, la limite cherchée est la méme

que celle de I'intégrale double

/ o ()”— ()-‘-'Qli,>dxd p=mU—a=ge—log = —u
J (5 5% + i o) e dre e =g tog

D’aprées un théoreme connu, cette intégralc est égale & la suivante :

Celle-ci se décompose en trois autres : P'une relative a 57, ladeuxieme
C, la troisieme a (. La premiere est nulle, parce que ¢ est nul tout le
long de 5" ; la seconde est égale

i ’ du’
-‘*‘A <(s’““—10g-r;~“ CZ> (—l-,—L—de

et tend vers zéro avec p. Enfin la troisieme s éerit

I
. ol - 1,70
/ dn (’)P @
et tend, lorsque p” tend vers zéro, vers
. .-
-~ T [ gu(z'yy') — log-a —-—a l,

N , . . . . , .
¢ désignant la distance AA’. Si enfin o tend aussi vers zéro, on obtient
pour expression de la limite cherchée

— 2T [ga(x’,y’) —log %\J .

Si maintenant on reprend le méme raisonnement en introduisant
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cette fois le lieu &' = « et la fonction ¢ = &' — «, on arrive A donner
a la méme limite Pexpression

—2T [gar(x,y) — Iog%]-

La comparaison de ces deux expressions donne la propriété énoncée.

2° Supposons que le point A intérieur & S tende vers un point M
de s, et examinons ce que deviendra la fonction g, relative au point A.
Soit, & cet effet, A’ un point fixe de S, et considérons comme précé-
demment la courbe «’'= e, « étant un nombre négatif voisin de zéro.
Supposons que le point A soit sur cette courbe. Alors on a, d’apres la
propriété démontrée,

I
Sa(Zy Yy ) =gu(z, y) = 108“5\ “+ o

. . I .
Autrement dit, la fonction v = g, — log - a la valeur o au point A’.
Ea 8 I

D’ailleurs, en tout point de S autre que A, elle a une valeur déterminée
négative. Des lors, en employant un mode de raisonnement suivi au
n° 1, on fait voir que cette différence tend uniformément vers zéro en
méme temps que o i 'intérieur de tout cercle ayant A’ pour centre et
tout entier intérieur 2 S. En opérant de proche en proche, on voit que

e y Iy R . A
g. tend uniformément vers log— 4 I'intérieur de toute aire S’ de méme

connexion que S, mais dont le contour s” est tout entier intérieur a S.
Enfin on montre, par des développements en séries trigonomé-
triques, que toute dérivée partielle de g, tend vers la dérivée partielle

I A ot 7
correspondante de log~» et cela dans les mémes conditions que précé-

demment.

6. Abordons & présent I’étude de I'intégrale (*)

I N8
L lfl(l)dn,dl.

Le contour variable s’ qui doit tendre vers s peut étre choisi de Ia

(1) Harxack, § 40.
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maniere suivante : A chaque point M de s faisons corfespondre un point
M’ en menant par M la parallele & une direction fixe, par exemple &
I’axe des y, et en prenant sur cette parallele, et vers lintérieur de
Paire, une longueur MM = ¢, & étant un nombre positif fixe. Cette
construction doit étre modifiée dans le voisinage d’un point M de s tel
que la parallele 3 Oy menée par M est d’abord extérieure, ou d’abord
intéricure & S, des deuzw cités de M. Dans le premier cas, on considere
la droite NN, parallele & Oy et située dans le voisinage de M telle que
NN, = 2¢, et ¢’est le milieu N’ de NN, qui correspond, & lui tout seul,
a tout 'arc¢ NMN,. 1l est vrai qu’en ce point la fonction /(') éprouvera
une variation brusque ; mais cette discontinuité s’évanouira en méme
temps que ¢. Dans le second cas, au point M correspondent deux points
M, M|, de sorte que la courbe s' ne se ferme pas : il faut alors joindre
ces deux points par un arc de courbe situé tout entier a 'intérieur de
S. Tous les points de cet are de courbe devront étre considérés comme
correspondant au méme point M; en tous ces points, /; (/) a la méme
valeur.
Ceci posé, ¢tudions la fonction «’ définie par 'intégrale

L f % ar,

dn'

La premiere propriété de la fonction de Green nous apprend que
cette fonclion est harmonique dans S: car la valeur de g en un point
M’ de s’ est égale & la valeur au point A dela fonction de Green relative
au point M. La seconde propriété nous montre que cette fonction est
continue surs : car, lorsque le point A tend vers un point M de s, g et

I
dg tend ) . 1 dlog; , . .
7, tendent respectivement vers Iog; el —rr=, 7 désignant la distance
du point s au point M, et cela uniformément tout le long de s'. Par
suite, la fonction &' prend au point M la valeur

. cllog; L
0= [rn g ar= L [ Ay

Voyons ce que devient cette valeur, lorsque I'aire S’ tend vers I'aire
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S, autrement dit lorsque ¢ tend vers zéro. A cet effet, partageons
comme précédemment s en s, et s,; & ces deux portions de s corres-
pondent, dans s', les portions s, et s,, et 'ona -

ﬁlﬁ(l’)(dﬂ)m:ﬁfwfl(l')(dl'),,,+ L;Eijfl(l/)(d{'),,,.

Le second terme du second membre tend, lorsque ¢ tend vers zéro,
1 . R R .. .
vers -~ ff(l)(cll)m. Dans les mémes conditions, le premier terme a
am )

une limite déterminée. On peut I'écrire

m f
s (A,
2 J

¢ tendant vers zéro en méme temps que s,. Or 'intégrale /(dl"),,, n’est
Js,

autre chose, au signe pres, que 'angle «” sous lequel du point M on
voit 8,5 lorsque s” tend vers s, cet angle tend vers a'. Par suite, on a

im - Nl = e
hmgﬂlfl(l)(a’l ),,l_zﬁfs’f(l)(dl)m AP

e, tendant vers zéro en méme temps que s,. D’ailleurs, lorsque s, tend

vers zéro, o tend vers o; ff(l) (dl),, tend vers ff(fl) (dl),. Done
Sa §

enfin

(24

m=Q.
27

lim-_ f/l(z') (dz'),,,:;‘;Tfsf(z)f(dz)m_

Ainsi, lorsque ¢ tend vers zéro, Q' tend vers Q.-

Mais il y a plus : Q' tend vers Q uniformément tout le long de s. Soit
¢’ un nombre positif quelconque; on peut assigner un nombre positify
tel que, sous la condition ¢<C v, on ait I'inégalité |Q — Q| < &, et
cela pour tout point M de s. Car on a

i
o ; ,dlog; ,

fm e — & L _r

Q=¢ 27rm+2'n:£fl(l) an

. . dlog-.
Q=c¢ ———m+—ff(l)
! 2 J,,

27

dl.

dan
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On peut d’abord, par un choix convenable de I’arc s,, faire en sorte

E/
§ e, N

fixer: 1° un nombre 0’ tel que, sous la condition ¢ <7v’, les seconds

que |¢ — ¢, | soit inférieur & - en chaque point de s. Ensuite on peut

. . g’
termes de Q et de Q’ different de moins de 75 2° un nombre =" tel que,
sous la condition ¢ < 0, les troisitmes termes different de moins de

E’
3
7" ce nombre v vérifie la condition ci-dessus énoncée.

Des lors, la proposition que nous avons en vue résulte de notre
théoreme sur les séries a termes harmoniques (premiere Partie, n° 6).
Considérons une série de quantités positives qui tendent vers zéro :
4y Eay Eyyenny Epy -0, €L sOIENEL 0, 00, 04y ooty 9, ... les fonctions
correspondant aux divers termes de celte suite pris comme valeurs
de 3. La série

» et cela tout le long de s. Soit ) le plus petit des deux nombres 7’ et

Oy (0g—01) A= (93— 92) oo (P—9pg) + - 1y

dont les termes sont harmoniques dans S et continus sur s, converge
uniformément sur s, d’apres ce qui vient d’étre dit. Elle définit done
une fonction « harmonique dans S, continue sur s, et prenant an point
M de sla valeur Q.

7. Dans le cas ol la fonction /() éprouve des variations brusques
en certains points de s, sans cesser cependant d’étre finie, ¢’est-a-dire
dans le cas du probleme généralisé, on est conduit naturellement &
penser que le méme procédé fournira la fonction U relative aux valeurs
S({). Mais il ne faut pas croire que I'on puisse suivre, pour le dé-
montrer, une marche toute parallele & celle du numéro précédent, car
les fonetions ' que 1’on formera seront encore continues sur s et ne se-
ront en aucune fagon des fonctions U. Aussi n’ai-je pas I'intention de
reprendre cette discussion; je me bornerai, et cela en vue d’un théo-
reme ultérieur, & étudier dans ce casla fonction

o L GICOAO

»

(1) Voir Hanrnack, § 33.
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C’est une fonction harmonique dans S, et ’on voit, comme au n° 4,
qu’en un point non singulier de s elle prend la valeur

—f/u) () <1.-—ﬂ> m.

Soit maintenant M un pointsingulier, auquel correspondent les deux
valeurs limites 7 et m”. Supposons que A tende vers M par un chemin
intérieur a S faisant avec les deux branches des issues de M des angles
( et B, avec B’—i— B”=a. Partageons, comme nous 'avons déja fait,

s en s, et s,; puis s, lui-méme en s, et s, de part et d’autre de M. On a

o [0, f:;A[;Lf(l)(fll)a—l-ﬁﬁf(l)(dl)a-i—fELf(l)(dl)a-

Le dernier terme du second membre tend vers ——ff(l)(dl)m €

premier terme peut s’écrire —-—f(dl>“—+- ¢, ¢ tendant vers zéro en
1

méme temps que s,. D’ailleurs f(a’l)ﬂ est ’angle sous lequel du
s

point A on voit s ; lorsque A tend vers M sur le chemin considéré,
cet angle tend vers T — v/, v" étant 'angle intérieur & S formé par la
tangente en M au chemin conslderc etla deml dxoxle;mgnant\l a 'autre
extrémité de s . On raisonne de méme sur le second terme, et 'on ar-
rive a I’ Cg‘dll[(, suivante :

!
lims2- [ /() @)= / SO @+ (1= LY mi+e,
o
-+ <—'— — f-> m' ¢},
2 2T

¢, tendant vers zéro avec s, et<, avec s,. D’ailleurs, lorsque s, et s, ten-
dent simultanément vers zéro, /f(l‘)(dl‘),,, tend vers //(l')(dl‘),,,; ~
S s

et ¥ tendent respectivement vers 3’ et 3”. On a done

) =lim_L- fs/(z) (o= = fsf(l) ()t G — %) m + G — %) .

Si le point M est une pointe, * et §” sont nuls, et la fonction con-
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sidérée prend au point M une valeur délerminée. Au contraire, lorsque
le point M n’est pas une pointe, A dépend du chemin parlequel on tend
vers M. Les valeurs de la fonction sur s tendent, suivant qu’on se rap-
proche de M dans un sens ou dans P'autre, vers

m/' 1

. . i 24 4
/! — :q_;r [/(/)(({l)m“}— T -+ <;‘ - E;‘E> n

= L LS
v= g (R, (5 - 2) w2

On vérifie sans peine I’égalité
b= l—-f‘-‘:.>~l-[” r»-‘rj” -
y y 1z

On voit que la fonction définie par Pintégrale 73”5 /f(jl') (dl), estune

ou vers

fonction U, dontles points singuliers sont ceux de /{/), a 'exception de
ceux de ces points qui sont des pointes de S.

III. — Le probléme généralisé ne peut admettre plus d’une solution.

8. Nous allons, pour terminer, nous occuper de la question de sa-
voir si le probleme généralis¢ peut admettre plus d’une solution. La
réponse a cette question sera négative, si nous parvenons & établir le
résultat suivant :

Soit « une fonction harmonique dans S, prenant la valeur zéro en
chaque point de s, sauf en un nombre limité de points singuliers A,
‘enfin conservant une valeur finic dans le voisinage de chaque point
singulier. Une telle fonction est nécessairement identique & zéro.

Il suffit de démontrer ce théoreme pour une aire S @ connexion simple
et dont le contour s renferme un seul point singulier. Car supposons
cela fait, et envisageons maintenant une aire quelconque X, dont le
contour possede un nombre quelconque de points singuliers. Soit A
I'un quelconque d’entre eux; je dis que la fonction « considérée prend
en A la valeur zéro. Car prenons sur o, de part et d’autre de A, deux
points M, et M, que nous joindrons par une ligne L tracée dans Z.
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L'aire S comprise entre I'arc M, M, et L est simplement connexe, et
son contour ne renferme que le seul point singulier A : pour celte
aire, le probleme généralisé ne peut, par hypothese, admettre plus
d’une solution. u n’est donc autre chose que la fonction harmonique
dans S et continue sur s qui prend la valeur zéro en chaque point de
M, M, et coincide avee u le Jong de L. Ainsi z prend la valeur zéro en
chaque point de ¢ sans exception : elle est done nulle dans X.

Ceci posé, soit N le point singulier unique de s (*). Je me borne au
cas oll angle e relatif & ce point est égal & = (c’est du reste ce quia
lieu ordinairement). Je partage s en deux parties : 'une, s,, est aussi
petite qu’on veut et contient & son ineérieur le point N; autre, s,
comprend le reste de s. Soient K un nombre positif auquel reste infé-
ricur le module de u, ¢t K" un nombre supéricur & K. Jappelle f({) la
fonction qui a la valeur K' sur s,, la valeur zéro sur s,, et je pose

r

. K
= [rwwne=2 [,

T J,,
L K [
Py [ ) (=2 St

Le numéro précédent nous apprend comment se comporte la fonction
U. C’est une fonction U pour Paire S; ses points singuliers sont les deux
points Q qui séparent s, et s,; en un point M de s, elle prend la valeur
P, + K5 en un point M de s,, Ia valeur P,; en un point Q, ses deux
valeurs limites sont P, et P,~+ K'. Car on peut toujours supposer ’arc
5, assez petit pour gqu’en tous les points de cetare, y compris les extré-
mités, 'angle « soit égal & =. Quant & P, c’est une fonction de I'arc /
qui est continue tout le long de s. Soit ¢ la limite supérieure des va-
lears de son module. Je dis qu’en un point quelconque A de S on a
Pinégalité

[u|<U~—+oq.

Je considere a cet effet la différence U — w. Comme j’ignore la ma-
nitre dont cette fonction se comporte dans le voisinage du point N,
j’exclus ce voisinage par un arc de cercle de centre N et de rayon tres
petit, assez petit pour que les valeurs de U sur cet arc de cercle soient

(1) HarNACck, § 41.
Ann. de U'Iic. Norm. 3¢ Série. Tome V. — DECEMBRE 1888. 52
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supérieures a P, + K; soit §' 'aire S ainsi réduite. La différence U — u
est une fonction U pour I'aire 8'; sur s, elle coincide avec U, sauf peut-
étre sur I'arc de cercle; mais [a elle prend une valeur supérieure &
. P, 4 K —u et par suite supérieure a P,. P, étant toujours au moins
égala — 8, on voit que la limite inférieure des valeurs sur s deU — u
est au moins égale & — ¢. Donc, dans &', et en particulier en A, on a

U—u> 9.
La considération de la somme U + u donnera de méme
U4 u>—3d.

L'inégalité [u]| < U + ¢ est ainsi établie; elle démontre Ie théortme
car son premier membre ne dépend pas de s5,; dans le second membre
au contraire, U et ¢ en dépendent et peuvent étre rendus aussi petits
qu’on veut. D’abord U n’est autre chose, au signe prés, que le produit

K’ . .
de — par I'angle sous lequel, dupoint A, onvoits,; cetangle tend vers
, R - . K,
zéro en méme temps que s,. Quanta P, : o cest Pangle sous lequel, du

point M, on voits,, lorsque le point M est extérieur i s, ; ¢’est angle
formé par la tangente en M avee lacorde de 'ares,, lorsque M coincide
avec un point Q; enfin ¢’est la somme ou la différence des anglesde la
tangente en M avecles demi-droites joignant Maux deux extrémités de
Iarc s,, lorsque M est & I'intérieur de s,. Lorsque s, tend vers zéro, P,
tend aussi vers zéro, ct cela uniformément tout le long de s : done 8 tend
vers zéro. Ainsi la somme U+ & peut étre rendue plus petite que 7;
et, comme u ne dépend pasde s,, cela exige que cette valeur soit rigou-
reusement nulle.



