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SUR.

LE DÉPLACEMENT TANGENTIEL
DE

D E U X . S U R F A C E S R I G I D E S ,

PAR M. É D O U A T U ) COMBESCURE.

Dans le Tome LXIII du Journal de Urelie, je me suis occupé du probleinc
q u i a pour ob je t le déplacement relatif de deux courbes que lconques ,
assujetties à rester constamment tangentes. J'avais, dès cette époque
(1864), songé un moment à traiter la question ana logue pour les sur-
faces, et je possédais les formules esseiïtielles pour cet objet; mais des
circonstances diverses m'avaient fai t abandonne r et perdre abso lument
de vue cet intéressant sujet. L 'appar i t ion récente du bel et i m p o r t a n t
Ouvrage de M. Darboux Sur la théorie générale des suf/aces, etc. , v i en t
de me ramener sur cette difficile question. J'envisage le problème à un
point de vue conforme a celui que-j 'avais adopté pour les courbes et
qui est un peu différent de celui où s'est placé réminent Auteur . Je
dois ajouter que j ' emprunte à M. Darboux l'emploi de trois indé te rmi"
nées \ ;j,, [j.,,, qui f igurent aux pages 71 et 7^2 de l 'Ouvrage cité, et qu i
jouen t un rôle i m p o r t a n t dans mon analyse.

Je borne le présent travail à l 'exposit ion générale de la théorie, me
réservant de faire u l t é r i eu rement diverses appl icat ions .

§ I. — Remarques préliminaires. ~ Position,, de la question.

1. On peut évidemment se poser, sur le déplacement relatif de deux
surfaces, une i n f i n i t é de questions variées, en f a i s a n t se correspondre,
d'après de,s conditions bien déterminées, une d o u b l é , série de courbes

Ami. de l'Éc. Norm, 3e Série, Tômç V. — NVIUEK 1888. 7



5û ÉD. COMBESCIÎRE.

appar tenant séparément a l 'une et a l 'autre de ces surfaces. L'un des
modes de correspondance les plus naturels consiste à supposer que les
courbes de même famil le sont constamment et successivement en con-
tact. C'est précisément là le cas, sans contredit l 'un des p lus intéres-
sants, dont je vais exclusivement m'occuper.

Il est presque superf lu d 'a jouter que l 'on peut, on faisant in tervenir
trois séries de surfaces appar tenant à un espace d o n n é , et trois au t r e s
séries appa r l enan t au même espace ou à un au t re , donner à ces ques-
tions une certaine généralisation par l ' in t roduc t ion de trois panuïièircs
arbitraires et par l 'adjonction de condit ions convenablement choisies.
La même chose peu t se dire pour l'espace à ri dimensions et; ses va-
riétés. Mais je rentre dans mon sujet.

2. Les coordonnées rectangulaires X, Y, Z d ' u n e surface rigide (^,
rapportée a trois axes rectangulaires fixes OX"Y%, sont supposées <hîg
fonc t ions de deux paramètres indépendants a et [ri. Les coordonnées rec-
tangulaires »r, y, z d 'une a u t r e surface r igide (S)» liée à des axes mo-
biles 0,i xyz, sont supposées pare i l lement des fonctions de a et [̂  La
même supposit ion s'étend aux neuf cosinus : a, a', af' directeurs dcOX
par rapport à Q,x, y , z\ b, //, If de OY ; <-, c\ c" de OZ.

On place le système d'axes mobiles de telle manière que les deux
surfaces (2) et (S) se touchen t au. même point quelconque M» en s'uïh
posant les condi t ions suivantes : 1° la courbe ( c ^ ) [courbe où a seul'
varie] de la surface mobile doit être cons tamment tangente à la courbe
(Ça) de la surface fixe, q u i passe en M comme la première; 2° une
condition analogue est imposée aux courbes fcp) , fCp); 3° enfin, et
pour rendre tout à fait déterminé le déplacement , le^ éléments cor-
respondants des deux courbes (Ça), (^), relatifs au point M, doivent
être, dans un rapport G(a, {Ï), censé donné, et de même les éléments
correspondants de (Cp), (cp) doivent être dans un rapport G , f a , p )
aussi donné.

Il va sans dire que,, dans certains cas, ces fonctions G, G^ peuvent
être regardées comme inconnues.

*•
3. Les deux courbes (C«), (ça) se louchant actuellement en M, ex-

trémité commune des éléments chy., dsy. de ces deux courbes, la seconde
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extrémité m de ds^ viendra, après le temps rfa, se placer sur la seconde
extrémité fixe M' de r/o-a, po in t successif de contact, sous la condit ion

<r/o-a
dsy.

:G.

11 y aura donc un glissement élémentaire de chy, sur da^ représenté
par

cisy. — d^y. :=:(--- i ) <r/o-a.
\ (T /

3. Ce glissement disparaît , na tu re l l emen t , lorsque G est égal h l'u-
nité.

Une chose analogue a lieu pour les courbes (p),
Dans le cas de

G = i , (xi == i,

si l'on considère deux courbes in f in imen t voisines (C^), (C^), conipre-
nant une zone in f in iment étroi te sur la surface, f ixe (2), et les courbes
correspondantes (c^), (^) d e l à surface mobi le (S), la zone apparte-
nant à cette dernière surface, v ien t , quand on fait varier a seul , " appli-
quer successivement ses éléments superficiels du second ordre sur les
é lément s correspondants de la zone fixe, en sorte que l 'on peu t se
figurer ces deux zones comme l 'empreinte réciproque, et de même
étendue, des deux surfaces l 'une sur l 'autre dans le roulement qu'on
vient de considérer. Ceci a l ieu, naturel lement , pour toutes les zones
correspondantes obtenues en établissant une relat ion arbitraire entre y
et p.

4. Quand on admet que les éléments superficiels du second ordre de
la surface mobile (S) restent fixés, à mesure, sur les éléments corres-
pondants de la surface immobi le , de façon que la surface (S) se de-
forme progressivement, on rentre tout à fai t dans la conception primi-
tive et purement géométrique de ûauss.

Quoique les locutions application, déformation, ro^m^m'éveillent
pas exactement la même idée, je les emploierai indifféremmerjit , dans
le cas de G et G< égaux à l 'unité, mais j 'admettrai impl ic i tement qif i f
s'agit toujours de surfaces rigides.
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II est visible que des considérations analogues peuvent s ' app l iquer ,
avec quelques légères nidifications, au cas où, les coeiïicients île glis-
sement. G et G, ne sont pas tous les deux égaux, a l 'uni té .

§ II. — Rappel de quelques formules, — Équations immédiates.

5. J ' aura i besoin, dans ce qui, sui t , des formules suivantes, r e l a t i v e s
aux cosinus directeurs et aux rotations,

àa àa ,
^br^cq, ^^br.^cq^

/ . àb à h(D ' ^cp^a^ ^^cp.^ar^

àc ùc\ ^ =r aq - bp, ^ = aq, - hp,,

et les analogues , fbriTiules dans lesquelles on a posé

1 n - Y. àh ^ ôa ^ / <^<
\^-LC^ ^-L^^ ^"-i^)^
I n — V ... ()b V àc Y^ / ^^
[^1°^ ^-l^p5 ^^i^

le S affectant les accents pour les cosinus.
• Ces équations entraînent le groupe fondamental ou des mwiû/^

! ()p ûpi
^^^:::^/lw^lî

/ 9 \ ()q ( ) ( 1 ^(-) i^^,^...^
\ ()r ôf't

• ^--^^^"Wn

qui fait partie d'un Mémoire envoyé par moi à l'Académie des Sciences
de Paris (voiries Annales de V École Normale., t. IV, i1'8 série). (:(i der-
nier groupe n'interviendra qu'un peu plus loin.

6. D'après les conditions de contact, spécifiées aux n"" 2 et 3, l'élé-
ment^, de la courbe (̂ .), liée aux axes mobiles, ayant pour projections
sur ces axes lés quantités ^a. ̂ /a, ̂  sa projection sur l'axe



SUR LE DÉPLACEMENT TANGENTIEL DE DEUX SURFACES RIGIDES. 53

fixe OX, sera la somme de ces mêmes quant i tés préa lablement mul-
tipliées par a, &, c, et, comme l 'élément ch^ a pour projec t ion sur le
même axe —dcc, on aura, en se rappelant que le rapport du second
élément au premier est représenté par G, les six équations suivantes,
dont trois correspondent a la courbe (cp),

(4)

àX. ^ [ àx , à y àz
—— = (i1 ( a — + b -/- 4- c "r-
a a \ à ce à y. àv^

àX. ^ ( àx , ày àzs

^^^a^^b^^c^^

où je me dispense d'écrire les deux autres groupes.

7. Les formules de transformation de coordonnées

( o) X := Xo + ax + by + cz,

où Xo, Yo, Zo désignent les coordonnées absolues de l'origine inobile
donnent

^ —• âx^ V ^î , V /..()a.î <)."» ^r\ à ci
"+- Z, a -.- -l- 7, x -,- "

Âaé (}(X Jwà ()y.5à y. ày. ^w '' ja

d'où, en vertu de (4), on dédui t

/ r \ / ^ \ V ^x ^X,o x;-<i ()a
( ̂ ) , ( (j — i} Z, ̂  T- = —— + Z.tr -T" •

Joua OyL () a Àsaà à 0.

Si l'on désigne par âXo, oYo, âZo les projections sur les axes mo-
biles du déplacement élémentaire de l 'origine quand a varie seul et
augmente de c/a; par o ^ X o , ^Yo, â , Z o les projections du déplacement
élémentaire de cette même orig- ine q u a n d ^ seul varie et a n ^ m e n t e
de rf?, ^addit ion des équat ions (6), préalablement mul t ip l i ées par
a, ci\ a\ fournira, en ayant égard aux, équat ions (i) et ( 2 ) , la pre-
mière du double groupe

,) (ÔX,-^(G-0^"ÏV 1 / r'<i \ u'"^ i0X0 == ((.ï — ï)~ + ry — qz cta,

(7.) j°<Xo=[(G.-,)^-i-^-//..j^ ^
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On conclut de là, par la théorie connue et en dés ignant par,x^ /, z '
des coordonnées courantes relatives aux axes mobiles, les équat ions
suivantes de chacun des axes ins tan tanés glissants q u i correspondent,
séparément au déplacement des courbes (c^) et, des courbes ( ç a ) :

m (^-^-^/^''^-["•-"ë--"-/-

(8,) l^-'v-^'.Z/^-^-.);^.-•,.—/,.

8. On dédui t des équations (4) les trois suivantes :

(9)

V^.-G.V^2

^ Qy? -" À^'

V^X8 ^^
^7^-~";^-j^'

•̂ i c)X àX. ^ à,r <).,•
^'àff. ^^-""'^^ jâ'

qu'on aurait pu écrire immédiatement, d'après les conditions de con-
tact adoptées au n°2, et qui, pour G et G, é^aux à l'unité, rcpondcin
à la définition des surfaces applicables, telle qu'elle a été dmîcU.imît)!
introduite par Gauss,

9. Ces conditions (Q) étant admises dons tous les cas et les surfaces
( x , y , z ) , (X, Y, Z) étant supposées convenablement déteroiinéft,s on
peut se poser la question, dont j'indiquerai plus loin une anpiication
importante, de trouver les neuf cosinus a, b, c, . . . .

Les dérivées partielles n'intervenant jusqu'ici que comme des
quantités tout à fait quelconques, la solution requise n'est autre que
celle du problème algébrique qui suit et où, pour abré^r l'écrKurc
je change la notation, mais où l'on verra, quand cela sera nécessaire'
sa correspondance avec les formules (4).
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§ III. — Digression algébrique.

10. Il s'agit de résoudre le système d 'équations

^a 4- ^b 4- Se =A,
<Â)I a 4- l(î)i b 4- ©i c =. Ai,

a2-!- ^2 -+. c"2 == i;

^^ -i-a(L// 4- ec' :B,
^i a^4- 'i(lïi /V4- ©1 </== Bi,

a1^ ^3 + ^2 =i;

.L^ +1l^// -i-Sc' =iJ,
A.ia^-i-'^i&'+Ci^^Ci,

a'^+ l^ 4- c^ = = 1 ,

où l'on suppose

(ii)
iiî)2A^ + ip + c2

A f + Bf + Cf
( AAi + BBi -+- CCi = ^^>i •+- -1^1.11)14- 38^ = /^,

.1^ 'il̂ ^

et où les A, ^, ... sont censés donnés, les inconnues é tant rt, 6, <", . . . .
Chaque groupe vertical ( ro ) peut se résoudre isolément, cl, si l 'on

ad jo in t au premier groupe, par exemple, le dé t e rmina r i t
a b c

R.= Jl, -ilt, © ,
•̂
'^1^i ^i

dont le carré
i A Ai

1P= A g h
Ai h ^

est connu, on obtient les trois premières équations du Tableau qui
suit, dans lequel R', IV désignent des déterminants analogues à R, et
où l'on a posé, pour abréger,

k^g^^'f^

ka =- (A^i ~ Ai/i ) ̂ > + (Ai g ~ A // ) "A->i •+ B, ('î i - eif^ ),
/c^ == (A^i - AiA) KÎ) + (Ai^ - AÀ)1!)^ + K(€Ui - ̂ 3î),
Â:C == (A^i — A iA )© + (AI^- — A/<) ©i 4" R(^)t»î)i — ^)Jl>i),

( 1 2 )
Yca^ =: (B^ - V,h ) 4, 4- ( B i ̂  - B À ) Jl, 4- IV (^©i - ©'î , ),
" • * " * " • • • • • • • • 1 1 " • • • " • • * • • . • » . • • • . . . . « . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
/ra^ (Cé'-i - Ci h) .A, 4- (Ci g - Ch ) A, + tW>©, - ©il!), ),
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SI l'on mul t ip l ie les trois premières ( i^) par c ^ b ' c ' et qu'on les a joute
ensuite, on obtiendra, à cause des.conditions d'ortbogonalité,

(A^-AiA)B+(A^"AA)Bi+RI^(^3,-ai»i>i)=o,

où le dernier terme est vis iblement BIV. En remettant pour g, g.^ //
leurs expressions développées (n), on reconnaît que cette égal i té
revient à

KK /=:(BCl-CBl)(CAl-A(Jl).

et l'on trouverait des expressions analogues pour BIF, WW\ On en
conclut

R=± (BC,- CBO, B7^ ± (CAr- AC,), B.//=:± (AB» " BA, h

les signes se correspondant.
On peut donner aux formules (12) une forme un peu d i f f é ren te et

plus condensée. Si l 'on remet, dans ces formules, pour ^, g^ A leurs
expressions développées (i ï ) et que l 'on représente par (ABi) un dé"
terminant tel que (AB< —- BA^) , on obt ient f a c i l e m e n t
(ï,,) ka = (^B, ) (AB, ) + (^CQ (^ ) ± (BCO (^>8, ),

d'où l'on dédui t les autres cosinus par des permutat ions convenables
des lettres. '

11. J 'a jouterai un mot sur ce calcul algébrique.
Je suppose que les relations ( î î ) a ient l i eu , sans admet t re préala-

blement la t r iple or thogonal i lé des direct ions (ahc)^ ( n f / / ^ ) , C^VA^),
mais sous les îrois condi t ions

^2 4,^2 ̂  a^^î, ^ 4- h'^ + h"^ — ï , (^ -h ( < t ï ••+" f^ ̂  î .

Cela étant , si Fon fait
hc + b'c'-^ î/c"^!, ac 4- a'c'^ a'r̂ :::::: p., ah 4- a'/>'+ a'h" ̂  ̂

les équations (10) donneront , dans tous les cas,
SA2 = Ï^ -h î îlbB).,
2,AÏ = J^X^ -h ^H'M^I^
2 AA î = -S oJUU 14- ï ( ̂  S î -4" O'IH) î ) ). ^

par conséquent) sous les nouvelles conditions (n), on aura néce^ai"
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remenfc
2ill©^ == o, 2 lili Ci À = o, î( itl)3i 4- ©i^i ) À== o.

Le déterminant des coefficients de X, p,v dans ces équa t ions é t a n t égal
au produit

('-UbSi ~ eilli) (C^i — JLCi) (oMÎ.>i — ij^ ),

si aucun des facteurs n'est nu l , on aura nécessairement
}v ==: ô, p. = 0, "̂  -== 0.

Cela est s implement destiné à constater , a posteriori^ la tr iple orthogo-
nal i té des direct ions ( s 2), la vér i f ica t ion directe é tant assez compl iquée .

12. Les cosinus étant calculés par les formules (12) , on peu l , par
leur moyen, former les composantes de ro ta t ion P, Q, R, relatives a
u n e variable indépendante q u e l c o n q u e /. Mais i l est préférable généra-
lement de procéder u n peu d i f fé remment . En d i f f é ren l i an t , en effet, la
première ligne (10) et a j o u t a n t les équal ioos obtenues, après les avoir
mul t ip l iées par a, a\ a", on obtient, en ayant égard a u x é q u a t i o n s (i)
et ('2), la première du groupe

/ . p ^ „ à^ ( à\ , ()B „ àC \[ \^> R — ̂  Q == —— — [ a — -4- a' — + a" ~r- ,| àt \ (H 01 àt )
(I3) /, „, o -. n à^, ( à\i ,(m, ,,à(\\,,j^^Q=-^^^^4-^^ ^ a " ^ y

Les deux premières fourn i ron t R et Q quand on au ra i n t r o d u i t aux
seconds membres les expressions (i 2) des cosinus. Les deux suivantes
feront connaî t re P, . . . .

§ IV. —- Développement analytique des conditions de contact.

13. Je reviens aux équations (4) du § II. En expr imant , p o u r c h î u l u e
groupe, la condition d ' intégrabil i té , on obt ien t

/p p . f ffl y à2 y à^ \ àG ( ()x \((,- (^a^ 4- ̂ ,+c^ + ̂  (a^^..^

àG, f àx \ ( à a àx \ ( àa àx \
-^^^+..^+(.^^+...^(,^^^

et deux autres équations analogues.
Ànn. de l'Éc. Normale, 3° Série. Tome V. — FJÉVRIEII 1888. 8
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Ces trois équations, mult ipl iées respectivement par a, a ' , a" cl en-

suite ajoutées, se transforment, on ayant égard aux fornnilc.s ( i ) et ( 2 )
du § II, dans les trois suivantes :
j - - , à^v . àC, ô.r, <-)G, à.» „ / as (h\ ^ l ^ :̂\... „

(G - Gl)^ + ̂  ~ -àa ̂  + <1 [f/l ̂  ~ / • ̂ ) ~ {tl l,7 ̂  ^) °-
/ / J /p p ^ .̂r , <)G àr à^ ôy . / <>.'• ^\ _ ! à.r, i).\ ,(„) ^ ((,_ G,)^ + ̂  ̂  - -^ ̂  + (. ̂ , ̂  -/^ ̂  < > , ^/ ^p / ^) ^

,p . , < ) ^ d G ( ) 3 ^ . ^ , , r ^n^ ^ ()•r:\ C (i,^' //'^ o(G_ G,) ̂  4- ̂  ̂  - -^ ^ + (. ̂ . ̂  -./, ̂ ^ - <«. ̂  ̂  - '/ ̂ ) • 0-

Lorsque

ces équations se rédu i sen t à
G=(i,

à(j àx f)Gi c).̂  . / àz ày\ ., / r)5 âr\^ ^ „ ̂  ̂  + G ̂  ̂  - r, ̂ J - („ ̂  ̂  - r ̂ ^. , . a\v vue (/iii ( j x ^ i (/Q uy \ y, / f/*.* t/r \
(I^) ^ ̂  - -X1 M + G ?i JZ - /'! ±) "" (^ // ;̂  •"" r ^ ^ (:>

et les deux analogues.
lîtifin, dans le cas de

G == Gi= T ,

elles p r e n n e n t la forme encore plus r édu i t e
, , . / r^ àA ( à.z ày\(i4.) ^^^r^^^^^r^)^^

et les deux analogues.
^ Ces dernières é q u a t i o n s sont précisément celles q u i f l euren t , î ivec

une légère différence dans la, n o t a t i o n , a la page 71 de !f Ouvrage cité
de M. Dî i rboux.

Je vais pr incipalement m'occuper de ce 'dernier cas, qui est le plus
simple et en même temps le plus impor tan t ,

V. — Cas dix roulement senL

14. J ' emprunte à M. Darboux la représentation particulière de§ m
composan tes de ro t a t i on au moyen des formules

J- ̂ -^ " = 'Ï-^ ••- '.;t̂
f^-^^ -/.=-^^. -—'.^-^
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qui vérifient, comme on peu t le reconnaître i m m é d i a t e m e n t , les trois
équat ions du premier degré (14^), quelles que soient les indéter-
minées "X, [x, ^. La signification c i n é m a t i q u e de ces indéterminées a
été indiquée dans l 'Ouvrage ment ionné , et l'on vo i t tout de su i t e
qu'après leur mul t ip l ica t ion par certains facteurs y on peut les assi-
miler a des rotations tangentielles dont les rota t ions i n t r o d u i t e s
(/^y,.r), Çp\^q\^\) seraient les résultantes : les composantes normales
à la surface (.r, y, s) é t an t vis iblement nu l l es d'après ces expres-
sions ( r5 ) elles-mêmes, ou d'après la condhion in i t i a l e du r o u l e m e n t
supposé.

15. J'associe, de mon côté, aux formules (i5) les relat ions inverses
( àx à y àz^^ ^ _^ ^^ <yp-ç^ ^= r p ^ r ^

^iô.' ùy ô.
{ 1m ̂ —^P4-/^ JQ =—<yip-h.<7cri, ^=—r,p-4-ro-i,

les indé te rminées p, a-, cr^ é t an t liées a u x précédentes par les re la t ions
, . _ X _ ^ _ p.i
( , 1 7 - ) P — T5—————3 ^ — —-F ,̂--—-—-. , y^ — ----_-.-—«-—— y

. 1 À2 — ̂ .i À2 — ̂  À2 — .̂̂ .1

qui e n t r a î n e n t , à l eur l o u r ,

/ \ 1 P 0- O-i( i ̂ i ) A == -^——— y a == -,———— ? |Uti === .-———' p*—cro-i l p2—ao-i l p-—cr'7i
et

(P-^0(p^^)=j.

VI. — Question incidente concernant les indéterminées introduites.

16- Les quan t i t é s À, p., [̂  ou p, cr, a-< peuvent s 'exprimer algé-
hr iquement au moyen des paramètres différent ie ls du premier ordre
de la surface (S), ainsi que de la grandeur et de l'angle des deux ro-
t a t ions^ y, r) (^,, < < / , , r,).

Je poserai généralement
/ y <}.r2 fj.r3 ^ àx àxl =: z ——, m ==: Z -^ ? v r= 1 — ••̂  5

^/a" ày 1 r}a (̂ P
œ==2/?^ c.)i==2/?î, ^ ==2/yi.
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Cela é tant , on aura, par des combinaisons visibles des é q u a t i o n s ( i ()) ,
/ =; c,)p2 —ippo- 4~û)i0"2,

/n :== o) i p2 — 2 P po'1 4- (»w ̂ ,

v :=—rp2 -4- &)^ po"i 4- ^po"j—rcro',.

Si, par des combinaisons pareilles des équations (i 5), on tbnms le
système homologue et que l'on y remplace ensui te ?^, [X, p,, par les ex-
pressions (171)» on obt iendra un système équiva len t au premier ,
savoir

A^O) == Ip^ — 2 V pQ" 4"M(72,

A2 c»)i =; mp2 — 2 v po-i + ̂ îr^,
A2^ •=—vp2 "+-w,pcr 4-^p'7i—VercTi,

où, pour abréger, on a posé

A=: p^—.o'o'i.

Des combinaisons faciles de ces deux systèmes fournissent d'abord

A2:
^— f,Kx)i

A étant ac tue l l ement c o n n u , on peu t écrire les d o u x premières
équa t ions du premier système sous la forme

/ — r,) A == ( Wi — a (.'p 4- r<»i or) cr,
m. — r.)j A =: ( wa-i — 2 cp 4" ^)i cr) ^1,

en sorte que, 0 é t an t une indé t e rminée , il est permis dî;î poser

, c r==:0(7—oA), cr ,=&(m-^.r ,^A) ,
ce q u i entraîne

ô)3\—. 2 t>p 4-û)iîr^= î »

La considéraiion du second système condui t pa re i l l ement à

/ A^o-i — a vp -{." m ci •^ — "- •1 û

En éliminant p entre ces deux, dernières équations et gubsthuant
ensuite les expressions ci-dessus de cr, ̂  en 0, on obtiendra, pour
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déterminer celle dernière quant i té , l ' équat ion
Y 1 y \

( ex) v — / c ) ( m — c»)i A ) -+- ( Cii)i v — m (-') ( / — co A ) == —j~,— •

On tirera de trois des dernières équa t ions les expressions de cr,
o-^ , p, sans in t roduct ion d'autres irrationnelles que A et 8.

VII. — Des deux problèmes principaux concernant le roulement seul.

17. Il se présente m a i n t e n a n t deux questions principales et en
quelque sorte réciproques. La première consiste à regarder x, y , z
comme des fonctions données de a, (3, et à en déduire toutes les
autres quanti tés : et d'abord les six composantes de rotat ion. Ces
composantes connues, on en conclura les cosinus par l ' i n t ég ra t ion des
dif férent ie l les totales ( ï) , et l'on aura enfin X, Y, Z par les quadra-
tu res (4). Si ' l 'on t ient à connaître le mouvement de l 'origine, ses
coordonnées seront alors fournies par les formules (5). La seconde
question consiste à se donner les rotations ou, si l'on veu t , les cosinus,
en u n mot ce que j 'appel lera i le déplacement angulaire, et à en dé-
du i re x^ y ^ z et, par sui te , X, Y, Z.

Je n o m m e r a i la première question problème 7, et la seconde pro-
blème //.

VIII. — Du problème I.

1.8. Les équa t ions (î 5) d o n n e n t
f\i \ f àx ày àx ày\

wl^7/? l=a-^ l )(^^^^^J3

et l'on observera que, en excluant l 'hypothèse de P — [j-;j^ égal a
zéro, ainsi que le cas des surfaces cylindriques ou y , par exemple ,
serait fonct ion de oc^ aucun des déterminants (py, — qp^ ne peut être
n u l .

En posant , pour abréger,

A - à!à^ àz ̂  R - PA-w àa ô^ à^T^ lî--^ t.-...,

les équa t ions fondamenta les (3) du § II, que je fais ac tue l l ement in"
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tervenir, pour ron t s'écrire
Kl). COMHESWKI':.

^̂
àq
<FP
<)r_

\ à^

api
03.

àqj_
àa.

^
àa.

=aî!-•^.,)A,

os) ,^-^-=a-,,,)H,
(^_^^<,

En vertu de (i5), ces équations reviennent ;iux suivantes

ày.\ d.i:^
^

_à^\à_^ fà^_
àx ) àff. \~àa. Tift} <)[

-, y,T, à'1 a: yx
^^•^-V-^-V-^W

^^
(i9)

.{V • W-i ) A

el deux aulres analogues.
On peut les remplacer par les suivantes

(20)

OU

(ŵ
•+

(à\
W

+

"•I

--^ v
ù a ) A

-yxy^ .
2ààot <

--i^w
ûa) ̂
, yi <).»•
^i^.

- i , y.-c
^ ô<xà^

SA-

^.r2
^î-+

<•^A•

^cc^P

<).a; <).ï'
Ja â^
à1,!-
)x()^ ~

-^SA
^ <).»^^

((ïk
\ô^"^^̂
yx
()[y F"1

2 ̂ , ̂

î Zià^

à
à

Sx
àa

^
a ""
ôx^

P'\ 'V à.v ().r
^ ) Ztja ̂
ôîa! ^ (),r
â^ ""-^^^

àp,\ ̂  ^.r^
" ^p^^^T

r)2.:^ ^ r),̂
â^ "^^^

^ , ̂ A^
IA^.:.^,

/ •yi J.i? rf.r\
~~\2iàaJ^)

^.r
}f^

(^.K
J^

- p^

à
•i

11.-:1: o,

" (^

)2;A-

Dans les deux premières ne figurent que les paramètres (lifï'érentu-ls
du premier ordre de la surface (ays) et leurs preinicrcs dérivées. Lii
iroisième, (lui est finie en À, ̂  ;A,, introduit des élénients se rattachant
à la courbure dans un sens général. Dans tous les cas. soit sons la
forme (19), soit sous les formes <^o), tes seules inconnues qui figureiil
dans ces équations sont, d'après les hypotheseri admises, les indéKî»-
minées A, y., ^, de M. IJarhoux.
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19. Bien qu ' i l puisse être avantageux, dans des cas particuliers, de
conserver le système simultané (19) ou (20), il n'est pas sans intérêt ,
au moins théor ique, de faire voir que l 'intégration de l ' u n ou de
l 'antre de ces systèmes équivalents peut être ramenée à celle d ' une
é q u a t i o n u n i q u e du second ordre, qui présente cette pa r t i cu l a r i t é q u e
les dérivées partielles du second ordre y f igurent sous forme l inéa i re
seulement , t andis que, dans les méthodes parvenues à ma connais-
sance, il s ' in t rodui t , sauf des cas spéciaux, la quant i té Çrt — .s12) (nota-
lions classiques) qui caractérise les équations étudiées par Monge,
Ampère et d 'autres géomètres. Or ces dernières équations doivent être
considérées généralement comme offrant u n peu plus de d i f f i c u l t é
d ' i n t é g r a t i o n que les premières^ et je ne sache pas qu'on les a i t ré-
duites, dans la présente ques t ion , à la forme annoncée .

Pour opérer la réduction, j'observe que , la troisième équat ion (20)
pouvant s'écrire

K, ̂  •+• K,i fJ.i + ̂ i == X2 — 2 II 7.,

où K, K ( , H sont des fonc t ions données, la s u b s t i t u t i o n

^=v--K:i, ^ = v i — K,
• l a ramène à

vv^=y— 2.HX + KK\== (7i — Xo) (^ "- ^i) .

Or je dis que la nouvel le subs t i tu t ion

'^00^0), v==^a-Âo,
où 0 est une indé te rminée , conduira au but proposé.

En effet, les deux premières équat ions (20), résolues par rappor t
aux parenthèses, d o n n e n t

^ „ ̂  — / <^ _ <?!̂ . — r
à a • à^ ̂ f9 45 à a """ '

où les seconds membres contiennent l i néa i r emen t X, (x, [j^. La substi-
t u t i o n précédente les transforme dans

()! _ n0! - /* 6ft i ̂  -^ r
^ àa ^p-^ dp^@^~^

en comprenan t dans/< et F, toutes les autres q u a n t i t é s q u ' i n t r o d u i t la
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d i f fé ren t i a t ion , p a r t i c u l i è r e m e n t 0 el, les dérivées premières de 0, les-
quel les entrent dans les seconds membres sous forme l i n é a i r e » En
mul t ip l i an t la seconde é q u a t i o n par 0 et r a j o u t a n t e n s u i t e a I n pre-
mière, les deux dérivées de 7^ d isparaissent en même temps , L 'équa-
t ion résultante

f^OF^o

contient l inéairement les dérivées premières de 0; A y entre aussi
l inéairement et sous forme finie. En t i rant de celte é q u a t i o n l 'expres-
sion de "X pour la substituer dansl 'uno des précédentes, ou o h t i e n d n »
une équation en 0, l inéaire par rappor t a u x dérivées du second ordre
de cette fonct ion, et où 0 et ses dérivées du premier ordre en t r e ron t
sous forme ra t ionnel le .

Les équat ions (20), qui sont tou t a fait générales, subissent des
s impl i f ica t ions : 3° dans le cas oh les courbes f<^}, (cp) sont o r thogo-
nales ; 2° lorsqu'on adopte quelques tonnes rédui tes» connues» p o u r
les paramètres di f férent ie ls du premier ordre ; 3° dans le cas s u r t o u t
des variables imaginaires symétriques. Mais i l me paraî t i n u t i l e d ' in -
sister sur ce point pas p lu s que sur la t r a n s f o r m a t i o n géomét r ique des
coefficients de la troisième é q u a t i o n (20). rentrerai dans p lu s de dé-
tails aa sujet du problème II, qui n'a pas été, à ma conmusHîUïce/
considéré jusqu'ici dans sa générali té. On en t rouve que lques (races
part icul ières dans le célèbre Mémoire de Bour Çlourncddc l'fu'oh P ô / y -
tefihmqae, XXXIX e Gabier) , à propos des surfaces réciprw/^es.

§ IX. — Du problème II.

20. On suppose connues les six composantes de rotation et l'oii se
propose de trouver la surface (x,y, z) et, par suile, (X, Ï, Z^

Les formules (16), § V, d o n n e n t , en e x p r i m a n t les condi t ions d'in-
tégrabilité,

.(") ^-Sh^-^fê-.-^^ ^",
et deux autres équations analogues. En posant, pour abréger,

. A -- '//•i — r r ] , , iii, :=..., e ,„„., ̂
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^ / àp api \
-^IX^-^)
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.luivalent

v ^p-^p^^0'

vi àp--CT12<^^=0•
"̂  àp-712.Jl•^=o'

2'!.. On peut fa i re dépendre la déterminat ion de ces trois quant i tés
de l ' intégration d 'une équation linéaire, unique, du second ordre. En
effet, les deux premières (2^) déterminent généralement les expres-
sions

(^ ^(h±\ M (^ ()y\
\r)(3 à a j \Jï 1^)

comme des fonctions linéaires de p, a", cr,, et la troisième (22) est de la
forme

Ko- 4- K,io-i-== Hp,

où K, K i , H sont donnés.
Si l'on pose

cr == / c p 4- Ki ic, cri == /ri p — K. u,

vê tan t une i ndé t e rminée et les quanti tés k et k^ également inconnues ,
é t an t assujetties à la cond i t ion

/cK-^/^K^lî,

la subsli tution dans les expressions précédentes fourn i ra

àp àfji _ àp . àp^-j^ ^^^,/^^4...

^P ^L _ ^P / ^P
^ ̂  ^3 '"" Ja"^ 5j3^"

Ànn. de l'Éc. Normale. 38 Série. Tome V. — FÉVRIER 188^.
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On voit par là que la combinaison

/Yîrîi? _ ̂ \ i (()? <)7'\
V:»,3 ày. ) \1)x~~"fJ^}

fera disparaî t re à la fois, au second membre, -Ç et ^ > si l 'oi) prend
/•Â-i==i,

équalion qu i , jointe à celle écrite un peu plus h a u t , d é t c r m i t i o com-
plètement A e [k , . On est ainsi condui t à une équation cou l o u a n t ? sous
forme finie et l inéaire, et dans laquelle u et ses dérivées du premier
ordre entrent également sous forme linéaire. L ' é l imina t ion do ,5 < ' i i ( i ' ( >
cette équation et l 'une des précédentes fournira u n e é q u a t i o n ( lu se-
cond ordre, purement l inéaire par rapport à u et à toutes ses dérivées
du premier et du second ordre (').

22. II est presque inutile de faire observer que, lorsque p, 'y, '?,
auront élé déterminés (les cosinus étant d'ailleurs déduits dcn rota-
tions), les équations (ï6) donneront, ,v, y , z pur des quadratures <;(
l'on aura ensuite X, Y, Z par d'autres quadratures. Et l'on peut rci»;»r-
quer, à ce sujet, qu'il ne figurera dans les expressions de a; y, s cl
de X, Y, Z d'autres arbitraires que celics qu'introduit l ' intégration do
système (aa). Les deux surfaces associées se distingueroniB'énéniUi-
ment par la nature seule des transcendantes diu'éreiilcs que nourroni
amener les quadratures.

A chaque solution particulière de l'équation linéaire du second
ordre, dont il a été question au numéro précédent, comispondra une
couple de surfaces bien déterminées, suKccptihhîs de roulement réci-
proque l'une sur l'autre. Si l'on savait intégrer généralcnwnt «•..((c
équation linéaire quand on adopte la forme la plus génénilo des rofi-
tions (au moyen des formules d'Eulcr, par exemple), on aurait toulos
les couples possibles de surfaces a roulement réciproque. Mais, pour
savoir, a l'égard d'une surface déterminée (x,y, s), quelles sont toutes

(«) Cello rédaction et collo rolativo au précédent, problème m'ont paru nr<W.iil<ir w^

SS. w ro):)jct d'llno ]îrcv(i comtnllnicatio" ̂  ̂  LW«; (r; î,!
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les surfaces (X, Y, Z) susceptibles de rouler sur la proposée, il faudrai t
assujettir à des conditions spéciales les trois fonctions arbitraires que
les formules dont il s'agit introduisent dans le calcul et, conjointe-
ment , les fonctions arbitraires qu'amène l'intégration de l 'équation
l inéai re du second ordre. Or, suivant les cas, ceci peut être plus simple
ou plus compliqué que l'intégration directe de l 'équation non linéaire
dont dépend le problème I.

23. Voici une remarque qui n'est pas dépourvue d ' importance. Si
l 'on connaît deux surfaces particulières (a?, y, ^), (X, Y, Z) applicables
l ' u n e sur l ' au t r e , on pourra, par les formules du § I I I , en dédui re les
cosinus a, &, c, ... et, par suite, les rotat ions (/?, y, r), ( p^ y ^ , r,). On
sera donc en mesure de const ru i re le système (^ r ) ou (22). L'intégra-
tion fournira ensui te les quan t i t é s p, cr, a^ qui condui ront , ainsi, que
cela a été indiqué , à la série complète des couples de surfaces à roule-
ment réciproque et répondant au mouvement angu la i r e donné,

24. A cause de la forme l inéaire de l ' équa t ion f ina l e aux ditÏcren-
tielles par t ie l les , le problème II doit être considéré, en général , comme
plus s imple que le problème I. 11 offre p o u r l ' i n t ég ra t ion beaucoup
plus de l a t i t ude que celui-ci et présente des particularités et des faci-
lités qui lu i sont propres. Ainsi , par exemple , si p ^ , y,, r,, ne dépenden t
que de a ( ! i), les équations (22) ne cont iennent po in t cr en dehors du
signe de différentiat ion. La t rois ième é q u a t i o n fourn i t une expression
de la forme

p = M a'i

et, comme les deux premières, résolues par rapport aux parenthèses,
donnen t , par suite,

^ _^i^N rrà^ àa -1' ̂
<)p àj
Ja. ̂  ̂

= N 1 ^ ,

( I ) On poufc remarquer que si pi, q^ /*i sont des fonctions données quelconques do a
et p, les équations (3), § II, fournissent p, q, r, par l'intégration d'un système linéaire

censé aux difîérentiolles or-dînaires.
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M,N, Ni étant des fonctions connues de a» (Ï : l ' in t rôduc l ion de p =^ Mo",
dans l'avant-dernière, la transformera, dans iirie équat ion l i néa i r e du
premier ordre, à la seule inconnue o"^ La dernière donnera, ensui te 7,
par une quadrature.

§ X. — Des rotations imaginaires-

25. Supposons q u e , par rapport à deux variables nHlépendantes
quelconques ^ Y], on connaisse, en fondions de ces dcrnicn^ q u a n -
tités, les rotations

^CT ()!,} ^ ^/)

\ '^i^5 ^-l^^ ••-

Si l'on substitue à ^ Y] deux nouvelles variables indépendan tes a, ̂  on
aura visiblement

--s^";!-.^
"-^-'â-1-1'^'

et de même pour les autres composâmes. De là résulte

^S^^rP.-^l".

^l^1"-"!^1'1'--1'^'"'
et l'on peut déterminer l;i subslitulion (le variables ptir la condition,
par exemple, que

^/fî ==", ^p'i =.- o.
Il suffira pour cela d'annuler les seconds membres des cquillions pré-
cédentes et d'en déduire, par l'inlé^ralion sépiiréc de dciix cquittions
différentielles du premier ordre, Icselémenis de la substitution dcnmi-
dée. Ce calcul est tout à fait conforme à co qui se pratujuc dans h)
théorie des surfaces.

26. Ayant ainsi
^=--0, 2//f=-o,

si l'on fait
Sppt-=f>,
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on obtiendra, en ayant égard au groupe (3), § I f ,

^ àp YI àp ^ api1^^=°' Lp1^^0' 2^=°'
î . àp _ àv ^ api à^

2i^^~^àa' 2épJfS=^

et les d'eux premières équations (22) se transformeront dans

, \ OÙ 0 0- V 00 à ry y(^) • .^-^=0, ,^-^-^o.

Les trois équations (22) sont actuel lement remplacées par ("22,) et
l 'une de ces mêmes équations (22).

•27. On peut considérer directement les rotations imaginaires. Les
trois équations (3) peuvent alors être remplacées par les trois équiva-
lentes

V ^A V àp
l^-0- l^^-0-

àr ài\
^-J^^P^-^

Si l'on pose, ç et cpi é tant deux indéterminées,

p == ir sin y, p^ = iî\ sin 9^,
q == ir cos y, ^ = ^/^ côS Ci

on oijtient aisément, pour les transformées des équations précédentes.

( L ^ -co i^ 9 1^ 0^ {^[ r à^ -col^—^-^^,

(^3) -t" ̂  --cotîl^9 ^î1,
, ^'i ^^ ' ' 2 ^a

<)/' à/\ . ,^_^^,.,^^(y^y^.

à quoi l'on peut joindre la relation

; ! 2 /'ri sin2 ( Ïl-"̂ -î ^ = (».V 2 y
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Il est bon de noter ces autres relations

^ ̂  _ ., ̂  y ^ï „,„.,. ,.. ̂ ï
Zri <?o2 "" ^7 ^ r)a2 """ !1 ()^ '

^ _- _ .2 ̂  V ̂ | —,,,, ̂  ̂ 'Ï .
- _ . _ _ ^ , ^_^ ^ ..;_ y / , •\r-,i n -••—• " "" " r 1 '•\fj n !

/ /'. y v ̂  .̂ r V ^î — .̂  ^Pî(^1) j 2 ̂  =~^^- 2^ ̂  —fi^^
^y ̂  àp __ ^ ()<? à<y ^ r) î r)/>î y r)9j ^^i
^ ̂  jp -- r ^ ̂ 5 ^ ̂  ^p :::::"1" ''» ̂ ^ ,̂

28. Le système ('23) peut être considéré en lui-rnêine; imiis, q i i îuu i
la subslilulioû de variables, ci-dessus mentionnée, îi été e l lkîc t t iée sus*
des rotations données (vérifiant, bien entendu, le groupe ro î ï d îmwnt î i l
qui leur répond) , les équations qui le composent dev iennen t nécessai-
rement des identi tés . Dans tous les cîiSy si Pon î id jo in t a u x équ î i "
tiens (^), du n0 2(3, la troisième é q u a t i o n ("21), on formera k1

groupe complet correspondant aux rotations imaginaires, savoir :
()p àa _ :i <)(' ()p ()fj^ ï i)^^ ^ ̂  _ ^ ^ o-^ ^ _ .̂. ̂  ^ ̂  ̂  ^

/^r <)/'A //'ï <)<» /}/"A / / - ^(» r)r\^ ̂  ^J p 4. (̂  ^ «, ̂  ̂  + ^ ^ ̂  „„„„„„,„ ̂  ̂  ,, ,̂

qui ne conserve plus de trace des a u x i l i a i r e s ç et o,, et présente mu*
certaine simplicité relative.

§ XI. — Remarques sur le déplacement de l'o-rigine.

29. Ce déplacemeni a été é l i m i n é des le début , sauf pou r ce q u i cou-
cerne les équa t ions des axes instî'mtanés glissants. Les cocmJmînéi^
X,^ Yo, Z^ se trouvent , en effet , j o in tes par simple sou^lnict ion î i i i x
coordonnées X, Y, Z dans les formules de traîis(brm«tioîL I I wi chir ,
cependant, qu'on peut les fa i re i n t e rven i r de diverses manières el sui-
vant des condi t ions convenablement choisies, ainsi que AI. [hn'boux
en a donné de remarquables exemples. Mais i l est (h.̂  cas ou l 'on paît,
se ramener aux problèmes ci-dessus exposés. Supposons par exemple ,
que l'on donne X, Y, Z et Xo, Yo, Zo; alors, ex /posan t

^ = X - Xo, Y/ = Y - Yo, Z1 i^. Z - Z,,
et considérant comme fixera surface (^, j, s), et comme mobile la
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surface X\ Y', Z\ on rentre tout à fait dans les condi t ions du pro-
blème I.

Je vais considérer maintenant le déplacement avec roulement el glis-
sement combinés. Je m'occuperai spécialement d'un cas particulier qui
condu i t , par une voie nouvelle, aux principales formules dé la théorie
ordinaire de la déformat ion des surfaces.

§ XII. — Roulement et glissement d'un plan.

30. Supposons que les deux familles de courbes (c^), (cp) de la sur-
face mobile (S) soient orthogonales et prenons p o u r cette surface le
plan .ry.On pourra , dans le cas présent, adopter les expressions simples

x == a, y === (3,

de façon que les axes 0,^, 0^y soient respectivement parallèles aux
tangentes aux courbes fixes (Ça), (Cp) de la surface (2). Les équa-
tions (r .4) fou rn i ron t

àG ., àGï ^
^4-G,r==o, -^ -(.r, =o,

(•rr/i 4- { j t p == 0,

où G et G! sont censés donnés. On aura ici

(P-V^!, G^V^v ^Zàj^9 ^-2^'
Si l 'on tire de là r et r\ et

Gi<71 =:~ j^P^11?^

la s u b s t i t u t i o n de ces expressions dans les équat ions (3) condu i ra à un
système de trois équat ions équivalentes aux formules si connues de
M. Codazzi pour le cas où les courbes (CoQ, (Cp) sont orthogonales (^.

(1) Je ferai remarquer, à cette occasion, que les formules (3), e t a fortiori d'au très for-
mules analogues do mon ancien Mémoire (Annales de U École Normale) ne sont pas géné-
ralement, comme celles de M. Codaxxi, soumises à la restriction que l'un des axes soit-
constamment normal à uno môme surface,
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On peut, comme au § VIII, faire dépendre la so lu l ion do nnlé^ns-
î lon d 'une équat ion un ique du second ordre. On conna î t 1 , cri c l l o t , r
et r^, et si, dans la dernière équation (3), on remplace <y, par///.», ee î le
équation pourra s'écrire

qp, = hp^{- k ^ h { p - / < , ) (/:....-. A-O,

A* é tant une quantité donnée. En dési^nani par 0 une nnJétermirsée et.
faisant

•p^ = Q h {p — A-o ), y == ^ ( p — À-, ),

la substitution de ces expressions et dé te l le de y< t ransformera les
deux premières (3) dans

^^.O/f^—V 'î àp //^ t^^ U/t^^^ ^^^/,,^,,,,|.^

F et F^ contenant p sous forme l inéaire et f in ie . Or ors a
F ~ 0 F, ̂  o,

31. Dans le cas des coordonnées imaginaires qui répond a u x cou"
di tiens

^ ̂ 2 ^ fÀ/'2
' Ai (5aï :::s::: oî Z( 'ÏJ^ 1':"111": r^

en supposant toujours z égal à zéro, on peut adopter les expmmoîis
.'y:^"+"(3, j — / ( a — ( 3 ) ,

Les relalions

V Jx! = cpy ̂ !,. y ̂  ,,„ /,^ ^x,^ ^ r)x r)x „.. y rj.r .Ar
^ ^a^ J 2^ 2. ̂ i- -"(x^^- 1^ ^ l:;ll•-ll•:l(tl<<ll^ 1^

deviennent ici

V rfx2 - r. V(m2 ir ^ ^X ^X-
2 ̂  - °- i ,?? - ô- ^ " -^ If ̂  - . W.

ou H est censé donné. Les équations 04), après la subslituibn dea ex-
pressions précédentes de x, y, founiisscnt

.^loff(i /) l <-(<»• r»r\ = — < —..^J,,, ,» ...̂ ., /* r,",^!^,
1 • ^ ' 11"11"1""1 ' ' f/a '

^{rh—^P\)^^i{q + /p).
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On peut poser, X désignant une indéterminée,

q -}- ip == 2 ?ÀGr, Ci — z/?i •==. 2 ^"ÀGr

La dernière équation (3) devient

i ^logH - _ ., ,
î-^--^01^-^1^^1-

Les deux premières (3) fournissent généralement la combinaison

Ô { € / • J ^ i p ) . , . . Ô(Çi-^-ipi) . , ,
^ - ^1 (^ -+- y) = ---'-̂ -̂  - ̂ '(^ -+- ip, ),

et celle qu'on en dédui t par le changement de i en — î. Par l ' é l imina-
t ion de y et q^ ces équations reviennent à

<9aG^^ - H ̂  ^Î2~G^ — n<)À
Ja —H..^p^ -jp ~^\^'

En posant
^ G — p == GI ^, À GI -h ̂ i === G ̂

on obtient ainsi le système

/ (.. ^à'h àîîu <)À àîlv .„ * ï rPlo^H
(20) H —- — - =: 0, H -."5 — ——— = 0, . V — ^(^ =r ..—— ————— .àcc à^ àf5 àoc ? 2 II ^a^p

Comme on a ici
^ + y == 2 ^'GÀ, <7i — ip^ = a î'Gi ?.,
<7 — ^> == 2 z'Gi M, ^71 -+- ^i == a iG v ;

si l'on fait
a -\- ib^ Gi ^, f/ — ib == Grj,

les équations (i), propres à la détermination des cosinus pourront être
ramenées aux suivantes

- à'^ , à H n —. . ()c yy...
^ ==2UC' <-^-=2HÀc, <^==-H/^-H<^,

<?H^ „- . à-n .àc „. - ..<-^-==2HÀc, ï^ =2 ce, ( J Q — — H ? ^ — H ( ^ ;

^»fl. rf<? C^c. Kormalv, 3'Série. Tonne V . — MABS 1888. 10
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et l'on aura enûn
<)X -. <)X y— := Hr, -y^ -— n ^i
da ^p

et les analogues.

32. Les deux cas q u i précèdent sont, les p lus usuels. Je suppose
ac tue l l emen t que les courbes (Cy.)» (Cp) se c o u p e n t sous un an^'le va-
riable quelconque. En prenant

^=o., ^=^(a,(3), y = - r j ( < % , ^ ) ,

i; et j e t an t des fonctions censées connaeft do ay ^, et posant

^ rfX.2 - „ ^1 ^X2 ,.-, v< JX rÀX. y...> -....-, •= î^, >. -T r̂ == M% >. -Y- -.g-" :•=. LM co.sv ;^ ^a2 Aai rf;32 ^^ ^a ^(J

^ (W „ , ^2 , d^ . ^ ^^ ()n (h
<)^ ' ^i "̂  T J^ ll"llh ^^ ̂ ^ ^ ^? 1 " 1 1 /^ ̂  1 : ; " ' 1 1 1 : 1 1 -w) < t o s v t

on aura
. ,r. ., M
( X .:"",,::; — , ( t. ::":; - .-. ?

^ , A' i '

où L, M,^ ^ sont supposés donnés. Quan t aux quanti tés $, Y], elles soni
assujett ies à l 'unique condi t ion

(Ï'c, ô'c àfi i)f\
âa à^ '"11"1" 'ô'^ <)^

^^ ,̂ .̂,̂ , ^^.._^^^^^^^^^ .,.-,(/o^,^ ,̂ , ^^ ....... (^^

y à^ (h2 }/ ̂  > ()^
^ 4,. ̂  y ^ .4. ^ ^

en1 sorte que l 'une d'elles reste arbi t ra ire . A ins i , par exemple, on peui
prendre

et tirer T], par une q u a d r a t u r e , de l ' équai ion

àrï
J!x\/ •:=.= "•11: cosv.
1 , ̂

' <^1
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Dans tous les cas, si, dans les équal ions ( i 4 ) » on remplaces par zéro,
A- et y par ^ et Y], on obtient (F abord deux équat ions qui ne contien-
nent que r et r^ et qu i , en isolant ces deux quantités, reviennent aux
suivantes :

/.r. /-. \ à 2' àG àGi ^(G—Gi ) ^ -L-^ —^cos^-^-•+-Gi.^sin^r=o,

,^ ^ . à^i àG àGt ^(G. -_ G,)-^ +^1 cos^ ^ ~ ̂  -̂ - + G^sin^/-i=: o.

La troisième équation (i4) se rédui t d ' a i l l eu rs à

p/ ^ <)£\ /, / ^ <3ç\G[pi^^^^)~(J\pà^q^)=o'
Ainsi l 'on connaît r et r,, et l 'on a, de plus, une relation l inéai re

entre les quatre autres composantes p , p^ y, q^ r e l a l ion que j'écrirai
sous la forme

q^ == cÂo/^ -4- ^ipî. 4- ^1 q-)

ou l'on peu t supposer, si l 'on veut , que .Â>, ji^, ijl sont des quan t i t és
données tout à fait quelconques. On aura , d'après cela,

pq^ — qp^ r= .Jl,/)2 4- ^ippi -1- (ll*<Y.» —^i ) q.

En posant
\^p—p^p^

le second membre pourra s'écrire

(^4-.<Jl^,)^24_ (q —^ip}p2

ou encore
(^ +^l^) /? 2 ——/?2<72»

en prenant
O Â O I / ? — — ^ = = ^ .

La troisième équa t ion (3) deviendra, par conséquent,

p^= hp^ k == h{p - /(•<,) (^ — A-0,
où

A =r A» -h JLi'î
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et ou k désigne une quantité censée connue . Si l'on f a i t , 0 é tant une
indéterminée,

p^hQ (p — A-o ), ^ -= ^ (/> — /Ci ),

là substitution employée sera f ina lement

/?,== (Uï) ^h0)p^hk,(),

/, ï \ /^^-r1""^^4^5

^ = (̂  - ̂  (Hl) - hQ)p 4- Jl», A^o 0 4- l1^ .

En ne f a i s a n t a t t en t ion qn 'aux dérivées de/^ on auni

^-^=^-<•B-'•^--
^-^=(-.-^)^-(•••l.-0('«-/-^t.....

p^r où l'on voit que l 'on é l imine les deux dérivées de p par s imple
soust rac t ion , après avoir mul t ip l ié la première équa t ion par f -L , — ^ Y
On sera amené, de cette façon, à une équation en 0 de mémo l i n t r i n *
que celle dont il a été question au n° i9.

Cela condui t , par u n calcul et sous u n e forme peul-ôtre p lus silnpb,
à des résul ta ts équivalents aux f o r m u l e s générales de M. Codazzh for-
mules que j 'avais retrouvées un peu di (le rem ment dans lu rédaction
pr imi t ive de mon ancien Mémoire, déjà cité. Mais la réduct ion il l'é-
quation on 0 n'a pas, je crois, été signalée jusqu'ici, comme je l 'ai déjîï
faii observer.

XIII. — Réduction du problème général qui correspond au Problème L

33. La question à résoudre est celle-ci : on suppose donnés la sur-
face (^y, z) ainsi que les coefficients de glissement G et G^ et il s'agit
de trouver les autres quantités et spécialement X, Y, Z,

Puisque G et G, sont donnés ,et .qu'il en est de même de ̂  y, s, on



SUR LE DÉPLACEMENT TÀNGENTÏEL DE DEUX SURFACES RIGIDES. 77

conna î t les trois fonctions L, M, V provenant des relations

L.-y^2 - G.y^\
u ~Zà à^ w ^ da2 ?da2

àX2 ,^V^2
M.-V^ - G 2 ^——/M -JL dpa - ^Zi^25

v — Y r^ ̂  — r r V ̂  .̂ ïv -ZàJaJ^—^^àoc à^'

On peut donc, par la théorie de l'application, chercher toutes les sur-
faces (X,Y, Z) qui répondent aux paramètres di f férent ie ls donnés L2,
M^V. Une quelconque de ces surfaces é tant associée à la surface «r, y. s,
on pourra, d'après le paragraphe tlï, déterminer les cosinus a, hy c, ...,
et l'on aura tous les éléments propres à réaliser le mouvement de la
surface {x, y, z) sur la surface adoptée (X, Y, Z), con fo rmérnen t aux
conditions primitives qu'on s'était imposées.

XIV. — Du cas général correspondant au Problème II.

34. On donne les coefficients de glissement G et G < , ainsi que les six
composantes de rotation (ou, si l'on veu t , les cosinus), et il s'agit de
déterminer x, y , z et, par suite, X , Y, Z.

La question ainsi posée revient à l ' intégration générale des équa-
tions ( i4)» où p, y, r; p^ (f^ r^ sont donnés et où les inconnues sont
OG, y , z\ Malgré la forme linéaire de ces équations, le présent problème
me paraît le plus difficile de ceux rencontrés jusqu'ici.

Dans le cas où toutes les composantes de rotat ion sont nulles, les
fonct ions se séparent et chacune est dé te rminée par une équat ion t e l l e
que

p <P.:r ûG àx àGt àr _
{ s "" -i'1 / J^ + ôj ôy. ̂  'Ja ^ ~ °?

qu'on sait intégrer dans quelques cas particuliers. Par exemple, si

G=(3, G^-a,

on a
. * — ̂ L^ . — •̂ 1:1 B! . -. A^ "4- Bâ
x " a 4- ? j> Y ̂  " a +"(3 ? " ̂  "a + j3 7
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les A, B é tan t des fonct ions arbitraires. La surface; associée est, par
suite,

^ A^-B^ .., A^-Bia y A^-B^
X. - ̂ .̂ ~, Y =. -^^^^^^^^ / =: . - . ^^.^.^-,

oii
A'rr ^A + Mi + cAâ, B^ rtlî -h Al^ 4- r'I:̂

On peut trouver d 'au l rey cas d' i i i lé^ralion; n'iais je ne ï ï far rô l^ra i
pas, en ce moment , à des appl ica t ions , pas plus qu'à diverses tninsfbr"
malions dont les équations (i4) sont susceptibles, les Iransformées ni*
m'ayant 1 pas paru présenter généralement des avantagea misibbs.


