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SUR

LE DEPLACEMENT TANGENTIEL

DE

DEUX SURFACES RIGIDES,

Par M. Evovarp COMBESCURE.

Dansle Tome LXIII duJournal de Crelle, je me suis occupé du probleme
qui a pour objet le déplacement relatif de deux courbes quelconques,
assujellies & rester constamment tangentes. Javais, deés cette ¢poque
(1864), songé un moment & traiter la question analogue pour les sur-
faces, et je possédais les formules essenticlles pour cet objet; mais des
circonstances diverses m’avaient fait abandonner ct perdre absolument
de vue cel intéregsant sujet. L'apparition récente du bel et important
Ouvrage de M. Darboux Sur la théoric génerale des surfaces, elc., vient
de me ramener sur cette difficile question. Jenvisage le probleme i un
point de vue conforme & celui que j’avais adopté pour les courbes et
qui est un peu différent de celui ol s’est placé ’éminent Auteur. Je
dois ajouter que jemprunte & M. Darboux emploi de trois indétermi-
nées A, 1z, 12, quifigurent aux pages 71 et 72 de I'Ouvrage cité, ct qui
jouent un role important dans mon analyse.

Je borne le présent travail & I'exposition générale de la théorie, me
réservant de faire ultérieurement diverses applications.

§ I. — Remarques préliminaires. — Position de la question.

1. On peut évidemment se poser, sur le déplacement relatif de deux
surfaces, une infinité de questions variées, en faisant s¢ correspondre,
d’apres des conditions bien déterminées, une double série de courbes
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50 ED. COMBESCURE.

appartenant séparément & 'une et a 'autre de ces surfaces. L'un des
modes de correspondance les plus naturels consiste a supposer que les
courbes de méme famille sont constamment et successivement en con-
tact. C’est précisément la le cas, sans contredit 'un des plus intéres-
sants, dont je vais exclusivement m’occuper.

1l est presque superflu d’ajouter que Uon peut, en faisant intervenir
trois séries de surfaces appartenant a un espace donné, et (rois autres
séries appartenant au méme espace ou & un autre, donner i ces ques-
tions une certaine généralisation par I'introduction de (rois parametres
arbitraires et par I'adjonction de conditions convenablement choisies.
La méme chose peut se dire pour Pespace & » dimensions ct ses va-
riétés. Mais je rentre dans mon sujet.

2. Les coordonnées rectangulaires X, Y, Z d’une surface rigide (X),
apportée a trois axes rectangulaires fixes OXYZ, sont supposées des
fonctions de deux parametresindépendants o etB. Les coordonnées rec-
tangulaires x, ¥, z d’une autre surface rigide (8), liée i des axes mo-
biles O, 2yz, sont supposées pareillement des fonctions de o et 3. La
méme supposition s’étend aux neuf cosinus : @, @', a” directeurs de OX
par rapport A O, x, y, 55 b, O/, " de OY 5 ¢, ¢/, " de OZ.

On place le systeme d’axes mobiles de telle maniere que les deux
surfaces (2) et (S) se touehent au méme point queleonque M, en s'im-
posant les conditions suivantes : 1° la courbe (¢,) [courbe ol o seul
varie] de la surface mobile doit étre constamment tangente i Ia courbe
(C,) de la surface fixe, qui passe en M comme la premiere; 2° une
condition analogue est imposée aux courbes (eg), (Cg); 3¢ enfin, et
pour rendre tout i fait déterminé le déplacement, les éléments cor-
respondants des deux courbes (C,), (¢,), relatifs au point M, doivent
¢tre, dans unrapport G(«, ), cens¢ donné, et de méme les éléments
correspondants de (Cg), (cp) doivent étre dans un rapport G, (=, 3)
aussi donné.

Il va sans dire que, dans certains cas, ces fonctions G, G, peuvent
étre regardées comme inconnues.

3. Les deux courbes (C,), (¢,) se touchant actuellement en M, ex-
trémité commune des éléments do,,, ds, de ces deux courbes, la seconde
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extrémité m de ds, viendra, apres le temps do., se placer sur la seconde
extrémité fixe M’ de do,, point successif de contact, sous la condition

doy
dsy — G.

1l y aura donc un glissement élémentaire de ds, sur ds,, représenté
par

dsy — doy = <L — x> doy.
G
3. Ce glissement disparait, naturellement, lorsque G est égal i I'u-
nité.
Une chose analogue a lieu pour les courbes (f8).
Dans le cas de

~ \
G=1, Gy =1,

si I'on considere deux courbes infiniment voisines (G, ), (C,), compre-
nant une zone infiniment étroite sur la surface fixe (Z), et les courbes
correspondantes (¢,), (¢;) dela surface mobile (S), la zone apparte-
nant 4 cette derniere surface, vient, quand on fait varier « seul, appli-
quer successivement ses éléments superficiels du second ovdre sur les
¢léments correspondants de la zone fixe, en sorte que P'on peut se
figurer ces deux zones comme I'empreinte réciproque, et de méme
étendue, des deux surfaces 'une sur I'autre dans le roulement qu’on
vient de considérer. Ceci a lieu, naturellement, pour toutes les zones
correspondantes obtenues en établissant une relation arbitraire entre o

et f.

4. Quandonadmet que les éléments superficiels du second ordre de
la surface mobile (S) restent fixés, & mesure, sur les ¢léments corres-
pondants de la surface immobile, de facon que la surface (S) se de-
Jorme progressivement, on rentre tout a fait dans la conception primi-
tive et purement géométrique de Gauss.

Quoique les locutions application, déformation, roulement v’ éveillent
pas exactement la méme idée, je les emploierai indifféremment, dans
le cas de G et G, égaux a 'unité, mais j’admettrai implicitement qu’il
s’agit toujours de surfaces rigides.
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1l est visible que des considérations analogues peuvent s’appliquer,
avec quelques légeres modifications, au cas olt les cocllicients de glis-

sement G et G, ne sont pas tous les deux égaux & Uunité.

§ II. — Rappel de quelques formules. — Equations immeédiates.

5. Taurai besoin, dans ce qui suit, des formules suivantes, relatives
aux cosinus directeurs et aux rotations,

()_a = br — ¢ Q—(f == hry - ¢
Jo > o7 1 /1
(1) L)—/f =cp~— ar -(-)f) Oy -
. da T R a5 ! "
} dc - de
' =ayg — bp, ;fo ==y — bpy,

et les analogues, formules dans lesquelles on a posé

~ de N et
== Z 4 'J& ] ! " Z b ()U ’

( 4
s V4 :E():-))-éa

(2) ¢
o R 1 e N, O
( pr= cm, (/lh.._.Z(z ()(3’ Iy Z/} ;;51

le X affectant les accents pour les cosinus.
Ces équations entrainent le groupe fondamental ou des rotations

dp__Opy .
;}ﬁ‘, — ..;);... (// - ,(/“

3 WM
) | 9P P A
0B 0z P qry

qui fait partic d’un Mémoire envoyé par moia I’Académie des Sciences
de Paris (voir les Annales de U Ecole Normale, t. 1V, (' série). (e der-
nier groupe n’interviendra qu’un peu plus loin.

6. D’apres les conditions de contact, spécifices aux n™ 2 et 3, 'élé-
ment ds, de la courbe (¢,), liée aux axes mobiles, ayant pour projections
Dy

Jz . ,
----- da, o= da, sa projection sur I'axe

sur ces axes les quantités 0z de.,
Do o
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fixe OX, sera la somme de ces mémes quantités préalablement mul-
tipliées par a, b, ¢, et, comme I'élément do, a pour projection sur le

R 0X ,
méme axe —dx, on aura, en se rappelant que le rapport du second
élément au premier est représenté par G, les six équations suivantes,
dont trois correspondent & la courbe (cg),

()X: '}<a@f —%—/)g}—,+c(-)i>>
o Jda ;

, D 0 ) e
(4) (OX___(‘ agf-}—bQZ«}_c();
03 — M \"op Pl JB)

ol je me dispense d’écrire les deux autres groupes.

7. Les formules de transformation de coordonndées
(5) X=Xy+ar-+by-+cs,

ou X,, Y,, Z, désignent les coordonnées absolues de I'origine mobile
L2}

donnent
X 0X, | o  dx N e
—_— = —1—} = - 2 Zz -

do du do o’

d’ou, en vertu de (4), on déduit

(6) ((;_[)Za‘-)i’—— 0x, -ka%’

dz ~ da
Si I'on désigne par ¢X,, ¢Y,, Z, les projections sur les axes mo-
biles du déplacement élémentaire de I'origine quand o« varie seul et
augmente de du; par ¢,X,, ¢,Y,, ¢,Z, les projections du déplacement
¢lémentaire de celte méme origine quand {3 seul varie et augmente
de d3, Paddition des équations (6), préalablement multipliées par
a, &, d, fournira, en ayant égard aux équations (1) et (2), la pre-
miere du double groupe

7) ; Ko = l(“ — )5y g5 | da,
~ ).'
(74) | o Xo= | (G I):—)_é_' ry =5 | dp,
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On conclut de la, par la théorie connue et en désignant para’, ', =
des coordonnées courantes relatives aux axes mobiles, les équations
suivantes de chacun des axes instantanés glissants qui correspondent
séparément au déplacement des courbes (c,) et des courbes ()

R (R VI N T VR I

(8) ‘ g3 —ry = mw-/)zp o '(" Dogg Y s 1’
(Gi—1) Z ‘ ; o s

(84) ‘ Q3= riy'= 1{;)1 P el (G ')i)(i BRI B

8. On déduit des équations (4) les trois suivantes :

2 UASIPITR KUV

Jdo? dat’
NS NRV 2%
(9) 255 = W
~OX 0X L, oy dae D
25 os= S 0L i

qu’on aurait pu écrire immédiatement ’apres les conditions de con-
tact adoptées au n° 2, et qui, pour G et G, égaux a unité, répondent
a la définition des surfaces applicables, telle qu'elle a ¢té directement
introduite par Gauss.

9. Ces conditions (g ) ¢lant admises dans tous les cas et les surfaces
(x, ¥, %), (X, Y, Z) é¢tant supposces convenablement déterminées, on
peut se poser la question, dont j'indiquerai plus loin une application
importante, de trouver les neuf cosinus a, b, ¢, .. ..

Les dérivées partielles n’intervenant jusqu’ici que comme des
quantités tout & fait quelconques, la solution requise n’est autre que
celle du probleme algébrique qui suit et olt, pour abréger 'éeviture,
je change la notalion, mais ot I'on verra, quand cela sera nécessaire,
sa correspondance avec les formules (4).
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§ III. — Digression algébrique.

10. 1l s’agit de résoudre le systeme d’équations

[ ba Wb + S¢ =A, doa! - + ¢’ =B, A’ U0 - S
(10) { doga+Vb+Cic=A, Aya+V b+ S c'=B;, a2 "=

12

at b 4+ =13 R A S a4 D' 4. "™ o=,

= {J,

ou I'on suppose

S A2 B2 o+ C2 = A2 4 bt 4= 22 =,
(11) A+ B o+ CF = oA+ W) 28 =g

o
S
L AA, + BB, + CC, == Mooy == 1b1th, - S8, == 4,
etol les A, A, ... sont censés donnés, les inconnues élant @, b, ¢, ....

Chaque groupe vertical (10) peut se résoudre isolément, ct, si 'on
adjoint au premier groupe, par exemple, le déterminant

a b ¢
R=1] W v € |,
Ay, S
dont le carré
. 1 A A,
RE=| A g &
A hoogy

est connu, on oblient les trois premiéres équations du Tableau qui
suit, dans lequel R’, R” désignent des déterminants analogues a R, et
ol 'on a posé, pour abréger,

k= ggi— %,

[ /.a = (Aé"l — A1/l)m’lu ~- (A1é’ — A/I‘)"z“l‘ B l{ ( l(!l‘\‘:1 —— 3'“!)1 ),
kb = (Agi—Ath)W 4 (A g — M)y R(Suly = AeBy),
/L'C o= (Aé’l — Al/L) (2] ~- (Aié’ — A/[) @1 ~f= “ (ﬂnnl‘!)i e ‘)lim’lu( ),

g) T ,
(12) ha'=(Bgy— B )b+ (Byg — BA) My - R (S, ~ Sih,),

ka"=(Cg,—C YN - (Cy g — CL) oy 4 R1OBES, — Sithy),




56 . ED. COMBESCURE.
Si 'on multiplie les trois premitres (12) par @'b'c’ ¢t quon les ajoute
ensuite, on obtiendra, i cause des conditions d’orthogonalité,

(Agi— A B (Ayg— AR) B+ RE (WS — Sl ) =0,
ou le dernier terme est visiblement RR’. En remettant pour g, &, /
leurs expressions développées (11), on reconnait que cetle égalité
revient & B -

RR' = (BC, — CB,) (CA;— AC,),
et on trouverait des expressions analogues pour RR”, R'R”. On en
conclut
R=x=(BC,—CB,), W=z (CA,—AC,), R'=z=(AB,— BA,),

les signes se correspondant.

On peut donner aux formules (12) une forme un peu diflférente et
plus condensée. Si I'on remet, dans ces formules, pour g, g, /i leurs
expressions développées (11) et que I'on représente par (AB,) un de-
terminant tel que (AB, — BA,), on obtient ficilement
(121) ka= (B, (AB;) -+ (b Cy) (ACy) == (B (WEL),

d’ol1 'on déduit les autres cosinus par des permutations convenables

des lettres.

11. Jajouterai un mot sur ce calcul algébrique.

Je suppose que les relations (r1) aient licu, sans admettre préala-
blement la triple orthogonalité des directions (abe), (a'b'¢'), («'b'¢"),
mais sous les (rois conditions

ﬂ",l _l__ar2 - a//z.__: 1, b2 -4~ /)/z o /)//2:.‘_ 1, o4 e (,/;¢‘ . (,//;g 1,
Cela étant, si 'on fait
be 4+ bl 4 b ¢" ==, e =a'e - a' e’ =, R S S L P

les équations (10) donneront, dans tous les cas,

AT = At op 2 XED,
}a/\"f v \‘uﬂu:f e ‘.2:\‘!»1517,,

Z‘AAI == }.; nRM)’lo‘ o }.:r( b 2, fn Q'l“)l )./.;

par conséquent, sous les nouvelles conditions (11), on aura nécessai-



SUR LE DEPLACEMENT TANGENTIEL DE DEUX SURFACES RIGIDES. 57

rement :
Iwel=o, I, e, h=o, (e, + b))k =o.
l.e déterminant des coefficients de A, p.,v dans ces équations étant égal
au produit

(WS — b)) (Seloy — AZ) (Rolh; — Vhal,,),

s1 aucun des facteurs n’est nul, on aura nécessairement
A=o, w=o, v =o.

Cela est simplement destiné a constater, a posteriort, la triple orthogo-
nalité des directions (12),1a vérification directe étant assez compliquce.

12. Les cosinus étant calculés par les formules (12), on peut, par
leur moyen, former les composantes de rotation P, Q, R, relatives &
une variable indépendante quelconque ¢. Mais il est préférable généra-
lement de procéder un peu différemament. En différentiant, en effet, la
premiere ligne (10) et ajoutant les équations obtenues, aprés les avoir
multipliées par @, @', a”, on obtient, en ayant égard aux équations (1)
et (2), la premiere du groupe

I oA oB oC
(LY — — e — (= - a == "m0,
R Q=" <“ a TCor T U >
(13) - ~ o 9Ny LW , 0By 06
/ \L)‘l{ —_— (‘ = W‘ —_— <(l ——(—)~2~ = @ '—()—[- 4+« —(j-[_ 9

Les deux premieres fourniront R et Q quand oo aura introduit aux
seconds membres les expressions (12) des cosinus. Les deux suivantes
feront connaitre P, ....

§ IV. — Développement analytique des conditions de contact.
13. Je reviensaux équations (4) du § II. En exprimant, pour chaque
groupe, la condition d’intégrabilité, on obtient

(G— G )(a vl -+ b ry -+ s\ JG a(_)_]’_ 4+
Y\ 0a0B 0203 " 0xdf P\ da 77

— (—)i <a-0——b- —~ . —+ G Q_{f Q_i G da dx A o
dz ) ) ' 0B O o) — ;)-;-()1-,3—1—...)._“0

et deux autres équations analogues.

Ann. de UFEc. Normale. 3° Série. Tome V. — Fivrien 1888. 8
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Ces trois équations, multiplices respectivement par «a, @', a” el en-
suite ajoutées, se transforment, en ayant égard aux formules (1) et (2)
du § 11, dans les trois suivantes :

} )5 2 " s )
*z d(r()z Gy dr . ‘(HQ:—I‘ »(),y{)__“l(//()‘ 4})“

) 05

(G —=G6)5.56 + 93 92 ~ 0= 08
O N Py Rl o PR P
0%z G ds 0G93 G W

G 2 S S T (R )
RN F = R i il i R U (¥ Sl (b3 RUA U R ¥

A pl 9 hed wi )u‘
?y Gy Gy Iy -G <’, Jdx —py (L>—~(}, (,_ (); o :){)) _

Lorsque

ces équations se réduisent &
oG dxr  IG, dx G < dz dv) _

=9 08 N\ T

() 98 92 ~ 9z a8

et les deux analogues.
Enfin, dans le cas de
G=0G,=1,

elles prennent la forme encore plus réduite

(142) <(/lr)z 10y>"'<(l 2 ():) w0
] o Jp "
et les deux analogues.

Ces dernitres équations sont précisément celles qui figurent, avee
une légere dillérence dans Ia notation, 4 la page 71 de I'Ouvrage cité
de M. Darbou.\.

Je vais principalement m'occuper de ce dernier cas, qui est le plus
simple et en méme temps le plus important.

V. — Cas du roulement seul.

14. Femprunte d M. Darboux Ia représentation particuliere des six
composantes de rotation au moyen des formules

dx O ; Dy I)y J: Ja

= A — == e e =T e ;

;” ZE A PR o A

0z 0.r . Jdy 0 v K Js
’/)1_—*-/‘{'}3"‘*‘[/-1;};, () == A- ); +[ ) A= /.013 ~j= %1 {)-x



SUR LE DEPLACEMENT TANGENTIEL DE DEUX SURFACES RIGIDES. 5()

qui vérifient, comme on peut le reconnaitre immédiatement, les trois
équations du premier degré (14,), quelles que soient les indéter-
minées A, ., v,. La signification cinématique de ces indéterminées a
été indiquée dans I’Ouvrage mentionné, et.l’on voit tout de suite
qu'apres leur multiplication par certains facteurs, on peut les assi-
miler a4 des rotations tangentielles dont les rotations introduites
(p-q.7), (p1+q., 1) seraient les résultantes : les composantes normales
a la surface (z, y, z) étant visiblement nulles d’apres ces expres-
sions (15) elles-mémes, ou d’apres la condition initiale du roulement
supposé.

15. Jassocie, de mon coté, aux formules (15) les relations inverses

dx v 03
o PP TP Da - 9P TN Ju - TP T 7
6 L
(16) « dx Jdy 3
;)_,?):_IJIP+[)UI, 53 :—lllp—i—-f/o", 76:—~l',p+,-a-l’

les indéterminées p, 5, o, étant liées aux précédentes par les relations

(1 ) _ A . 1~ P P

7 CPTEES TT Ry TR
qui entrainent, a leur tour,

o~ _— —.p__ —_— ._E__.... T ——— O.‘. {.—-—_
(171) )-——P;z__o_o'l’ P'—p"—cm‘i, (-Lx——rﬂ__o_g_l
et

(W — py) (p*—o5,) = 1.
VI. — Question incidente concernant les indéterminées introduites.

16. Les quantités A, w, @, ou p, o, o, peuvent s’exprimer algé-
briquement au moyen des parametres différentiels du premier ordre
de la surface (S), ainsi que de la grandeur et de I'angle des deux ro-
tations (p, ¢, r) (p.s q,, 1y).

Je poserai généralement

L O y 0z dx
9p? T T 0x 0B’

w=Zp?, o= Zp?, y==Xpp,.
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Cela étant, on aura, par des combinaisons visibles des équations (16),

I = wp* —avps + n0%
m= o p*—20p0+ 07},
Vv =—¢p? 0y poy - 0pT— 00T,

Si, par des combinaisons pareilles des équations (15), on forme le
systeme homologue et que I"on y remplace ensuite A, (x, (1 par les ex-
pressions (17,), on obtiendra un systeme équivalent au premier,
savoir

Aoy = [p* —avpo 4+ mo?,
Aoy = mp*—2vpo -+ lot,
Ao =— v 4+ mps A+ lpo— Voo,

oli, pour abréger, on a posé
A= p?— ooy,

Des combinaisons faciles de ces deux systemes fournissent d’abord

92— 0,

A étant actuellement connu, on peut écrire les deux premicres
équations du premier systeme sous la forme

I — oA = (wgy—20p -+ w0)0,
m—o A= (g —avp -0, 0)7,
en sorle que, 0 étant uneindétermingée, il est permis de poser
o=0({— nA), oy==0(m — m A),
ce qul entraine
' 1
0T = 200 = 0 G == e

0

\

La considération du second systéme conduit pareillement i

loy— avp - mo = — 4

En éliminant p entre ces deux dernieres équations et substituant
ensuite les expressions ci-dessus de , @, en 0, on obtiendra, pouar
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déterminer cette derniére quantité, I'équation

v+ 0A
(wV——l(’)())z-—-o)lA)—}—(c.)iv—mv)(l—wA)::——_‘;z—-
On tirera de trois des dernieres équations les expressions de s,

5,, 0, sans introduction d’autres irrationnelles que A et 0.

VII. — Des deux problémes principaux concernant le roulement seul.

17. Il se présente maintenant deux questions principales et en
quelque sorte réciproques. La premiere consiste & regarder x, y, z
comme des fonctions données de o, 3, et & en déduire toutes les
autres quantités : et d’abord les six composantes de rotation. Ces
composantes connues, on en conclura les cosinus par I’intégration des
différentielles totales (1), et 'on aura enfin X, Y, Z par les quadra-
tures (4). Si*l’on tient & connaitre le mouvement de I'origine, ses
coordonnées seront alors fournies par les formules (5). La seconde
question consiste & se donner les rotations ou, sil’on veut, les cosinus,
en un mot ce que j’appellerai le déplacement angulaire, et a en dé-
duire x, y, s et, par suite, X, Y, Z.

Je nommerai la premiere question probléme I, et la seconde pro-
bléme I1I.

VIII. —— Du probléme I.

18. Les équations (15) donnent

‘ dx dy  dz dy
. . 2 __ — e 2
pri— gpi=(X W’”(agﬁ 02 Ou dﬁ)’

et on observera que, en excluant 'hypothese de A* — pp, égal &
zéro, ainsi que le cas des surfaces cylindriques olt y, par exemple,
serait fonction de , aucun des déterminants (pg, — ¢p,) ne peut étre
nul.

En posant, pour abréger,

03 Jdv Jds dy

A=5208" op ox’

B=..., C=..

les équations fondamentales (3) du § 11, que je fais actuellement in-
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tervenir, pourront s'écrire

()p ()/) 2 L

Ry PRk s e

9 01 _ (5s 1) B
(18) ()ﬁ 0a = ()

En vertu de (15), ces équations reviennent aux suivantes

oA I\ 0 2_)‘\‘ _ !)J;J:\ dx
<0_ﬁ B 7)?> da " (oa 96 ) 8

H Pz ., P (
0003 TRoEE TP e T

(19)

“+ 2A s—7 32— papry) A

et deux autres analogues.
On peut les remplacer par les suivantes

(- 5) 2 (5 ) 25008
2 )2& ()oz ()(Z()(, IJ'Z %'é f())_jfji: T Z z; (())7,1 =0,
o (-5 2EE- (%) 2%

o, O 0z Oy P 3,
272‘ 9508 — z g P"ZA 5 = YRY e (;.y.l)}-‘ A%,

Dans les deux premieres ne figurent que les parametres différentiels
du premier ordre de la surface (zyz) et leurs premieres dérivées. La
troisieme, (uiest finie en A, @, (1, introduit des éléments se rattachant
a la courbure dans un sens général. Dans tous les cas, soit sous la
forme (19), soit sous les formes (20), les seules inconnues qui figurent
dans ces équations sont, d’apres les hypothieses admises, les indéter-

minées A, &, @, de M. Darboux.
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19. Bien qu’il puisse étre avantageux, dans des cas particuliers, de
conserver le systeme simultané (1g9) ou (20), il n’est pas sans intérét,
au moins théorique, de faire voir que I'intégration de I'un ou de
I'autre de ces systemes équivalents peut étre ramenée a celle d’une
équation unique du second ordre, qui présente cette particularité que
les dérivées partielles du second ordre y figurent sous forme linéaire
seulement, tandis que, dans les méthodes parvenues 3 ma connais-
sance, il s'introduit, sauf des cas spéciaux, la quantité (r¢ — s*) (nota-
lions classiques) qui caractérise les équations étudiées par Monge,
Ampere et d’autres géometres. Or ces dernieres équations doivent étre
considérées généralement comme offrant un peu plus de difficulté
d’intégration que les premieres, et je ne sache pas qu’on les ait ré-
duites, dans la présente question, a la forme annoncée.

Pour opérer la réduction, j’observe que, la troisieme équation (20)
pouvant s’écrire

Kp -+ K py+ pp=22—2112,

ou K, K,, Hsont des fonctions données, la substitution

r=v—K,, pi=v;—K,
Jla rameéne 2 ~
v, =22 — o HA+ KK, = (A — %) (A —2y).
Or je dis que la nouvelle substitution

v=0(k—2), v:—é—(l——l,),

ou 0 est une indéterminée, conduira au but proposé.
En effet, les deux premieres équations (20), résolues par rapport
aux parentheses, donnent

o _ e _ IOy
do. - 9B T 7 op  Oda

ou les seconds membres contiennent linéairement A, ., 1,. La substi-
tution précédente les (ransforme dans

ar 02 JA 10X
e ) bl — e
9z "’ B Jo W 0 9a

.
=,

en comprenant dans /; et T, toutes les autres quantités qu’introduit la
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différentiation, particulierement 0 et les dérivées premicres de 0, les-
quelles entrent dans les seconds membres sous forme linéaire. En
multipliant la seconde équation par 0 et Uajoutant ensuite & la pre-
miere, les deux dérivées de A disparaissenl en méme temps. L'équa-
tion résultante :
S O0F =0

contient linéairement les dérivées premitres de 05 7y entre aussi
linéairement et sous forme finie. En tirant de cette équation expres-
sion de A pour la substituer dans une des précédentes, on obtiendra
une équation en 0, linéaire par rapport aux dérivées du second ordre
de cette fonclion, et ol 0 et ses dérivées du premier ordre entreront
sous forme rationnelle.

Les équations (20), qui sont tout & fait générales, subissent des
simplifications : 1° dans le cas ol les courbes (¢y,), (eg) sont orthogo-
nales; 2° lorsqu'on adopte quelques formes réduites, connues, pour
les parametres différenticls du premier ordre; 3° dans le eas surtout
des variables imaginaires symétriques. Mais il me parait inatile d’in-
sister sur ce point pas plus que sur la transformation géomeétrique des
coefticients de la troisieme équation (20). Ventrerai dans plus de de-
tails au sujet du probleme II, qui n’a pas ¢1é, & ma connaissance,
considéré jusqu’ici dans sa généralité. On en trouve quelques (races
particulieres dans le célehre Mémoire de Bour (Journal de 1" Ecole Poly-
technique, XXXIX¢ Cahier), a4 propos des surfaces réciproques.

§ IX. - Du probléme II.

20. On suppose connues les six composantes de rotation et 'on se
propose de trouver la surface (@, y, z) ct, par suite, (X, Y, %).

Les formules (16), § V, donnent, en exprimant les conditions d’in-
tégrabilité,

) NC/EN do  d7) dp dpy o, p
.("“) /)(()@ ()a) F (7); - ()5) + ((),3 + ()2-).0 C0p N PR

et deux autres équations analogues. En posant, pour abréger,

Mo TP — 1y, W =, e ==,
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on déduit de ces trois équations le systeme équivalent
dp  Odgy dp  do\
<—~ )21) +<0“ 5 ) 2P
()/)1 '1 ()/)1 Ip _
+PE])<0 > ()(j ‘712/ D= =0,
0
(22) ( ( £ — Ul)EPPi (aﬁ——g>zp1
) 9 . )
+PEP1< P /)1> ﬂ Py ()pal . 51217: :'){Ji —o,

pZ ”’“(9{)@ 0[)1) 2 w9 0[; Q_IEW% o

olt les inconnues g, o, 5, et leurs dérivées entrent sous forme linéaire
seulement.

21. On peut faire dépendre la détermination de ces trois quantités
de 'intégration d’une équation linéaire, unique, du second ordre. En
effet, les deux premieres (22) déterminent généralement les expres-

sions
()p Jdg; op 0z
()r-’ Do o ()f))
comme des fonctions lmealres de g, =, 5,, et la troisieme (22) est de I

forme
Ko+ K,o,= Hp,

ou K, K,, H sont donnés.
Sil’on pose
c=rkp+ K, oy=rkip— Ku,

u étant unc indéterminée et les quantités £ et £,, également inconnues,
étant assujetties a la condition
kK 4l K, =11,

la substitution dans les expressions précédentes fournira

dp doy __0dp i Jdp

08 0z T 0BT Moa T
o0 s _ 0,0,
de. 0B da " OB

Ann. de I'Ec. Normale. 3* Série. Tome V. — Fivrien 1888.

O
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On voit par 1 que la combinaison
,,( dp_ 0\ (9 . :’3‘)
CERE: Az 0P

. . ()J ()(J oo s
fera disparaitre 2 la fois, au second membre, ;)-g et -y silon prend

/.'/(1':::1,

équation qui, jointe a celle éerite un pew plus hau, détermine com-
pletement £ et &,. On est ainsi conduit & une équation contenant s sous
forme finie et linéaire, et dans laquelle w et ses dérivées du premier
ordre entrent également sous forme linéaire. L'élimination de g entre
cette équation et Pune des précédentes fournira une équation du se-
cond ordre, purement linéaire par rapport i « et & toutes ses dérivées
du premier et du sccond ordre ().

22. 1l est presque inutile de faire observer que, lorsque g, 7, 7,
auront ét¢é déterminés (les cosinus étant d’ailleurs déduits des rota-
tions), les équations (16) donneront @, y, z par des quadratures et
Pon aura ensuite X, Y, Z par d’autres quadratures. It Pon peut remar-
quer, a ce sujet, qu’il ne figurera dans les expressions de @, y, s el
de X, Y, Z Cautres arbitraires que celies qu'introduit Pintégration du
systeme (22). Les deux surfaces associées se distingueront générale-
ment par la nature seule des transcendantes différentes que pourront
amener les (uadratures.

A chaque solution particuliere de 'équation linéaire du second
ordre, dont il a été question au numéro préeédent, correspondra une
couple de surfaces bien déterminées, susceptibles de roulement réei-
proque l'une sur Tautre. Silon savait intégrer généralement cette
équation linéaire quand onadopte la forme la plus générale des rota-
tions (au moyen des formules d’Buler, pav exemple), on aurait toutes
les couples possibles de surlaces & roulement réciproque. Mais, pour
savoir, & I'¢gard d'une surface déterminée (x, y, 5), quelles sont toutes

(1) Cette réduction et celle relative au préeddent probleme m'ont paru présenter agses,

T'intérét pour devenir I'objet d'une brove Communication aux Comptes rencus (5 sop-
tembre 1887).
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les surfaces (X, Y, Z) susceptibles de rouler sur la proposée, il faudrait
assujettir & des conditions spéciales les trois fonctions arbitraires que
les formules dont il s’agit introduisent dans le calcul et, conjointe-
ment, les fonctions arbitraires qu'amene l'intégration de l'équation
linéaire du second ordre. Or, suivant les cas, ceci peut étre plus simple
ou plus compliqué que I'intégration directe de I’équation non linéaire
dont dépend le probleme I. ’

23. Voici une remarque qui n’est pas dépourvue d'importance. Si
I’on connait deux surfaces particulieres (z. y, =), (X, Y, Z) applicables
I'une sur I'autre, on pourra, par les formules du § IlI, en déduire les
cosinus a, b, ¢, ... et, par suite, les rotations (p, ¢, 7), (p,, ¢,, 7). On
sera donc en mesure de construire le systeme (21) ou (22). L’intégra-
tion fournira ensuite les quantités g, o, 5, qui conduiront, ainsi que
cela a été indiqué, a lasérie complete des couples de surfaces a roule-
ment réciproque et répondant au mouvement angulaire donné.

24. A cause de la forme linéaire de Péquation finale aux différen-
tielles partielles, le probleme II doit étre considéré, en général, comme
plus simple que le probleme I. Il offre pour I'intégration heaucoup
plus de latitude que celui-ci et présente des particularités et des faci-
lités qui lui sont propres. Ainsi, par exemple, si p,, ¢,, 7, ne dépendent
que de « ('), les équations (22) ne conticnnent point & en dehors du
signe de dilférentiation. La troisitme équation fournit une expression

de la forme
p=DMog,

et, comme les deux premieres, résolues par rapport aux parenthéses,
donnent, par suite,

op  Jds
;)'B "—-J;/" =N Ty
dp d3
Ja 0_5 =Ny7y,

(*) On peut remarquer que si py, ¢1, 71 sont des fonctions données quelconques do z
et {3, les équations (3), § II, fournissent p, ¢, 7, par Pintégration d’'un systémo lindaire
censé aux différenticlles ordinaires.
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M, N, N, étant des fonctions connues dee, § : Pintroduction de p == Mo,
dans I'avant-dernitre, la transformera dans une ¢quation linéaire du
premier ordre, & la seule inconnue ,. La derniere donnera ensuite =,
par une quadrature.

§ X. — Des rotations imaginaires.

-

25. Supposons que, par rapport h deux variables indépendantes
quelconques &, v, on connaisse, en fonctions de ces dernitres quan-
tités, les rotations

y b g, 0b
I“Zcﬁf’ 1’1-~26;}Z) e

Si 'on substitue & £, n deux nouvelles variables indépendantes =, 3, on
aura visiblement
SR Z
p o= 2‘ ¢z P 9 - 1 Q,ﬁ,

oz o 0z

= P o p Ji oD nx
1= () e T » o -y

5 ) tos

et de méme pour les autres composantes. De la résulte

Co, 02 dE dn ORI
pt= 2o P05y p Vg e XPE
Jdz Jdo do. Jo?

, i3 0f O Ve
vo2.. 957 v S N SUONRNTY
2Pt e P g2 0 NP e L XD
LT o op op T ! l 0 P

y ' , . . . N .
et 'on peut déterminer la substitution de variables par Ia condition,
par exemple, que

E/ﬁ’ =0, E/) HE=NEN

1 s s onle , " . oy " . , v .
Il suffira pour cela d’annuler les seconds membres des équations pré-
Y r 0 1) 4 ) A i ) 46 1 1 1 1 7 ! 1
cédentes et d’en déduire, par Pintégration séparée de deux ¢quations
dl’ﬂerenlmlles du premier ordre, les éléments de la substitution deman-
dée. Ce calcul est tout & fait conforme i ce qui se pratique dans la
théorie des surfaces.
26. Ayant ainsi

si on fait



SUR LE DEPLACEMENT TANGENTIEL DE DEUX SURFACES RIGIDES. 69

on obfiendra, en ayant égard au groupe (3), § I,

Srig=o  Zng=e Zrf=o
Snk=%  Zpl-l

et les deux premieres équations (22) se transformeront dans

. dp  dagv dp  doy¢
(22y) i B

Les trois équations (22) sont actuellement remplacées par (22,) el
'une de ces mémes équations (22).

27. On peut considérer directement les rotations imaginaires. Les
trois équations (3) peuvent alors étre remplacées par les trois équiva-
lentes

ﬁ ()p1 —o, Z ()[)

Pz 21 0B =
o _on_
03 Ou =27 7P

Si I'on pose, 9 et 9, ¢lant deux indéterminées,

p =1irsing, pi1=_irysing,,
¢ = 1ircoso, g1=1r; Cosq,

on obtient aisément, pour les transformées des équations précédentes,

f1roor 9 — 0 ()cp
- =5 == col | +—=
s e ( 2 ) B’
a roor — ¢
(23) JLOn e = ® 99
ry do 2 Oz
ar ar .
08 T 0 = Tisin(ei—9);
A i

a quoi 'on peut joindre la relation

., o — o)
arry sin® J——-f—)—-—‘) =,
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7
1l est bon de noter ces autres relations
o 0 09 NVOPE e 09
dz ! o’ 2-‘ et " Dz’
it 09 o Pt e 0%
(>4) 2oE =T Dom =g

o 0% 9, NI Opy O O,
0z 0p de P oz 0P A P R

28. Le systeme (23) peuat étre considéré en lui-méme; mais, quand
la substitution de variables, ci-dessus mentionnée, a ¢té eflectuée sur
des rotations données (vérifiant, bien entendu, le groupe fondamental
qui leur répond), les équations qui le composent devicnnent nécessai-
rement des identités. Dans tous les cas, si 'on adjoint aux équa-
tions (22,), du n° 26, la troisitme équation (21), on formera le
groupe complet correspondant aux rotations imaginaires, savoir :

dp dg 1 Qv dp 7 1 Jo
et S SR A g It AR
de 03 v Op7’ B dx e da

Q—l— . (2!_1_ -t il .(,)V. — ()/1 (" v ) ar o
op " e ¢ v op oﬁ)q‘} t'dz”'OZ)JI "

qui ne conserve plus de trace des auxiliaires 3 et 5,, et présente une
certaine simplicité relative.

(23)

§ XI. — Remarques sur le déplacement de l'origine.

29. Ce déplacement a ¢té ¢liminé des le début, saul pour ce qui con-
cerne les équations des axes instantanés glissants. Les coordonnées
X Yo, Z, se trouvent, en cffet, jointes par simple soustraction aux
coordonnées X, Y, Z dans les formules de transformation. Il est elair,
cependant, qu’on peut les faire intervenir de diverses maniéres el sui-
vant des conditions convenablement choisies, ainsi que M. Darboux
en a donné de remarquables exemples. Mais il est des cas oit Pon pent
seramencr aux problemes ci-dessus exposés. Supposons, par exemple,
que I'on donne X, Y, Z et X, Y,, Z,; alors, en posant

XI == X — Xu, yll == Y bl Y(H Z’ freaay ',4 e Z",

et considérant comme fixe la surface (x, y, ), et comme mobile Ia



SUR LE DEPLACEMENT TANGENTIEL DE DEUX SURFACES RIGIDES. 71

surface X', Y/, Z', on rentre tout a fait dans les conditions du pro-
bleme I. ,

Je vais considérer maintenant le déplacement avec roulement et glis-
sement combinés. Je m’occuperai spécialement d’un cas particulier qui
conduit, par une voie nouvelle, aux principales formules de la théorie
ordinaire de la déformation des surfaces.

§XII. — Roulement et glissement d'un plan.

30. Supposons que les deux familles de courbes (¢,), (¢g) de la sur-
face mobile (S) soient orthogonales et prenons pour cette surface le
plan xy.On pourra, dans le cas présent, adopter les expressions simples

r=a, ry=25,

de fagon que les axes O,x, O,y soient respectivement paralleles aux
tangentes aux courbes fixes (C,), (Cp) de la surface (). Les équa-
tions (14) fourniront

G e Gir=o oG,
0B R oo

- (}1'1 =0,
("f/l—f—(}ll]:()?
ou G et G, sont censés donnés. On aura ici

- oxz? X2
#=3%, =3

Sil'on tire de la ret r, et

("
Gy =— —ii[) = /p,
G
la substitution de ces expressions dans les équations (3) conduira aun
systeme de trois équations ¢quivalentes aux formules si connues de
M. Codazzi pour le cas ot les courbes (Cy), (Cg) sont orthogonales (*).

(1) Je ferai remarquer, & cette occasion, que les formules (3), et @ fortiori d’autres for-
mules analogues de mon ancien Mémoire ( Lnnales de U Ecole Normale) ne sont pas géné-
ralement, comme celles de M. Codazzi, soumises & la restriction que l'un des axes soit
constamment normal & une méme surface.
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On peut, comme au § VIII, faire dépendre la solution de lintégra-
tion d'une équation unique du second ordre. On connait, en effet, r
et r,, et si, dans la derniere ¢quation (3), on remplace ¢, par fip, cette
équation pourra s’éerire

gpr = hpret- k== L(p - k) (p- - Ky,

k élant une quantité donnée. En désignant par 0 une indéterminée et
faisant

I
P1=0h(p— k), q=75(p—="r)s
la substitution de ces expressions et de celle de ¢, transformera les

deux premitres (3) dans

op ap 1 ap
B — ko =1 0 ap Ja.

]; el F contenant s0ous f(”'lne l'ln(:'ll.”'(‘, el f‘l“'l(ﬁ. Or on a
1
'1‘ e 0 l“‘l

31. Dans le cas des coordonnées imaginaires qui répond aux con-

ditions
Z ox* Z Ot
e T () e ()
da? ! 0p? ’

en supposant toujours z égal a zéro, on peut adopter les exXpressions
IO e (j’ o ('(’Z ‘fj)_
Les relations
~ JX* o dat LS 5 ()X N 0X X )rodr

LY D) Ypcacagy S (g2 Y 02 et
2-! doi? ' z dar’ Z\ J* " 7 z Do A3 G ‘”}-d Az A5
deviennent ici

O 0X2 o OX 2 5 X 0X
ZgE=o Xgm=o Al ¥R a6,

do 0f

o H est censé donné. Les équations (14), apres la substitution des ex-
pressions précédentes de x, y, fournissent

) .0 log(x 1) lwfh,
L e e VR roen f 2l
()l“’ e

G(qu—ipy) = Gy(q + ip).
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On peut poser, A désignant une indéterminée,

g+ ip=20rG, g1— ipy = 200Gy,

La derniere équation (3) devient

1 9?logH
- ﬁ =2 G, p— Gpy) + pp;.

Les deux premieres (3) fournissent généralement la combinaison

(g + ip)

. .y O(gi+1py)
g T inlg i) =

L) — i (g ),

et celle qu’on en déduit par le changement de 7 en — z. Par I’élimina-
tion de ¢ et ¢,, ces équations reviennent a

IOAGE+Gipy) gy 02 IAG—Gp) _ O
dox T g’ op P
En posant
216G —p=Gu, MGy +pr =Gy,
on obtient ainsi le systeme
. 0 0Hu dh  O0Hv _ . 1 0*logll
(26) IIa; — B = o, H;)B — o =9 = ST 0708

Comme on a ici

q—+ip=2IiG2,.
q—ip=12iGu,

si I’on fait
a—+ib =Gk,

q1— ipy =212,

g1+ ipy=121Gy;

a—ib==Gmr,

les équations (1), propres & la détermination des cosinus pourront étre

ramenées aux suivantes

. 0k .0 Hn .Jc -

5o =auc [ —— = 2He, {5 =— H2Z — Hun,
LOHE I .de ] ..
l-—-(-)-B—-_—-2H7\C, l 9B =avc, L(-)-B- o — HXln — HvE;

Ann. de U Fe. Normale, 3*Série. Tome V.— Mans 1888. 10
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¢t 'on aura enfin

oX . oX
IX s R\ o
dz i, op "

et les analogues.

32. Les deux cas qui précident sont les plus usucls. Je suppose
actuellement que les courbes (C,), (Cg) se coupent sous un angle va-
riable quelconque. En prenant

s=o, a=io,B), y=nlap)

£ et v 6tant des fonctions censées connues de o, B, et posant

2SS . 2 2SN M2 AN JON 0X LM cosy:
e 2 e T ¥ e e o L] GO
() ’ J3? ’ v () ) '
a2 06t 922 ot 0i 02 dndn
dar  Jur 777 Azt oot v Dz 05 dxos !
on aura
. L . M
Go=y Gy,
1 f(r
o] -~

ou L, M, v sont supposés donnés. Quant aux quantités &, v, elles sont
assujelties a 'unique condition

Jz 02 L dndn
da I Iz I

dzt  Out oz 05

en sorte que I'une @elles reste arbitraire. Ainsi, par exemple, on peut
prendre
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Dans tous les cas, si, dans les équations (14), onremplace z par zéro,
x et v par £ et 1, on obtient d’abord deux équations qui ne contien-
nent que r et r,, el qui, en isolant ces deux quantités, reviennent aux
suivantes :

~

(G—Gy) %—"—r -+ gg—g — &1 cosvd—‘(;%I + G, g, sinvr=o,

B 0
(G — G,)%i—‘ —~+ &4 COSv z—(' — & %(i—‘ -+ Ggsinvr,=o.

La troisieme équation (14) se réduit d’ailleurs a

on A . on oz )
S(pg—ng)—o(pE—05)="

Ainsi I'on connait » et 7, et 'on a, de plus, une relation linéaire
entre les quatre autres composantes p, p,, ¢, ¢,, relalion que j écrivai

sous la forme
gr==:bp 4 o py -+ b g,

ol I'on peut supposer, si ’on veut, que &, &y, ¥ sont des quantités
données tout a fait quelconques. On aura, d’apres cela,

Pqi— gp1=7bp*~+ o pp + (Vop — pi)q.

En posant
Vo p — py= pa,

le second membre pourra s’écrire

(o -t oy ) p* 4 (g — ooy p) P
ou encore
(Mo =+ oy Ub) p*— py g,
en prenant
Aoy p — g =¢s.

La troisieme équation (3) deviendra, par conséquent,
Pee=hp*+ k="h(p— ko) (p— ky),

ol
= R + Moy Vb
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et ol 4 désigne une quantité censée connue. Si I'on fait, 0 étant une
indéterminée,

pe="10(p— k), ’/2"‘*}3(/’—‘/"1)»

la substitution employée sera finalement

Pr= (ll'-) —-—/lO)l) - /‘/"\) 0;

1 k4
(] = r)\ui——-— -0~ [)+_?)_,
\l'n/.‘,
}.

= <J\-‘1-—- ;7> (W RO) p = oy Il O 4= %

En ne faisant attention qu’aux dérivées de p, on aura

adp Iy ap L Op
L e S (W = 0) e “vey
p O Jap ¢ ") da

dg g, ( 1\ dp \ N hy op
T S ol [N | P T B U e Pp— ) sl PP
M Ou b 0] op o s 1) 0%

par ol I'on voit que l'on ¢limine les deux dérivées de p par simple
. \ . R . , . 1
soustraction, apres avoir multiplié la premiere équation par (.1., )
1
A}

On sera amené, de cette facon, & une équation en 0 de méme nature
que celle dont il a été question au n® 19.

Cela conduit, par un caleul et sous une forme peut-étre plus simple,
a des résultats équivalents aux formules générales de M. Codazzi, for-
mules que j'avais retrouvées un peu différemment dans Ta rédaction
primitive de mon ancien Mémoire, déja cité. Mais la réduction i 1¢-
quation ¢n 0 n’a pas, je crois, 6té signalée jusqu’icl, comme je P'ai déja
fait observer.

XIII. — Réduction du probléme général qui correspond au Probléme I.

33. La question & résoudre est celle-ci : on suppose donnés la sur-
face (=, y, =) ainsi que les coelficients de glissement G et G, et il s’agit
de trouver les autres quantités et spécialement X, Y, Z.

Puisque G et G, sont donnés et qu’il en est de méme de x, y, 5, on
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connait les trois fonctions L, M, V provenant des relations

R Ry
L “—_E 02 = G Z Jo’
_—— oX2 N ox?
. X X AN ox ().:L'.
V=X =005 0

On peut donc, par la théorie de U'application, chercher toutes les sur-
faces (X, Y, Z) qui répondent aux parametres différentiels donnés L2,
M2, V. Une quelconque de ces surfaces étant associée a la surface x, y, =,
on pourra, d’apres le paragraphe III, déterminer les cosinus a, b,c, ...,
et on aura tous les éléments propres & réaliser le mouvement de la
surface (w, y, z) sur la surface adoptée (X, Y, Z), conformément aux
conditions primitives qu’on s’était imposées.

XIV. — Du cas général correspondant au Probléme II.

34. On donne les coefficicnts de glissement G ¢t G,, ainsi que les six
composantes de rotation (ou, si ’on veut, les cosinus), et il s’agit de
déterminer x, y, = et, par suite, X, Y, Z.

La question ainsi posée revient & I'intégration générale des équa-
tions (14), ol p, ¢, r; p,, ¢\, r, sont donnés et ol les inconnues sont
x, y, 5. Malgré la forme linéaire de ces équations, le présent probleme
me parait le plus difficile de ceux rencontrés jusqu’ici.

Dans le cas ol toutes les composantes de rotation sont nulles, les
fonctions se séparent et chacune est déterminée par une équation telle
que

Pz JGdx  0G dx

G— G =——% =0
(G l")()ou)@ 05 dz da 0B O’
qu’on sait intégrer dans quelques cas particuliers. Par exemple, si

G =0, Gi=—q,
on a
A+DB A+ B

) Yy =
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les A, B étant des fonctions arbitraires. La surface associée est, par
suite,
_AB—Ba  AB—Ba A Bl
= AR L ke [ 20
o+ f o~ o+
ol

A =aA + DA, -+ cAy, Bl a3 - OB By,

On peut trouver d’autres cas d'intégration; mais je ne m’arrélera
pas, en ce moment, & des applications, pas plus qu'i diverses transfor-
mations dont les équations (14) sont susceptibles, les transformées ne
m’ayant pas paru présenter généralement des avantages sensibles.



