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SUR LA RÉSOLUTION
DE

L'ÉQUATION AUX DIFFÉRENCES FINIES
G(^4- i ) -G(<)=HCr) ,

PAR M. C. GUICHARD,
MUTIUS DE CONFÉRENCES A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE HENNES.

I N T R O D U C T I O N .

Le but principal de ce travail est de démontrer le théorème suivant :
Étant donnée une/onction entière quelconque H (a?), il existe une autre

fonction entière G(x) vérifiant l'équation aux différences finies

( i ) G ( ^ 4 - i ) — G ( ^ ) = = H ( ^ ) .

On sait trouver cette intégrale finie quand H(^) est un polynôme.
Il était donc naturel de chercher à résoudre la question, en prenant

la somme des intégrales finies des termes du développement en série
dell(^); mais la série ainsi formée n'est pas convergente, quelle que
soit la fonction entière H. Nous avons dû alors chercher une autre me"
îhode. Pour arriver au résultat, nous formons, à l'aide d'une intégrale
définie renfermant un paramètre variable, une fonction qu ia des lignes
de discontinuités et qui vérifie ta relation donnée. En faisant dispa-
raître ces discontinuités, on arrive au résultat cherché.

Les autres questions que nous abordons ensuite ne sont qu'une ap-
plication de ce théorème. Tout d'abord, comme généralisation du pro-
blème ( ï ) vient la résolution de l 'équation

( a ) aoG(^4-^ ) -4 -â î iG(^+^-—i) -+ - . . . -h^G(^) =H(.;r),
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où les a sont des constantes. Cette équat ion a déjà été résolue, dans le
cas où le second membre est nul, par M. Picard (') et par M. Floquet(2),
dans la recherche des propriétés des intégrales uniformes d'une équa-
tion différentielle linéaire à coefficients s implement périodiques.

Puis, au lieu de l'équation (2), on peut considérer le groupe des
d e u x équations

(3)
€IQ G(^ -h n^) 4-^i G[.r-h O —i )œ] -h.. . 4- a^ G(o?) == H (;r),

&c»G(.z- -+- m^) -+- bî G O-l- (m — jOc,/]-4-.. .-4- ^,G(^) = I-ï^.z1).

On i rouve facilement la relation qui doit exister entre les fonctions
ent ières H et H,. Celte relation étant vérifiée, les équat ions (3) n'ad-
mettent , en général , qu^une seule solution entière. 11 y a, en outre, des
solutions méromorplies qu'on obtient en ajoutant à la fonction entière
trouvée les solutions des équations (3) privées de second membre.
Cette dernière question a été traitée par M. Picard (3) et M. Floquet(4) .

Enfin, on ramené facilement au problème (i) la résolution de l'équa-
tion

GC^-i-i) , „ / ,:H(^).
<x( .^ )

Nous terminons cette étude par la résolution des deux équations

G(^^u)
G(^) --"•(•^

G(^-+-^)
-G^T-^ Hl( ̂  ^

Les conditions auxquelles doivent satisfaire H et H, sont un peu com-
pliquées; elles se simplifieraient beaucoup si l'on ne s'astreignait pas
à t rouver une solut ion entière.

M. Appell a traité quelques questions de calcul fonctionnel, ana-
1 o g u e s aux p r é c é d e n te s ( Mathematische A nnalen^ î 8 81 ).

( 1 ) Comptes rendus des s^ancea clé U A cade'm'w défi Science.'! {i^o).
(2) Compter rencliifï et Anncde/: de l'École Normale (1882).
(3 ) Comptes rendus (1880).
(4) Sur lef! équationy différentielles linécures à coefficients doublement périodique.1!

( Àn/icde.^ de l'École Normale, 1884 ).
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1. Etude de la fonction
/ÏB f( ^\ pÏi-TZZn^)^r^,^-

Prenons sur l'axe desy un segment positif AB Çfig. i); soit/'(-s) une
fonction uniforme, continue surAB. L'intégrale

^ f^e^ ,/-" f(z)e^
j ^r^—e^^'

prise le long de l'axe desy, défini t une fonction uniforme II (a?). Cette
fonction est discontinue pour les valeurs de x qu i vérifient l 'équation

^t-KZ __ ^i-KX ̂  Q Ç^ ̂  ̂  ^_ ^ ̂

z é tant un point de AB et n un nombre entier, ce qui donne comme

Fig. î.
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lignes de discontinuité ou coupures de la fonction II une infinité de
segments de droites, parallèles à l'axe des y, passant par les points
dont l'abscisse es tTzet don t les extrémités sont situées sur desparal-
lèles à Taxe des x menées par A e tB .

Si ^ et p sont deux points situés en regard l 'un de l'autre sur les
bords opposés de la coupure AB, p à droite,. À à gauche, on a, à un
infiniment petit près, n()Q-n(p)=/(p);
si a = \ + i, ! • : .na)=ii(^
car tous les éléments de l'intégrale sont égaux.
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Il en résulte que, à des in f in iment petits près, on a
Iï(^)-II(p)=/(p).

2. Limite de F intégrale quand x vient mr AB. *

Cette l imite n'est pas la même quand oc vient sur AB en res tant à
droite on à gauche de la coupure. Je supposerai que x s 'approche de AB
en restant sur le bord droi t . On peut, quel que soit x^ écrire

/^ / ' /-\ ^S/'-TTÏ__ f( y\ ^îiTÎX

"(-)=^^^^

i f(^^( ^ 1 î } d - 1 f w r d z
^ \ei^z-^€îi^ 2in s^^j^^-^J^ r^c'

Les deux premières intégrales représentent des fonctions de ^cont i-
nues sur AB; la troisième a pour valeur

/(^) j,B-.^
2 i'K ''A — X

Quand on supposera droi te de l'axe des y, il faut prendre celle dès
valeurs du logarithme qui est nul le pour x infini . Cette expression a
une l imite quand x vient surAB, sauf aux points A e tB . Il faut prendre
celle des valeurs du logarithme qui est réelle.

3. îîésolution de l'équation

QÇx + î) — G(^) ==H(.r).

Soit H(^) une fonction uniforme entre deux droites A' et B' paral-
lèles à l'axe des x. Je suppose qu'elle n'ait pas de discontinuités sur
l 'axe des y- (S'il en é ta i t autrement, on pourra i t prendre une parallèle
à cet axe.) Je mène deux droites A, B voisines respectivement de A'
etB^ situées entre ces deux droites Çfig. ^)-

Puis je divise l'aire comprise entre A et B en rectangles, en menant
par les points dont l'abscisse est un nombre entier des parallèles à l'axe
des y. Je dirai que deux points de deux rectangles sont correspondants
quand leurs affixes diffèrent d'un nombre entier. Cela posé, je forme
une fonction ayant pour valeur, a l'intérieur du rectangle ABAiB(,
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l'intégrale
/IB' TÏ/'-^/»2^s

T ï - / ^ \ — - / il(^}<?n^.r H(^^
( ' J A - ̂ -^ dz.

/7t.; ,yît7ÎX

365

Je prendrai comme valeur de la fonction sur AB la limite de Finlégrale
quand x vient sur AB du côté droit.

m^ a.
y

^
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•2

A,,

B-̂

^
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Soit M un point du premier rectangle ABA^B, ; marquons ses cor-
respondants M( , Ma, ..., M_, ,M-2, .... Nous prendrons pour valeurs
de la fonction en ces points

E n M i .
En Ma.

ï ï (M)- t -H(M),
n (M)4- I ï (M)+H(Mi ) ,

En M-i.
En M_2.

n (M)~H^M-0,
n ( M ) — H ( M ^ i ) - -H(M-2).

Si l'on se reporte aux propriétés de l'intégrale Il(.r), on voit que la
fonction G(^) que nous venons de former n'a pas de lignes de discon-
tinuité. Elle vérifie évidemment réquation

G(^+i) -G(^)=H(. r ) .

On obtient toutes les autres solutions en a jou tan t à G une fonction uni-
forme entre les droites A et B, et ayant pour période i.

Si la fonction H est uniforme dans tout le plan, on pourra, autant
qu'on le voudra, éloigner les droites A,B de l'axe des x. La fonction G
variera avec la position de ces droites; la méthode suivie ne permet pas
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d'obtenir comme solution une fonction G, uniforme dans tou t le plan.
L'intégrale 11 cesse, en général, d'avoir un sens quand les points A et B
s'éloignent indéf iniment sur l'axe des y. On peut, dans le cas ou H est
holomorphe dans tout le plan, remédier à cet inconvénient en rempla-
çan t l ' intégrale II par d'autres qui jouissent de propriétés analogues.

4. Intégrales qui jouissent de propriétés analogues à celles de II (zr).

Soit ^(-s) une foùction uniforme ayant pour période i, et telle que
—— n'ait pas de discontinuités sur le segment AB de l'axe des y. For-
mons l ' intégrale

n (^ - F -^^^'11^^- ̂111 w ""̂  ^) [e^-e^] a^

Aux poinis ^, p, p., on a, comme pour la fonction U,

d'où

i i ,a)-n,(p)^/(p) ,
IÏ,(7Q==IïiQJ-);

ni (^) -~ i ï i (p )==/ (p) .
On pourra donc, dans la résolution de notre problème, remplacer l'in-
tégrale II par l'intégrale IIi.

5. Cas où la fonction lï (oc') est entière.

Nous allons montrer qu'on peut choisir là fonction entière pério-
dique 4^ ^e t^ll^' sorte qu'elle»ne s 'annule pas sur l'axe desy et que
l'intégrale IL ait une limite quand A et B s'éloignent indéfiniment sur
l'axe des y .

Soit p le module de z. On a évidemment

|H(5) |^o--+-aip -haap12-^. . -â^^P^^ -4- . , . ̂
o

a^ étant positif.
Formons maintenant la fonction périodique

99

^(^)==^a^(e^^s4-<?--2/^to),
, . • • . , . ! - , . Q . ' ' :
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p étant le module (Ton point de l'axe desj; la valeur de ^/en ce point
est

• ' " ^W^^a^Q-^+e2^).
Q

Tous les éléments de cette somme sont positifs et plus grands que les
modules des termes correspondants de H(^).

Nous prendrons alors

^(^) == (e21^ -4- e-^) 4^(^). '

Quand p croît indéfiniment, le module de

ïîj^
H^)

est infiniment petit par rapport aux puissances de -• D'autre part,

^/JL- ï^x reste ^nl q1^111^ 1e point z s'éloigne indéfiniment sur l'axe
des y. Il en résulte que l'intégrale

r^ ïK^e^^ç^)
JA ^E6^"-^"] "

définit une fonction de x quand A et B s'éloignent indéfiniment . Nous
la représenterons par

nr^ r"00 H(^2^^)' ^^(")^-. ^^T^^^77-] •^J-O

L'intégrale a encore une limite quand oc tend vers un point de l'axe
des y. La forme sous laquelle nous l 'avons ob tenue devient il lusoire;
mais on peut toujours partager l'intégrale en deux parties : l 'une en
faisant varier z de A^ à B^ l 'autre en faisant varier z en dehors de ces
l imi tes . On peut faire en sorte que cette dernière soit aussi petite qu'on
le veul. La première a ui)e l imite; il en est donc de même pour II.

On pourra , à l'aide de c-ette fonction II, former, comme dans le cas
précédent, une fonction G; elle sera évidemment holomorphe dans tout
le plan. Ainsi :

Étant donnée une fonction entière H(;r), on pourra trouver une autre
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fonction entière G(^), telle que

^.(^4-i)^.G(^)==H(^).

0/2 obtiendra toutes les autres solutions en ajoutant à celle-ci une fonction
ayant la période r.

ïl est clair qu'on dédui t immédiatement de là la solution de l 'équalion
G ( ^ + Û ) ) ~ G ( ^ ) = = H ( ^ ) .

6. Résolution de F équation

^ G ( ^ + i ) + ^ G ( ^ ) = = H ( ^ ) .

Posons
Cr(;»):=<^y(^),

d^ù
G(^--^•I)===ePeP ; r9(a?+ï).

.f
L'équation devient

e^\ae^ .p(^4-i)-t- &<?(^)] = H(^).

Déterminons p par l 'équation
aêP == — b ;

on a alors
9(^-4-1)— 9(^)==—~e-P a ;H(.T).

On est ramené au cas précédent.

7. Résolution de Inéquation

OQG(^ -4-/i)4-ai G(^-+-/î--i) +...4"a/,G(^)==H(^).

Posons
G(^-+-ï)—'XG(^)=:Gi(.r),

on aura la suite des relations
G(^-4-i) —7vG(^) ==Gi(^),
G(^?+2) — X G ( ^ + i) =:Gi(^-4-ï),
G(^-+-3)—^G(^+2) =Gi(.r+a),
. » . • . . • . . « . . . • . . • . » • • • •1 • • • * . • * • • • • • • •̂  1

G [x -+- 71) — À G (.r •+- •n — r) == G i (.r -4- n — î ) - . . ;
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Mult ip l ions ces équations respectivement par b^^, ^-21 • — » ^u» o11

pourra choisir X et les b de manière à vérifier les relations

^ . --/.^_i=^,
l ^/ î - l—— î.^/î-î = <^/Z-t»

1 ^,-2~-).^_3= ^/,_2,
\I .> ^

j - • • — — — — • • - • • — — -
^ 61 — Uo == ^i,
\ bo r= ^o.

On sera alors ramené à résoudre les deux équations

/:)Q Gi(.r-l- n— i) + &i Gi(.2?4- ^ — 2) 4-. . .4- 6/,_i Gi(.z.') == H(.r),

(2) G(^ + i) — ^ G(^) == Gi (.r).

En r édu i san t successivement, p a r l a méthode ci-dessus, la première de,,
ces deux équations, on sera ramené à n équations successives du type 2,
qu 'on sait résoudre.

Les équations ( î) donnent, pour déterminer X, l 'équation algébrique

(3) F (À) =a/,,4-a/^i ^-l-a/,.-^2-!-- • . -+- a^^o

que nous appellerons éq'nation, caractéristique de l 'équation donnée.
Soit 7^ une racine de celte équation; à cette valeur deX. , , les équa-

lions (i) font correspondre un seul système de valeurs pour les b.
L'équation caractéristique, formée avec les coefficients 6, sera

l^^o7. - }..i

Donc, si X^ X^ ..., \ sont les racines distinctes ou non de l'équa-
tion (3), on pourra résoudre la question proposée à l'aide des n équa-
tions

G(^-+-i) --ÀiG(^) =G,(^),
Gi(^-n) —À^Gi t ^ ) =G2(^),

G^i(^+i )—^G^- i (^)=H(^) .

D'autre pari, si l'on a une solution de la question proposée, on obtiendra
Ann. de V Éc. Norm. 3e Série. Tome IV. — NOVEMBRE 1887. 47
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toutes les autres en y ajoutant l'intégrale générale de l'équation

(4) CÏQ G(^4-n) 4- ai G(^ + ̂  — ï ) -h. ..-l-a/^ G(;r) = o.

Notre méthode permet facilement de trouver cette intégrale; mais
cette question a déjà été résolue par M. Picard (1 ). Je me bornerai donc
à énoncer le résultat qui nous sera utile dans la suite.

Si l'on pose ^=='Xp, l ' intégrale générale sera
Tt

(5) • 2^^^
i

ç» avant pour période i. Cette forme n'est applicable qu'autant que
l'équation en ^ a. ses racines distinctes. Si ^ est une racine multiple
(l'ordre a, il faudra remplacer les a termes correspondants de (5) par

e^ ((po 4- Pi 91 -1- . - -(- Pa~i ?a~i ),

les fonctions ç ayant la période r , les polynômes P < , Pa, « . . , Pa~i é tant
respectivement de degré ï , 2, ..., a — i.

8: Résolution du système

G(^-+-C».)) —G(^)=ï : I (^) ,
G(.%' -+- &)') — G (.7;) =: Hi (^).

On voit tout de suite que les fonctions H et H^ doivent vérifier la
relation
( ï ) HO-4-cy) ~H(^ )=Hi (^+&) )—H(>) .

DWtre part, la fonction cherchée G étant supposée entière, l'intégrale
fQ(x)dx, prise sur le contour du parallélogramme ayant pour som-
mets o, co, o/, co + o)^ est nul le ; ce qui donne une seconde condition

-ïtô /»0)p w /» w

/ ïî(œ)d.xi== lî^sc)d3c.
«/O t/ft

(1 ) Comptes rendes (ï 88ô).
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Nous allons montrer que ces deux conditions nécessaires sont suffi-
santes.

En effet, soit y(<r) une'fonction entière vérifiant la relation

^( . r - t -ût ) )—ç(^) = H(a?).

La fonction GÇx)=^Çx)+^^Çûc)'vén&e la première des deux équat ions
données si ^ admet la période co. Portons cette valeur de G dans la
seconde équat ion; on aura, pour déterminer f^, l 'équation

^(.r-h ex/) "-^o)(^)::::::—- [c?0-+-<x/) — ç(^)]-+-Hi(^).

Pour qu'on puisse déterminer ^ par cette équation, il fau t et il
suffit (0:

i° Que le second membre admet te la période co, ce qui revient à
dire que la relation (i) est vérifiée;

a° Que, dans le développement du second membre par rapport aux
S / TC .r

puissances positives et négatives de<? txï , le terme indépendant de l'ex-
ponentiel le soit n u l .

Supposons que cette seconde condit ion ne soit pas remplie. Soit k
la valeur du terme en question. On pourra trouver une fonction entière
G vérifiant les deux relations

G(^-+-û)) — G ( ^ ) = H ( ^ ) ,
G(A? -+- o/) — G (^) = Hi ( x} — k.

Écrivons maintenant que les deux fonctions H(.r) et H^(^) — isatis-
font à la relation nécessaire (.2), on aura

^Cf»' ^tô^w ^
] ïî.{x}dx= j Hi (^ )<^— k^

Jn ^0

Ainsi k est nul si H et H< vérifient la relation (rs). Il est clair que toutes
les solutions entières s'obtiennent en ajoutant une constante à celle
que nous venons d'obtenir.

( î ) Voir Théorie des poinU singuliers essentiels (Annales de l'École Normale; î883).
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Si, dans les équations données, on augmente G d'un ternie égal à
A^(s), on ne change pas H, mais on augmente H^ d'une constante. On
en conclut: H et PI, é tant des fonctions entières vérifiant la relation (i),
il existe tou jours des soluîions méromorphes des équations

G(.r4-o)) —GO)=:HO),
G(^ 4- o/) - GO -==. Hi (<T).

9» Résolution du système

aG04-&)) -+-^/G(.z ()=:H(.r),
c GO + c../) + ^G (.r) == Hi (.r).

On voit tout de suite que les fonctions H et Hi doivent vérifier la re-
lat ion

( i ) dlî(^) 4" c H.(.r + r./) = Z» Hi(^) + a tl:i(.r 4- G,)).

Si main tenan t on pose

e^ ==— ^, A ( ^ ) := -L H(^),
<?"<? (''?

e^^^^ h^)^^îï^r),

on est ramené à résoudre le système

GO "4- o)) — e^ GO) == AO,
G(^ + o/) _ e^' G(.^) ̂  /^ (.r).

La relation (J) devient

(i) AO 4- &/) — ^^^ A(^) == fh{x 4- ûï) -- e^ h, 0 ;

a et ? sont déterminés respectivement à des multiples près de :Ll— et

de ̂ î de sorte que, si l'on a la relation

,-> an^TT 3/071:a—(3=—— 4- ——»&) &)

7i et A étant entiers, on pourra supposer a == ? ; d a n s le cas contraire,
a et ^ seront distincts.
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i° a = = p . — On ramène au problème précédent par la s u b s t i t u t i o n

G(.T)•==:ey•XQ{.v).

Alors la relation (s) ne sufïït pas pour qu ' i l y ail des intégrales en-
tières; il faut y jo indre la condi t ion

f tx)' /»CO

( 2 ) e-^ h ( x} dx = 1 e-^ h^ (.r) dx.
«- 0 ^O

Si celle relat ion est vérifiée, il y a une inf ini té de s o lu t i ons qu'on ob-
t ient , en ajoutant à l 'une d'elles le terme ke^.

2° a et P sont distincts. — En appelant o(^) une in îégra le par t icu-
lière de la première équa t ion , on devra avoir

G(^)=ç(^+ê^^o(.r),

^ ayant la période co.
Portons cette va leur dans la seconde équation. On aura, pour déîer-

miner ^, l ' équat ion

^(^ + w 1 ) — ̂ -^'^C^) = e-^^'^— 9(^ + &/) -+- e^ (p(^) + Ai «)].

11 faut que le second membre admette la période co, ce qui revient à
dire que la relation (i) est vérifiée.

Cela posé, on pourra déterminer ^ par la méthode des coefficients
indéterminés. En effet, supposons le second membre égal à

-+-^0 2m^r

2^ " •
—— 00

Faisons
^^

^=^^e~^~,
— ao

2 f 'rcoj'
À- == ^P-^^', y == 6^ œ ;

on aura, pour déterminer les 6, les relations

^ ( ̂  — /O = ̂ ^ ^ = ̂ ^7; •
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On ne peut pas avoir q" == k, car alors (3 et a ne seraient pas distincts.
D'autre part, le module de qn— k est toujours plus grand qu'un nombre
fixe. La série formée avec les b est donc convergente. Ainsi il n'y a
qu'une seule solution entière.

Résolution du système

aoGÇx-^rnw} 4-ai G[;x? 4- {n —-i)c.3] -+-...-4-^ GO)==H(^) ,
^oG-(.y+W)-h^G[>-l- ( /^—i)^]^- . . . -4-6^ G (.-r) =:Hi(.r).

Oïl voit que les fonctions H, H^ doivent véritier la relation

boïï^-+- m^) + &iH[^+(m--- i )c»/]-+- . . .-4- ̂  H(^)
; aQÏïi(^ 4" no)) + û?i Iïi[^ 4- ( n — i ) c « ) ] 4-. . .+ûî/^ Hi(^).W

Cela posé, l'intégrale générale de la première équat ion est

G(.^) =: (p (^) ̂  i/^'[^o (^) + ̂  ̂ i (^) -+-...+ ̂ a ̂ a(^),

o étant une solution par t icul ière , e^ une racine de l'équation caracté-
ristique dont l 'ordre de mul t ip l i c i t é est a 4- i ; enfin les fonctions ^
admet ten t la période o,j.

Portons cette valeur de G(*x?) dans la seconde équation, puis faisons
passer dans le second membre les fonct ions ç. Le second membre est

II(^) ==Hi(- :zî)— [^o?(^ -hw-œ') -h bi ç[^4- (m —i)û/-+-. ..-+- ^wy(^)].

Le premier membre est évidemment une intégrale de

ciQ G {ce 4- rzw) 4" ̂ i G[^ •4- (/î — 1)0)] -h. . . -4- a^ GÇ^) = o.

La fonction II doit satisfaire à cette équat ion , ce qui revient à dire
que la relation (i) est vérifiée.

On cherchera à déterminer les fonctions ̂  par identification. Egalons,
en effet, dans les deux membres le coefficient de e^x^; on aura

b^e"1^' ^(^ -+- ̂ ^/) -+- ̂ i^-1^ ^a[<^ + (m—î)^] +...-1--^^ ^a(^) == Xa(^).

y^ ayant aussi la période où.
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Posons
S/n'TCs

Za^)= XA/,<? cû ,Xa(^) =^A/,

^(^)=^B^~

/y ———— / , t O / • ———— ^Ùî'.q — € , A — € ,

on aura, pour déterminer B^ l 'équation

(&o ̂ q^1 4- ôi A-7"-1 ̂ »-i)^ -4-... + ^)B,, == A^.

Si Ay" n'est pas racine,

F^^ôo^-l- &i^«-i-+-. . .4- ^ - = & o ( ^ — " l ) ( " — "2). . . ( ^ ^ — Um);

on pourra déterminer B^.
On aura

A.B,
b^kq^- u,){kqn— ̂ ).. .(ÀYJ»- u^)

Chacun des facteurs du dénominateur a son module plus grand qu'un
nombre fixe. La série formée avec les B est donc convergente.

Si, au contraire, pour certaines valeurs de n, F(A^) s'annule, le
terme correspondant A^ du second membre doit être n u l . On pourra
alors donner à B^. une valeur arbitraire.

Si kq^ annule F(.r), on a

kq^^u^e^',

, ., , / 2/l^'TC/
UûO === Au.)-4-——————-4-2^U7T,
' OJ

ini^ aw^TT
u — À == ——— -h ——,— ?1 &) (0'

€ est-à-dire qu'entre deux racines u et p des équations

/( P) == ŒQ (^ + ai Vn-l 4~. . . -h ̂  == 0,

F(^) = ̂ o^7"^-^^"--1^. . .4- ^==0
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(^)

C. GIÎÏCHARD.

loge __ log^
G) &/

en choisissant convenablement la dé te rmina t ion des logarithmes.
^a é tant déterminé, on pourra ensuite déterminera^ par la même

méthode. Nous pouvons donc énoncer le résultat su ivan t :
i° Si a u c u n e des racines des équat ions caractérist iques ne satisfait

à la relat ion (2), le problème proposé a d m e t une so lu t ion entière et
une seule.

2° Dans le cas coniraire, il faut que les fonct ions H et H i , o u t r e
la relation ( î ) , vérifient d'autres re la t ions , telles que A ^ = = o . Si ces
condi t ions sont réalisées, il y a une i n f i n i t é de solutions entières.

, 1 . Solution de l'équation

llïL±LL>
g ( x )

h(x^

Cherchons d 'ahord quel doi t , ê t re l 'ordre de hÇx) aux points a -+- n
(n va r i an t de —co à 4-ce; nous dirons, pour s impli f ier , des points
congrus à a). Soit [Mn l 'ordre de g ( ^ ) au point a 4- n\ l 'ordre de h sera

î^== p^.»i— p.,,,.

À é t an t ent ier , v,t est nul ou positif. Ainsi p^ ne croît pas avec n; il ne
peut pas devenir néga t i f : donc, pour des valeurs de n suffisamment
grandes, p^ reste fixe, ^ est alors nul . Ainsi , parmi les zéros de hÇx)
qui sont congrus à a, il y en a un nombre l imité à dro i te du point a.

Je vais démontrer que, si cette cond i t ion est r empl i e , on pçut ré-
soudre l ' équa t ion .

En effet, parmi les zéros de x q u i sont congrus à a, prenons celui
q u i est le p lus en avant vers la droite. Désignons-le par a. Prenons
pour ordre de gÇx) en a === o. L'ordre delà fonct ion^* aux autres points
de la suite a + n sera déterminé si l 'on connaî t l 'ordre de h en ces
points par l 'équation

. , ' ' , . _ ^ v.^ ^-.i— p^.
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Par cette méthode, à chaque système de zéros congrus (À) de A, nous
faisons correspondre un système (A) de zéros de g.

Cela posé, soient (a), (5), (c), ... les systèmes incongrus de zéros
de A. Formons les systèmes (A), (B), (C), .... Les points de ces sys-
tèmes forment un ensemble ayant comme seul point limite le point =o.
On peut donc former-une fonction/^ .s) ayant pour zéros les points de
(A), (B), (C), .... Le quotient x 4" a pour zéros les points de (a),
(6), (c), . . , . Donc

-^y=k(^)^e^.

Soit ma in tenan t 9 une fonction entière vérifiant la relation

©(.y 4- i) — 9 (.2?) ==— 4'(^)-

Le produit
r^x}-=eW x.f{x)

est u n e solution de la question,
On obtiendra toutes, les autres en mul t ip l iant TC par une fonction en-

tière ayant pour période i.
On résout de la même façon Inéquat ion

^^=k^
ê'^)

12» Résolution du système

g { ^ )
g(œ^^') __
—^——-^)-

Les fondions À et h^ doivent; être telles qu'on puisse intégrer sépa-
rément chacune des équations

De plus, elles doivent vérifier la relation

h[oc -h-o^) ___ Ai (^4- go)
( ï ) h^') ^ h^)
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Enfin l ' intégrale f ^-^ doc prise le long du paral lé logramme
(oc , SÛQ -4- co, OCQ -+- o/, oc^ -h (jû -+- o/) do i t être égale à S/ITCI, n n'étant
pas négatif si l 'on donne à ODCJO' la d i spos i t ion ordinaire . Cette intégrale
est

r^^h^x) , r""^/^),/ ^ \ 1 v—L dx -~ i ———- dx.
{ J^ h^^ -4., /^l(^)

En ver tu de la re la t ion (i), cette différence est un multiple de anr.
Mais il faut , de p lus , que ce m u l t i p l i c a t e u r soit positif. ,

Si ces condit ions sont remplies, le problème est possible, pourvu que
le m u l t i p l i c a t e u r ne soit pas nu l .

En effet, soit ^(^) une so lu t ion (convenablement choisie) de la pre-
mière équation. On devra avoir

,^(^) =7r(^) ^(o(^).

On déterminera ^ par la condi t ion

4^ ( œ -^ (f)l ) — /, ^ .r •} x _^^l— .___———————————-————————— ———— /(»,. 1 ^ 1 ^M^ •——————————•—————————-

r^(^) l v / ^(.r^O)7)

Eîi vertu de la relation ( ï ) , le second membre a d m e t la période co. On
peu t conclure qu ' i l est entier. En effet, si a est un zéro de À(.r), la
fonction Tr(^) n 'admet comme zéros congrus à a par rapport à œ que
ceux qui sont compris dans la série a — p ^ , p étant positif; ^(a? -h co')
a donc des zéros dont l 'affixe est a -- oY — p^ sans avoir tous ceux qui
sont compris dans cette formule. Ces zéros doivent donc se trouver au
numérateur, car sans cela le second membre ne serait pas périodique.

On est donc ramené à la question suivante : Étant donnée une fonc-
tion (D Çoc} admettant la période o>, trouver une autre fonction périodique ' ^ ,
telle que l'on ait

^(^•+ a/)
—————-——-——— —— Q3 (^.Z ;.

^(^)

On pourra, par la méthode du numéro précédent, calculer apriori
l'ordre minimum de ^ en chaque point. Il est possible de former une
fonction périodique F ayant en chaque point un ordre égal à celui que
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nous venons de déterminer. Elle vérifiera la relation

F^H-û/)
-^^——=o,(^)^.

e^ admettant la période (o, on doit avoir

„ aazTTA' ,. . ./(û?)=———-h/i(.r),
Cu

/i a y a n t la période oo.
On pourra donc trouver une fonction (x(.r), admettant la période œ,

telle que l'on ait
[j-Çx + w') — ^.(^) =/i (.a?) — A,

A étant une constante.
Le produi t

^{.T)=-ï^(x)eW

vérifie la relation
» / f^ ÏiXTttX^(^+, / )___ _^——A

4^) -^^^

La fonction entière
^(^)==i - (^ )^ i (^ )

satisfait aux deux équations

^+0))

^(rr; K / î

^(^^)„,(,^-la^-
-^-ï——-"1^^

La construction de ̂  (x) montre qu'on peut choisir un parallélo-
gramme (.ro, XQ + co, .x*o + co', ^o "̂  a> -+-ûl)') a I^intérieur duquel il n'y
a pas de zéros de g\(^)' En écrivant cette condition, on trouve

r^^h'fx} , r^^h'^^) ,
2î?ra==/ ———dx—^ i . . d s c .J^ ^W J^ ^ i(^)

Donc, en vertu de la relation (2), a est positif. En prenant le p rodu i t
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de a fonctions 0 convenablement choisies, on formera un produit A(.r)
satisfaisant aux équations

1 ( X + ûû ) _
——^^——_I,

., / ,., 2 air /' .r ,
^-t-^) ^ -———"A

Â(.T)

La solution de la question sera alors

^(,a?)=^(^)A(.r).

Cest évicleîTiœent la seule.


