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ETUDE DES SURFACES

QUL ADMETTENT

TOUS LES PLANS DE SYMETRIE

D’UN POLYEDRE REGULIER (Y,

Par M. Ebp. GOURSAT,

MAITRE DE CONFERENCES A L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

Ce Mémoire est consacré a I'étude générale des surfaces qui admet-
tent tous les plans de symétrie d’un des polyedres réguliers, et plus
particulierement a I'étude de celles de ces surfaces qui sont en méme
temps des surfaces minima. 11 est divisé en trois Parties. Dansla pre-
miere Partie, je recherche d’abord les équations générales propres &
représenter en coordonnées cartésiennes toutes les surfaces ayant la
symétrie demandée: ces équationssont obtenues par ’application d’un
procédé uniforme, qui n’exige que des calculs tout a fait élémentaires.
Vient ensuite une étude sommaire des surfaces du troisieme ordre ad-
meftant les plans de symétrie du tétraedre régulier et des surfaces du
quatrieme ordre admettant les plans de symétrie du tétraedre et de
I'octaedre. Cette étude est faite surtout au point de vue dunombre des
points singuliers. Ce nombre, qui est nul pour la surface générale du
quatrieme ordre ayant les symétries demandées, peut atteindre sa
valeur maximum 16 pour certaines de ces surfaces et peut prendre,
sauf deux exceptions, toutes les valeurs inférieures. On rencontre, en

(') Nous sommes heurcux de pouvoir offrir & nos lecteurs ce remarquable Mémoire,
qui ne différe que par la rédaction de celui auquel 'Académie des Sciences, dans sa séance
publique de 1886, a accordé le Grand prix des Sciences mathenatiques, sur le Rapport de
notre éminent Confrére, M. Halphen. (Voir Comptes rendus, t. CllI, p. 1302.) G. D.
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particulier, un faisceau remarquable de surfaces de Kummer, déja ob-
tenu par M. Kummer lui-méme en 1866. Ces surfaces jouissent d’une
propriété curieuse qui les distingue nettement de la surface générale
a seize pointssinguliers. Je signale aussi quelques surfaces remarqua-
bles du sixieme ordre admettant tous les plans de symétrie de I'ico-
saédre.

La seconde Partie est consacrée 2 une recherche toute différente. Je
me suis proposé de trouver des formules générales, représentant toutes
les surfaces minima qui ont les symétries d’'un polyedre régulier. Les
équations générales de M. Weierstrass et de M. Sophus Lie, qui donnent
toutes les surfaces minima, rapprochées des belles recherches de
M. Klein sur les formes binaires qui se reproduisent par des substitu-
tions linéaires, permettent de résoudre ce probleme. Dans les applica-
tions, il y a lieu d’employer de préférence les formules de M. Sophus
Lie ou celles de M. Weierstrass suivant qu’il s’agit de surfaces algébri-
ques ou transcendantes. Le développement de ces recherches conduit
a distinguer deux especes de symétrie; avec les méthodes de M. Lie,
cette distinction est susceptible d’une interprétation géométrique inté-
ressante, qui en montre bien la nécessité. Parmi les surfaces obtenues,
je signalerai en particulicr une surface double de zreiziéme classe, ad-
mettant tous les plans de symétrie du tétragdre.

La troisitme Partie contient plusieurs recherches distinctes. Reve-
nant a la théorie générale, je donne d’abord les équations générales
des surfaces qui admettent tous les plans de symétrie d’'un polyedre
régulier dans le systeme de représentation sphérique de Gauss. C'est
surtout afin de mettre en évidence les différentes especes de symétrie
que j’ai repris la question a ce point de vue général. Je m’occupe en-
suite d’'une extension de ces recherches i 1'espace & n dimensions et
des applications que I'on peul en faire a 'espace & trois dimensions.

Ne pouvant citer & chaque instant les travaux qui m’ont été utiles,
je donnerai ici la liste des plus importants :

Kunmer. — Ueber besondere Arten von Flichen vierten Grades (Monatsbe-
richte. Berlin, 1872).

Kiewx. — Différents Mémoires dans les tomes XII et XIII des Mathematische
Annalen et son récent OUVl‘é/lge, Vorlesungen iiber das lkosaeder.
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Sopnus Lie. — Beitriige zur Theorie der Minimalfliichen (Mathematische An-
nalen, Bd. XIV et XV).

Scuwarz. — Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflichen. (Journal de
Borchardt,t.80). Forgesetzte Untersuchungen iiber specielle Minimalflichen
(Monatsberichte, Berlin, 1872).

Darsoux. — Mémoire sur la théorie des coordonnées curvilignes et des sys-
témes orthogonaux. (Anrnales de U'Ecole Normale supérieure, 2° série,
t. VIIL, 1858).

PREMIERE PARTIE.

1. Soient Ox, Oy, Oz trois axes de coordonnées rectangulaires,
ax + By + vz = o I’équation d’un plan P passant par I'origine, on
a, (b, v vérifient la condition

o 4 B2 yi=1.

Etant donné un point M de coordonnées x, y, s, le point M,, symé-
trique du point M par rapport au plan P, aura pour coordonnées

a2y =x—2a(ax +Py-+y3),
n=y —2p(az+By—+7y5),
sy=35 —2y(az+ Py -+ y3).

Cela posé, soit _
F(z, y,s)=0 .

Péquation d’une surface S admettant le plan P pour plan de symétrie,
et supposons que F soit une fonction entiere ou, plus généralement,
une fonclion uniforme de x, y, z. 1l faudra évidemment que I'on ait
identiquement
‘ "z —20(ax + By +7y3),
(1) Fly—2B(ax+ By +7y3), | =kF(2, ¥, 5),

s —ay(ax+py+y5)

k désignant un facteur constant. Changeons dans cette équation, y, s
Ann. de I’Ec. Normale. 3° Série. Tome IV. — Juix 1887. 21
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enx,, y,, 5, respectivement; on aura aussi

z—oa(ax+ By -+v5),
F(z, y, s5)=kF| y —2B(ax+ Ly +yz), | =FF(z, y, 3),
3 —ay(ax—+By+vys)
et par suite £*=1.

Sil'on supposait £= — 1, pour tout point de coordonnéesa, b, ¢ pris
dans le plan de symétrie, on aurait F(a, b, ¢) =o et le plan P
lui-méme devrait faire partie de la surface. Si 'on écarte ce cas singu-
lier, on voit que la condition nécessaire et suffisante pour que la
surface F(z,y, 5) = o admette le plan P pour plan de symétrie est
exprimée par la relation (1) ou I'on fait £ =1. En d’autres termes, la
fonction F(x, y, ) doit sereproduire identiquement quand on effectue
sur les variables la substitution linéaire 2 : )

@3 x—20a(ex+ By +75),
2y y—2B(ax+Py-+7y2),
(z; z—2y(az 4By +y5)-

Si F(«, y, =) est une fonction rationnelle entiere, chaque groupe
homogene de termes jouira de la méme propriété.

Au point de vue de la symétrie, les polyedres réguliersse partagent
en trois groupes : 1° le tétraédre; 2° le cube et 'octaedre; 3° le dodé-
catdre et I'icosaedre. A ces trois types, il suffit de joindre la pyramide
réguliere ct la double pyramide pour avoir tous les types de corps ad-
melttant un nombre fini de plans de symétrie. Nous allons examiner
successivement chacun de ces cas. Je dirai, pour abréger, qu’une sur-
face a la symétrie d'un polyedre régulier, lorsqu’elle admet tous les
plans de symétrie de ce polyedre.

2. DousLE pyraMibE. — Prenons pour plan des zy le plan de la base
commune, pour origine le centre du cercle circonscrit et pour plan des
xs un des plans de symétrie. Supposons que la base soit un polygone
régulier de m cdtés; lesm + 1 plans de symétric seront donnés parles
égualions '

kr
5:=o0, y=ztang —» (k=o0, 1,2, ..., m—1).
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Pour qu’une surface admette ces m + 1 plans de symétrie, il suffit
évidemment qu’elle soit symétrique par rapport aux plans des xy et
des az, et qu’elle revienne coincider avec elle-méme par une rotation

2T . , .
de — autour de I'axe des =. Si Uéqualion de cette surface est
F(z, v, 3)=o,
on aura les trois conditions

F(z,y, —z)=TF(x, », 2),

F('T’ i) :‘) = F(‘l" Y 3),
F(zcos’™ — ysin2l, zsin 22 + ycos 25, 5 =F(x, ¥, 3);
m m m Y w0 %) =Y S0

posons

et

Les relations ci-dessus peuvent étre remplacées par les suivantes:

FT(sy S0y 5) = 5 (50, 8, 5),
(2) F(s, 500 — %) ‘:j(s, 5:09 3),
T (seni, soe=%) = T (s, 8y, 5),
olt
2T
=27

On apercoit immédiatement trois fonctions répondanti la question :
== 32, ¢ == 8o, (p— g - S:," ;

inversement, toute fonction uniforme (s, s,. =) vérifiant les relations
(2) est une simple fonction de u, ¢, w. En effet, 4 tout systeme de va-
leurs de u, ¢, v correspondent pour sz,-s, s,, 4m systemes de valeurs;
ces 4m systemes de valeurs fournissent 47 points de I'espace qui se
déduisent tous de I'un d’eux parlaloi de symétrie. D’apreslesrelations
(2), la fonction (s, s,, ) reprend la méme valeur en ces 47 points;
5 est donc une fonction uniforme de u, ¢, w. €. Q. F. D.
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Ainsi, I’équation générale des surfaces qui ont la symétrie de la double
pyramude est de la forme

7

(3) F(32, 580, ™+ sP) = 0,

7 désignant une fonction uniforme. On démontrerait de méme que
(4) § (s, 850, s™457') =0

est I’dquation générale des surfaces qui ont la symétrie de la pyramude
réguliere dont la base est un polygone régulier de m cdtes.

3. Cusk ET ocTAkDRE. — Le cube et 'octaedre régulier admettent neuf
plans de symétrie, dont trois paralleles aux faces du cube et les six
autres passant par deux arétes opposées. Ces deux solides admettent
en outre trois axes de symétrie quaternaire passant par les sommets
de I'octaddre, quatre axes de symétrie ternaire passant par les som-
mets du cube et six axes de symétrie binaire passant par les milieux des
arétes des deux solides.

Fig. r.
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Prenons pour plans de coordonnées les trois plans paralleles aux
faces du cube, menés par le centre (fig. 1); les neuf plans de symétrie
seront représentés par les équations

2 =0, y=o, F=o, xEy=o, y=Esz=o, s=xr=o.
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Des substitutions linéaires correspondantes on déduit un groupe
d’ordre fini, formé par les quarante-huit substitutions linéaires ci-
dessous :

—&HYy 5 &) E ), —3 — & )3 — 8 ) =3 Xy =), — 5 —X, — ). — 5
—N s )y 2 Yy, =5 ), &3 —), e, —35 ), —%, — 3 —), —&, — 32
= 5H)NE, 5 & 5 ), — 5 =), — ), = 3, =), =2, — 3 —), &,
T 5 Y, Ty o)y X 5 ), 8 — ), — &% =), &, —3 —), —& —3—),
T5HELY, 5 XY, 5L, ), T3 XY, — 5%, —), 3 —&—), —3 =& ).

=5 ), — & &

A un point (x, y, z) de I'espace correspondent donc quarante-huit
points par laloi de symétrie, y compris ce point lui-méme, sauf si ce
point est dans un des plans de symétrie. Les coordonnées de ces qua-
rante-huit points sont données parle tableau précédent.

Soit F(x, y, z) = o 'équation d’une surface possédant la symétrie
du cube, et supposons que la fonction F(z, y, z) soit uniforme. D’a-
prés ce que nous avons vu plus haut, la fonction F devra se reproduire
par les quarante-huit substitutions linéaires du groupe précédent. On
apercoit sur-le-champ trois fonctions satisfaisant a cette condition :

=2+ y*+ 3 v =yt 4 yrst - 5ia?, w=a?y?s%;

de plus, F(x,y, z) doit étre une fonction uniforme de u, ¢, w. En
effet, & un systeme de valeurs de «, ¢, w correspondent quarante-huit
systemes de valeurs de @, y, 5, qui se déduisent de I’'un d’eux par les
substitutions écrites plus haut. Donc & un systeme de valeurs de «, ¢, w
ne correspond qu’une valeur de F. L’équation géncrale des surfaces pos-
sédant la symétrie du cube sera par conséquent de la forme

(5) F(a? 4 y2 4 52, 222 + 252 -+ 222, 22y?5%) =o.

Toutes les surfaces algébriques sont d’ordre pair et les surfaces les
plus simples aprés la sphere sont les surfaces du quatrieme ordre :

A(zryr+ yrat + 2x?) + B(2+ y2 + 52 + G(2* + y* + 5°) + D =o.

4. Tirratpre. — Le tétraédre régulier posséde six plans de symétrie
dont chacun passe par une aréte, quatre axes de symétrie ternaire pas-

Yy By =&, —)y— 3 & —)y 3 —& )y, —%—& —).—3
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sant par les sommets, trois axes de symétrie binaire passant par les
milieux des arétes. Prenons le tétraédre dans la position ACEG (fig. 1);
les six plans de symétrie seront donnés par les équations

xrzy=o, yEZsz=o, sdax =—o.

Les substitutions linéaires correspondantes donnent naissance a un
groupe d’ordre fini de vingt-quatre substitutions, formé par la moitié
des substitutions du cube :

£y ‘y, 5, — X, —-)/’ 3, -_— T, ."}’, —_ 5, X'y —y, -_3,
Yy &y By Yy — Xy 5, — Y, Xy, —F, Y, — X, — 5,
z, J', z, — 3, —J’, @z, — 5, ,,7’9"—‘1" S, —9'7—"1':
Sy Xy )Y, —8y, — Xy Y, —8, Zy—3), F —Xy—),
Ly 5y Yy —=Xy — 8y Y, —Xy,5, ), T —I —),
YRy Xy —Y, — R, Xy — ), 5, —X, Y, — I —I.

On est conduit, comme tout & ’heure, & rechercher les fonctions
uniformes F(x, y, z) qui se reproduisent par les substitutions de ce
groupe. On a d’abord les trois fonctions

w=x+y?+4 3%, == 2y 4 y2z5? 4 5ta?, W= )3,

et]’on démontre comme plus haut que toute fonction F(z, y, 5) répon-
dant & la question est une fonction uniforme de «, ¢, w.

Ainsi, 'équation générale des surfaces possédant la syméirie du té-
traédre est de la forme

(6) F(2* 4y + 3%, 22yt -+ y 3%+ 32 2%, zys) == o.

Apres la sphere, les surfaces algébriques les plus simples sont les
surfaces du troisieme ordre représentées par I’équation

Azyz +B(x*+y?+52) + C=o.

2. lcosaiore ET DODECAEDRE. — Le dodécaedre et I'icosagdre régulier
associés sont placés de telle sorte que les sommets de I’'un correspon-
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dent aux centres des faces de 'autre. Ces deux solides admettent quinze
plans de symétrie, six axes de symétrie d’ordre 5, dix axes de symétrie
ternaire et quinze axes de symétrie binaire. Prenons pour origine le
centre de la sphere circonscrite & I'icosaédre, pour axe des =z un rayon
aboutissant & un sommet de I'icosagdre et pour plan des #z un plan
perpendiculaire & I'une des faces qui aboutissent & ce sommet (fig. 2 ).

Ainsi, dans la figure ci-dessous, le plan des xz contient I'aréte NJ,
et la hauteur NM de la face NJ,J;. Les quinze plans de symétrie de I'i-
cosagdre décomposent la sphere circonscrite en cent vingt triangles

sphériques, alternativement égaux et symétriques. Imaginons que nous
ayons obtenu les équations de ces quinze plans; les substitutions
linéaires quileur correspondent donnent naissance a un groupe d’ordre
fini de cent vingt substitulions linéaires, et nous sommes encore con-
duits a rechercher les fonctions uniformes F(x, y, =) qui se reprodui-
sent quand on effectue sur les variables une quelconque de ces cent
vingt substitutions. Il n’est point nécessaire pour cela de former le
tableau de ces substitutions; procédant comme nous I'avons déja fait
pour les autres polyedres réguliers, nous allons chercher trois solutions
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particulieres du probleme. On a tout d’abord la solution évidente
P =22+ »*+ 3%

on en obtient deux autres de la maniere suivante. Imaginons que par
Porigine on méne des plans paralleles aux faces du dodécaedre régu-
lier; on obtient ainsi une surface du sixieme degré qui admet tous
les plans de symétrie du dodécaedre et dont ne fait partie aucun de
ces plans de symétrie. Soit Q = o I’équation du systeme de ces six
plans; Q est un polynome homogene du sixieme degré qui, d’apres le
n° 1, doit se reproduire parles cent vingt substitutions du groupe de
I’icosaedre. De méme, en menant par 'origine des plans paralleles aux
faces de I'icosaedre, on obtient une surface du dixieme degré répon-
dant & la question. Soit R = o I’équation de cette surface; R est un po-
lynome homogene du dixieme degré qui se reproduit par les cent vingt
substitutions du groupe.

Cela posé, je dis que toute fonction uniforme F(x,y, z), qui ne
change pas quand on fait subir aux variables «, y, = une queleconque
de ces cent vingt substitutions linéaires, est une fonction uniforme de
P, Q, R. En effet, soient

P—=a, Q=25, R=y;

o, 3, v étant donnés, il y a pour 2, y, 5 cent vingt systemes de valeurs
correspondantes, puisque P, Q, R sont respectivement du second, du
sixieme et du dixieme degré. Ces cent vingt systemes se déduisent
d’un seul d’entre eux par les cent vingt substitutions du groupe de
'icosaédre. Donc aux valeurs «, 3, v ne correspond pour F(z, 7, 5)
qu’une valeur unique, c’est-a-dire que F est une fonction uniforme de
P, Q, R.

Il ne nous reste plus qu’a calculer les deux polynomes Q et R. Deux
des faces du dodécaedre sont paralleles au plan des xy et deux autres
perpendiculaires au plan des xs. L’angle I de deux faces adjacentes est
donné parla formule de Géométrie élémentaire

cos %

.1 3

sin== 5
2

. T
Sin =
3]
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B s T . .
remplacons cos g et sin 5 par leurs valeurs, il vient

! 2
SlllT: - —
2 Vio—a\5
On a ensuile
1 53— I L4135
COS — — %\——~__, lang-- = L——,
2 / = 2 9
Vio—2y/5 2
I
Qtﬂng:
tangl = -_.__—“-i = —a.
I — tang-;

Le plan mené par I’origine parallelement aux deux faces du dodécatdre,
qui sont perpendiculaires au plan des xz, aura donec pour équation
5 =22 ou, ce qui revient au méme,

S=35 4+ S,
en posant
s=wx 41y, Sp=ax — Iy

Les autres plans paralleles aux faces du dodécaedre s’obtiendront en

. .o y am 47 67 8w ,
faisant tourner celui-ci autour de Oz de —-» %’- » = = et leurs équa-

tions seront respectivement
5=z e%s %Sy,  s==es 4 ey, 5= s ey, 5 ==t - ey,

ou

Apres quelques réductions faciles, on trouve pour équation du systeme
de ces six plans

(7) Q = 55— bssyst+ 58?5252 — (s5+-s§)s=o.

Pour trouver R, j’abaisse de I'origine la perpendiculaire OM sur le
centre de la face NJ,J; et jejoins le point O au milieu P de I'aréte NJ;.
Le triedre ONMP découpe sur la sphere circonscrite un triangle sphé-
3

Ann, de U c. Normale. 3¢ Série. Tome IV. — Jurx 1887. 22

. T ' .
rigue dont les angles ont pour valeurs ~» 3, =+ La formule de résolu-
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tion des triangles sphériques rectangles
cosa =cotB cotC

nous donne ici
T
cos(MON) = cot colz;

or
. =
T L T 1-+\5
coly = —=> cot = = -
5B > Vio—ay3
On en tire
/5 » .
cosMON= 2= V5 pyon= 2051
V3 \/’0““"\/'3 5\/xo——z\/3
/
tangM()N = -_.;__
\/r

Le plan mené par Porigine parallélement a la face NJ,J; aura donc
pour équation

posons encore
=+ Ly, sy=.r—1iy el U==— ———3,
I’équation de ce plan pourra s’écrire
U =35 - 8.
Les qualrc plans que Pon déduit de celui-la par des rotations succes-

sives de T autour de I'origine auront respeclivement pour équations

== e%s 4 e~%s,, w==ehs e wI—eMts 4 e %y,  w=e'%*s + ets,,
et 'ensemble de ces cing plans sera représenté par I’équation
W — 355yt + 525t u — (s°+ s}) = o.

3 —/3"
On trouve par un calcul analogue que, en posant v = ——( 2Ve )~,

Iensemble des cing plans paralleles aux autres faces de llLObaédm
aura pour équation

08 — 5885 0° + 552520 — (8 + 8§) = 0.
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Faisons le produit; il vient, aprés quelques simplifications faciles,

{ — =10___ 3% co ~8 202 - Mook ok 2 = o3 o8 =l
(8) \ R=x u 35885558 4 2605252 30+ 25 s st P —1555%s) 3
[ —+ (87 55) (12357 — 9oss, 58 -+ 155752 5) + (s' 453 )2=o.
pl . L v . s r '
En définitive, ’équation générale des surfaces admeitant tous les plans
de symétrie de ['icosaédre est de la_forme

(9) F(P,Q,R)=o,

P, Q, R désignant les polyndmes trousés plus haut.

On peut remarquer que, dans P, Q, R, tous les coefficients sont des
nombres entiers. Toutes les surfaces algébriques sont de degré pair, et
les surfaces les plus simples, aprés la sphere, sont les surfaces du
sixieme degré

3 588505 4 D282t — (S84 53 5
+ A4 2+ 52 )P - B (a2 + 24 32) - (e

2

+)2+3)+D =o,
qui dépendent de quatre parametres A, B, C, D.

Remarque. — Des expressions de P, Q, R, il résulte que les trois
équations P = «, Q = 8, R =1y admettent, en général, r20 systemes
de solutions distincts et 120 seulement; cette remarque est nécessaire
pour la complete rigueur du raisonnement qui a été fait au début de
ce paragraphe.

6. On peut avoir besoin de connaitre les équations des quinze plans
de symétrie de I'icosaédre. Nous connaissons déja un plan de symétrie,
le plan des s. Un calcul facile donne pour équation du plan mené par
I'origine perpendiculaire aux arétes NJ;, SJ,

sz +s(/5 —1)=o.
Le plan mené par les arétes opposées J, J; et J,J; sera perpendiculaire
aux deux premiers et aura pour équation

2z —s(Y3+1)=o0.

Pour obtenir les quinze plans de symétrie, on n’a plus qu’a faire

. am 4w 67 8w .
tourner ces trois plans de = [—‘5—7 — > -5 autour de I'axe Os. Voicl les
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équations de ces quinze plans, ol I'on a posé, pour abréger, s =x +1y,
so=w—1iy, u=(1—y5)z v =(1+5)s,

§—8§,==0, e*s—e %s;=o0, e¥s—e M5 =0, e¥s--e%g =0, e*s—etsi=0;

U=5-+58,, u=e*s—+e~%s),, u=—eMseT%s), uzmedts--eTtrs,, u=—eEs-emirsy;

20T
bl
5

y —

! ' f Ly .
(10)29:.9—1—.%, p=e*se%sy, ¢ =e¥Fse%s,, ¢ mmettsteTi%s), ¢ metts ety

I'ensemble de ces quinze plans aura pour équation

¢

S = ($5—sd) (— 45 510+ 5. 4%, 1255, 5% — 38405252 55+ 12008 s7 54— 1005* ¢ 5%)
3 + (s10— 510) (— 35255 — 16055, 5 —1058%52) + (5 — s3) (s5+ 53 )2 =o.

(11)

7. BQuATIONS TANGENTIELLES. — Au moyen de ce qui précede, nous
pouvons écrire immédiatement P'équation générale des surfaces algé-
briques d’un degré donné qui ont la symétrie d’un polyedre régulier.
On pourrait se proposer le méme probleme en coordonnées tangen-
tielles, mais les nouvelles équations se déduisent tout de suite des
précédentes. Soit

Uxr +9oy-+ws=—I
Péquation d’un plan quelconque; le plan symétrique de celui-la par
rapport au plan ax + By + vz =0 aura pour équation

Uy =03y + w5 =1,
uy=u —2a(au-+Bv-+yw),

py=v —2B(au+PBo-+yw),
wy=w —ay(au-+ Lo+ yw).

On voit que u, ¢, w sont transformés par la méme substitution linéaire
que @, y, z eux-mémes. On en conclut que I'équation tangenticlle gé-
nérale des surfaces admettant les plans de symétrie d’un polyedre régu-
lier sera :
1° Pour le tétraddre régulier,
Fu?4 0% 4+ w2, 10?1 w? + 0202 upw) = o;
2° Pour le cube,

F (6 + 0202, u? 0 4 0200+ uiw?, u?o*w?) = o;
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3° Pour I’icosaedre

F(w+ o2+ w2, Q, Ry)=o,

en appelant Q, et R, les polynomes Q et R ou I’on a remplacé x, y, =
par u, ¢, w.

Ces résultats sont d’ailleurs évidents a priori, si 'on remarque que
toute surface ayant la symétrie d’un polyedre régulier donne une sur—
face jouissant de la méme propriété, quand on lui applique la trans-
formation par polaires réciproques par rapport & la sphere

x4y 2=,

Ainsi, Ponaural’équation tangentielle générale en remplacant «, y, =
par u, v, w dans I’équation ponctuelle générale.

8. SURFACES DU TROISIEME ORDRE. — Les surfaces algébriques du moindre
degré admettant tous les plans de symétrie d’un polyedre régulier sont,
abstraction faite de la sphere, les surfaces du troisieme ordre repré-
sentées par I'équation

xys + A(x*+ y*+3%) + B =o,

qui possedent la symétrie du tétraédre régulier.
Supposons A et B réels et A Zo. On peut toujours, par une transfor-
mation d’homothétie, ramener cette équation a la forme

12 224y —oxys +k=o.
Y Y

Tout plan parallele & 'un des plans de coordonnées coupe la sur-
face suivant une conique et une droite rejetée & Uinfini. La surface
contient donc toujours trois droites réelles, qui sont les intersections
des trois plans de coordonnées avec le plan de I'infini. On trouve aisé-
ment les vingt-quatre droites que contient encore la surface. Coupons
la surface parle plan z = 4; la conique d’intersection

x4+ y2— 2hxy +h*4+k=o

se compose d’un systeme de deux droites si 'on a A*+ 4 =0, ou
h*=1. Les quatre plans s === — £, s === 1 coupent donc la sur-
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face suivant un systeme de deux droites. Par raison de symétrie, il en
est de méme des huit plans

r=x\V=F, x==t1, _)':i\/:‘Z‘, )y ===

Cela fait en tout vingt-quatre droites a distance finie dont voici les
équations :

:.::\,/:i;, ;:-——\/—T/\—',
y=a(VCh2y=h=1);  y=a(—VZhE=yZh=1);
x=\=1, x=—\=T,
s=y(V=hkx=y=Lt= 1); 5 :y(-— V—rk£y—k—1);
Y= :7, ) :—:—\/:x—,

=3 \/:_k‘_*“\/——-/;——l); .’1:::5(.—-\/:7‘t\/——/(—1>;
5 =1, 5=—1,

vema V=1 y=—a =k —1;

r==1, r=—1,

s=y VT h=1; s=m—y == Lk—r1;

Y=, y=—1,

r=sk\—k—1; z=—stTh=1.

Toutes ces droites sont réelles si £ est infériear & — 1, et toutes
imaginaires dans le cas contraire. La surface contient trois cercles si-

tués dans les plans de coordonnées et en outre vingt-quatre cercles
imaginaires situés dans les plans imaginaires:

z——xii(y——wi\/:ii:):o,
stk i(y oty TEoT) =0,
x——rii(z —y -4_—\/——/5‘—_1'):0,
z+12i(s +y £y=k—1)=o,
y——xii(m——; :'_:\/:/:::)::o,
7'+Iii(:&'+z i\/—_/:——l>=0.
La forme de cette surface dépend du parametre £, comme on le voit
par une discussion facile, dont je résume brievement les résultats.
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Prenuer cas : k< — 1. — Tout plan parallele & 'un des plans de
coordonnées coupe la surface suivant une conique réelle. La surface se
compose d’une seule nappe et contient vinge-sept droites réelles, dont
trois a l'infini.

Deuzxiéme cas : k = — 1. — On trouve la surface réciproque de la sur-
face de Steiner. Elle admet comme points doubles les quatre scmmets
du tétraedre et chaque aréte du tétraédre compte pour quatre droites
confondues de la surface.

Troisicme cas : o > k > — 1. — La surface ne contient plus que trois
droites réelles & I'infini et vingt-quatre droites imaginaires. Le plan
s = h coupe la surface suivant une ellipse réelle tant que 2* < — 4;
si /* est compris entre — £ et 1, la section estune ellipse imaginaire.
Enfin, si 2% est > 1, la section est une hyperbole. Il suit de 1a que la
surface se composera de cing nappes distinctes, une nappe fermée et
quatre nappes infinies asymptotes aux (uatre plans

~

=, r===1, y==1.

Quatrieme cas : k= o. — La surface contient toujours trois droites
réelles seulement, elle se compose de quatre nappes infinies et d’un
point doubleisolé a 'origine.

Cinquiéme cas : £ >o. — La surface ne se compose plus que de
quatre nappes infinies distinctes, qui s’éloignent indéfiniment lorsque
k grandit au dela de toute limite.

A ces surfaces, il faut joindre la surface particuliere

xys =,

qui se compose de quatre nappes infinies asymptotes aux plans de
coordonnées et dont M. Cayley a déterminé les lignes de courbure, et
M. Appell les lignes asymptotiques ( Archives de Grunert, 1377).

9. Il est évident @ priori qu'une surface du troisieme degré ne pourra
pas en général élre ramenée - une des surfaces précédentes par une
transformation homographique, puisque l'équation réduite (12) ne
contient qu'un paramétre arbitraire. Les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour que la transformation soit possible peuvent étre énoncées
sous une forme géométrique. Considérons une des droites de la sur-



176 | ED. GOURSAT.

face rejetées & l'infini, par exemple la droite & 'infini dans le plan des
av. Les deux droites de la surface

coupent cette droite en un méme point, et il en est de méme des deux
autres droites de la surface

=

1

—-I’

A cause de la symétrie, on voit qu'il y a sur la surface un triangle
ABC, tel que par deux points pris sur chaque coté de ce triangle pas-
sent deux autres droites situées sur la surface et dans un méme plan
avee ce coté. Inversement toute surface du troisieme ordre jouissant de
cette propriété peut étre transformée homographiquement en une sur-
face admettant tous les plans de symétrie du tétraedre.

Pour le démontrer, supposons qu’on ait rejeté a I'infini le plan du
triangle ABC. En un point M pris sur le coté AC se coupent les deux
droites D, D, de la surface, situées dans un plan P; en un autre point
M’ de AC se coupent deux droites D', D de la surface situées dans un
plan P’. Soit OAC le plan conjugué harmonique du plan ABC par rap-
port aux deux plans P, P’; nous prendrons ce plan OAC pour un des
plans de coordonnées et nous choisirons de méme les deux autres
plans de coordonnées. Dans ce systeme d’axes, I'équation de la surface
considérée sera de la forme

axys + Ax*+ Ay + A"z +aBys
+2B'sx 4+ 2B'2y + 20z +20y +20"5 + H =o.
Les deux plans z ==1 devant couper la surface suivant deux

droites paralleles, on aura les deux conditions

(B 4+1)2— AA’' =0,

(B"—1)*—AA =o0;
d’ot I'on tire B"= o0, AA’=1. On aura de méme B =o0, A’A" =1,
B'= o0, AA"=1, et par suite ‘ '

B=B'=B"=o,
A=A=A"==1.
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Prenons le signe + ; I'équation de la surface sera de la forme
22y5 + (2 + 3+ 32) + 20+ 20y +20"s + H=o.

Pour que les deux plans z ===1 coupent la surface suivant un
systeme de deux droites paralleles, il faudra que ’on ait a la fois

C=0C, C=—0,

et par suite C= C'= o. On voit de méme qu’il faut prendre ¢’ = o et
I'équation de la surface sera bien de la forme (12).

On peut écrire autrement ’équation de ces surfaces. Considérons le
tétraedre ACEG (fig. 1) et soient

W= s—4+x+y—+a=o,
Uy= s—2x—y-+a=o,
Uy==— 32—y -+ a=:0,
Uyr=— 35— +)+a=o

les équations des quatre faces de ce tétragdre. On a
U+ vl ud+ ui =12a(x®-+ y* + 32) + 2fxys + L,

et 'équation générale des surfaces du troisieme ordre écrite plus haut
est identique a I’équation

wdud 4+ ud+ ul=H.

On voit que toutes ces surfaces admettent un pentaedre commun
formé des quatre faces du tétraedre et du plan de Uinfini. En particu-
lier, si 'on suppose H == o, I’équation réduite sera

.E2+'}":+£2—2;l"}' -+

= 0.

U

ol =

Pour cette surface particuliere, la hessienne se réduit aux quatre
faces du tétragdre et ’on sait en trouver les lignes asymptotiques, d’a-
. pres un théoreme du & M. Darboux. Avec la surface réciproque de la
surface de Steiner, nous avons ainsi deux surfaces de I'espéce consi-
dérée dont on connait les lignes asymptotiques.

Ann. de I"Ee, Normale. 3¢ Série. Tome 1V. — Juiy 1887. 23
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Plus généralement, les surfaces ayant pour équation
e+ uy 4+ uy 4+ ul=0C
ont la symétrie du tétraedre. Si G = o, on peut trouver leurs lignes

asymptotiques. C'est ainsi que I’équation de la surface & quatre points
doubles peut s’¢crire

I I I T
—p— o — 4 — =0,
u, Us Uy u,
10. Surraces pu QUATRIEME ORDRE. — L’équation générale des sur-

faces du quatrieme ordre admettant tous les plans de symétrie d’un
polyedre régulier est, comme nous I’avons vu,

A (..];2 4 },2 -+ 52)2 -+ 'B (‘,L.zyz +,}’2~'2 +- 52 ‘L-ﬂ)

(13) + Czys +D(2*+ y*+ 22) - E =o;

elle dépend de quatre parameétres arbitraires, que I'on peut réduire &

trois par une transformation d’homothétie. Si C3£ o0, la surface a la

symétrie du tétraedre; si C= o, elle a la symétrie du cube.
Supposons que B et C soient différents de zéro; on trouve aisément

Uy ty Uy Uy = (22 y2+ 52— @Y — L (2?5 + 322+ 22 y?) + 8axys,

w,, Uy, Uy, u, ayantla méme signification que tout a I'heure, et, en choi-
sissant convenablement la constante @, on voit que ’équation (13)
pourra se ramener a l'une des trois formes

(224 2+ 52— R} (22 + 2+ 22— R+ du uyuy vy, = o,
22+ P+ 22— R +hu i uzu, =o,
P+ Aug e uyu, =o.

Si C est nul, on pourra encore ramener I’équation (13) & 'une des trois
formes précédentes, mais il faudra prendre dans les formules @ = o.
Si B = o, (G520, 'équation (13) pourra de méme s’écrire

(222 + 22— R?) (22 + y*+ 22— R?) + A zys =o.
En résumé, ’équation générale de ces surfaces est de la forme

(A) pqrs <+ kSS'=o,
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les équations p =o0, ¢ =0, r=o0, s = o, représentant quatre plans,
formant, en général, un tétraédre, et les équations S = o, §’= o deux
spheres concentriques. Comme cas particuliers, on peut avoir I'une
des trois formes

(B) pqrs + kS*=o,
(€) ' pgrs +~ kS = o,
(D) pgrs+~Lk =o.

La surface générale (A) contient huit cercles, intersections des deux
spheres S = o, S"= o par les quatre faces du tétraédre p = 0, ¢ = o.
r=o,s=o0. Pour le type (B), les quatre faces sont des plans tan-
gents singuliers qui touchent la surface suivant quatre cercles. Les
surfaces de celte espece ont été étudiées par M. Kummer dans le Mé-
moire cité au début. Elles admettent trois faisceaux de surfaces circon-
scriles du second ordre, représentées par les trois équations

a*pg+a2a® -+ rs=o,
Eipr-+2pf®+ gs==o,
y2ps +2y @ -+ gyr=o,

I’équation de la surface étant mise sous la forme
D = pyrs.

{1. Laissant de coté ces généralilés, je m’occupe plus particuliere-
ment des surfaces du quatrieme ordre ayant la symétrie du cube. Ces
surfaces sont intéressantes; car elles donnent, comme cas particuliers,
un grand nombre de surfaces ayant des points singuliers. On peut
d’ailleurs, grace a la symétrie, se faire une idée assez nette de leur
forme. I’équation générale de ces surfaces peut s’écrire

(14) 2ty s M (2 P B2 ) o p (2 )P 5 Y =,
ou encore, d’apres un calcul déja fait,

(2 +5H) (22 + 2+ 22 o p (2?4 y2+ 52) + v

I3
i iz +y+z)(x+y—35)(z—y+3)(x—y-—-35)=0;

clle dépend de trois coefficients arbitraires, que I'on peut réduire
deux par une transformation d’homothétie.
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Etudions la section de cette surface par le plan de I'infini et consi-
dérons pour cela le cone asymptote

x4 Y st (2P yr 4 s2) =o.

L’expression
x -+ ',y-’y -+ i

T 2 a2’

(2% 4y 4 3%)*

ot @, y, = prennent tous les systemes de valeurs réelles, sauf
2=y =z = 0, passe par un maximum et un minimum. Le maximum
est égal al'unité eta lieu lorsque deux des quantités «, y, ssont nulles.
Le minimum est égal a § et a lieu pour * = y* = z2. Il suit de la que
le cone asymptote n’est réel que si A est compris entre — 1 et — 4.

Premier cas : A< —1 ou A> — . — La section de la surface par
le plan de V’infini est une courbe imaginaire sans points doubles.

Deuxieme cas. — Soit A = — 1. Le cone asymptote se réduit a trois
droites doubles réelles isolées O, Oy, Oz. La surface a trois points
doubles a I'infini dans la direction des axes.

Troisiéme cas. —- Soit — 1 < A <— + et A% — L. Le cOne asymptote
est réel et indécomposable; la surface n’a pas de point double a I'in-
fini.

Quatriéme cas : N =—%. — Le cone asymptote se décompose en
quatre plans paralleles aux faces de I'octaedre régulier. La surface
admet six points doubles a 'infini sur les droites

(=0, x=1ty), (x =0, y === 3), (y=o0, 3= £ x).

Cinquieme cas : h = — . — Le cbne asymptote se réduit & quatre
droites doubles réelles, isolées, perpendiculaires aux faces de I’oc-
tabdre. La surface aura quatre points doubles réels 2 U'infini sur ces
droites x = =y = =+ 3.

Cherchons encore les points doubles que peut avoir la surface a
distance finie. Posons, en rendant homogene,

S (&, 5 5, ) = 2ty 3 (22 pP o 32) 2 2 (@ R - 5 B v L
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on a
: Y — a2t 0@y ) + ],
% g/; =y + M@+ y* =+ 32) + u],
% g:{ = 35[5% + M2+ y2+ 32) + p],
% ‘)_f = p(2? -+ yi 4+ 5) 4+,

Egalons & zéro les trois premitres dérivées et portons les solutions
dans la quatrieme. Plusieurs cas sont & distinguer :

Premiére solution. — Soit x =y =z = 0; on devra avoir v = o et
la surface aura un point double a I'origine.

Deuxieme solution. — Prenons les solutions

Y — e P

<L.__y——0, 5= — )7
=5 =0, &'=~— —b >

y=35=9% — i)
2

Ces solutions appartiendront & la derniére équation, pourvu que ’on ait
2 . s e . . .
v = ——{—.}~ Si cette condition est remplie, la surface aura six points

[
doubles sur les axes de coordonnées.

Troisieme solutton. — Prenons les solutions

ces solutions fourniront douze points doubles pour la surface, situés
aux milieux des arétes d’un cube, pourvu que I’on ait

9

- QIJ.‘ .
T 1422
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Quatrieme solution. — Il nous reste 2 examiner la solution

On trouve de méme que la surface aura huit points doubles aux som-
mets du cube, pourvu que I’on ait

3t
1+ 32

V=

Etudions encore les sections de la surface par des plans paralleles
aux plans de symétrie. La section de la surface par le plan z=~%a
pour équation

b e (@ = 22 o (= AR) (2 ¥2) S LA L) - ap P v =0
pour que cette section se décompose en un systeme de deux coniques, il

faut et il suffit qu’elle possede quatre points doubles. Ces points doubles
seront fournis par les deux équations

z[x? 4D (2% +3*) +p L0 ]=o,
y[ 24 h(@ 4+ y?) + po+ Rl = o.

Laissant de coté la solution « =y = o, qui ne peut fournir qu’un
seul point double, les huit autres solutions se décomposent en deux
groupes de quatre,

y =o, z =o,
(1) I . 4+ 1A%
o 1+2 B
P il
(L == 1+ 22

Le premier groupe donnera une quartique décomposée en deux coni-
ques, pourvu que /4 vérifie I'équation hicarrée

Ri(r+22) +op/4+v(i+2) —p2=o.
Le second groupe conduira de méme a I’équation

Wt 430y +ap /24 v(1 - 2)) —api=o0;
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il 'y aura donc en tout Az plans paralleles an plan des xy coupant la
surface suivant un systeme de deux coniques. On trouve par un calcul
analogue qu’il existe en général quaire plans paralleles a chacun des
plans )

xr Zy=o, yExsz=o, sEZa—=o,
qui coupent la surface suivant un systeme de deux coniques. On a déja
fait remarquer que les quatre plans

X -y +5=o0, x—y—+s5=o0, r+y—3=o0, L—)y—3=0

coupaient la surface suivant deux cercles. Donc la surface générale de
espece considérée contient cent quatre coniques, dont huit sont des
circonférences.

Je vais maintenant énumérer les surfaces les plus remarquables
possédant des droites ou des points siuguliers.

12. Surraces CONTENANT DES DROITES. — Si 'on coupe la surface (14)
par unc droite perpendiculaire & I'un des plans de symétrie, on obtient
une équation du quatrieme ordre qui sera forcément bicarrée quand
on choisit 'inconnue d’une facon convenable. Or I’équation (14) con-
tient justement trois parametres arbitraires. On pourra donc en dis-
poser de facon que I'équation qui donne les points d’intersection soit
identiquement satisfaite, et la droite sera tout entiere sur la surface.

Considérons, par exemple, la droite ayant pour équations

x =a, ry=08;
I’équation quidonne les = des points d’intersection est ici
(1 2) 252+ A(a?+ B2)] -+ 2(e?+ B2)2 2 p (e B2) + ot B4 v == o.
La droite sera tout entiere sur la surface si l’-on‘ a
1+2=o, p— (e*+ B2)=o, V= — (o B2 — ot — R

Connaissant o et B, ces équations donnent A, ., v.

Inversement, si dans I’équation (14) on a A = — 1, les équations
précédentes nous donnent « et 8 en fonction de p. et de v. Les surfaces
ainsi obtenues contiennent, outre la droite donnée, toutes ses répéli-
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tions symétriques qui sont au nombre de vingt-quatre, puisque la
droite est perpendiculaire 2 un des plans de symétrie. Il est aisé de se
rendre compte de la disposition de ces droites dans I’espace. Sur les
faces d’un cube tracons des carrés égaux ayant méme centre que les
faces du cube et leurs cotés paralleles aux arétes. On obtient ainsi un
systeme de vingt-quatre droites ayant la symétrie du cube et situées
sur une méme surface du quatrieme ordre. Comme cas particulier, il
peut arriver que ces droites passent par le centre des faces du cube,
ou se confondent avec les arétes de ce polyedre. Dans les deux cas,
leur nombre est diminué de moitié.

Supposons, par exemple, 2 =0, 3 =1. Onentire u.=1,v= — 2.
La surface correspondante, dont nous parlerons plus loin, a quinze
points singuliers.

Au contraire, soit « =0 = [; on aura m=2,v=—6; la surface
obtenue, qui contient les aréles du cube, a onze points singuliers. Pour
étudier les droites paralleles aux arétes de I'octaedre, nous ferons d’a-
bord la transformation de coordonnées

' — g o a9

Va IR

I’équation de la surface devient

X ==

a4 gl

+ 32yt s M2 + yP 22 o p (2 Yt - 52) v = o,

La droite x'=a, =@ sera tout entiére sur la surface sil’on a a la
fois
2k +1=0, ap=p—2a, 2v=_(20a2-+ 303%) (22— [3%).

Nous voyons que, si A = — 3, la surface contiendra des droites paral-
leles aux arétes de l'octaédre, car les deux derniéres équations nous
donnent o et 3 en fonction de w et de v. Les répétitions symétriquesde
la premiere droite sont encore au nombre de vingt-quatre, dont on
peut aisément se représenter la disposition dans I’espace. Imaginons
que sur les faces d’un octaédre on trace des triangles équilatéraux
égaux, chacun d’eux étant concentrique et homothétique au triangle
qui limite la face sur laquelle il est tracé. On obtient ainsi un systeme
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de vingt-quatre droites qui admet la symétrie de I’octaedre; d'apres ce
que nous venons de voir, ces vingt-quatre droites apparuennent A une
méme surface du quatrieme ox'dre.

Comme cas particulier, il peut arriver que ces droites viennent se
confondre avec les arétes de l'oclaedre. C’est ce qui arrivera si l'on
prend f = o, a= 7 - On tire des équations qui précedent

YV = S

p=—1,

-
o)

La surface obtenue, dont nous parlerons plus loin, admet comme
poiuts doubles les sommets de "octaedre; elle possede en outre six
points doubles & ’infini. '

Il peutarriver aussi que les vingt-quatre droites précédentes se con-
fondent deux & deux en se réduisant aux diagonales des faces du cube.
(est ce qui arrivera si I'on faite = o, § =1; on aura ensuite

®=1, v =

W

La surface obtenue, dont il sera question plusloin, possede quatorze
points singuliers, dont six & I'infini et les huit autres aux sommets du
cube.

Ces surfaces limites ont aussi des plans tangents singuliers. Prenons,
par exemple, la surface qui passe par les arétes de ’octaedre. Considé-
rons une surface tres peu différente contenant deux droites infiniment
voisines de cette aréte situées sur chacune des faces adjacentes. Il est
clair que le plan de ces deux droiles devient & la limite un plan tangent
4 la surface tout le long de 'aréte considérée. Et de méme dans les
autres cas.

13. SURFACE A SEIZE POINTS DOUBLES. — On obtient cette surface en
supposant
1 2 142 \
—=— = v = =62,
’ 3’ Y= T ¢

Elle aura, d’apres ce que nous avons vu, quatre points doubles réels

4 l'infini sur les diagonales du cube, et douze points doubles & distance

finie, aux milieux des arétes d’un cube. Ces derniers seront réels on ima-

ginaires suivant le signe de p.. Supposons d’abord que ces points doubles
Ann. de U'Ec. Normale. 3° Série. Tome IV, — Juix 1887, 24
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soient réels; w devra étre négatif. On pourra prendre @ = — 3 et par
suite v = 3, et 'équation de Ia surface pourra s’écrire

(15)‘ xu_,_),a - }(xﬂy‘z—]—y":?—}- ;*zze) - (x‘z_'_},z_‘_;i) +1=o0,

ou encore

(224 yrr 3 —2) 3 (2 +y + ) (2 +y —3) (2 — )y +3)(2—y—3)=0.

La disposition des points doubles, que I'on vient d’indiquer, ofire
un cas particulier remarquable de la configuration de Kummer. Il est
aisé d’avoir les seize plans tangents singuliers. On a d’abord les quatre
plans paralleles aux faces de I’octaedre, qui sont tangents a la surface
suivant un cercle. Les autres plans sont les plans menés parallelement
aux arétes et contenant quatre des points doubles précédents :

rxExy==i, rExsz==1, yEs==1.
Voici comment on peut se faire une idée de la forme de cette surface.
La section par le plan z = o se décompose en deux coniques imagi-

naires
22—1+a(y*—1)=o, =1+ B(y*—1)=o,

« et 3 désignant les deux racines cubiques imaginaires de I’unité. Por-
tons I’origine au point double z = 0, x =y = 1 en posant

z=1+X, y=1+Y;
I’équation de la surface dans le nouveau systéme sera .

(r+ XY+ (+Y)+Z— (1 + X2+ Y)?
— 22+ X2—220+Y2— (1 + X2 —(1+¥2 =2+ 1=o0,

et le cone des tangentes en ce point aura pour équation
4X2+4Y2— XY =372

De méme le cylindre des tangentes au point double & U'infini sur la
droite =y = z aura pour équation

(¥ — @)+ (z —x)"—(y——x)(»—w):%

La surface se compose de huit nappes égales se rejoignant aux-points
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doubles, chaque nappe étant limitée par quatre points doubles dont un
a I'infini. Par exemple, la nappe située dans le tritdre oxyz est limitée
aux trois points doubles (x =0, y =z=1), (y=0, x =z=1),
(z=o0,2 =y =1) et au point a I'infini sur la droite x =y = z. La
surface appartient au type [, de M. Rohn (Mathematische Annalen.
Bd. XVIIT). Chaque nappe a la forme d’un tétraddre dont les faces
seraient remplacées par des segments elliptiques et les arétes par des
segments hyperboliques.

Si p. est positif, on pourra prendre . = ;. L’équation de la surface -
sera dans ce cas

a:""—l—-‘y*—l—:"——(x‘zyz—f-t}r'?:'z—}—:'-’.r?)—}—x?—}—)-'?—i—-zi—}—l:o.

Elle admet encore quatre points doubles réels a I'infini et quatre
plans tangents doubles réels. Les autres éléments, ainsi que la surface
elle-méme, sont imaginaires. Elle appartient au type IV, de M. Rohn.

Revenons a la surface réelle (15). Si ’on rend I’équation homogtne,
elle prend la forme symétrique tres simple .

Sous cette forme, on reconnait que ’équation ne change pas quand
on permute x, y, z, ¢ de toutes les manieres possibles, et qu’on prend
toutes les combinaisons de signes. On a ainsi un groupe de 192 sub-
stitutions linéaires qui font revenir la surface sur elle-méme.

L’équation (15) peut encore s’écrire

(+ Y+ =22 +3(z+y +s) (@ +y—s)(x—y+s5)(z—y—3)=0,
(22 y?— 2352+ 3ts — 22— 3(zc—x — O (s+x—t)(5—y—t)s+y —10);

au moyen des permutations signalées, on en déduit un grand nombre
d’équations de méme forme représentant la méme surface. Cesdiverses
équations mettent en évidence les points singuliers et les planstangents
singuliers, ainsi que les fvisceaux de surfaces circonserites du second

degré.

14. SURFACE A QUINZE POINTS SINGULIERS. — On obtient cette surface en

prenanth =—1,v = —t—. Elle a trois points doubles réels a I'infini
T+ 2/ s
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sur les axes de coordonnées, et douze points doubles & distance finie,
aux milieux des arétes d’un cube, dont les coordonnées sont

(x:O7.}’2:52: ) (}’:0’ ‘Zﬂ:ﬂ:[*), (=0, 2= yP=11);

ces points seront tous réels si (. est positif. S’il en est ainsi, on pourra
prendre p. =1, et 'on en déduitv = — 2. La surface correspondante a
pour équation

‘1,'2“)/2 _I_.‘y‘l:ﬂ _f_;‘."b?__' (.I/'2~|—}’2 -+ :2) “+ 1= o,

ou encore
(2% i3t m 2) — (m -y +5) (£ ) —5) (5 —y +5) (£ — )y —35)=0;

cette derniere forme nous montre que les quatre plans menés par I'o-
rigine parallelement aux faces de 'octaédre sont des plans tangents
singuliers, tangents & la surface le long d’un cercle.

On a déja reconnu que cette surface contenait douze droites paral-
leles aux axes, données par les équations telles que

==, LYy =0,

Les six plans z = =1, x = =1, ¥y = == 1 sont encore des plans (an-
gents singuliers qui touchent la surface le long de deux droites.

SURFACE A QUATORZE POINTS SINGULIERS. — On obtient cette surface en
'ty = B

1+ 32
dans la direction des bissectrices des angles des axes, et huit points
doubles a distance finie, situés aux sommets d’un cube, qui seront
réels si p est positif. Soit . = §; on trouve v = — 2 et I'équation de la
surface devient

supposant A = -— - Elleasix points doubles réels  'infini

2

A yhb st — 2 (a2 y? 4y 524 522?) - a (22 pi 52) — 3 = o.

Elle contient douze lignes droites paralleles aux arétes de 'octaedre,
données par des équations telles que
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Les six plans 2 ===1, 2 == 1,y === 1sont des plans tangents sin-
guliers, dont chacun touche la surface le long de deux de ces droites.

SURFACE A DOUZE POINTS SINGULIERS. — On l'obtient en prenant
A=—3v= —1-_%_——)\ Elle a six points doubles réels & I'infini comme

la précédente et six points doubles & distance finie aux sommets de
'octaedre. Ces derniersserontréels siw est négatif. Supposons u. = —--3;
on aura v = } et ’équation de la surface sera

Zt yr g st — (2 yr - Y2 B2t - 2t P45 ) 1 =o.
Sous forme homogene, cette équation peut s’écrire
Szt — 232y

équation analogue a celle de la surface de Kummer trouvée plus haut.
Nous savons déja que cette surface contient les arétes d’un octaedre
régulier. L'une de ces arétes a pour équation .

5 =0, y:J;—I—l,

ct un caleul qu’il est aisé de refaire prouve que cette droite appar-
tient bien & la surface. Toutes les droites quis’en déduisent en permu-
tant =, == y, == z, =¢de toules les manieres possibles doivent aussi
appartenir a la surface. On n’obtient ainsi que seize droites, les douze
arétes de l'octaedre et les quatre droites d’intersection des faces de
Poctaedre avec le plan de I'infini. Remarquons que par chaque point
double passent quatre droites de la surface. Les seize plans ==y +=s=o,
xEzy=xtt=o0,x*xzxt=0, y*xz=x.=o0 touchent chacun la
surface suivant une droite.

- 32
SURFACE A ONZE POINTS SINGULIERS. — Soient A = —1, v = #%7 La
surface obtenue a trois points doubles réels a I'infini sur les axes de
coordonnées, et huit points doubles a distance finie aux sommets d’un
cube, dont les coordonnées sont données par les équations
[.L

xr=yr=— 5% =
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Ces points seront réels si . est positif. Soit g = 2; on aura pour
équation de la surface

22y 4 25t 522 — g (2t + )P+ 52) + 3 =o.

Elle contient les douze arétes d’un cube, comme on 'a déja re-
marqué, de sorte que par chaque point double & distance finie passent
trois droites de la surface. Les douze plans

rtyxi=o, yExskti=o, sEoxEzi=o
touchent chacun la surface suivant une de ces arétes.

SURFACE A DIX POINTS SINGULIERS. — Soient A = — 4%, v = I_-T——X La sur-
face a quatre points doubles réels & I'infini et six points doubles a dis-
tance finie qui seront réels si p. est négatif. Prenons . = — 3; on aura
v = %, et 'équation de la surface devient

2yt s — (22 Y2504 522) — 2 (24 )P 52) 1 =o.

On aura encorelessurfaces suivantes possédant des points singuliers.
Je n’écris, pour abréger, que les relations entre les parameétres

7\’ [y v

e . . . 2 p2
Surface & 12 points singuliers... v=-—"——,
1+2k
: " . . : 3p2
» 8 points singuliers... v=—"%
P g (3%
» 7 points singuliers... v=o0, 2:=— ;,
. A=—1,
» 6 points singuliers. . . Deux espéces opr
' y—
L+ 2
» 5 points singuliers.... v=o, A=—1,
. : o T R
D . . - . =— 3.
» -4 points singuliers..’.. - Deux:espéces f
, A=—1, v=o0
» 3 points singuliers... A=-—

» 1 point singulier.. ... v=o.
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15. SURFACES DU QUATRIEME ORDRE AVANT LA SYMETRIE DU TETRAEDRE. —
On peut énumérer de la méme fagon les surfaces les plus remarquables
du quatritme ordre, douées de points doubles, ayant Ja symétrie du
tétraédre. L’équation générale peut étre mise sous la forme

Al*+ Yo+ s+ M2+ y2+ 52 +faxys + 2 p(22+ y? + 32) +v=0;

le coefficient a est forcément différent de zéro, mais A peut étre nul. Je
suppose d’abord A 3£ o et, en rendant I’équation homogene, je pose

(16) S, y, 5, )y =2+ y*+ 5% + (22 + 2+ 52)2
' +haxyst+a2p(x®+ Y2+ )24 vt =o.

On voit d’abord, comme plus haut, quela surface n’aura de nappes
infinies réelles que si ‘A est compris entre —r1 et — 4. SiA=-—1, la
surface aura trois points doubles & I'infini sur les axes de coordonnées;
si A= — 1, on aura six points doubles réels a I'infini sur les arétes du
tétraedre.

Cherchons pour quelles valeurs des parametres @, A, i, v la surface
aura des points doubles. Posons, pour abréger

A.—:i-(-)()—-'i:x3+7\x(a:2+y‘-’+:2)+ayz—i—-p.x,
| 1 of 3 2 a2 2 ,
B:Z 0—)-/:}/ + Ay (22 y -+ 5%) +asx + py,
C:-};'g—/—j =3 + A5 (22 + Y2+ 5%) + axy + p3,
‘I)_.—-_-;; g{ #a.xyﬁ+p(x2+y2+sﬁ)+v;

posons encore
P=yA—xzB= (1'}’ — a’z)(.-zrﬂ-—‘y‘l),

=sB—yC=(ys —az)(y*— ),
R=a2C— 5A =(s2 —ay)(s* —a?*).

~ Toute solution commune aux trois équations A =o0, B=10,C= o
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vérifiera aussi les trois équations P =0, Q = o0, R =o0. Or, ces trois
o E A . . ,

surfaces du quatrieme ordre onl en commun treize droites représen-

tées par les équations

(r=Fty==x35s), (x =y =o0), (x =25 =0), () =35=0),

(s=a, y =x), (s=—a, y=—uzx), (z=a, y =3),

(2=—a,y=—3), (=az=5), (r=—az=—s:)

c’est-a-dire les qualre hauteurs du tétraddre, les droites joignant les
milicux des arétes opposées et les six arétes elles-mémes. Ces treize
droites se partagent en trois groupes, et il suffit évidemment de con-
sidérer une droite de chaque groupe.

I. Prenous la droite # =y = z = 5. Cette droite rencontre les sur-
faces A =0, B =0, C= o en trois points communs; les valeurs cor-
respondantes de ¢ sont données par I’équation

e+ 3103+ ap + o= o
ou, en supprimant le facteur ¢, par I'équation
(1 +3%) +ap + p.=o.

Sur chacune des quatre hauteurs du tétraedre on a ainsi, outre l'ori-
gine, deux points communs aux trois surfaces A =o0, B=o0, C=o.
Pour que ces points soient des points doubles de la surface /= o, il
faut, en outre, qu’ils appartiennent a la surface D = o ou que I’équa-
tion en p précédente ait une racine commune avec 'équation

ap®+3ppt+v=o,

qui détermine les points communs 2 la droite © =y = s et  lasurface

= o. Si ces deux équations ont une seule racine commune, la sur-
face aura qualre pointsdoubles; elle en aura huitsi les deux équations
ont deux racines communes. Pour que les quatre hauteurs soient des
droites singuliéres, il faudraitque les denx équations en p se réduisissent
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a des idenlités, c'est-a-dire que 1'on et
1+ 3)=o, a=o, ®r=o, v—o.

La surface se compose alors, comme on I'a vu, de deux cones imagi-
naires du second degré, se coupant suivant quatre droites réelles, les
quatre hauteurs du tétraedre.

Il. Considérons, dans le second groupe, la droite x =y = o. Elle
coupe les trois surfaces A = 0, B =0, C = o en deux points communs
donnés par I’équation

2 (1+2) + p=o.

Ces points seront des-points doubles de /= o sil’on a en méme temps

pR3*4+v=o0
et, par suite,
V(14 h) —p=o.

Cette condition étant remplie, la surface aura six points doubles sur
les axes de coordonnées. Pour que ces axes soient des droites singu-
lieres, il faudrait que les deux équations en z se réduisissent & des
identités, c'est-a-dire que 1'on etit

1+ 2 =o, M.=o0, v =—o0.
On obtient ainsi la surface de Steiner
22yi+ yr i+ 2+ 2axys =o.

III. Enfin prenons une des arétes du tétraedre, par exemple la droite
y=a, z=a. Elle rencontre les trois surfaces A =0, B=o, C=o0
en deux points communs, déterminés par I'équation du second degré

22(1 -+ 2A) + @ (1+ ) + p==0;
on a ainsi deux points sur chaque aréte du tétraédre. Pour que ces

douze points soient des points doubles de f= o, il faul, en outre, que
Ann. de ’Ec. Normale, 3¢ Série. Tome 1V. — Jumwrer 1887. 23
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ces valeurs de x vérifient I'équation du second degré
22 (@ + 2 ) + pat4+v=o,

que 'on obtient en faisant y = a, s = « dans 'équation D = o. L’¢-
quation de condition exprime précisément, comme il est aisé de s’en
assurer, que I’équation de la surface appartient au type B (voir n° 10).
On peut écrire cette équation

(x2+].2+ 22 [J.’a'l)g
+WN(z+y+s+a)(c—y—s+a)(—x+y—35+a)(—r—y-+s5+a) =o;

sous cette forme, on reconnait immédiatement que les points de ren-
contre des arétes du tétraedre avec la sphere

2y = a?
sont des points doubles de la surface. M. Kummer a étudié ces surfaces
en détail dans le Mémoire cité au début.

Les arétes du tétraedre seront des droites singulieres de /=0 si
Pon a & la fois

1+22=o0, 2+ a?=o0, pa+v==0;

mais la surface se réduit alors aux quatre faces du tétraedre.

16. On peut, au moyen de ce qui précede et en combinant les divers
cas qui viennent d’étre examinés, énumérer toutes les surfaces possé-
dant des points doubles. Je me bornerai a celles de ces surfaces qui
possédent le nombre maximum de points doubles. Nous savons déja
que les surfaces représentées par I’équation

(224 yr 52— aa?)?
—Bl@+y+s+a)(x—y—s+a)y(—x+y—5+a)(—x—y+5+a)=o0
ont douze points doubles, qui seront réels si la sphere rencontre les

arétes du tétraedre. Pour leur attribuer quatre nouveaux points doubles,
on peut faire deux combinaisons : 1°supposer ces quatre points doubles
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sur les hauteurs du tétraédre; 2° supposer un de ces points doubles a

origine et les trois autres & U'infini sur les axes de coordonuées. Dans

. 3a—1 . ..
le premier cas, on devra prendre P = Sa_—a et 'on obtient ainsi un

faisceau de surfaces qui contient, comme surface limite, la surface de
Kummer trouvée plus haut, admettant la symétrie du cube. On obtient
celte surface en prenanta = o, o = o0, oa® = 2.

Si Pon prend laseconde hypothese, on trouve qu'il faut poser § =1,
2 = 1. La surface correspondante est la surface de Steiner déja signalée,
qui peut aussi étre considérée comme cas limite des surfaces de Kummer
précédentes, obtenue en prenant o =1.

Ce sont la les seules surfaces & seize points singuliers admettant la
symétrie du tétraédre. En effet, si 'on examine toutes les combinaisons
possibles de points doubles donnant le nombre seize pour somme, on
n’en trouve qu'unc nouvelle qui consisterait 4 prendre six points
doubles & P'infini, six sur les axes de coordonnées et quatre sur les
hauteurs. On trouve ainsi les conditions

N ' . a °
A=— 3, b= V=125

et la surface correspondante se réduit aux quatre faces du téiraedre.

Parmi les surfaces ayant la symétrie du cube, on a trouvé des sur-
faces ayant 1, 3, 4, 5,6, 7,8, 10, 11, 12, 14, 15, 16 points doubles.
Au nombre des surfaces ayant la symétrie du (étraedre se trouvent des
surfaces i zreize points singuliers, représentées parl’équation

(2?4 12 52— o)

—Brx+y-+s+a)ylr—y—s+a)(—x—y-+z+a)(—x4y—s5-+a)=o,

ol B =a?*; mais on ne peut obtenir de surfaces ayant neuf ou deux
points singuliers ordinaires.
Il resterait, pour étre complet, & rechercher les points singuliers des

surfaces ;
(2 + 2+ 322+ haxys +ap(2®+ )2+ 32) +v=o.

On trouve ainsi les résultats suivants :
1° 8i v = o, 'origine est un point singulier;
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2° Si v = p?, la surface a six points doubles sur les axes de coordon-
nées et six a l'infini;
3° Si les deux équations

3p*+ap +p=o,
ap*+ 3up+v=o0

ont une ou deux racines communes, la surface a quatre ou huit points
doubles sur les axes de coordonnées.

17. Onsait que les coordonnées d’un point d’une surface de Kummer
peuvent s’exprimer par des fonctions © de deux parametres. Dans le
cas des surfaces considérées, les fonctions O de deux variables qui
interviennent dans la représentation se ramenent aux fonctions © d’une
seule variable. C’est ce qui s’établit aisément au moyen d’un élégant
théoreme da a M. Darboux (Comptes rendus, 22 juin 1881). M. Darboux
démontre qu’on peut toujours faire correspondre point par point une
surface de Kummer & une surface ayant pour équation

P =7f(z,¥),
J étant un polyndme du sixieme degré en z, y, et la courbe
Sz, y)=o0

se composant de six droites tangentes & une méme conique. On peut
toujours, par une transformation préalable, faire en sorte que cette
conique ait pour équation

zt—y=o.

Posons maintenant

Zy+ Xy .
== Y= & Zs,

et regardons x, comme un parameétre variable et 2, comme une quantité
fixe; ces deux équations définissent une tangente a la conique précé-
dente. Supposons que les six tangentes données correspondent &

Xy =gy gy ..y g
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Soient maintenant

(2, —a) (r1—as) ... (2,— a;),

e
~
~

1919 w19

I

(va—a,) (23— a,) . .. (23— ).

Le produit 7 y:, qui est une fonction symétrique de x, et x,, est
un polynome du sixieme degré en 2, y. D’ailleurs il est nul pour

Ly T= Ay, sy ey Qg
quel que soit «,; doncil ne diftere de /(x, ) que parun facteur constant

que 'on peutsupposer égal & 'unité. Cela posé, on satisfait & I'équation

en posant

¥ ely, ayant les valeurs écrites plus haut. Sil’on considere les équa-

tions abéliennes
/"r‘ d.r, f"r’ dx,
— — =u,
. J1 Yo

o Xa
‘aydr " 2, da,
— .+ — =
o Y1 Ya

ces équations nous donnent pour x, + a,, x,2,, ¥, y. des fonctions
abéliennes de u et de ¢. L’exposition qui précede est empruntée a un
Mémoire de M. Picard sur les intégrales de différentielles totales
(Journal de Mathématiques, 4° série, t. II).

Remarquons maintenant que, si les six tangentes représentées par
I’équation

Sz, ¥)=0

sont deux & deux symétriques par rapport a I'axe des y, les valeurs de
a,, a,, ..., a; sont deux a deux égales et de signes contraires. Par
suite y, et y, auront les formes suivantes :

yi=vai+Azt+Bxi+C,  yp=vVzi+Azi+Bri+C;
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les intégrales ci-dessus se ramenent a des intégrales elliptiques en po-
sant #° = X; et I'on sait que, dans ce cas, les fonctions © de deux va-
riables correspondantes se ramenent & des fonctions © d’une seule
variable. Or la méthode de M. Darboux nous montre immédiatement
que nous nous trouvons dans ce cas singulier. Considérons, en effet,
une surface de Kummer ayant un plan de symétrie passant par un
point double « de cette surface. Une droite passant par ce point double
rencontre la surface en deux autres points; si I'on détermine cette
droite par le point ou elle rencontre un plan fixe perpendiculaire au
plan de symétrie, on aura représenté la surface sur un plan double.
Les six droites qui constituent la courbe de passage sont évidemment
symétriques deux a deux par rapport & I'intersection du plan de sy-
métrie et du plan de la représentation, et, par suite, le polynéme du
sixieme degré aura ses racines en involution.

Il est clair que cette conclusion s’applique en particulier aux sur-
faces de Kummer qui ont la symétrie du cube ou du tétratdre.

18. Surraces pu sixiiME orpRE. — Nous avons trouvé plus haut I'é-
quation générale des surfaces du sixieme ordre qui ont la symétrie de
I’icosaedre

55— 5 (x4 y2) st 4 S (@ + ) st — 2z (b — 1028 2 - S ayt)
A (24 Y252 B2 4 2 - 22) - C (224 2+ 3% - D = 0.

Coupons la surface par la droite x =a, 5= (; nous avons une
équation du sixieme degré en y qui ne contient que des termes de
degré pair, etnous pouvons disposer des quatre paramétres arbitraires
A, B, G, D, de facon que cette équation se réduise & une identité. On
trouve ainsi les équations de condition

A =o,
5B —10af +B=o,
1003 — 503+ 20Ba’ 4 2 B(a?+ 2) +~ C =o,
B0 — 502 (B2 — o) — 200’ + B (a2 fB2)2+ G2+ f2) +D =o.

Les parameétres A, B, C, D étant choisis de cette fagon, la surface du
sixieme contiendra soixante lignes droites, qui se déduisent de la pre-
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miere d’apres laloi de symétrie. De plus, comme A est nul, elle aura
quinze points doubles & 'infini dansladirection des arétes de'icosaddre
et du dodécaedre.

Pour nous rendre compte de la disposition des soixante lignes droites
dans l'espace, nous distinguerons deux cas. Soit OL la trace du plan
de symétrie

) sx—s(V3-+1)=o,

sur le plan des =, et OL' la trace du plan de symétrie
2x+5(/5—1)=o,

sur le plan des xz. A cause de la symétrie, on peut supposer que la
trace M sur le plan des xz de la droite (x = o, = = §) est dans 'angle
LOL'. Supposons d’abord que le point M soit dans I'angle ZOL. Imagi-
nons un icosaedre homothétique a I'icosacdre considéré par rapport
I'origine et dontune face passe par le point M. Sur chacune des faces
de cet icosatdre tragons un triangle équilatéral concentrique, et homo-
thétique au premier, on obtient ainsi vingt triangles dont les colés sont
les répétitions symétriques de la droite considérée. Comme cas parti-
culier, il peut arriver que les cotés de ces triangles viennent se con-
fondre deux d deux avec les arétes de I'icosaedre; ¢’est ce qui arrivera
sile point M est sur la droite OL. La surface correspondante contient
les trente arétes de I'icosaedre; les douze sommets sont des points sin-
guliers. Le plan passant par une aréte, également incliné sur les deux
faces adjacentes et laissant I'icosagdre tout entier du méme coté, est
tangent alasurface tout le long de cette aréte. Il suffit pour le voir de
répéler'un raisonnement qui a été fait pour le cas de l'octagdre.

Un autre cas limite est celui ot le point M vient sur OZ; lessoixante
droites se partagent en douze groupes de cing passant par les sommets
de Uicosaedre régulier ou, ce qui revient au méme, par les centres des
faces du dodécaedre régulier.

Supposons en second lieu que le point M soit dans 'angle OZL'. Au
lieu d’unicosaedre, prenons un dodécaedre régulier dont la face paral-
lele au plan des xy passe par le point M, et sur chaque face construi-
sons, comme tout 3 I’heure, un pentagone concentrique, homothétique
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et intérieur au premier. Les soixante cotés de ces douze pentagones
sont les répétitions symétriques de 'un d’eux. Le cas limite ol le point

.vient sur OZ vient d’étre examiné; si M vient sur OL’, ces soixante
droites se confondent deux & deux avec les arétes du dodécaedre. La
surface correspondante passe par ces trente arétes, et admet les vingt
sommets du dodécaedre comme points singuliers. Tout plan passant
par une aréte, également inclinésur les deux faces adjacentes etlaissant
le dodécaedre tout entier du méme coté, est tangent a la surface tout le
long de cette aréte.



