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SUR UNE CLASSE

D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
NON HOMOGENES,

Par M. G. FLOQUET,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE NANCY.

Il est d’usage, dans les Cours d’Analyse, lorsqu’on s’occupe des
équations différentielles linéaires pourvues d’un second membre, de
mentionner un cas tres simple ot I'intégration s’effectue immédiate-
ment: ¢’est celui ol, le premier membre étanta coefficients constants,
le second estreprésenté soit par un polyndéme multiplié parune exponen-
ticlle, soit par une expression telle que a cospx + bsinpz. On montre
qu’il existe alors une intégrale particuliere, consistant soit dans le pro-
duit d’'un polyndme par 'exponentielle, soit en une expression, telle
que A cospx + Bsinpx, multipliée par une puissance entiere, nulle ou
positive, de ; c’est-a-dire que, dans les deux cas, cette solution par-
ticuliere rentre dans le type

D2y =yo(@) + 2y (@) + x* Yo(2) 4. ..+ 25 ye(),

ou les coetlicients 7 () sont uniformes et se reproduisent & un méme
facteur constant pres e lorsqu'on augmente x d’une constante w. Ces
fonctions 7 () peuvent s'appeler, par abréviation, des fonctions pério-
diques de seconde espéce, de période o et de mulliplicateur ¢; s est le
degre de ©(x).

Cette forme d’une intégrale n’est pas spéciale aux équations consi-
dérées, et il est facile de I'étendre & toute une classe d’équations li-
néaires pourvues d’un second membre, en se reportant aux propriétés
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des équations différentielles linéaires homogenes, a coefficients pério-
diques ().

1. Soit I’équation linéaire

dln 9 dm-1 Y
g TP oo ppy=w(x) +xw(r)+... 2@, (1),

dout je représenterai le premier et le second membre respectivement
par P(v) et w(x). Les coeflicients p,, p,, ..., p,, sont supposés uni-
formes, avec le seul point singulier essentiel x ==, et en outre pé-
riodiques, de période . Les coefficients w,, @,, ..., @, seront aussi des
fonctions uniformes de x, sans autre singularité essentielle que I'infini,
mais périodiques de scconde espece, de période w et de méme multi-
plicateur .

Parmi les équations différentielles linc¢aires homogenes, a coefficients
uniformes et périodiques, de période ®, qui admettent le second
membre w(x) comme intégrale, je construis la plus simple, celle
d’ordre minimum.

Soit

ar+ty o dry

QU =gt + 17

dxr+ e Y Yy =0

cette équation, qui est d’ordre n + 1.
Considérons I'équation composée
Q[P (y)]=o,

dn P (y)
daxn

c’est-a-dire
d/1+1 [)
R(y)= ()

dan+t

-+ ¢ A P (y) =o.

Elle est linéaire, homogene, d’ordre m + n +1, el ses coefficients
sont exactement de méme nature que les coefficients p et ¢.

Nous supposerons que l'intégrale générale de R(y) = o est uni-
forme, avec le seul point singulier essentiel x = =, ce que 'on saura
reconnaitre, d’apres les principes posés par M. Fuchs. Il en sera alors
de méme des intégrales de P(y) = o et de P(y) = = (x), car toute so-
lution de chacune de ces équations satisfait A R(y) = o.

(1) dnnales de I’Ecole Normale supérieure, ot séric, t. XII.
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2. On sait que R(y)=o admet, comme inlégrales distinctes,
m—~+n—+1polynémes de la forme ®(«), dont les divers multiplicateurs
sont les racines de 'équation fondamentale A, = o, relative 4 la pé-
riode ©. On peut méme supposer que m de ces polynomes, convenable-
ment choisis, satisfont & P(y) = o.

Soit done ¥,, ¥as «ovs Vi3 Yimstr o1 Ymines 1€ systeme fondamental,
ainsi constitué, dont les 72 premiers éléments y,, ¥, ... ¥, annulent
P(y).Lesexpressions P(¥,pe1 )y P(¥meo)s oo os P(¥miner)s qui sont évi-
demment des polynomes de méme forme qUe Yoy Vinras « s Vinginas» SODL
alors dilférentes de zéro, et en outre satisfont & Q(¥) = o. De plus,
elles sont linéairement indépendantes; car une relation linéaire homo-
geéne entre ces quantités exprimerait qu'une combinaison linéaire de
Vinwts Yimwar o= os Ymaner Salisfaitd P(y) = o, de sorte que le systeme y,,
Yar +oes Ymenra 0€serait pas fondamental.

De la plusieurs conséquences :

Les polynomes P(¥,s ), P(¥imia)s - oor P(Viminsr) appartenant évidem-
ment aux mémes multiplicateurs que Y, s Yimsar «oos Vimensr, 188 multipli-
cateurs de ¥, ¥a, ooy Yipina, S€ composeront de ceux dey,, va, ..y Vi et
deceux deP (11 )s P(¥mia)s oo s P(Vipwnar ). Autrement dit, les racines
de 'équation fondamentale A, = o sont les racines des équations fonda-
mentales A, = o ¢t A, = o, qui, relativement a la période v, répondent
aP(y)=o0eth Q(y)=o. Cest ce que j'ai établi ailleurs en démon-
trant que, si une expression différentielle linéaire est composée dc
plusieurs autres, le premier membre de son équation fondamentale cst
le produit des premiers membres des équations fondamentales relatives
aux équations composantes, ces premiers membres étant écrits sous la
forme habituelle.

Comme les intégrales P(¥u), P(Viea)s «+os P(Vin ) de Q(y)=o0
possédent évidemment toutes le multiplicateur ¢, il en est de méme
d¢Yinsts Yinens +++s Ymines En outre, comme l'équalion fondamentale
A,= o, de degré n—+ 1, admet Ia seule racine e, si celic quantité est
racine de degré de multiplicité p de A, = o, on voit que ¢ sera racine
multiple I’ordre 7 + p +1 de A, = o, et que, par conséquent, ceux des
polynomes ¥y, ¥av «ory Vinsnas» qui apparticnnent a ce multiplicateur,
sont d'un degré égal ou inféricur & n + p.

Ann. de I’Fee, Normale, 3¢ Sévie. Tome 1V, — AvriL 1887. 19
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3. Clest cette association, dans un méme systeme fondamental, de
m polyndmes ®(x) satisfaisant & P(y) = o, avec n +1 polyndmes
Y12 Ymras voos Ymentio 1,915 que P(,ym+|>9 P(.ym+2>’ tees P<y1n+zz+c) satis-
fassent 2 Q(y) = o, qui montre immédiatement que I’équation pro-
posée P(y) = w(x) admet toujours comme intégrale au moins un po-

lynoéme de la forme ®(x).
On voit d’abord qu’il existe toujours une combinaison linéaire de

Vimets Ymear « o Ymensrs €t une seule, qui coincide avec une pareille

intégrale.
En effet, puisque, par construction, w(x) est une solution de

Q(y) =o, et que P(¥ms1)) P(¥ms2)s -+or P(Vinines) €n sont n + 1 in-
tégrales distinctes, il existe un groupe /,, Iy, ..., [,,, de constantes, tel
ue 'on ait

@(2) = LP (Ymss) + b P (Fimsa) - ot lyd P Vmnsd)s

ce qui s’éerit

Plymer+ LYmeat oo Flpr ¥ mn) = o () 5
c’est-a-dire que £, Yt + LYimss = o byy Yinanry Salisfait a

P(y)=w(z).
Il n’existe aucune autre combinaison
Uy Y1 =+ 'l; Ymaz oo oLy YVinen+t

qui soit dans le méme cas; car

OP (Yimat) + P (Yman) o oo Ly P Y pnrs)

serait aussi identique & o (), ce qui est impossible.
Je désignerai par ®(x) cette combinaison unique. Elle est bien
de laforme @(x), de multiplicateur e,

O(z)=0¢(z) + 2 gi(2) +...-+ 250" (z).

Quant & son degré A, il est au plus égal & -+ ., puisque, avons-
NOUS VU, ¥Vyits Yimszs <y Ymensr SO0t au plus de degré n—+ @, w dési-
gnant le nombre de fois que ¢ est racine de A,= o. Ce degré A n’est
d’ailleurs pas inférieur & n; car Uopération P, que I'on effectue sur le
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polynome @ (), pourlerendre identique & @ (), ne peut pas élever
son degré. Ainsi, 'on a

O Ry TR
w étant au plus égal a m.

Mais @ (2) ne sera pas toujours le seul polynome, de la forme @ (),
qui satisfasse 2 I'équation proposée. Pour satisfaire i cette équation,
un pareil polyndome n’a pas besoin d’étre une combinaison linéaire des
seules intégrales ¥,,.1s Ymsas «--» Yminet» Mais bien de toutes celles des
intégralesy,, ¥y .., Ymenes quiadmettent le multiplicateur ¢ de & ().
En désignant donc pary,, ¥, ..., ¥, les w solutions de P(y) =o qui
appartiennent a ce multiplicateur, ’expression générale du polynome
cherché sera

F(z) =®(2) + Ciy1+ Coya+. ..+ Cpry,

les C représentant des constantes arbitraires.

Remarquons que, méme en fixant les constantes C, le degré du poly-
nome G, y, + Cyy2+...+ C,y, peut varier de 0 & . — 1. Sic n’annule
pas tous les mineurs du premier ordre dans A, ce degré est p. — 1. Si
zannule tous les mineurs jusqu’a "ordre p. exclusivement, ce degré est
zéro. En tout cas, il est inférieur & p.. Or on a

AEn—+ p;

par conséquent, si v désigne le degré de 'expression totale F(x),
degré qui peut étre mal déterminé, v sera toujours égal ou inférieur &
n -+ i, quelles que soient les valeurs particulieres attribuées aux con-
stantes arbitraires, de sorte qu'on a, comme pour A,

nsvin 4+,
De la les counclusions suivantes :

L’ équation proposée P (y ) = w (x ) admet toujours comme intégrale un
polynéme de la forme ®(x), et nécessairement de multiplicateur <.
- Si l'équation pripée du second membre n’a aucune solution du multipli-
cateur e, ce polyndme est unigue et son degré est n.
St, aucontraire, P(y) = o a . solutions fondamentales appartenant aw
multiplicateur e, les cocfficients du polynéme renferment linéairement .
constantes arbitraires. Il y en a donc une infinité qui répondent a la ques-
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tion; mais leurs degrés sont tous compris entre n et n —+ \x, Ou €gaux
l'un de ces deux nombres.

Observons encore que, si la partie arbitraire C,y, + Coye +...+ Cuy,
de F(x) est ’un degré inférieur au degré A de la partie déterminée
O(x), le degré v est déterming, c’est-a-dire que tous les polynomes
F(z) ont le méme degré, I'an des nombres n, n+ 1, ..., n 4 p.. Cest
ce qui aura lieu nécessairement si p. ne surpasse pas A, et @ fortor si
I'on a )

m-n.

4. Lorsque n est nul, ¢’est-d-dire lorsque @ () se réduit & une fone-
tion périodique de seconde espece, Q(y)est du premier ordre etR(y)
d’ordre m 4+ 1. On a alors, en conservant les mémes notations,

Flz)=®(z) + Cy+ Coyat+. .. +Cuyp,

@ (‘L) = ll.)’m+1-

Si P(y) = o n’aaucune intégrale appartenant au multiplicateur e,
Péquation proposée admet une solution périodique de seconde espece,
etil n’y a pas d’autre expression €(x) qui satisfasse & I'équation.

Si, au contraire, P(y) = o ap intégrales fondamentales de multipli-
caleur ¢, les conslantes arbitraires apparaissent, etil existe une infinité
de solutions ¢ (), dont le degré ne peut surpasser w. Par exemple,
lorsque ¢ est racine simple de A, =0, on a

F(.‘L‘) = CL}’; -+ 11)’/:z+1-

Or y, est une fonction périodique de seconde espece 2(x); I Yo
ou O(&) se réduit & g,() ou & g,(x) + 2 9,(x) suivant que, dans A,, ¢
annule ou n’annule pas tous les mineurs du premier ordre. On a done

F(z)=CiA(x) + 9o (x) + 29, (2),
o, pouvant étre identiquement nul.
5. Voici une proposition qui est la généralisation d’un théoreme que
j’al établi pour les équations différentielles linéaires homogenes, telles

que P(y) = o, et qui donne souvent des indications sur la nature des
coefficients d’une solution ¢(«). De plus, elle va donner, pour le degré v
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~de cette solution, une limite supéricure qui, tout en dépendant tou-
jours uniquement de n et du premier membre P(v), sera en général
plus petite que n -+ ..

St 'expression
Fr) = do(e) +2pi(x) +.. 427y, (2),

supposce de la forme @ (x), est une intégrale de Uéquation P(y) = w(x),
ses v dérivées successives, prises en constdérant les coefficients p () comme
des constantes, satisfont respectivement aux v equations que ['on déduit
successivement de la proposée en derivant de la méme maniére son second
membre @ (x).

Employons, en effet, [a caractéristique o pour représenter ces déri-
oF  o*F IV Iwm P w .
DA R NN A N

Puisque F(a)satisfait & P(yv) = w(x), F(x + ko), quel que soit le
nombre entier £, satisfera a

vées

P(y)=o(x+ ko),
¢est-a-dirve A

p<,y>:a/.«[m+ ko dw | (ko @w o (ko) Q_QJ

1 dr 1.2 Ja? U rLa. . .n Jant

Or on a

. ¥ ¢ /l y 2 2 C v ‘I'R .
F(o+ko)y=2c* F-!—f-(—)f)l (‘——)-)——01_, _|_+_(L3sz_l .
) 1 dx 1. Jda? 1.2...Y dav_

En identifiant, 1l vient

: Lo [ OF (hw)? )(()ZF‘ N (k)" S (O"F
P(¥) = —Tl <;)7) + 'T.Wta—l (_)?) et T : ():17")

koy 0o (ko)? *w (k) 0w

- - 1 Jdx 1.2 dzr 77 1.2...n Jx®

Comme cette identité a lieu pour une infinité de valeurs de £w, on ern

conclut
p(Eyodm,  p(2F)_ 2w
()J> — oz’ \0x* ) T 0z’

Nous avons vu que le degré v de la solution F(x) ne peut étre infé-
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\

vieur & n. Cela résulte d’ailleurs de 'identité précédente. Deux cas
peuvent donc se présenter : v=rn ouv > n. '
Lorsque v est égal & =, on aura

p(oE\_d= p(2F\_ o= p(oiEy __ o
\ox) 9z’ - 090‘-’)“ ()xz)’ ’ dx* ) dan

Mais, lorsque v sera supérieur & n, on aura, outre ces égalités, les
suivantes

: 01L+1F . 5 ()n—i—‘lF' . ) ()/F .
p(w) = 0, I <;)—:LTH) =0, oo ny I <;);;;> = 0,

qui montrent que les v — n dernieres dérivées de F(«), prises comme
on I'a dit, satisfont & I’équation privée du second membre P(y) = o.

Une solution de I'équation compléte peut ainsi faire connaitre des
intégrales de I'équation privée dusecond membre. Il peut méme arriver
qu’elle les fasse connaitre toutes. Inversement, lorsque v est supérieur
an, la connaissance des intégrales de P(y) = o entraine celle de cer-
tains coefficients dans le polynoéme F (). Ainsi, si nous nous reportons
au cas examiné au n° 4, ol » était nul en méme temps que e annulait
A, sans annuler tous les mineurs du premier ordre dans A,, on avait
trouvé

F(z)=Ci(2) + 9o () + 2 ¢, (2).

-

Par suite de notre tliéoréme, % = o, (x) est une intégrale de P(y)=o.
Elle est alors nécessairement de la forme
¢1(z)=1Lh(x),
[ étant une constante déterminée; d’or
F(z) =9¢(x) + (lz+ C) h(x).

6. On vient de voir que, si la solution F(z) est d'un degré v supé-
. ; (e, ORI QR J'F ., ‘
rieur a n, les dérivées SRR JgnEE T gy sont des intégrales de
P(y)=o0. Orsoit 2*~' la plus haute puissance de & qui figure expli-
citement dans les polynémes y,, ¥,, ..., ¥u, de multiplicateur ¢, qui
satisfont & P(y) = o, auquel cas ' est au plus égal & p.. Comme la
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premiére des dérivées en question est du degré v — n — 1, il faut que
Pon ait
v—n—1ip/—r1, c’est-i-dire vin—+pl;

d’oli une nouvelle limite supérieure du degré v, plus basse en général
que la précédente et qui est, comme la premiere, directement en rap-
port avec P(y). :

Le degré est toujours compris enire les nombres n et n + u., ou €gal a
lun d’ewr.

Par exemple, si e annule tous les mineursde A, jusqu’a Uordre p ex-
clusivement, on aura ' =1 et, par conséquent, le degré v sera égal
anoudn+r.

7. Lorsque les coefficients &, (z), &, (x), ..., ©,(x) de w(x), ouau
moins I'un d’eux, sont variables, et que ceux du premier membre P(y)
sont des constantes, on peut considérer ces derniers comme pério-
diques de premiere espece, de méme période w que w,, @,, ..., @,.
On est done, dans le cas étudié, sous la condition d’uniformité imposée

toujours aux intégrales de R(y) =o.
Ici, on connait immédiatement lesracines de I’équation fondamen-

tale AI,: o; car leurs logarithmes, divisés par w, sont les racines de
’4 i ebrique
I’équation algébrique
/(P) f— Pm 4~ Plpm—l +1)2Pm—2 -+ .. ‘f—])m—ip ‘*‘Pm — 0.
Le nombre p’ est en outre bien facile a obtenir. L’équation A, =o
. ; s . . . loge .

ayant p.solutions égales b ¢, f(p) = o0 a p.racines égales & —=; mais,
a cause des valeurs multiples de loge, ces w racines ne sont pas néces-
sairement égales entre elles : elles peuvent différer de maltiples entiers

2T\ —1 ’ .
de ——\ér— 5 W représente le nombre de celles qui sont en plus grand nombre

. .

égales entre elles. Si, en effet, o, estleur valeur commune et s ce nombre,
20 ef " est celle des intégrales yy, ., ..., ¥, qui renferme x explicite-
ment avec le plus haut exposant, de sorte que s coincide avec p.

’

Si, en particulier, Uégquation [(p) == 0 a toules ses racines inégales, p.

sera ¢gal a lunite.
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Considérons, par exemple, I'équation

a2y
prcian oy =cosfur,

2T

pour laquelle onae =1, 0 = 5 Les racines de f(g) = osont == o/ — 13

Lemay—=1
par suite, celles de A, =osonte P
Si donc o n’est ni nul, ni un multiple entier de §, I'équation admet

. , . . ;. 2T . ’
une solution périodique, de période =z Si «, n’étant pasnul, est un
)

multiple £3 de B, comme alors " est 'unité, v sera égal a zéro ou & 1.
Enfin, si o est nul, p." est égal & 2, el v peut étre o ou 1 ou 2. Cest ce
qui se vérifie, puisque, dans le premier cas, on a

_cosPa
=B

dans le second,

N . CoOSow
Fla)y=0C, coshPa—+ Cosink P + ——22

(&) 1 6 42 | (T2—1)p?
ou

oain ooy
p v N . a8 O
F(z) =€ cosBa + Cysinfr + ——pe
L)
[

2

suivant que £ est différent de 'unité ou ¢gal & 'unité; etenfin, dans le
troisieme,

Fx) =Gz -+ 0, — 00
ou

- . N ¢
F(x)=Ca+Cy+ o

suivant que {3 est différent de zéro ou nul.

Voici encore une remarque qui se rapporte au cas acluel et qui est
souvent utile.

Lorsque &(x), étant périodique, de période o, est décomposable ¢n
¢ parties séparément périodiques, mais dont les périodes w,, w,, ..., »,

" ; . . . o7\ —
soient toutes des sous-multiples de w, si aucun multiple de TV,

20
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de A—E%:, <o de 3—77—:1/)‘_—1 n’estracine de /(p), I'équation P(y) =w(x)
admet toujours une intégrale périodique, de période w.

Considérons, en effet, 'équation obtenue en égalant P(y) a I'une
des parties, de période w;. Puisque /(o) n’a pour racine aucun multiple
de V"1, ceute équation possede une intégrale périodique, de période

(O] <
®;, qui admet aussi la période w, vu que w; en est un sous-multiple.
Toutes les équations pareilles obtenues en donnant & j les valeurs
1, 2,3,...,20nt donc une solution de période w. Leur somme, qui est

une intégrale de P(y) = @ (), est par conséquent dans le méme cas.

8. Supposons enfin que, p,, p., ..., p, €tant encore constants, le
second membre soit de la forme
-

e (ay—+ ayx -+ ay 22+ . - a, e,

les @ et o désignant des constantes déterminées.
On aura

. Aty np—+1 _dry n—+1yn ,dr-ty
Q=" et Ay (nEn a0
e dar+t I dz” 1.2 daz"—1

-+ ... 4 (__.a)mi—i‘):;

P(y)et Q(y)étant tous les deux & coefficients constants, R(y) est aussi
h coefficients constants, de sorte que I'intégrale générale de R(y)=o
est d’elle-méme uniforme.

On peut regarder les quantités p,, p., ..., p, comme périodiques
de période arbitraire w, et les coefficients w,, &, ..., &, comme
périodiques, de seconde espéce de la méme période w, le multiplica-
teur étant ¢*.

I’équation

f(p) —_ pm +P1 Pm_.t _I_I)QPI)I——Q_*_' . +Pm—1P +[)m: 0
et I'équation analogue pour Q(y), savoir
(p —_— a)n+1: 0,

ont respectivement pour racines les logarithmes, divisés par », desra-
cines des équations fondamentales A,= o et A, = o. L’équation

J(p)(p —ay+i=o ‘
Ann, de I’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome IV. — AvmiL 1887. 16
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a donc pour solutions les logarithmes, divisés par v, des racines de
A,.: 0.

Pour que I’équation fondamentale A,= o ait |« racines égales a ¢**,

il faut et il suffit que p racines de /(p) = o soient égales & «, ou au
moins que leurs différences avec « soient des multiples de 22—

w

Or, o étant arbitraire, on peut toujours supposer qu’aucune des diffé-

rences en question n’est un de ces multiples. La condition est donc

que . racines soient égales & «, et le nombre " est par suite égal a .
Cette condition étant remplie, I’équation

J(p)(p—z)ri=o

possede alors n + 1+ . racines égales & «, de sorte que R(y)=o
admet les n + 1 -+ w intégrales

eatx’ x GO(.I," ;’Z'? eﬁ.l‘, xnlb—(»-[l, eO(.Z',

dont les g premieres appartiennent évidemment & P(y) = o.
Il résulte de Ia que la combinaison linéaire désignée au n° 3 par

O(x) estici
D) =e* 2t (L + L + L. ..+ [, 2"),

les / élant des constantes déterminées. Actuellement, son degré A est

toujours égal & n + p, c’est-d-dire que [, n’est jamais nul. En effet,

d’apres la proposition du n® 5, il faut que %{:7[: satisfasse &
P(y)=r1.2.3...nape**.

Or.cela ne pourrait avoir lieu si A était égalh n + p — ¢, ¢ n’étant
pas nul; car alors la dérivée%},} appartiendrait au degré p. — i, et,
comme elle est un agrégat additif de termes de la forme

Ca/e*=,

elle annulerait P(y).
Quant & I'expression générale de U'intégrale ¢(x), elle est

F(z)=®(2) +e*®(Cy+ Ciz + Cy2* +. . .+ Cyy a¥1).

Elle est, par conséquent, de méme nature que le second membre o ().
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Jamais ici . ne peut surpasser A, de sorte que (n° 3 ) le degrév de F(x)
est parfaitement déterminé, quelles que soient les constantes arbitraires
G, et toujours égal & n + p.

En résumé, on voit que, s¢ o annule les dérdivées de f(p) jusqu’a lordre
p. exclusiwement, lintégrale ¥ (x) est le produit de ¢** par un polynime
a coefficients constants, de degré n -+ ., ou les p. coefficients de a*~',

x*=2 . sont arbitraires. On sait bien d’ailleurs comment s’obtiennent
les autres coefficients.

APPLICATION.

9. Dans I'étude des forces centrales, on suppose souvent que la force
ne dépend pasuniquement de la distance du mobile au centre d’action.
Jacobi a signalé une loi particuliere o la force est exprimée par le
rapport

Sy

J9)

r désignant la distance au centre, pris pour pole, et § 'angle polaire.
M. Darboux en a déduit une proposition intéressante, consignée dans
la Note X1 du Cours de Mécanique de Despeyrous.

Je vais, & I'aide des considérations qui précedent, étudier la forme
que présente la trajectoire lorsque la fonction f(0) remplit certaines
conditions.

Oun sait que, si C est la constante des aires et si I’on pose

-

Iy

cette ligne peut étre obtenue par 'intégration de I'équation linéaire

. d*z
(l) z—l,-g‘g +3:f(0).

N

Conformément 3 mes notations, j'appellerai R(z) le résultat de la
e d?s T vecinn @5 L0)
substitution de -7 + z dans I'expression = — Ok

Supposons que, pour un étal initial déterminé, I'équation de la tra-

jectoire soit

2

s=0o(9), '
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(0) étant uniforme avec le seul point singulier essentiel z = . L’é-
quation (1) montre qu’alors /(0) est dans le méme cas, et il en est de
méme de U'intégrale générale de R(s) =o. Supposons qu’en outre
o(0) soit périodique, de période 2m; f(0) admettra aussi la période
2T.

Observons que, pour tout autre état initial, la trajectoire aura pour

équation
5=0C,cos9 + Cysinf + o (9),

et par conséquent possédera les propriétés attribuées & la premiere.
Réciproquement, f(0) et I'intégrale de R(z) = o étant uniformes,
sans autre singularité essentielle que I'infini, si 'on suppose que /(9)
soit périodique, de période 2w, lavaleur de renfonction de 6 admettra-
t-elle aussi celte période ?
Pour répondre, il suffit de remarquer que ’équation (1) est de celles
qui ont été examinées au n°® 7. L’équation en p est ici

pr-1==o0.

Ses racines étant toutes deux de la forme £y/— 1, 1 est égal & 2;
mais, cesracines étantinégales, " est'unité. L’expression du polynéme
désigné par I, et qui coincide ici avec I'intégrale générale de I'équa-
tion (1), sera donc du degré zéro ou du premier degré en 0. Comme,
dans le second cas, le coefficient de 0 doit satisfaire a l'équation privée
du second membre, on voit que I'équation générale de la trajectoire
est toujours

C? .
— =0 c0s9 + Cysinf +-9(0) + 6(acosf + bsin0),

ot ¢ (0) est périodique, de période 2w, ol C, et C, sont des constantes
arbitraires, et @ et b deux conslantes déterminées qui peuvent étre
nulles. '
‘Les égalités
a=o, b=o

expriment précisément que r est périodique.

fif),f@)) remplissant les condi-

Par conséquent, la loi considérée
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tions indiquées, ne conduit pas toujours 4 une valeur périodique der.
Elle peut donner naissance 3 deux catégories de trajectoires, suivant
la nature de f(0), mais quel que soit I'état initial.

Dans Uune, il n’existe sur chaque rayon vecteur qu'un seul point de lu
courbe, de sorte que, si ce rayon fait un tour complet dans un temps fini,
a chaque révolution, le mobile reprendra le méme chemin.

Dans lautre, un rayon vecteur donné () rencontre la trajectoire en un
nombre infint de points, mais de telle fagon que les points ot il coupe la
courbe inverse sont eéquidistants, la distance constante étant

*=an(acosh + bsinb).

On va préciser les conditions auxquelles doit satisfaire /), pour
que la trajectoire appartienne a 'une ou & I'autre de ces catégories,
dans le cas ot /(0) est une fonction rationnelle de sinf) et de cosf, ce
qui est le type des fonctions périodiques.

10. Supposons d’abord que /(0) soit une fonction entiére du sinus
et du cosinus.

On sait que, si A, B, A, B, et G désignent des constantes, et K un
nombre entier supérieur & I'unité et fini, une pareille fonction se met
sous la forme '

Acost-~Bsing + G+ 3 (Axcoskd + Bysinko)
i

et d’une seule maniere.
Pour obtenir une solution de I’équation (r), il suffit de trouver une
intégrale de chacune des équations
Az
(2) a7

. a2z
(3) i

5 =A cosf -+ Bsing,
+3=G+ ¥ (Arcoskl + By sinkf),
k

et de les ajouter.
Or on satisfait & 'équation (2) en posant .

5= g(A sinf — B cos ).
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Quant a I’équation (3), son second membre admet la période 2=;
mais il est composé de parties séparément périodiques, dont les périodes

’—/'— sont toutes des sous-multiples de 2w; en outre, aucun multiple de

ky— 1t n’annule p*+ 1. Nous sommes donc assurés, par la remarque
qui termine le n® 7, que I'équation (3) posstde une solution pério-
dique, de période 2w. Au surplus, on connait bien cette solution, qui
peut s’écrire

G-+2 Ascoskb+ By sin/.'éf‘
k

1— k?

L’intégrale générale de 1'équation (1) est donc

. . . ApcosklG—+B,sinkf
:::(l,cos@—l—Czsmﬁ—i—(x-{—z k - D
ke

6
-+ - ing — Bcos?
. - 2(Ast Bcosf).

On voit qu’clle est uniforme, c’est-a-dire que la condition d'unifor-
mité imposée a 'intégrale générale de R(z) = o est iciremplie d’elle-
méme. Mais on apergoit en outre I'origine du terme en 0. On a

a—=—0, b=+ A.

Par conséquent :

. (6 .. . .
Parmi les forces centrales Z,%—); J(0) désignant une fonction entiére de

. . . (3
sinf) et de cos9, celles qui se composent de la forme newtonienne I—’ et de
Ajcoskl+Brsinkb
72
lunité, produisent la premicére catégorie de trajectoires ; toutes les autres,

. . > e . A cosf -+ Bsind
ut s'obtiennent par Uadjonction d’une force - » donnent
74 2

forces centrales, telles que > k étant un entier supérieur

naissance & la seconde.

Par exemple, si f(0) est du second degré en sin0 et cosf, pour étre
dans le premier cas, il sera nécessaire et suffisant que, pour deux po-
sitions symétriques du mobile (par rapport au centre d’action), la
force prenne la méme valeur.

On voit, en particulier, que, parmi les lois

A cosf -+ Bsind + G
72
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la lov de la nature est la seule qui puisse, & chaque révolution, ramener le
mobile dans les mémes positions.

11. Supposons enfin que /(0) soit une fonction rationnelle de sinf

et de cos0.
Une telle fonction se décompose toujours de la maniére suivante :

0 o deot? =2 d’"cote_:“
F(9)=H(0) + A, cot 5 + A, d@A +...+A,n——¢'i‘67n—“—

; dcot—e—:—@ d"cotg_‘
B,eot2—2 . B > . .4+B, —— 2
+ B 2 ] Feeet Ba T
e SO
. dcotE' dr cot 2%
LCOLJM)'A—L Y L, —— 2,
+ Lo 2 T st T

H(0) représentant une fonction entiere de sin6 et de cosO, qui peut

étre regardée comme la partie entiere de £(0), &, B, ... A, les A, les

B, ..., les L étant des constantes.
Considérons I'équation

o . dcotg—; 2 d"‘cotg_; z
4 it — _ — A=
(4) 5 -+ 3= A, cot + A, 7 +...+A, o

On reconnait aisément qu’elle est satisfaite en posant

H — H—ua
; dcoLJ ~ z dam=2col
3 =y COL—-'-2 -+ nﬁslT I Y, LY —apm=z
b— o

= oo ey [zsin(O—-a) logsin 3 ——5cos(9~a)}

0 —o

+ o [2cos(9——a)logsin +esin(9-—a)+xJ,

Ol dogy gy +- Aoy SOnt des constantes déterminées et ol I'on a
J‘”m—x:EAhi"‘EAU+2; °‘%m:zAhi+l—ZA4»i+3 (l-:—' 0,1,2,3, .. ).

2 d*s . .
En égalant —= + z aux groupes pareils en 3, ... A, on a des équa-
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tions qui admetiront des intégrales analogues. En ajoutant toutes ces
solutions avec une intégrale de

2
(3) Z,—QZ—l-s:H(G),

on en conclut une intégrale de I'équation (1). On voit done, puisque
toute solution de (5) est uniforme (n° 11), que, pour que notre solu-
tion de (1) soit uniforme, il faut et il suffit que I'on ait

ZA= ZA iy EA4.1'+1:2A4 i+
o \
ZBM: IBiisas ZBM‘—I—I = EBiivs,

EL,”': ZL!,[.{_Q, ZLl'i—i-i: ZIJ;,H_;;.

Supposons remplies ces conditions, qui équivalent & la condition d’u-
niformité imposée aux intégrales de R(z) = o. '

Les termes logarithmiques disparaissent alors dans les solutions des
équations telles que (4). Mais j'observe que les termes en 0, non pé-
riodiques, disparaissent en méme temps; d’ol il résulte que les termes
du premier degré en 0, dans l'intégrale générale del’équation (1), pro-
viendront uniquement de la partie entiere H(0) du second membre. Et
par suite :

St f(0) désigne une fonction rationnelle de sinl) et de cos, telle que les

S )

r?

intégrales de R(z) = o soient uniformnes, la force centrale produira

une trajectoire apparienant & la premicre ou ¢ la seconde catégorie, sui-

H(9)

vant que la partie entiere —1— sera dans le premier cas ou dans le second.

Il ne s’est agi, dans ce travail, que de fonctions simplement périodi-
ques. Mais il est clair que les mémes choses peuvent se répéter d’une
maniere enlierement analogue pour une équation linéaire dont le pre-
mier membre serait & coefficients doublement périodiques, tandis que
le second affecterait la forme d’un polynome aux deux variables « et
L(x), ayant pour coefficients des fonctions doublement périodiques de
seconde espece.



