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SUR LES SOLUTIONS REGULIERES

D'UN

SYSTEME D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES,

7

Psr M. L. SAUVAGE,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE MARSEILLE.

1. Dans son Mémoire fondamental sur les équations différentielles
linéaires et homogenes ('), M. Fuchs démontre le théorme suivant :

L’equation différentielle lindaire

d*y  Py(x) dm-ty Py(x) dm-2y i P..(x)

dx™ ™ x —a drt! (' —a)* demn-2 (r—a)ym”

b

ott les fonctions P (), Py(x), ..., P,(2x) sont des fonctions uniformes
et continues dans le domaine du point a, admet dans le domaine de ce
point un systeme jondamental d’intégrales dont tous les éléments restent
finis pour x = a quand on les a prealablement multiplies par une pu:s-
sance convenable de x — a.

Les intégrales de ce systeme fondamental peuvent élre mises sous la

forme
F={o,+9log(z —a)+...+ 9.[log(z —a)]*| (z — a),

ol gy Gy --+» @, sont des fonctions uniformes de x dans Ie domaine
du point a, et qui sont infinies d’ordre fini pour x=a. M. Thouwé
appelle ces fonctions des expressions régulicres; nous adopterons cetle
dénomination.

(1) Journal de Crelle, t. 66, p. 121. Foir la These de M. Tannery.
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Le but de ce Mémoire est de généraliser le théoreme précédent en
'appliquant aux systemes d’équations différentielles linéaires de la
forme

dy; .
(.:v-——xo)?;—; =anYi+.. -+ Qpy, (I=1,2,...,n),

ot les coefficients @ sont des fonctions holomorphes dans le domaine
du point z,. Nous nous proposons de montrer que zoutes les solutions
de ce systeme peuvent étre composées linéairement avec des expres-
sions régulieres dans le domaine du point 2,. Nous verrons, de plus,
que ce systeme d’équations n’est pas le seul qui jouisse de cette pro-
priété importante.
Pour simplifier I’écriture, nous supposerons le point x, ramené &
origine et nous considérerons le systeme
ly;

[« .
(1) @z = Ap Y1y, (i=1,2,..., ).

2. Nous démontrerons d’abord que le systeme (1) admet au moins
une solution dont les éléments sont de la forme

(2) &', X9y ..., XYy,

Oy ©ar ..., @, étant des fonctions uniformes et continues dans le
domaine de 'origine, développables en séries a coefficients constants
de la forme

(%) S Q= -,',9[0‘*' -Z'q)il - Dis T "I’.y‘q'l'y. +. ..
< ( :

(i=1,2, ..., =0,1,2, ...,%).
Il nous suffira de montrer qu’on peut déterminer le nombre r et les
coefficients des séries (3) de maniere que ces séries solent conver-
gentes et que les expressions (3) satisfassent au systeme d’équa-
tions ().

Posons donc

‘nous aurons
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En substituant daus le systeme proposé (1) ces valeurs des fonctions v

et de leurs dérivées Sooeten divisant par 27, on obtient les équations

/ do; ;
(4) &= =an Q...+ (Qu—r)o;+...+ a0, (i=1,2,...,7n).

Posons maintenant

(53 { ap=al+ zal+...+z%a, +...
<

! (i=1,2,...,n; k=1,2,...,n; p=0,1,2,...,0).
Les séries (5) a coefficients constants représentent dans un certain
domaine de P'origine les fonctions a.
Le systeme (4) devra étre rendu identique quand on aura remplacé

les coefficients et les inconnues par les séries correspondantes. On aura
comme premiere condition d’identité

0 . 0 0
CZ“—I (Zm auz [
0 0 0
- a, Aoy — 1 a, |
F(r)y= 21 b 2 .:0
0 0 0 .
Ay Ao cee Qup—1 \

Il résulte de Ia que le nombre 7 ne pourra étre que l'une des racines
de I’équation algébrique de degré n

F(r)=o.

Par analogie avec le théoreme de M. Fuchs, nous appellerons cette
équation I'éguation fondamentale deéterminante relative au point x = o.

3. Soient r,, 7y, ..., 7, les n racines de I’équation fondamentale
déterminante, rangées de maniéere qu'aucune des quanlités 7, —r, — 1,
Py—7ry—1,...,7,—r;— [ ne soit nulle ou égale & un entier positif.
Cette condition sera remplie si les parties réelles ne vont jamais en
croissant quand on passe d’une racine & la suivante. La quantité r, + £,
quelle que soit la valeur du nombre entier et positif %, n’annulera
jamais F(7).

Ann. de I’Fe. Normale. 3¢ Série. Tome I1I. — Novemsre 1886. 20
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Nous allons montrer que Pon peut déterminer des séries conver-
genles @, 9as .. .5 9n telles que

" r 2
xhgy, X0y, ..., X,

forment une solution du systeme proposé.

Nous écrirons rau lieu de r,, avec cette condition que le nombre
r-+ k n’annule jamais F(7) pour % entier et positif.

Revenons aux équations (4) ol 'on suppose qu’en a introduit les
séries (3) et (5). Continuons & identifier les deux membres de chacune
de ces ¢quations, nous aurons, en égalant les coefficients de a7,

kou=al o ...+ (@—1)Qu—+... - al,on
g -+ “3‘1‘?1,k—1+---'*"a}z?(?i,/:—i e a}n?n,k—i
(6) ‘ S
( - aﬁ P10 Rl aﬁ Pio e aﬁﬂ?nn
(ié=1,2,...,n).

Ce systeme d’équations est du premier degré par rapport aux coeffi-
clents @,z Qags --+» @ur €t permet de les déterminer en fonctions des
coefficients ¢ dontle second indice est moindre. En effet, le détermi-
nant des coefficients des inconnues est '

0 . d 0 0
al,—r—Lk aj, co.ooal,
al asy,—r—=~L ... al :
21 22 e 2n =F(r—+ k).
0 0 0 A
ab, al, e al,—r—=~

Ce déterminant ne pouvant étre annulé par aucune valeur du nombre
entier ¢t positif £, on pourra déterminer de proche en proche les coef-
ficients des séries ¢.

4. Démontrons que les sérics ¢ obtenues dans le paragraphe précé-
dent sont convergentes dans le domaine de 'origine.

Appelons p le rayon d’un cercle ayant pour centre Iorigine, ct dans
lequel les séries @ soient toutes convergentes, méme aux points situés
sur la circonférence. On pourra prendre ce nombre p assez petit pour
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que le module d’un terme queleconque af;¢* des séries a soit aussi petit
qu’on le voudra, pourvu qu’on laisse de coté les premiers termes a;
pour lesquels . = o.

Ecrivons le systeme (6) sous la forme

. ) N A [P
ah o+ .o+ (a—r—K)op+.. . +ad,0u=G;

en posant
p L ) .
—Gi=al, 01, 41+ .+ ai o ({=1,2,...,n0).

Tirons de ces équations la valeur de I'une quelconque des incon-
nues ¢, NoUs aurons '

Qs B (r + &) =816+ A G+ . .- A, Gy,

Ay, A, ..., A, représentant des déterminants mineurs du premier
ordre du déterminant F(r + £).
On peut écrire cette équation

F(r—+ k)op*=A,G,p%+... A, G, p".
Or nous aurons

_ . 1 k=1
- G[P/E—‘ alip - 91,1 P/L Y AP Py -1 P

2 Q — 2 2 fe—2
-+ agi Pn' P1, k—-ZPk i P AinP" Pn, ke=2p

k : k Ak
-+ ap, PA' 20 e @ P Do

Un terme quelconque de cette somme est de la forme a5, oY,
et . sera au moins égal & 1. '
4 . k- :
Appelons & et ;4o les modules de af; g et de g 4, 0" % Le
module de G,p" sera inférieur a la somme

ol (E=1,2,0. 0 =1,2,..,05 p=1,2,..., k).
Mais, pour une valeur donnée de p, et pour p. > o, les modules «f; ont

une valeur maximum o. De plus, pour les valeurs de 1 de 1 4 £, 'une
des quantités §; ;_, est plus grande que les autres; désignons-la par .
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Le nombre des termes de la somme étant n£, le module de la somme G, ¢
sera inférieur d nkal.

Appelons maintenant 8,, 8,, ..., ¢, les modules des déterminants A,,
A,, ..., A, le module de la somme

A Gph. ..+ A, G, pk
sera inféricur i

nkod (0,4 dy+. ..+ 0,).

Appelons de méme ¢ le module de F(r+£), on aura pour le

module ¢, de oo
| (k3 ke kd,
hr<nod|-— +—x+...+~— )
) ) 0
. koy ) I A,
Mais = est le module de la fraction -
o F(r+r)

Les deux termes étant du n“me degré en £, on peut prendre £ assez
grand pour que, & parlir de cette valeur de £ et pour toutes les valeurs
de £ plus grandes, le module de la fraction differe de sa limite /; d’une
quantité e; aussi petite qu’on voudra, et que ce module s’approche
constamment de sa limite quand £ augmente indéfiniment.

On aura alors, pour cette valeur de £,

br<nad(li+L+.. .+ l,+e+e+...+2,).

Soit L la plus grande valeur de la parenthése obtenue en prenant
tous les € posilifs, on aura
<< nadl.

Cela posé, on peut prendre p assez petit pour que naL soit un
nombre plus petit que Punité. En effct, on peut prendre p assez petit
pour que « soit rendu aussi petit que I’on voudra. On aura alors, poar
cette valeur de o ct pour toute valeur plus petite,

"
<< I
1 »

p ¢lant un nombre plus grand que I'unité.
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Si, ensuite, on remplace £ park +1, £+ 2, ..., on ne pourra pas

augmenter la valeur de L, el, par suite, celle de naL ou de})- On aura
done '

v

Yierrr < 7 (M'=1,2,...,%).

Il résulte de l1a que les modules des termes des séries ¢ seront, &
partir d’un certain rang, moindres qu’un nombre déterminé pour toute
valeur de  dont le module sera au plus égal & g. Les séries ¢ seront
donc convergentes & I'intérieur du cercle de rayon g ayant son centre
a l'origine.

Il est donc démontré que le systeme

_(l_}'{_ , i
(I) »’L%——au)’rl—---—*—(lm)u

admet au moins une solution dont les éléments "¢, 2”2, ..., "3,
soient des expressions régulieres. Nous dirons qu’une zelle solution est
régulicre. Il nous reste a faive voir que le systeme (1) admet n solutions
régulicres formant un syseéme fondamental de solutions. I sera ainsi
prouvé que le systeme (1) n’est satisfait que par des solutions regulicres
ou par des combinaisons linéaires et homogenes a coefficients constants
de ces solutions réguliéres. Nous dirons que ces combinaisons sont aussi
des solutions régulieres.

5. Lorsqu’unc fonction de la forme
F=[go+ oplogz +...+ 90, (logz)? 2"

reste finie pour 2 = o quand on I'a multipliée par une puissance con-
venable de @, il y a un exposant o tel que le produit «*F est différent
de zéro pour 2 = o et n’est infini que comme une fonction

o+ Blogz +...+A(logz)™

entiere en loga et & coefficients constants. En nous servant de l'expres-
sion de M. Fuchs, nous dirons que la fonction F appartient & l'expo-
sant o.
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Les diverses intégrales x™¢,, "0y, ..., 2”19, qui composent une
solution du systeme (1) pourront appartenir & des exposants différents.
Nous mettrons ces exposants en évidence par la notation

2ty 01, 2ty ?a, R iy D

ol by, b, ..., h, représentent des nombres entiers. Mais, pour = o,
les fonctions ¢,, 94, ..., 9, seront toutes différentes de-zéro.

Cependant plusieurs éléments de la solution peuvent étre identique-
ment nuls, et il n’y a pas lieu alors de parler des exposants auxquels
ils pourraient appartenir.

6. Soient
= «Z'H'/L"(Pi (i=1,2,...,n)

les éléments d’une solution réguliere du systeme d’équations (1).
Supposons que les fonctions ¢, soient identiquement nulles pour
k=1,2,...,n—s, mais que les fonctions ¢,, @,, ..., ¢, soient Loutes
différentes de zéro pour x = o.

Posons y;= u;¢; en convenant de remplacer u,,, par 2", et soil, pour

dy

- Nous aurons
dz

simplifier I'écriture, y'=
ZY; =X U g+ U g

et, par suite,

’

iy u; 7 o
xq,-___ai,-lz-.qi—i—...—l- au——x-l—‘—; q[+...+ain;qn (i=1,2, ..., n).
L 12

Ce systeme d’équations admet la solution

G =, =...=¢;=1,
Qsvde ™ Pslet-1 =« » «+ = (= 0.

On a donce

uy Usg
Ajyy— ...~ Qjg— == 0.
u; ;
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En tenant compte de ces relations, nous aurons
, Uy g
ZGi= @i — (ga—q1) +-. .+ @is— (Gs— q1)

u; u;

U, 14

-+ &, 541 s qs+1 ...t aip = Ine
u; u;
- Posons maintenant

Gr— §1= 31 (hA=1,2,...,8),

p— (Y J—
Gsvrr = Serpr (K=1,2,...,n-—35),

nous aurons, en retranchant la premiere équation des n — s suivantes :

, iy 78 ), uy
a3y, == —ap— s App— £ —a == ) Ept. ..
ur U, uj. Uy
Uy Uy Up Up
T Qs —— — Xy, 501 —— | Ssr oo Qe — — Ay — ) 5y,
wy uy u u,
/ !
! — Uy syt Uy ~-
LIyl = Qgieleryg ——— S oo o\ gl splr — X TN I i 7R S
Usp f sk skt

(k=2,3,...,8; Fl=1,2,...,n—35).

Introduisons maintenant dans le calcul les valeurs

U= 2™ g;.

Nous aurons

y_ﬁ _— m/’«k—hiﬂ,
g 9:

' I
zu

et, par suite,

U, Us 5 P
Qs hat- R am__l = s _23_ ol — a”_(f}_xh‘—hi’
w u, Ok Q4

‘
' uy. uy. % _
Qpp— & — — Aifp— = Qpjs=— 1" — /L/L.— amt—P— P /‘1,
up uy )

Uy

U
Usil )k —— == Asilt, | QR Tk ou Qs ', by == == @i, Iy
Uspfe Usipr
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sulvant les cas, et

’
Uyt
Qs by s+ k! — X ——

4 = Qs s+l — T
Usie

Le systeme d’équations en = deviendra

[oFY
.%'SI/L. = (s X2 phy—ly s .(f_%xhr/u Syt ..
O g

-+ <(a/,k— r—h,— a”,.-%x"brh. S
Q1

I 1
-+ (ak, 1 — XM — @y sy — x—h'> Sspr ..
Pk 91

-+ (a/‘n, I‘“ a—F— Q1n "I— x—h‘> Sps
o o
X Fpg = g1y 2 Po 2hi5, 4. .+ (@ste, st — ) Sepn . Qs k' yn <n-
Changeons encore une fois de variables, et posons

sp=a e, (p=1,2,...,n),

10US aurons, pour p =1, 2, ..., S,

’

as,=—hpx=tpp,+ =M,
et, pourp=s—+1,5+2,...,7,

’ !
.Q?:S+L.=.TL‘ VI)*‘/""

Remarquons, en outre, que, d’aprés la maniére dont on calcule les
séries ¢ au n° 3, 'une au moins de ces séries est différente de zéro
pour & = o, de sorte qu’on peut supposer, par exemple, 4, nul et £,,
hys «. .. hs positifs. On est ainsi conduit au systeme d’équations

3
1 Oy X2 Dy
x2¢), — = | az P2 22 am?—x/‘u gyt L
Yol O 2l o1

o
+ <c¢,‘./..— r—hy—ay -cp—,e m"k) x4 ..
1

I ) I
~+ <661m — e — (] — | ¢
Jir 1,8+1 ny
P 2Tk ¢1

U
L Vgt = Uikt Q2P0 o v o= (ool sl = 1) Vsl = o o o= sl n Vs
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ou, plus simplement, au systeme

{ (o2
v, = <a/_.2 L —a, ﬁx"t-) Pa—t. ..
Pk Pt

e} S A ! A
(7) / TN\ Qpp— T — Rp— Q= X% | Cp—eei | Qpp— — A p — 2"k | 0,
21 @k 21
’
TV == Bt 2 Q2 V2 oo o (At sodr — T) st e v o Aot 0 On Vs
| (k=1,2,...,8; F'=1,2,...,n—3).

Pour @ = o, les cocfficients a;; se réduisent & des valeurs a}; qui ne
sont pas toutes nulles. Les séries g, se réduisent a des valeurs g, dont
aucune n’est nulle. Il en résulte que le systeme (7) est de méme nature
que le systeme (1); mais il a une inconnue de moins..

Ce systeme (7) admet une solution réguliere en v,, ¢,, ..., ¢,. Par
suite, le systeme en

sp=ax e, (p=2,3,...,n)

admet une solution réguliere en z,, z,, ..., 5,.
Remontons au systeme en ¢,, ¢,, ..., ¢,. Nous aurons d’abord
' . P4 !
zgi=(an—r)i+ an @t gat o Q=
1 1

ou, 3 cause de la solution

71 =92 =...=qs=1,
gs+1=—=Gs+2 =+ - —=Gn=—20,

I

2

zq, = aug—w"x Syt i e
1 1

Le second membre est une expression réguliere. Soit H cette expres-
sion. — sera de méme une expression réguliere, soit H,. En intégrant
I'équation ¢, = H,, on aura pour ¢, une expression réguliére.
Cela posé, on a
G =St ‘(/f:[,Q,..:,S),

Gsile = Bkt (Kl=1,2,...,n—5).
Ann, de I'Fec. Normale. 3¢ Série. Tome [Il. — Dicexsre 1886. o1



4fo2 L. SAUVAGE.

On voit done que ¢3, ¢3, ..., ¢, seront, comme ¢,, des expressions
régulieres.

Enfin, on a posé y;=u,q,, u; et ¢; étant des expressions régulieres,
y; sera aussi une expression réguliere, et la solution y,, y., ..., ¥, du
systeme (1) sera régulicre.

Il est done prouvé que le systeme d’équations (1) admet deux solu-
tions régulieres.

En ramenant le systeme (7) & un systeme (7') de méme forme et
renfermant encore une inconnue de moins, et en continuant ainsi, on
arrivera & démontrer que le systeme d’équations (1) admet » solutions
régulieres.

On sait, par les théories générales (), que les n solutions régulieres
ainsi obtenues forment un systeme fondamental de solutions des équa-
tions (*). Il en résulte que zoute solution du systeme (1) est réguliere:
¢’est ce que nous nous ¢tions proposé de démontrer.

7. Lethéortme précédent s’étend sans difficulté aux équations de la
forme

dax »

dx
(l‘}’i: (((,'1}’1+. . (lm)’,,,) ?1- e I o (1[1)’1 “+ ... lirz]’n) po )
1 x,

ou les coefficients @, b, ..., { représentent des fonctions holomorphes
dans un domaine du point xy = 0, £y =0, ..., x,= 0.

Jai entrepris I'étude générale des équations de ce genre sur les
conseils de M. Appell. Le Mémoire actuel est la suite naturelle des
Mémoires que j’al déja publiés sur ce sujet. Qu’il me soit permis de’
remercier ici M. Appell des marques d’amitié qu’il m’a prodiguées en
s’intéressant & mes recherches.

8. Les calculs que nous venons de faire prouvent que les systemes
d’équations de la forme (1) ne sont pas les seuls dont toutes les solu-
tions soient régulieres.

(1) dnnales de VEcole Normale supéricure, p. 33 ; février 1882,
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Posons y;= a™u;, et substituons ces valeurs dans le systeme (1),
nous obtiendrons le systeme

du; ay —nh a a
__ay 1 12 1n
dr x Uy —+ 2l =R+l Ug—. ..+ =l Up,
.............................................. ,
du; a; a;;— h; a;
- 1 i i in
(8) dr = pheha e ——— Wi e Uns
................................................... ,
du a pp—hp '
| —— = —,-'1,1—‘7151“)-‘--“*- 222y,
\ dx 2Pl + x

En posant réciproquement u;= y,x™*, nous obtiendrons le sys-
teme (1). \ '

Le systeme (8) a donc toutes ses solutions régulieres.

On obtient facilement, comme cas particulier du systeme (8), le
systeme
a

i -+ in
X Uq R ?&-ll”',

du;, _ ay—+1 Qo
: x

w,+
x

De ce systeme on déduit facilement

dru, au+1dvlu, o oan dPTRu,
dx* = =z dzrT! z? dx"?

Ain
...+ 'x—"_ Uy,

On voit ainsi que u, satisfait 2 une équation différentielle linéaire et
homogene d'ordre n.

On peut réciproquement passer de cette équation différentielle au
systeme d’équations précédent. Ainsi le théoreme de M. Fuchs n’est
qu’un cas particulier du théoreme général que nous avons démontré.
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‘9. La question, telle que nous 'avons posée, est résolue. Mais elle
en entraine une autre : déterminer toutes les formes des systemes
d’équations différentielles linéaires et homogenes, pour lesquelles les
solutions soient toules régulieres. Nous nous proposons de traiter cette
seconde Partie dans un autre Mémoire. En outre, la question que nous
venons de traiter donne lieu & plusieurs conséquences importantes que
nous nous proposons d’indiquer ainsi en dehors de ce Mémoire.




