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SUR LES SOLUTIONS RÉ&ULIÈRES
D L'^

SYSTÈME D'ÉÛUATIONS DIFFÉRENTIELLES,
• 1 PAR M. L. SAUVAGE,

PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE MARSEILLE.

;L Dans son Mémoire fondamental sur les équations d i f f é ren t i e l l e s
linéaires et homogènes (1), M. Fuchs démontre le théorème suivant :

V équation différentielle linéaire

^ — pl {x! d^ZlZ. ^̂ itiLL dmZl^ p îLLd^î ~~~ 'jT^'a 'dx711-^ + (̂ "̂ ^ d^1'^ --i- • • • -4- ̂ _ ̂  J',

où les fonctions P<(^), P2(^)> " • • » P//z(^) sont des fondions uniformes
et continues clans le domaine du point a, admet dans le domaine de ce
point un système fondamental d'intégrales dont tous les éléments restent
finis pour x = a quand on les a préalablement multipliés par une puis-
sance convenable de x — a.

Les intégrales de ce système fondamenta l peuvent êlrc mises sous la
forme

F== |ço- ! -y^ log(^—a)- î - . . .+? / , [ log(^—a)] • i \ {a;—a}1',

ou Ço» ? i » * • • ' ^n sor1*- des fonctions uniformes de oc dans le domaine
du point a, et qui sont infinies d'ordre fini pour x=a. M. Thonié
appelle ces fonctions des expressions régulières; nous adopterons cette
d é n o m i n a t i o n .

(i) tournai de CrcUe, t. 66, p. 121. Foir la Thèse de M. Tanneiy,
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Le but de ce Mémoire est de généraliser le théorème précédent en
l 'appliquant aux systèmes d'équations différentielles linéaires de la
forme

(^—^o)-^ =- an Ji -•{-.. .+^y/, ( z = i , a, . . . , / ^ ) ,

où les coefficients a sont des fonctions holomorphes dans le domaine
du point XQ. Nous nous proposons de montrer que toutes les solutions
de ce système peuvent être composées l inéa i rement avec des expres-
sions régulières dans le domaine du point XQ. Nous verrons, de plus,
que ce système d'équations n'est pas le seul qu i jouisse de cette pro-
priété importante.

Pour simplifier l 'écriture, nous supposerons le point x^ ramené à
l'origine et nous considérerons le système

( 1 ) x6^ == «,i.yi-h.. .4-a/,,y/, (ï=.-i, 2, . . ., /i).

2. Nous démontrerons d'abord que le système (i) admet au moins
une solution dont les éléments sont de la forme

(2) ^"cpi, ^"(pg, ..., .^'y,/,

y ^ , <p2, . . . , cp^ étant des fonctions uniformes et continues dans le
domaine de l'origine, développables en séries à coefficients constants
de la forme

\ cp/ •==• .9/0 4- ^ 9/ï -1"' ̂  y/à -+". • . + ̂  9/p- -h ...
( {i'=.i, a, .. ., n; ^.=0, ï/a, . . ., oc).

Il nous suffira de montrer qu'on peut déterminer le nombre r et les
coefficients des séries (3) de manière que ces séries soient conver-
gentes et que les expressions (3) satisfassent au système d'équa-
tions (i).

Posons donc
y -==.^9,

nous aurons
dy ( •do,. \

•X—— == X^ X -7'- + r'Q 1 .
clx \ dx ï )
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En subst i tuant dans le système proposé (ï) ces valeurs des fonctions r
et de leurs dérivées -r--> et en divisant par x7', on obtient les équations

€Î1^ '
(4) ^-^ ==^,i0i4-. . . - t -Ca/——/1 )^ , - } - . . .4-a//, 9^ (i-=-î, 2, . . .,n).

Posons m a i n t e n a n t

(59) aî}^a^,-2^xa}f,-^...-\-x^a^^-...

( l = î , ' 2 , . .., 71; 7 r==I , 2, .. ., 72; ^=:0, I, 2,. . . ,CO) .

Les séries (5) à coefficients constants représentent dans un certain
domaine de l 'origine les fonctions a^.

Le système (4) devra être rendu ident ique quand on aura remplacé
les coefficients et les inconnues par les séries correspondantes. On aura
comme première condition d'identité

^1
^

^i

7 ^
û!^-

"^

-/. ...
<»

«•L.

^»— '•

F(r )=

II résulte de là que le nombre r ne pourra être que l 'une des racines
de l 'équation algébrique de degré n

F(r)=o.

Par analogie avec le théorème de M. Fuchs, nous appel lerons cette
équation Y équation fondamentale déterminante relative au point x == o.

3. Soient r^ r^, . .., r^ les n racines de l 'équation fondamentale
déterminante^ rangées de manière qu 'aucune des quant i tés 7\— r^ — i,
/^ — j^ — I ^ . • . , r,^ — ^ — i: ne soit nu l le ou égale à un entier positif.
Cette condition sera remplie si les parties réelles ne vont jamais en
croissant quand on passe d'une racine à la suivante. La quan t i t é^ +k,
quelle que soit la valeur du nombre entier et positif k, n'annulera
jamais F(r).

Ânn. clé l'Éc. Noj'maîe. 3" Série. Tome III. •— NOVEMBRE 1886. 00
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Nous allons montrer que l'on peut déterminer des séries conver-
gentes ç,,, 9^, . . . , ç^, telles que

tZ'''iîpi, .r'iîpa, ..., ^icp^

forment ime solut ion du système proposé. ;
Nous écrirons r au lieu de r^ avec cette condition que le nombre

r+ k n ' annu le jamais F(r) pour fc entier et posit if .
Revenons aux équations (4) où l 'on suppose qu'on a in t rodui t les

séries (3) et (5). Cont inuons à identifier les deux membres de chacune
de ces équations, nous aurons, en égalant les coefficients de ̂

Â:9^= a^ cpi/, "+-... ~h (<— r) cpa:'
-1- a^ (pi, ̂ i +...-+- a}, y/, /c-i

•^?^

•^L?/z,/c-l
(6)

•^i^io -}-• - •+<i9/o
( < = I , 2, .. ., /l).

>^?^)

Ce sysième d'équations est du premier degré par rapport aux coeffi-
cients ç,,/,, îpa^ * • - » 9n/î et permet de les déterminer en fonctions des
coefficients 9 d o n t le second indice est moindre. En effet, le détermi-
nant des coefficients des inconnues est

-,o"11 a\
7 °̂în ==F(r~h-Â:).

^yO^ni ^L-"-^-""""^

Ce dé terminant ne pouvant être annulé par aucune valeur du nombre
entier et positif A, on pourra déterminer de proche en proche les coef-
ficients des séries ç.

4. Démontrons que les séries 9 obtenues dans le paragraphe précé-
dent sont convergentes dans le domaine de l 'origine.

Appelons p le rayon d 'un cercle ayan t pour cenire l 'origine, et dans
lequel les séries a soient toutes convergentes, même aux points .situés
sur la circonférence. On pourra prendre ce nombre p assez petit pour
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que le module d 'un î e rme quelconque a^.p^ des séries a soit aussi peti t
qu'on le voud ra , pourvu qu 'on laisse de côté les premiers termes a ] '
pour lesquels a = o.

Ecrivons le système (6) sous la forme

^^ l9lA-^-.•.- î-(a^—r—Â•)9^-+-.. .+^9/^-^G,

en posant
— G,==a^9i,/,_i4-. . .-ha^c^o (J==i, 2, . . .,n).

Tirons de ces équations la valeur de l 'une quelconque des incon-
nues <p, nous aurons

9^F(r -+- /Q = AiG, + A^G^. ..+ A,,G^

A^ A^, . . . , A^, représentant, des délerminants mineurs du premier
ordre du déterminant F(r+A).

On peut écrire cette équation

F(r+ /Q^==A,Gip^+. . . A.G^.

Or nous aurons

— Gip/c= a}^ p . yi, 7,̂ 1 p^1 +•... 4- a\^ p . 9,,, /^i p^-1

+ a^ p2. 91, ̂  p^-2 +-...+ af/,p2. 9^, /.-âp^-2

4-......................................

4~ a^ p^. 910 -+-...-+- ûs^p7'. 9^o- •

Un terme que lconque de cette somme est de la forme ^'P^î^/^p71"'^
et p- sera au moins égal a i . • '

Appe lons aV. et ^y,^ ^es modules de û^p^ et de Çy^/f-yP^"^' -^e

module de G/p^ sera inférieur à la somme

la^d^^-p. (î=i, 2,. . . , n ; -y=r, 2, .. .,n; ^=ï, a, . . ., A-).

Mais, pour une valeur donnée de p, et pour [x> o, les modules a^ ouï,
une valeur m a x i m u m a. De plus, pour les valeurs de p- clé i à À, l 'une
des quanti tés ^y,/c-(i es[ P^18 g^iîde que les autres ; désignons-la par ^.
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Le nombre des termes de la somme étante le module de la somme G/p7 '
sera i n f é r i e u r à n/ax'^

Appelons ma in t enan t S^ , §3, ..., §^ les modules des déterminants A i ,
A^, . . . , A^, le module de la somme

A^G^+.-.+^G^
sera infér ieur à

/zÂ'a^(ô^+ Ô2-4-. . .-f- ô/?,).

Appelons de même à le module de F ( r+A) , on aura pou r le
modu le ^/r de 9?^

, , f/co, /.rî, Â-â/A
^/ ,</ÀO^ -^ -+-———+. . . -+ - '——— -
' • \ 0 0 0 /

Mais —^ est le module de la fraction -p———•o F (/•+/!•)
Les deux termes étant du /^ î ( tmc degré en 7c, on peu t prendre k assez

^rand pour que, à par t i r de cette valeur de 'k et pour toutes les valeurs
de k plus grandes, le m o d u l e de Li fraction diffère de sa l imi te 4 d 'une
quanti té ^i aussi peti te qu'on voudra, et que ce module s 'approche
constamment de sa l imite quand k augmente i n d é f i n i m e n t .

On aura alors, pour cette va leur de k,

'b/,< /za^(/ i+ 4-4-. . .-h ^-4-£i-{- S2-+-- • .H-£//) .

Soit L la plus grande valeur de la parenthèse obtenue en prenant
tous les £ positifs, on aura

'l>./,<,na^L,

Cela posé, on peut prendre p assez pe t i t pour que naL soit un
nombre plus petit que l ' u n i t é . En effet, on peut prendre p assez petit
pour que a soit rendu au-ssi petit que l'on voudra. On aura alors, pour
cette valeur de p et pour tou te valeur plus petite,

•^<^
p étant un nombre plus grand que l 'uni té .
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Si, ensuite, on remplace k par /c + l y k + 2, ..., on ne pourra pas
augmenter la valeur de L, et, par suite, celle de TiaL ou de -• On aura
donc

^/,.<^ (^^i^,...^).

Il résulte de là que les modules des termes des séries o seront, à
par t i r d'un certain rang, moindres qu'un nombre déterminé pour toute
valeur de x dont le module sera au plus égal à p. Les séries <p seront
donc convergentes à l ' intérieur du cercle de rayon p ayant son centre
à l 'origine.

Il est donc démontré que le système

( i ) x -^ = an Vi -r-.. . -4- au, y,,

admet au moins une solution dont les éléments afo^ ^'c^, . . . , '̂̂
soient des expressions régulières. Nous dirons qu 'une telle solution est
régulière. Il nous reste à faire voir que le système (i) admet n solutions
régulières formant un système fondamental de solutions. Il sera ainsi
prouvé que le système (i) n'est satisfait que par des solutions régulières
ou par des combinaisons linéaires et homogènes à coefficients constants
de ces solutions régulières. Nous dirons que ces combinaisons sont aussi
des solut ions régulières.

5. Lorsqu'une fonction de la forme

F = [©o-h- Q^lûg^ 4-. . .+ ̂ (log^]^"

reste finie pour x = o quand on l'a mult ipl iée par une puissance con-
venable de x, i l y a un exposant a tel que le produit oc^-V est différent
de zéro pour oc = o et n'est infini que comme une fonction

a -4- t31og^ 4-. • .-t-lOog.^

entière en log^r et a coefficients constants. En nous servant de l'expres-
sion de M. Fuclis, nous dirons que la fonction F appartient à l'expo-
sant a.
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Les diverses intégrales .r^cp^ ^©2, . . . , a^cp^ qui composent une
solu t ion du système (i) pourront appar ten i r à des exposants différents.
Nous mettrons ces exposants en évidence par la notat ion

/y./'-t-A, ^ /y.r,-+-A,, /.n '-f >',•+• /''•« n•z- ^ i îpi, .z- i •i Y's? . . . » ^ 1 /t Y/ ts

où A i , Àa» - . - 9 ^ représentent des nombres entiers. Mais, pour ^ = = = 0 ,
les fonctions <^ , 9 2 » • • • » fn seront toutes différentes de-zéro.

Cependant plusieurs éléments de la solut ion peuvent être identique-
ment nuls, et il n'y a pas lieu alors de parler des exposants auxquels
ils pourraient appartenir.

6. Soient
a,z= ̂ '^i 9, ( i == T , 2, . . . , / < • )

les' éléments d'une solution régulière du système d 'équations (.1).
Supposons que les fonctions y^- soient i den t iquemen t nulles pour
k = i\, 2, . . . , n —- s, mais que les fonctions cp i , y^, . . . , ^s soient toutes
différentes de zéro pour x == o.

Posons j^== ^y/en convenant de remplacer u^ P^ ^r? ̂  so ]it•» pour
simplifier l'écriture, y'^ ̂ - Nous aurons* cloc

xy'i=.xu^i-^xuia[,

et, par suite,

, Ui f U, \ Un / - \xq^a^—q^...+ [aa—^— <y^-+-. . .4-a^—^ (^==1, 2, . .., n}.Ui \ Ui) Ui

Ce système d^équations admet la solution

^ = q^ •==: . . .==: q^ = i,

Ç^/s= ^-J-A-M ::::= • • . == y/i== o.

On a donc
1<1 //A1

^ ̂ i 4»., ̂  -̂ . ̂ ^ — =: o.
/^ ^^
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En tenant compte de ces relations^ nous aurons

^q'^a^—{q^q^ -h.. . -+- a^ (<7,-~ q^)
Ut U^

MA--M U^-4- a^ ̂ i —— ç^i 4-. . . -j- a//,, — q^.
^i l l i

Posons maintenant

qk— qi~==- ^k (A- = 1 , 2 ^ . . . , s ) y

qs+y = ^s-^k' (^==1,2, . . . y n — s ) y

nous aurons, en retranchant la première équation des n — s suivantes :

/ / u^ u^\ ( u',. ii/A
x^f, •==. a/,2— —an— ^4-...+ (a^-~ x -^ —a^— -s/,+...\ uk uu \ u^ ^i7

, / „ ^.'4-1 ., M.s-4-l\ . . / Un ^\
"̂  [ ,̂.y-hl ——— — ^ï,s+-î ——— ) ^-M -h ... -4-1 akrt —— —• ain —— ^n,
\ ^k UT j \ Uk U\ )

i ^•> ( u'^^\ u'.,
XZ^' == ^.ï+.^,2 ———— ^s -^ • • - - + • ( ̂ /•', ̂ +-/,-' — ̂  -——— .̂•+./.-' + . . . 4- Cis^f^ ,;, ——— 3,^

us+k' \ Us +-/.'/ ^.s•4-/>•/

( /c == 2 y 3, . .., ,s' ; À"7 = i y 2 y .. . y n — s ).

Introduisons maintenant dans le calcul les valeurs

Ui=^ SC^'^^i.

Nous aurons
^ =^A^
Ui <^i

X Ui , O7

——' = r -4- hi 4- oc —-,
u-i 9,

et, par suite,
a,, ̂ -.a^^ a^ ̂  ̂ -^ - a^ x^\

Uk " ul " ?Â- Ci

^/' ^k î 9/1: A /a/,^ — x — — ai/,— == 0^— /• -- /?•/,—• Oi/, — ̂ ^-^i,
^/: ^i Vi

^^^ ^ ——JÎL. ̂  a^k\ k ̂ k ̂ h]i OU ^s+k\ k, ——/— = ̂ +À-', ̂ ?
Us+k' ^'s'^A-'
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suivant les cas, et

a,+/,^ .,4-̂  — ̂  —±Â- =•= ^+-Â:', .s-4-// -— y-
Us-t-/^

Le sysième d'équations en z deviendra

xz'f, == (a^ (p2- ̂ -^ — aie ̂  œ^-^} z,-+-...
\ " %- ' ?i / "

-4- (^— /1 — /^ — ci^ (H x^-^ zj, +.. .
^ ?i /

-h ( a^ s-\-\ -I- .^-/^--- 0^ ,.-i-i -^ ̂ -^ij Zs^ +. . .

+ (̂ . ̂ ^^~ ̂ i. ̂ ^l) 3-

,y ̂ ^ ̂ . = a^j^ a 92 ̂ /^ ̂ 2 -+- . . . 4- ( Cts^k', s^-k1 •— '" ) ^s^k' -+-...+ Cts^k', n ^n '

Changeons encore une fois de variables, et posons

^= ̂ /^ ( p = ï, 2, .... /^

nous aurons, pour p === j , 2 , . . . , s,

^p === — hp x^y Vp + ^""A/'"+-1 (-^ .

et, pour p = s + i, s 4- s? . . . , n,

xz^^xv'p^

Remarquons, en outre, que, d'après la manière dont on calcule les
séries ç au n° 3, l 'une au moins de ces séries est différente de zéro
pour <x-== o, de sorte qu'on peut supposer, par exemple, À, n u l et //^,
/Lp , . . . hs positifs. On est ainsi conduit au système d'équations

/ I / ©9 X^'-i o» , \ ,
x vk ̂  ̂  [a^ ̂  -^ -a12 ̂ x

 ï) ̂  ̂ '•'

-h ( aj^ — r — hii — a^ ̂  ̂  ) x^^k ï^. "4-...
\ ît /

+(a^,^^-^,^^^

.y P,̂  == cis^, 2 92 ̂ 2 •4-. ..-+-( a^-/^, ̂ ^' •— ^* ) ̂ W-' + • . • + û^+.A-', », c,/,
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ou, plus simplement, au système

(/' , C9<» Oo , \
i X Vf, == < '̂2 —— —— ^12 —— x k ^ + - -
| . ^ ?î /

(7) <1 +(^^•~^~^Â-—^lÂ•i^^ / lA)t'A•4-...+(^À•/^—^l/^^
( \ * î- / \ i ̂  yl /

.r^+Â-'=^M-Â-\2?2^2+-- •4-(^4-Â-',54-/c'——^)^4-//+.. .+ ^-4-Â-',// 9^^,

(À '==I , 2, ...,.?; ^^ï, 2, ..., ^ — ^ ) .

Pour x =. o, les coefficients a^ se réduisent à des valeurs a0, qui ne
sont pas toutes nulles. Les séries ç^. se réduisent à des valeurs ç^.o don t
aucune n'est nulle . Il en résulte que le système (7) est de même nature
q u e le système (i); mais il a une inconnue de moins-

Ce système (7) admet une solution régulière en ç^>, 9g, . . . » ^, Par
suite, le système en

2p-= X-^ Vp {p == 2, 3, . . . , ît)

admet une solution régulière en ^» -^3» • • • ? ^*
Remontons au système en y,, ̂ , ..., y^. Nous aurons d'aborJ

xcj1^==(an—/')^i+ a^-^^^q^^r,. *+-ai/,-~^,
?i 9i

ou, à cause de la solution

q^ ==^2 ==...=^==1,
ç;M-i==<75+2=.. .==^===0,

cp<> , l
xq.•=-a^—x'iiz^-\~,..-\-a^—^.

PI ?i

Le second membre est une expression régulière. Soit H cette expres-
sion. —sera de même une expression régulière^ soit Hr En intégrant

oc ! •
l'équation q\ === H^ on aura pour y^ une expression régulière.

Cela posé, on a

• Cfk •==-^k^rq\ (^ =1, 2, . . . ,5),

q^=z^ (^==1,2, ...,/î—.?).
-df/î/î. ^tf /'^c-. Normale. 3* Série. Tome III.— DÉCEM»nE 1886. ^
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On voit donc que q^ q^ . . . , q^ seront, comnie q^ des expressions
régulières.

Enf in , on a posé y^= u^ç^ 11^ et q^ é tant des expressions régulières,
Yi sera aussi une expression régulière, et la solution y^ y^, . . . , y^ du
système ( r ) sera régulière,

II est donc prouvé que le système d'équations (i) admet deux solu-
t ions régulières.

En ramenant le système (7) à un système (7') de même forme et
ren fe rman t encore une inconnue de moins, et en cont inuant ainsi, on
arrivera a démontrer que le système d 'équat ions ( t ) admet n so lu t ions
régulières.

On sait, par les théories générales (1), que les n solutions régulières
ainsi obtenues forment un système fondamenta l de so lu t ions des équa-
tions (1). Il en résulte que toute solution du système ( i) est régulière:
c'est ce que nous nous étions proposé de démontrer.

7. Le théorème précédent s'étend sans d i f f i cu l t é aux équations de la
forme

dv ct'x*
dy, == ( a^ 7i 4-... •4- a^ y,, ) —— +...+( Ifi Ji -+-... -I- lin fn. ) —— ?

«X'i u.'p

où les coefficients a, by . . . , / représentent des fonct ions holomorphes
dans un domaine du point x^ == o, x^ -==. o, ..., Xp-==- o.

J'ai entrepris l 'é tude générale des équations de ce genre sur les
conseils de M. AppcIL Le Mémoire actuel est la suite naturelle des
Mémoires que j'ai déjà publiés sur ce sujet. Qu'il me soit permis d e '
remercier ici M. Appell des marques d'amitié qu'il m^a prodiguées en
s'intéressant à mes recherches.

8. Les calculs que nous venons de faire prouvent que les systèmes
d'équations de la forme (i) ne sont pas les seuls dont toutes les solu-
tions soient régulières.

(r) Annales de l'École Normale supérieure) p. 33; février 1882.
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Posons y^x^u^ et substituons ces valeurs dans le système (ï),
nous obtiendrons le système

W

dii[
dx

du,
dx

dlln

\ dx

an
x

x11

an,i
^ç^

-h,

<^1
^—A,-H

^-A,+l

^4~

^+

Uf^-

a^
^//,,-/^

. . .4-

. ..4-

^y2+...+^^1^»^

a i i ~ ~ h u \ \ airt ux ui 1 • • * ' ^-^1un

^nn—^rt

X unï

En posant réciproquement u^== y^^^ nous obtiendrons le sys-
tème (i). \

Le système (8) a donc toutes ses solutions régulières.
On obtient facilement, comme cas particulier du système (8), le

système
du, _ ait+i a^ a^
~dx ~~ ~~ l l ̂  2 " • • ' ^ flf

du^ _
= u^dx

dui
dx •' ^-i

dlln

dx •• î^t-r

De ce système on déduit facilement

d^Un

dx^
ail •+• I ^~1 Un ^lî ^ri~~2 urt

x d^-1 ^ dx^ x11-

On voit ainsi que u,, satisfait à une équation différentielle linéaire et
homogène d'ordre n,

On peut réciproquement passer de cette .équation différentielle au
système d'équations précédent. Ainsi le théorème de M. Fuchs n'est
qu^un cas particulier du théorème général que nous avons démontré.



4^4 L. SAUVAGE. — SOLUTIONS RÉGULIÈRES, ETC.

9. La question, telle que nous l'avons posée, est résolue. Mais elle
en ent ra îne une autre : déterminer toutes les formes des systèmes
cTéquations différentielles linéaires et homogènes, pour lesquelles les
solutions soient toutes régulières. Nous nous proposons de traiter cette
seconde Partie dans un autre Mémoire. En outre, la question que nous
venons de traiter donne lieu à plusieurs conséquences importantes que
nous nous proposons d ' ind iquer ainsi en dehors de ce Mémoire.


