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CHANGEMENT DE VARIABLES

Par M. E. MARCHAND,

PROFESSEUR AU LYCEE DE CARCASSONNE.

CHAPITRE III.

35. La formule générale relative au changement de la variable indé-
pendante s'est présentée comme application immédiate de la série de
Taylor.

Cauchy, par ses célebres Mémoires sur les intégrales définies prises
entre des limites imaginaires, a montré que cette série découlait natu-
rellement des deux formules
L [Sfls)ds S (z) 1 [(s)ds

2 Jg 5—& La...n 2im /g (5—ax)*!

flz)=

Il est certain que ces intégrales remarquables contiennent tous les
résultats qui précedent. Je I'établirai d’abord rapidement (premigre
Partie) en retrouvant les formules qui ont servi de point de départ.

Il y a plus. Toute formule de Calcul intégral est susceptible de nom-
breuses transfermations dont il faut savoir profiter. C'est ce que j’ai
surtout essayé de faire dans ce Chapitre en me placant successivenient
a deux points de vue différents, 'un général (deuxitme Partie), I'autre
plus particulier (troisieme Partie).

Comme il ne s’agit ici que de ces intégrales prises Ie long d’un con-
tour C, auxquelles on n’ose pas d’ordinaire appliquer couramment les
méthodes classiques de I’Analyse, je me suis cru autorisé & donner au
caleul tout le développement qu’il comporte.
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PREMIERE PARTIE.

y=f), ey =it A

p (x — J_.O)n-!-l *
Or, remarquant que 'intégration par parties donne

f(2)dr __l'_z Flx) ]+1f< d f(z)
C

o (o —z0)" ! T ln(x—a)" n o (x—a0)" ’

i BEVICO — ) L
on voit que i; ——-——(.z.__‘yo)nJ(:__o et quon peut ecrire

(k) /m(‘(l'“): 97r:_])f(7c—zo)’b

Or on sait que, lorsqu’il ne s’agit comme ici que de différentielles
premieéres dy, le choix de la variable indépendante n’influe pas sur la
forme du résultat. Je puis imaginer y exprimé en fonction de «, « étant
une fonction de ,

. u—uy (dy (4 — uy)® [Py
YEYoE ((lu>o+ 1.2 du? o+"'+n"+“

d 2 ,
Remarquant que (22 ), (Z£) , ... sont des constantes et désignant
du )y \du? ), O

ces constantes par ), ¥”, ..., il vient

d(u— u,) ey AR 11(,)

dy =y’
Y =) p y P

cAdR .

On a l'intégrale

dwe—u d(u — wuy)?
1.2...(n—1) Y ( I 0)+,}’" ( 1.2 2
) () = L2 .

2T ¢ (.9:——-.7;0)”'

-+ (Zl‘”-—j

Rien n’empéche de considérer u comme une fonction de z et de
chercher le résidu dans cette hypothese. Le multiplicateur de y* sera,
a part le facteur numérique 1.2...(n —1), dont je ne m’occupe pas
pour U'instant, le coefficient de (@ — x,)*~" dans le développement

d(u — u,)r

par la formule de Taylor de - Ce développement est, en
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4N
Ut

remarquant que, pour & = a,, on a
U= u,,
ce qu'on indique par la notation (u — u,)

d(u— uy)? I
1.2...p 1.2...p

il [(—w)P]O+. ..

-

= ! di(x 10) [(w = up)?]® g,

1.2...p I.2.

d’apres le lemme du n° 3. Ici encore, il faut tenir compte de ce que
[ (1 — ug)? ] doit étre considéré comme coefficient constant,

d(u— uy)P I
(1.2-..10)) :I.2...P§[(““‘llo)p](p)

d(x — x,)P - ;

1.2...p
Le coefficient de (x — x, )", ¢’est-a-dire le résidu, sera

I
2...p L.2...(n—1)

[(u — wy)P]tm.
Nous retrouvons la formule du début

dn,
(A) s

dx”

iy )n) [(_“:_i’_“_)_lyl_ z;,

= (U —
( (Iu 1.2 du?

37. Dans le cas de deux variables indépendantes, on a

d*s __ 1.2...0.1.2. 5/‘/ sdzdy )
dz*dyP —47“ (@ — x0)% (¥ — )P+

Imaginons d’abord s exprimé en w et ¢

___+11—zc0 ds __*_v—vo ds -
D 1 du ), 1 dy ),
. ds ds

Iei T g sont des nombres; « ety peuvent étre considérés comme
u 4

des fonctions de x et ¥

(= ) (9 = v0)?
1.2...4 1.2...1

I 1 1 a
= u ) (6 001 (2 = 20)* (y = 7o)
1.2...0 1.2...(1.212 ERY 5[ o) ( ) ]x yﬁ 0)* (Y —)
Ann. de 'Ec, Normale. 3* Série. Tome IIl. — Octonre 1886. 44
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ard

Le longe des deux contours fermés C et ¢ ce terme donnera sim-
L2l
plement

1 I 1 1
T TR N - I TAE T T2 O T

- [(ee = ug)* (9 = 00)#1% .

. . , . It 5
On a donc, en simplifiant et rétablissant ———=.
drs 1 I . . A5
A) = w— ) (9 — p Y1 2
(4) da* dab 2 I.2...A T2 . [Cee o) ( ) & yP T dob

DEUXIEME PARTIE.
38. Je viens de rappeler que, si 'on prend les notations habi-
tuelles «, y, y = f(«), on trouve

dry ].9,‘..(!14—-1)/' S(x) A
v

dam Py N

ou, en employant I'intégration par parties,

CS(xyde 1 J(z) 7 L df(z)
A('”—xo)”+l oo [($“xo)"JC+ n/g(x"‘-”o)”

D’apres une remarque déja faite, si /() est holomorphe a I'intérieur

du contour C,
- f(=z) ]
[(x—'wo)”' C

d’autre part, on sait que, méme si « n’est pas variable indépendante,

S 2)de=d f(x)=f,du.
On a donc, pour le changement de variable

z=q(u), 2,=29(a),

la formule

S

(K) daxm™ 2TCL

Y _La...(n—1) S () du
B fc[wu)-@(a;)]n‘

Posant
uw—oa="h; d’ol du =dh,
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SUR LE CHANGEMENT DE VARIABLES.
on a i effectuer
| u h " ' 2 ” -
J'(a) + I—f(a)—l—...—l— hrelR | ko (:z)+~l——£q:' (o) +-... dh.
“ 0oL .

Reprenant les notations habituelles,

dry 1.2...(n—r I \ B2 : —n
— = Lo...(n—0) 1) Y =y ) (R S ) dh.
dat PY o\ I 1.2 y

Le contour C étant fermé, il suftira de calculer le coefficient A de A~
et d’écrire ’

=r1.2...(n—1)A.

39. Premiere méthode. — On peut essayer de calculer directement A.
En multipliant par A la quantité sous le signe /', on peut écrire

d”.’)‘ — 1.9 ('Z I) /_|_/l 1" /,I ,l 'l"”—!'— >—”
T =12 YT+ (»v—i—l.‘)w )

a condition de ne prendre dans le second membre que le coefficient du
terme en A"~',

Exemple 1 :
d3<)/ — 1 /l " /22 /4 " /1 vl /L2 P/ 8
e —1‘2<.7+T.}’ +15Y (x—i—[—‘—;x—i—liz.gtv... .

Puisqu’il faut calculer le terme en 42, il suffit de se borner dans
chaque parenthése aux termes en 4. Réduisant

n 2
2"
1o 2’3, Y=
1.2 2'®
; q.,y” 3 x’_h x/’ y” 3‘1‘.1‘1‘”
e T\ - = — 1 —_ —y
I 1 1.2 x'?

3 3. . 2" 32— ol
1. 2yl — - xl—-,’, x,lll + 4 xl-, - , J,l
1.2.3 1.2 4

on obtient la formule connue

i

J’”)-

ds}, . 2 (a:’y”’— yr xll/) -+ Bxll(.,},l.z.ll —
da® : 2’5 -
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Exemple II :
h
xr = u?, .z”—i—-[—o-x”—i-...:_—_zu,—l—/z.

I1 vient alors

dry N , ko, -
W_I.z...(n x)<y+1y... (24 1N)
=r1.2...(n—1) (y’—i—?y”...) [(21{)—"— frf(zu)—""“lz. . .],
p=n
([/z'), n—p -2 (Il-——l) 71(71 ~+ I) (271—-[)—-]) ~(2nr-=p) y(P)
dzm Z( e ...(1)——1) 1.2...(n —p) (22) Pyt
p=1

Le coefficient est sous forme de produit de facteurs.

Epression. géndrale des coefficients. — Je rappellerai les résultats
suivants :

)
" (a+z2)—P= or—Lgr-1p
: I

)“[)(p—!-l) --(/7+a—l)a_1;-axu+._ .

+(—1
( 1.2...¢ ?

(@ @y 7= 3 (1) G o,
P—1

x < a; o étant un entier positif pouvant s’annuler,

V=1, Py,=1;
20 (a=+b+.. +l)~1’—2—r)“pii",ﬁ—ia—l’—“(b+c+.,.+l)“ :
=1
= ) (—1) “ — Ppeas a—r=2pB. . .,
Z( p LP{:’v P

B+y+...+h=u;

h2 -p
3 Ay~ ..
8 .

P~1+“ I ay .. Ay .
i —_1 -2y s aobe( B— 1)
2( ) P . P)‘ a,{.{_:‘_ Pg ] ,P.;: Ilﬂ 2

o h
3o a —+ T4

ﬁ-{—y—i—...—i—-l:zx.

Si I'on veut avoir seulement le coefficient de A%, il faudra donner
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aB, vy, ..., A des valeurs telles que

B+oy+...+(k—1)d=n—1,
et, pour chaque valeur de & qu’on en déduit par

a=B+7y+...+1},
calculer
(_1)1 Pp—l+’1 1

PpiPg... Py pg, ..P;;.

On arrive 2 cette regle

dn. y . " & ” A,, .
Tam =AY + 2 Pl e S Al SRR T T PA
z(_ 1)% - | S (.‘Z’”)ﬁ. . ,(x(k))l

P— ..Py Pﬁ P}L (2" )=

bl

a, B, ..., A étant des entiers positifs tels que

B4+oy+...+(k—1)k=n—p,

On déterminera d’abord les systemes de valeursde B, v, ..., A satis-
faisant a la premiere équation; on en déduira « et, par suite, le coef-
ficient de A,.

40. Deuxiéme méthode. — En posant

F(r)= <y + ) > </L.:z: -+ Il.z x". . .>—n,

ary _ 1. (”_I)fr(ll)d/a—r c(r—1)4,

dx" 2TL

on a

A étant le résidu par rapport a A2 de F(4). Or on sait que

A, A

R, F(RYy=Ap+Ap_1h+...+ AL+ A" o(h).

+o(h),
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Il devient évident que
A= [ F (h)])

dhn—1 { 7m0 ’

(H) 1.2...(12.—1)A:§

On peut écrire ainsi cette formule, déja signalée (19),

dry | de L, ,,, , ho —n]
dxre %d/l”"l [(.7 -+ ‘;"} . X - '!‘3 a’ . _| %/L:().

Pour développer le caleul, je poserai

h h
u—:.y’—;—?y”—t—..., v:x’—}—;——’)x”-}-..., V=y¢-u,
On a
A= (u'V) dn='V — n—1 du d*2V ar=tu

T T g N T g e dhn=1"

Mais ict on a :
V=/7(v), v =g (h);
donce

4 7 . /
arv _ ({-)(p)ﬂ (oM S (or)) @y
dhr dy 1.2 dp? 1.2...p der

1

. < . . iV
Comme il faut faire 2 = o dans le résultat, les quantités <i(17:7>
- N=6

se calculent sans peine

T diy . Jan=-1). o (n—+i—1)
TT“?( > (=

T )™ IERY (7% a0

/1:0-
(pn+1).. (p4i—1) 1
1.2...0 't

= (—1)

D’autre part, (¢7)® étant la dérivée d’ordre p d’un produit de ¢ fac-
teurs

(v7)P) _—_E] T R T '@f’ = (0 o)) .

Or on sait que

‘Z(a—kl)
("(a))h—o: OC“"“'I,
donc on a
. (2h4-1) (1)
(9P = 1.2...p x CeZ ,
2., o ..0.2. .. h (e +1). .. (A=1)

a+B+...+2=p. -
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D’ailleurs, par suite de I'hypothése

Pl = ¢ = o,

u, B, ..., A sont ¢ entiers positifs non nuls.
En résumé, nous arrivons a

dry n—i n—1)(n—ns .
dl;fz :}”Vn—ri— -*T—_)’”Vn—-‘z’l—(—i)—;————vy’” Vacs—+.. .__i_}.-,/z,»\ .
vV — (9)P) n(n-+1) (92)®
p———n.Zl,n_H S e —_— ..
pll(ll—l—l)...(ll—l—p—_l) (oP)(P)
(=0 I.2...p 2P
Vy=V=o
0 — _—‘zfﬁ"

2: P i R
(()'7)(}')) — P_..._’l_l_);____x(5€+1;. LD
AN R W

a+B+...+r=p,

o, 3, ..., A étanl ¢ entiers positifs non nuls.
Le calcul de V, peut étre présenté ainsi

n (<;)(P) n(n—+r1) (;;2)(1’)

V[):_‘I .Z‘I'H'l 1.2 .Z‘”H‘?'
‘ n(n—41)...(n=4+p—1) (eP))
+ (—1)P ( ) ( P )(/n)+ X
I.2...p x P

Or (¢)® contient un seul facteur ¢?; (92)® contient deux facteurs ¢
dans chacun de ses termes; (¢*)%? en contient 3, .... Si alors on forme

(P14 va4.. .+ 9g)?,
qu'on multiplie les termes qui ne contiennent qu’un facteur par

n(n—+41)

1.2 zinrz’ T

/ . .
— —m1 Ceux qui en contiennent deux par

'IIL

> etqu’on

(o+1)

remplace ¢ par » on aura le développement.

o+
On est conduit & la régle suivante :

dny . Y1

dor = (@ p (1 i G 0 )
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On développera la puissance (n — 1)¥=¢ et I'on remplacera (y,)* par

(%) A .

@ (¢ ) par — —— . Par ¢ 3 mes qui
v, (¢,)* par S Par cette substitution, tous les ter q

se déduisent les uns des autres par la permutation des indices infé-
vieurs 1, 2, ..., n — 1 des quantités ¢ deviennent identiquess il suffira

d’en calculer un seul
P,

B L

l)d.' . .l)) o ('[/’

ct de multiplier non par leur nombre, mais par le facteur

Dr= n(n—+1)...(n —%—])—1)7
L2, . p

p étant le nombre des facteurs ¢ différents.

Tcemple :
a4’y ¥ .
dri = (_15’—)7 (Y1 01 02)"
Terme ne contenant ni ¢, nig, :

L

I .
) d’ot 'C;-,—)T'

3
(_’1:’ ')3

Termes contenant un seul facteur ¢ :

) . 3 ;‘ZJ, it
ayie, yiv3, Di=3, d’ott —on <2'y” — + ——>
Terme contenant deux facteurs ¢ différents :

_ 3.4
— T a0

201 09¥1, D2 "

3.4 (a'\' 1
=2\ T ) @

On retrouve bien, en réduisant au méme dénominateur,

&

on a done

_Cﬁz B z' (.},1// 2 — «’5’”,_}/’) 4 3'7"”()’/ 2 — (L".)’”) )
dad T (z')"

1’analogie avec le développement de la puissance d’un polynome est
completement mise en évidence. On est en droit d’affirmer que le
caleul est du méme ordre de difficulté.
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41, S’il ne s’agissait que de calculer les coefficients numériques de
I'expression de - en fonction de ', 7, ..., y', ", ... ou d’établir

la parenté avec la formule du binéme, il n’y aurait plus rien & ajouter.

Mais on serait tenté de reprocher & la premigre méthode d exiger la
résolution des équations

B4+o2y+...4+~(hk—1)k=n—p, a=0+y+...+1,

et & la deuxieme méthode de forcer a calculer avec les quantités ¢, sauf
a remplacer ultérieurement ¢, par = z, ¢, ¢, par —;, --+> ce qui empéche
de faire, dans un exemple pamcuher, les réductions qui pourraient
abréger le caleul.

Il est heureux que, grace aux nombreuses transformations auxquelles
peut se préter une intégrale, la formule puisse acquérir beaucoup d’ex-
pressions distinctes. Je me bornerai 2 en indiquer une. Je pourrais
partir successivement de la premiere méthode et de la deuxieme mé-
thode, ce qui établirait nettement le lien nécessaire qui doit permettre
de passer de I'une a I'autre. Je ne transcrirai cependant qu’une seule
démonstration, afin de ne pas trop m’attarder dans ces calculs théo-
riques, et de réserver plus de place aux applications particulieres.

¢ . ; " e
42. Dans la premiere méthode, Zz'}% se déduit de

2...(n—1) [}”—t—?y”-l—...] {x’+;%x”+...]— .

Le calcul consistera & prendre la puissance — n d’une série entiere.
S'il ne s’agissait que d’une puissance positive quelconque, le résultat
s’obtiendrait immédiatement. La série de Taylor, qui a donné

L, R,
Xy =X+ —— X +...
I 1.2

donne aussi
. y; .
(2 — z)r=[(2 = 20)?] + Z[(@ — )P 10+,
le point placé au-dessus de x — =, signifiant toujours que 'on devra

remplacer & par x,.
Ann. de U’Ee. Normale. 3° Série. Tome III. — Ocronre 1886, 45
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D’apres le lemme dun® 3, ceci se réduit &

(;1‘——-.‘1‘0)1’: hr [(x;xo)p](m_i_ L+t [(x;xo)p](p+l),_+_.” .
2...p Lo (p-1)

Appliquant une remarque (n° 5) exposée plus haut avec détail, on
peut aussi écrire

L . hp+t .
(2 — 2)P= (2P)P) o e (2P)(PFU
1.2...p .2...(p+1)

On a done, pour une puissance positive,

) h r hr hp+l
Wl + —2"4+.. | = ————— (2P )P+ —————— (2P P+ ..
1.2 2...p L2 (p+1)

Or : « Lorsqu’on a formé les puissances entieres et positives d’une
» série ordonnée suivant les puissances croissantes d’une variable x,
» on peut en déduire facilement le développement d’une puissance

» quelconque
u=Ay+ Az A2+ A2t

» Sil'on désigne par B, , le coefficient de 2" dans le développement
» dew™, on aura

‘ T (m—1)(m—2 m—1)..(m—n-+1)

Bonm= mBy, ) AY ‘Lx—(m-——l)—i———-—-——%%——)—...i( 1.2>...((n—x) )
- m(m—r) Biow A{,’"ﬂ!——(m—‘z) - (m——-fe)(m-—:%_) . (m—2)...(m—n-1)]

1.2 ; 1.2 Lo, (n—oa) |

— —_ — — 4 —_ — )

N m(m—1) ({{n 2) B(;,,,,)A{,"'"“[I—— (m—3) + (m—3)(m—14) o+ (m—=3)...im—n-+1)

1.2.9 . : 1.2 .2...(n—3) |

m(m~—1)...(m—n-+1 _ .
1.2...1 )Af)” " Bin,n

» ou, en sommant les coefficients placés entre parentheses,
(2 —m)(3—m).. .(n—-m)}

1.2...(n—1)

Bim,m=mBy, Ay I:

m(m—1) meg | B—m)(h—m)...(n—m)
Bio, ) A [ 1.2...(n—2) ]+
- ;n(m——-l).. .(n?~1l+[)Azl—]LB(lb,n)' »
L2...n -

( Traité de Calewl différenticl, par M. J. Bertrand, n° 332.)
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Ici nous avons
n e+
— el —
U=TETT As 1.2...(%+1)
B 2By p(n+2)(n+3)...(n+p)
(=m )T i .2...(p—1)
n(n—+1) By, (n+3)(n+4)...(n+p)
+ ! 2} T e e e
e glev? La...(p—2)
n(n=+1)...(n+p—1) By p»
(=07 I.2...p z'n+p’
B (27)P+D
= T (p+q)
1 fel d y(p)
Remplacant p par » — p, on a, pour le coefficient de WL
'expression suivante :
Lo (n—1) | =2 (n+2)(n+3)...(2an—p) T (zt)inprh
I 1.2...(n—p—1) a2+ 1 (n—p 1)
+7L(lz+1) (n+3)(n+4)...(2n—p) 1 (a?)n—p+2)
1.2 .2...(n—p—2) '+ oL (n—p+2)
—_ " —p\2(n—p)
_‘_(_I)nﬂ)n(n—l-x)...(2/:-—p 1) 1 (xr—P) —l
.2...(n—p) a2e=r o, a(n—p).

Je ferai observer en passant que, ayant

B =B, A~ [y |+

on n’a pas le droit de faire n =0 oun =1.
On peut voir directement que

mo,
B(m,o):AgL’ B(m,1): TA:)" YAy,

et il en résulte que, pour généraliser la formule, il 0’y a qu’a adopter
les conventions ‘

.  (m=+1)...(m+n) __ 1.2...(m~+n)
« N(n,m)= 1.2...7 T l.a...m.t.2...n

N(o,m) =1 si m>o, N(n,0)=1 si n >o.

» Sim ou n est négatif, N(n, m) = o, lors méme que l'autre quan-
» tité serait nulle (Algebre supérieure, par J.-A. Serret). »
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Remarque. — Nous avons démontré au début de ce travail qu’on a
(n=4deth)

(22)D = [(& — 2,)P] @ = (2P) D) — -Ilf(xl’—l)“!)x .

On aurait donc une expression algébrique des coefficients du chan-
gement de la variable indépendante, qui n’exige plus la résolution
d’équations indéterminées

B+e2y+...=n—p, a=LP4+y+....

TROISIEME PARTIE.

43. Du moment que nous avons obtenu la formule

uw=0q(x),
\ (l”‘.)’ P () dj’ (lldn)(n) _(E_Z
(d;r;"_—(u) zl—ﬁ+"'+1.2...lzclrc"’

comme conséquence de I'intégrale définie, nous pourrions renvoyer
purement et simplement aux applications faites dans les deux premiers
Chapitres.

Mais je tiens & bien montrer comment, dans chaque exemple parti-
culier, on peut transformer directement 'intégrale en lui appliquant
les méthodes générales que I'on posséde actuellement.

On sait qu'il existe des méthodes remarquables pour le cas des frac-
tions rationnelles et pour celui des fractions rationnelles de sinzx et
de cos. Je vais en profiter dans cette Lroisieme Partie.

Je rappelle ce résultat relalif aux fractions rationnelles

S U A%
« j—N—”—de:/N(lx+N7’

BN —NA=1; , ‘
nVe=A —NK, 9%, =B —NK —V,,
(n—1)V;= A%, —NK,, N, =BN, —NK, —V,

Viei= Aoy, —NK,, _4, 0,=Bd,.y—NK,.y— V,_;,
U =23,
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» K, K, ..., K,_, étant des polyndmes completement arbitraires. »
(Cours d’Analyse de I’ Ecole Polytechnigue, par M. Ch. Hermite, p. 267-
268).
Si I'on intégre le long d’un contour fermé C, [N—\{‘] s’annulera,
¥

. : . vV .. T
puisque la fonction 1 est visiblement holomorphe  I'intérieur du

e U
‘/C‘W{Z,x—\/c‘ﬁ(l‘l-

Je suppose K=K, =. ..==o et B=const.; on a

contour

~ - I -
=B — = (AX),

I

My = B2IG — %(AOB)’—— Gy (A e
=BG — (% T I) B(AG) + ;U}:B[A(A )T
Supposant démontré que '
9%, =BT — <,—Il e n_:';FIE> Bé—t(ADG)

i [_I““”S +] Bi-2[A(ADG) ] —...,

n(n—1

les coefficients étant la somme des produits 1 a 1,242,323, ... de

I I I

—y ———— ety ————5 0N A
n n—1 2y —Tf+1’

TRV
G — RA+1 DT i ! Ja 35\ (Aa)b/..)
Ay = BEHLIT (\” +---+———-—-——n " B (A)b)—}—...-—-—-————-—n 7

I

—_—B'f+19t,—-<i et )B"'(ADG)'-F----
n n—k

La loi se trouve démontrée,

U =B"J% — 5, B*~1 (AT + 5, B*=2[A(AT)] — 5, B*—3 [ A[A(A%G) ]} +...,

s, étant la somme des inverses des n premiers nombres, s, la somme
des produits deux a deux de ces inverses, ete.
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D’autre part, remarquant la loi de formation de ces expressions
(AavY, [A(Aoe)T, ..., on voit que, si 'on posait

on aurait
= L = oy — LY
(A) ) —*—;J A(A)b) ——‘(I.Z'R’

A[AAYY=5L, ,

la variable indépendante étant une quantité quelconque w. Par suite,

[A(A’Jt,)']'__j [Z; J .

M[A(AQ@)’]'}':(_[ [‘Q]

du | dz

Cette loi de formation sera d’ailleurs appliquée dans le second exemple,

ce quilarendra plus nette & Uesprit. Tl faut évidemment supposer que,

dans chaque exemple ol 'on applique cette formule, il ait été possible
dr

dexprimer -7 “-L en fonction de la variable indépendante «.

44. Premier exemple :
@€ = et

dry _1.a...(n—1) dy
dx® ATl o (ette— %)

On a

On met d’abord en facteur —— = —, et le coefficient de LY st
e’ Yy du?
o« dde v — I)-_I
_15 1.2 (_n. 1) u 1 du.
@ AT Jo T-2...(p—1) (e*—1)"

Bien que ¢ ne soit pas un polyndme entier, il est facile d’appliquer
la formule qui vient d’étre écrite,
N=e¢t—1.

De BN—N’A:i,on tire S S
‘ B=A=—1. :
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On a
Do = uP~t,
(=)' U= wPt— s (uP= 1) 4 sy (uP=1) 4. L 4 (—1)P s, (uP—t) (Pl

le dénominateur de U'intégrale est ramené a

I N I
et —1)  u
{ ) 'I——i—...

Tout terme du numérateur qui contiendra  permelttra de diviser le
dénominateur et le numérateur par u; la quantité sous le signe [ res-
tant finie, 'intégrale prise le long du contour fermé C sera nulle. Le
résidu sera fourni par le terme

(—n)P=ts, (wr—)yP-D = (—1)P-t1.2...(p—1)Sp—1;
donc
() tU=(—1)P"'1.2...(p—1)Sp—1,

9 Coup—t I — 1) s A .
/ ; = du=(— 1)"—1f£———)————--”——1 du=omi(— 1) Ps,_|.
Jo I+ —1) o

2...(p—1) (e" et

On retrouve le résultat déja obtenu au n° 17. En effet, on a d’abord

p=n
[l"’ d V
an =I1.2...(n—1 — 1)tr g
dx" ( ) 2( ) Pt ur’

p=1

Or sp_, étant la somme des produits p — 12 p — 1 des inverses des
(n — 1) premiers nombres, 1.2...(n —1)s,_, est la somme des pro-

duits (n — p) a(n — p) de ces (n — 1) premiers nombres. Désignant
par S” la somme. des produits p a p des n premiers nombres naturels,
on a

» —n

n P
CZ —_— I n+p brz d -}/ -
dx" Ydur’

¢’est-a-dire

dry [ d d dy
i [du —(n I)] [d( (’Z_2>]"' <du )du

mais il faut remarquer que cette formule générale ne donne tous les
cas particuliers que si I’on adopte quelques conventions spéciales
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, .

simples. Quel que soit », si I'on fait p = r, on est conduit a écrire S,_,
et 'on constate directement que ce coefficient est égal & 1.
Il y a plus. Sil'on fait n = o, il vient

20 &Y _go L.
dx® TV de®’

Cette formule sera exacte si I'on prend les définitions suivantes
dy Ay
dr = qw =
80, =1,

Ce résultat, qui peut paraitre élrange, nous servira plus loin.

45. Deuxieme cxemple :

& = ut.
Ona
" ]7:’.‘]! .
dry 1., .(n—1) / dy 1o (=)0 Apyie
det ™ ami Jo (w4 wo)—ul]* oML Too.. (p—1)

p=1

A _f uP—1 du
v (: [(u -+ ) — u"’,‘]”‘

Cette intégrale se ramenera & une autre de la forme

/‘ Udu . Udu
, = W— T . :
¢ (@) t {Tuf,*“‘ w(x+e¢)

G
Remarquant que U est un polynéme entier, on apergoit que le résidu
ne peut étre produit que par le terme constant de U. Il s’agit de trouver
ce terme constant.
De I'égalité .
Bl(u 4 wp)— ul] — Ap(u 4 up)t—1 =1,

on tire immédiatement

I u u
B=— —, A=— +1.0'
ey

m
iwi

On a vu que
U == B=19% — 5, B—2 (A9%)' +. .
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On peut mettre en facteur <ui%>n_1= Ec—';"—"f’ et si U'on fait A = u ~+ u,,
il vient
(—D)r=1art U=t — 2 (A98) + S—i[A(Am,)']—'—.
- P
D’aprés une remarque déjh faite, sil'on pose

%:y’, A:—I-:

xl
on a
_d [(dy
[Amoyy =1 (2%)
Iei 'on a

I
A=u+uy= =,
z

x=L(u+ u,y), U=— 1y + €%,
Comme d’ailleurs
Y =ur, y= f;—;,
on a
T P P elp—1)x D —1 o(p—2)z
V:—'__(e uO) Z‘e——E 0 +P(1 )ugb — .y
: P P I P TI1.2 p
Yk =1—1, prers — L:(p—x)"‘uoeW“x—i— . J
a0 v P N k p—1 i
-_'-; p*(u—i—uo)l'-—-—l-(p—-x) tg(U~+ uy)Pt ... |,
ot 1| N
(,y';"k’),t..—_ 7 Pr (e —+ 1y)P-1— B{(p—— O g (1 —+ 16y)P~2 +. . ] .

On obtient done

(— 1)1t 1Y = ur—1 — % % [[)2(lt + )P — %(P _ I-)z uy(u _l__'uo)p-—:?_ . ]
-+ I-% % [p3(u—|— 1y)P—1— %’(p—r)"*uo(u—t—uo)l’—?. ] —_—.
Le résidu s’obtient des lors & simple vue,
p=n : _ - -
f_l_)': (—1)*t1.2...(n—1) _Lit{,’ ! _4_53 s £(p—1)ﬂ...}
dxt 1.2...p 2yt ol =L 1
p=t

: ”
+£3[p3—-{—7(p—-r)3...]... Wz{

2
Ann, de I’Ee. Normale. 3¢ Série. Tome I1I. — Noveupre 1886. 46
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. . \ . ey I.2...(n—1
Combinant avec la parenthése le coefficient (—1)” 112 (n)

etappelantS,, S,, ... lessommes des produits(n— 1) — 13 (n—1) — 1,
(n—1)—2 a8 (p—1)—2, ... des (n —1) premiers nombres, il
vient

R e e e
— P (p—1 |+ 2 = (p—1) . —. b

m z | e ol et

Or, posant f(z)==5*, 'accroissement £ donné a = étant 1, les diffé-
rences étant régressives, on a

Ai’f(;:):::?—lf(:.:—x)2 P(P l)("—~ 2)r—....

Introduisant, pour rendre la formule plus symétrique, le terme nul

S0 Az 3, 0N a
P-o .

(;I)_"_“_fg_éj[],z,_ _13(1).._1)2...]...%,

e © ;
Eﬁ:ﬁ:[s_“ APz — S‘A1)~2+ ]
Bl P s=p

La différence d’une somme étant la somme des différences des termes,

on a
[b;;i AP zn— I_SLZ:.: AP zn—1 4+ .. -l

:AI’|’§,,__15—”—. ] AI’[ (—’:—1>...<f——n+l>]-
B P\ I

Posant, d’apres les notations des factorielles,

g(ﬁ-—:)...<£-——n+x>:#z”‘*@,

on retrouve le résultat établi plus haut (n°® 24),

,’ n
dﬂ‘y—Eul’—W 1 Al’pﬂl B dpy.

daxn pr 1oL .. p du?
p=1
46. Troisieme exemple :
x = Ssin «.
On a
dry 1.2...(n—1)

dx® 27l f [sin(w ~+ uo) —sinu, |*
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Je rappellerai d’abord la méthode générale d’intégration relative &
une fonction rationnelle de sinx et de cosa.

« On pose
exV=T =z,
» De la résulte
. 21 24
SINY —= ————m—» CoOsx = -+ ]
25\/—¢ 23
» de sorte qu’on peut faire
. F,(s)
f(Sln.Z‘, COS.‘Z’) —-F—’JT’

» F(s)et I, (z) désignant des polynémes entiers en z. » (Cours d’ Ana-
lyse de I Ecole Polytechnigue, par M. Hermite, p. 32r.)
Dans le probleme actuel, je poserai

e"i:z, 6"oi::0;
on a
=272 g
sin(e + uy)) = ——,
_ 235,31
-2 .2 2 2 N
. . 55 —1 S5—1 5—1)(25;+1
sin(u + u,) —sinu,= - :( )( 2 ).
235,51 25,1 2531

Le coefficient de % est
1724

1.2...(n—1) 2"5(,‘["/‘ 3”uP~1du
1.2...(p—1) 2wl J, (s—1)"[555+1]"

Je m’en vais prendre z comme nouvelle variable. Le contour sera
choisi de maniere 4 contenir le seul point critique z =1, la seconde
racine du dénominateur s,z -+ 1 = o lui étant extérieure.

1 ds

I
p—1 — ~\Pp=1
u du__.—-l_p_i([..,) 7 7 <

On arrive donc tout naturellement 3

1 1.2...(n—1I) Eii"—l’ st—t(La)r—tds
2’TL'[I.2...(P-——-I) .:Fg' (z——-])"'(z_;__l_)"

~2
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Je m’appuierai sur le résultat suivant. On donne la fonction ration-

nelle
. I

« .
( — a)*+! (z — b)B+1

» Soit, pour abréger,
.2...(m—4n)
2...m.1.2.. .72.’

(myn)y=(—1)" xI

» -les multiplicateurs des facteurs

I 1 I
=& @w—ap U @—apn
» seront- .
(B}“) (Bra—l) ceey (6;0)

(a— byrBri’  (a— byaB’ (a— byp+

(Cours d’ Analyse de I Ecole Polytechnigue, par M. Hermite, p. 5.)

lei
1 2 COS U
a-—b::—i—:;:———“-
53 EN

Si donc on pose

s (Le)P 1 =Ag+ Ay (5 —1) + A (5 —1)2+. . .+ A, (5 —1)"+. ..,
. ar
on aura, pour le coefficient de 3;2,—’,

1.2...(n—1) 2" (n—1,n—1)A, (n—1,n—2)A,

S g + Y
. l.2...(1)—l) ZX‘ (2 005u0>2n—1 (2 COSu0>2”'"2

.. o 3

ou encore
jn—p r.2...(n—1)[(n—1,n— I)Aoz:)‘"
I.‘Z...([)——[) on—1 COSU%"‘"“
(n—-I,n——Q)Aiz;"l (n—'yo)An-—l-
+ n—2 S —2 + e — .
2 COSuO - COSuo

Si maintenant on remplace z, par sa valeur cosu, + isinu, et, par
suite, s par cospu, + tsinpu,, il est évident, d’apres la nature de la
question, que le résultat ne doit pas contenir le facteur i. On est done
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dxn —2 C'p

en droit d’écrire

[ p=n—2k,

. . I Ir.2...(n—1) cos &
3 C’”—(_‘I)Lcos"u 1.2...(p—1) [A’L—‘(n—l’o)+A"—2(’l_I’I)zcosu
~ cos2u
A,—s(n— —_— ..
= Ans(n I’2>22cos2u+ ]’
‘ p=n—(2k+1),
1 r1.2...(n—1) - sinw
C — (=1 k1 _ J—
; =01 €0S" U 1.2...(p —1) An-a(n I’l)zcosu

sin2u
G+ A s(n—1,2)— ... |.
n—s( »2) srcosta T+ ]

On a, pour les coefficients Ay, A,, ...,

=n—1 -1z
1. A = [‘f(_“_%i;)]
S z=1

€

=& (Lr1 ) 4 2 (n —1) a2 (LP=a)e=)

Or remarquons que, si I’on avait calculé la formule relative au chan-
gement de variable x = ¢* par la formule

dry — (& >(n) (u-)(”) ay
dx” du 1.2 dw

on aurait été amené i ce résultat
(Le@)m= (—1)"~r P, 87 =",

S"» étant la somme des produits » —p & n —p des n — 1 premiers

n—i

nombres naturels 1, 2, ..., (n —1).
L’hypothese = = 1 correspondant 8 Lz =0, on a

[Lr5]2 = (—1)»~PP,8;7%.
On obtiendra donc aisément ce résultat
ceAe=D,_ 1[SS—PH £ (n—n)8E7

-+ '—s—(—l—-l(n-—x)(n——g)ggj"" ],

ezp—r1,.  S{=(—nrIf
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II§ étant la somme des produits w & w des A premiers nombres 1,
2, veuy A

Nous avons, d’ailleurs, remarqué (n°44) que I’on doit faire S°, = 1.
Ce faitesttres important ici. Tant que p >1, comme ¢~ p —1, A, n’entre
pas dans la formule et S7** a son exposant supérieur au plus égal a
son exposant inférieur. Si p=r1, il faut conserver A, et remarquer
aussi que, dans tous les termes S¢_,, I'indice supérieur surpasse de
indice inférieur; il faut alors pousser jusqu’a S?, et ne conserver que
ce terme, comme je vais le vérifier.

Application numérique :

Ty N &y
dxb _Z P dur”

1° =p=1, n=>25, d’ou k=2;
on a
= (— 1) 1 1.2.3.4 .A (R—1,0)+As(n—1, 1) cosu . 4 (n=1,2) cos21
cosbu 1 " ’ s ?acosu 2 ? htcostu
.. cos3u coshu
Al =, 8) S osia + el =0 e |
On a d’abord
.3.2.
2340 =8+ 4814 f%mia.s.z.l594:;.2.3.453,,
. 3, ., 3.2.1 .
1280 = 8]+ S48 bk T .3.082 =1.2.8.482,,
2 2.1
LaA =8t 248+ 2 4.380,=  3.48,,
1A =8+ 248, = 482,
.A02521 = 531,
A,=1, Ay=4, A,=6, A=A, Ao=1,
5 _ 5.6 __ 5.6.7
(4’0)——1’ (4,1)-—_'1" (472)—73’ (4’3)—'— 1_2'3’

6.7.8
“"“zf.f.g.z{
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On a done
;-
= ah I__wcosu LB 45 cos2u 35 cos3u _%_5 coshu )
cos®u cosu 2 cos?u 2 cosPu 8 costu
2° =p= n=>5, k=1,
_ (=1)? 1. 1.2.3.4 3.4 smu sin2u«
Co= cosbu \ 1 (4, 1) 2cosu + A (4, 2)2‘2 cos®u
sin3u sinju
+ Al 3 s 2cosiu Aol4, 4) z‘cos’*u]'
On a
3 3.2
1.2.3A;=83"2%14 = 4SI—|——-——4 38y=2—12 + 36 = 26,
LaA,=8] -+ 248 = — 1+ 8= 7,
1A, =8) = 1,
.’Xo = O,
13 i
A= ?7 A= —;—; Ai—l,
5 5.6 5.6.7
([b[) —_;’ (47 2)““3’ ([l!‘?:)'—'_ 1.2.3'
Il vient done
T sinu sin2u sin3u
C,= — | — 260 1 — — 105 ——— |-
cos’u cosu " costu cos®u
3o =p=3, n=35, k=1,
I 1.2.3.4 cosu cos2u
G==ova 13 [A!'(A 0) + As(h,1) ey + Av(6:2) ey +
Or

1.2.3.4A,=1.2 [S*'“i-{—f S 4 “4 BS°J__I a[11—3.163.24],

1.2.3A;=1.2 [S;—&—%AS?:I =r1.2[—3 +12],

1\32—“) {\3:3, AQ:‘,
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d’olx
N cosu . cosau’
Co= cos®u I: 35 +90 cosu 45 cos? u]
4o =p=4, n=>5, k=o,
. 1 1.2.3. 4 sinu
==t 753 [A“([” ﬂzcosa’
1.2.3A;=1.2.35}, A=,
10S8inu
C.= cosbu
50 =p=>5, n=35, k=o,
. 3.
= L L2 S b o,

cos’u 1.2.3.4
1.2.3.4A,=1.2.3.48%, A=1,
1

— cosu

Il est tres facile maintenant d’exprimer tout en fonction de sinu et
de cosu. Le calcul ne présente pas assez d’intérét pour que je le tran-
scrive. On retrouverait le résultat qui se calcule directement

diy 1 dsy  1osinud'y 1ocos*u- 45sinu diy
dx® ~ cosbu dub cosbu du* cosTu du?
55 sinw cos®*u + 105 sindu 42y
cosbu du?
L9 cos*u + 9o sin®u cos*u —+ 105 sin* « dy
cos’ du
Quatrieme exemple :
: 2 = CcoSU.

Le résultat se déduit immédiatement du précédent. Posant

. ST
x =sinb, 0:—_5

—u,
on a

dry . dy (L'ﬁ)(") A2y (&n)(n) dry
—_— — (n)y 2. DI A A -
don () du+ 1.2 du? +"'+1.2...n dun

T o . o
Comme u= —0, =—1, W'=u"=...=o0, il ne faut done
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conserver & chaque coefficient («?)® que les dérivées premieres; il ne
restera qu’un coefficient

. n\(n)
(wr)m)=1.a...n(u")", d’olt (—u>—; (—1)".
Il vient done
dy dwy R dEe+t
de* — du’ dfPerT T T dygiert
Alors, puisque
e—sing, 22N @
- ’ dor = 2,0 g
on a
— 1)k cos9d cos26
=0 — ok c, = =1 B, o089 g, L0829 |
7 ’ 27 cos"@ B+ B, cos6 + B, cosig + ’
— 1)kt sinf sin24§ .
=n—(2k , C:£—~— — g —7 .. |3
p=n—_02k+1 p cos"h [ B‘cosé+ oos?g |

il en résulte
"y darey
x == cosu, ——————2(—1) Cp+=>

lx:n dur
. . (— )% sinu cosau sin3u
p=n—2ak, Cp= = - 0 1 — By — by ——
sSimm*u Sl & sin-=u sin® u
coshu sinb u -
+ B!, Cay 5 A5 - . 3
sin*u sind u
(— 1)k+t cosu sin2u )
y=n —(2k 41 C,= . -+ - —. ..
! ( ) sin®u 'sinw *sin%u i

Le calcul sera le méme que dans le cas précédent. J'indique rapi-
dement la marche.

Application numerique :

dty
da*
S . 1 dy
Comme coelficient de —.>ona
p=rI, k=1,
—1 [, cosu sina u cos3u -
T 1= Bg .(2 -_ 33 — .. |y
sin*u sinu sin sin®u
1.2.3 2.3 4 4 51 r.2.3 4.5.6 1
Bi=— .é; Bg—: 3 B3—'— 5 o3
I 1.2 2 1.2 2 I 1.2.3 9

B,=—36, B,=45, B,=—15.
Ann. de I’Fc. Normale. 3¢ Série. Tome 1Il. — Novemnre 1886. 47
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Q

p=2, k=1,

1 [ sinu cosau
_—— Bo+B; = —B,—— >
sin*wu sinu sin®u

By=11, B; =—3o0, B,=15.

s
Enfin, pour }:, ona
k=o,
., COSI ' 1.2.3 4 .
! [ CSL] B, =— 1+ =—6.
sin*u Sln 144 1.2 2

On repasserait facilement de cetle expression a

diy v dy Geosudy
dr* — sintu dut | sinvu di?
fsin?u 415 cos*u d*y  gsin*ucosu —+15 cos’u dy
sin® e du* sin’« du’

48. Cinguieme exemple :
x =langu.

On a
dry _1.a...(n—1) dy
dar 2T ¢, Llang (e + wy) — tangu |

Or on sait que

: 1
s==e", tang w=—=1

tang (& —+ wy) — languy == ¢

3 ’ , . 1 . .
En posant, pour' abreffer, Iécriture o = —;»> on voit sans peine que

~o
le coefficient dc £ qui élait
1.2, (n—1) [ ur=tdu
ami 1.2, .(p—1) o Ltang (« 4 wuy) — tang w,) |’
deviendra
—_— - 2 Il
(__ ,)n L _X.E__g_’.z.__l_)_ (__ ,")n+p (I _{ "> ( + d) d(L ~)I)

2mi 1.2 (p—1)p ) ; ——
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Posant
. 1 Ny
sP=q, d(L:)P: E;([(Lc.)p:
on a
d(LE)»
. ~-2\n ( -+ )IL

1 "3"'(”_')_(_1)71(_ i)”+P(I+“") s i d: i
2T 1.2...p 2n+P ¢ (&—r1)” ;

Ecrivant, pour abréger,

: {(LZ)P -
(£+d)"((d-{) =F(&),
on a
ey — | é_:_{ ng ___—___(E_—I)”_i (72— ' .
[(E)——I(I)“F P F(I)+--~+I 5 ..(IZ—'—X)I‘( ”(I)'f_"~,
on voit que le coefﬁcnent " devient

1 (14 353)"

— p(r\n+p
(—=1)r() 1.2...p NP

Fr=1)(1),

Tout revient au calcul de F“="(1); or

L Lodr(LEY  n—1 . dr=r (LEYp
M(n—1) J— . c n . ) o o\n—1 _ =
k (E_)_._(V .) d&u 1 n(‘/ C-) ([ilz—l

Or nous avons déja remarqué que, pour £ =1, ona

ar(LE)? _ qo,- - —p
g =8Ik, Si= (e,

en désignant par [I¥ la somme des produits . & p. des % premiers nom-
bres naturels.
D’autre part, pour 5 =1, on a

5241
ot+1 =22 _l_
o
Le coefficient de dev1ent alors, en groupant les termes,

2 ~2 20—
. Se+1 _ n—1 Z,+1
(_... ])P (l)n-i—p on—D i <_0____> SZ_I’ - n (.__"_T_ SZ__I_‘ ) — +. ..

2.3, 23, o

Remarquant, comme plus haut, que le résultat ne doit pas contenirz,
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on obtient, en repassant a sinu et cosu,

5241
— == Cosu, P — cos pu + ¢ sin pu.
25,
On aura
p. %y
z = tangu, dx" =3%D, Tur

1°n+p=2k:

i n
D, = (—1)p+% 2""1" SrPcos* u +

Cosu

= R SEpt costl u -

n—1)(n—2 y cosau
( ) ( )n(n 1) SiE=2 cos? 2 A
1.2 22
2 n+p=2k—+r1:
n—i sinu
D,=—(— 1)1’4'"2"'1’[ nS2=p-1 cos?nt iy ——
—I———————-—(n—l)(n 2)11(11 1) 84782 cos?r 2y sinau .
1.2
Application numérique :
dy p. &y
dz* — ? dur
Ona
n=H=#4, p=I, n-p=35, k=oa;
3 sinu
1),::-—(—-1)30"[?483cos7u
2 . -
2 snnzu 3.2.1 sin3 «
4+ 2438 costu—— 4+ 2122 4.3.9 88 costu —— |;
.2 2.3 2%
=4, p=2, n-+ p=0=06, k=3;
3 cosu 3.2 cosz2u
D, =(—1)%22 [Sg cosbu —+ —;[;S; cos’u —— T—;L’;.BS‘} cos®u ;
n=4, p=3, n+p=rs, k=3,
3 0 et i ]
— (—1)8 < 488 cos’usinu |,
n==4a4, p=h, n—+p=3=, k=14;

(—1)32°8

% costu,
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49. Sixieme exemple :
x = cotu.

Il me semble inutile d’insister & nouveau sur les remarques presque

évidentes qui ont permis de passer du cas de x =sinu a celui de
x = cosu. On aura

dzn P dur

n
& =cotu, dry :EE ary

1°n+p=2k:

n—2

n—I sinu
E, = (—1)2p+kan-r [SZ”( sin®? u + ——— n 8228t gin2e 1y ———
1 2

_(n—1)(n—2)

. cosau
“ = n(n—1) SETEE sint e =
. sin3 « . , coshu h
—...sm*”*‘%cT 4.esintmre 220
2 n+p=22k+1:
n— cosu
E, = (—1)?p+heton—r [—I n SPTh-tgin—ty
n—1i)(n— sin2u
+ ( ) ( ) ( I) Sn 1)—2 sm-" -2 u o>
1.2 2
. cos3u coshu t
—...sin?" ¥y —nuo' — .. . sin?- ”u——+...J
2 2t

Application numerique :

sy (lﬁy

a2t “2&" dur’
Ona,pour n=25,p=1,n+p=_6, k=3,

. . . sin u 4.3 cos_u
E; = (—1)%+3 ¥ [S’; sint®wu + %5 S8 sin®u — T 1 5 4 82sintu

4 3 2 sm3u+i|..3.z.1

. 5 4.38! 288 cosl;u

St=—=1.2.3.4=124, §8 =—1.2.3=—06, S2=1.2, S¢
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On a
— 24 [2%sin!®u — 23.5sin'%u — 2%. 5 sinw cos2u + 5.4 sin3u + 5 cosfu].

Pour n=5, p=2,n+p=r7, k=3,

- cos u .3 . sinau«
Ez:(—l)’*+3+’23[4 582 sin%u —— %—;5.48; sin®u
.3.2 (JOSSH
——4 4.389sin"u ’
1.2.3° 2
Bi=r.2+1.3+2.3 =11, Sl=—(+2)=—3, S9=1.
Pour n =25, p=3, n+p=38, k=14,
o s 7 sinu 4.3 Yo cos2u
D= (—1)0+*22 S2sintou + - 58! sin®« —— —'—-—.’S.ngsmsu >
’ * I 2 1.2 2

S2=1.24+1.3+1.4+2.3+2.4+3.4=35,
Si=—(+2-+3)=—6,
Sy=1.

Pourn=5,p=4,n+p=9, k=4,

cosu .
D= (—1)tt+t+ig [458" sinf ¢ — 2 1: Sf=1.
Pour n =5, p=5,n+p=1o0, k=5,
Dy=(—1)1+52° 89 sin' ¢yt = —sin'%w.

Revenant a sinz et & cosu, on obtiendrait le résultat obtenu par un
calcul de proche en proche,

diy . . . d
Y —of sin®u[— 5 cos*u -+ 10sin?u cos®u — sin*u] [73;

dx®
7 3 12 V
+ 8sin"u[— 30 cos®u + 20 sin?u cosu] 5= T
Ly
~+ 20 sinfu[— () cos?u - sin*u] =% T
. dvy . &y
— 205in°u cos u == — sin'ou -—lr
dut dub

50. Septieme exemple :
&= arcsinu.

Je ferai d’abord la remarque suivante. Dans le Chapitre II, on a
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démontré que

=L u,

ar vy A)‘O" ; d)“‘Y
d.r" ——2 1.2...M w du? ’

Or, si I'on appliquait la méthode que j’utilise présentement, le coefti-

) dy .
cient de —1 serait
du

1 1.2...(n—1) (1 — u )+t d
2L 1'2"'(7‘_1)fc(L“_tho)" u.

On a done l'identité suivante

l.2...(n-~1)[(u—uo))-"‘du_A7‘0” 5
2Tl Jo (Le—Lug) — 2 -

Revenant au probleme actuel,

2 = arc sinu, ©=sinwz,

. dary s
le coefficient de =% sera I'intégrale
du?

1o 1.2, (n—1) [fd(e—u)? 1 (n——-l)!f'd(sinx——sinx(,)”
(

2T 1.2...p ¢ (z—a)" T 2mi p! (& — o )"

Il a déja souvent été remarqué que rien n’empéche de changer la
variable sous le signe /. J’emploierai encore la formule

52 —1

5= e%i, sinw = 5 x—=—i(L3.

Y14
Substituant, on obtiendra

d T i _ _ 1\ l»
1 1.2...(n—1) (P 2z | B (s 1,
Py 1.2...(p—1)p (259)P (Ls — Lz, )" 3.

C

d [(;.— %) <‘”°+ éﬂp =F(z)

ds

Si 'on pose

b

on est ramené au calcul suivant :

F(5)=F(50) + Z—22F (3) +-. .
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1l s’agit d’obtenir un certain nombre de termes de la forme

I 1.2...(n—1) (=P FO-1(3z)) (5 — 3,)1ds
1.2 (p—1)p (25)? t.2...(A—1) J. (Ls—Lz)"

1

27

ou encore, d’aprés la remarque initiale,

1 1.2...(n—1) (Hn=r  FO=U(z,) 2Tl Arom
ol 1.2...(p—1)p (25)” 1.2...(A—1) 1.2...(n—1) X °
n=p :%\—p
—_—— FG—1) (5,) Aron,
PIJ P)‘ZI’ ( 0)

Revenant au développement de F*="(z,), on a a effectuer ce calcul

| e ‘
o h [(5 — 50) (30 -+ 2) ] p) (@ 1\?7 (h=ot)
: T - 35— 547 3z - .
dz 2 PP o [( 0)”] [< ot :> J
Comme il faudra faire = = z,, on ne peut prendre que la valeur & = p,

. , P P O=p)
ey (o 2]

)p P).——p N

On voit d’abord qu’il est nécessaire que A soit au moins égal a p. 1l
reste & calculer

Ae=n

2 mr Alon l( 5541 1’"] (h=p:
K 20 PpPy, ™ L\ 5 ) dz=s,
Az=p
Oron a
z50 -+ 1\7 P | (p—1) __, 1
(Bt m gy Dogpl 2D g Ly
3 1 P 1.2 P

Il serait facile de prendre la dérivée d’ordre A — p de cetle expression,
et, en remplagant z, par cosz, + isinz, et z¥ par cos p.x,+ isinpx,,
on obtiendrait (en ne conservant que la partie réelle), une expression

algébrique générale du coefficient Z% Cette formule théorique me

paraissanl presque inapplicable, je ne la développerai pas. Je me bor-
nerai a faire le calcul dans le cas de x = arc langu, ce qui montrera
clairement ce qu’il resterait i faire ici.
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51. Huwitiéme exemple :
@ == arctangu.

. dp. .
Le coefficient de £ sera
dup

. 1 P, d(u— uy)?
ami P, J, [arctangu — arctangu,)”

ou encore

! Pn.-1fd[tanga:—tangx.,]l’.
C

ami P, (& — )"
Or
tan L.
g X = — = -
g T
Posant ¢** = z,
tangz — tang o= — 20 —— % 2= —Ls
° EF0=" (Bo+1)(5+1) 24

Il vient

S—35\”
ami P, (so+ 1) J, (Lis--Lsg)»

Posant, pour abréger,

53— 3

FO=D(5,) 4. .. 3

=~ = \A—1
F'(30) ...+ I(‘ %)

F(z) =F(s)+ 2. (2 —1)

le coefficient cherché sera une somme de termes de' la forme
L (=) (20)7 P,y O (50) (5 —5)1ds
(50+1)¢ P, Py, (Lz— Lz )"

2L

D’apres la remarque faite dans I'exemple précédent, on peut encore

écrire ' o
(28)r+r Aron 5% FA-1(5,)

(_ [)” l)p P). (30+ I)p

Reste 3 développer le calcul de F®=*(z,) qui nous permettra de recon-

naitre immédiatement que A, quantité inférieure ou égale 4 n, n’est

Ann. de I’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome I111. — Novempre 188G. 48
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jamais inférieure a p. En effet,

(=2

0 TP, P

— )] [(2 1) 10,

Comme on doit faire ultérieurement s = z,, on ne peut prendre que
la valeur « = p, ce qui n’est évidemment possible que si AZp. Il reste

PR Pol(s )P (o e 22D ),

p P) -p P"A—/) ( e l)’

¢’est-a-dire

n+p Ahan
(-2 ;,“p(p—r-r)-.o——r)

( - I)I-}»p '

Revenant a «,

3o et ae%t et el
T s e —_— D ———
S0 1 el 1 el 1 o 2 COS Iy
1 1 9 @%al 1 el

So——1 el T @2l ge®i 2 COS.ry

Supprimant U'indice de x, qui est inutile,
[ 0

L] 5 -~
. I) _ elh=plai
(__ ])). (‘2 Qyr+r 5 )) 1 5 Al — . .
I p—1 l p l e p artr coshtr

Si maintenant on ne prend que la partie réelle qui doit seule rester
dans le résultat, 1l vient

dry ary

2= arc tangu, — 2 s

10 n_}_p:?‘/}::

Py L €S (2 -—p)ar

G,= 2 — gk b Ao 22T

P ( ) ), I)p ll)}') [)) P cOshHr 2
Dz=p

2° n4p=2k+:

he==n

Py L osin(h— p)a
‘]’])—2("““ l))‘+,‘+l > z\ l) A/‘On ( O 1 ) -
")‘ I p-1 I P 3 N p COSAP a2

h=p



SUR LE CHANGEMENT DE VARIABLES. 379
Application numerique :
dx*

En faisant successivement A =1, A=12, A=3, A=4, on a:
1 Pourn=4,p=1,n+p=>5, k=2,

=3 D r—p=o, sino =o,
. 2t Py , Sina sina
l=oaa... .. (—1)5——2PPP A0 ——— = —f1f——
2 o7 Iy COs’ & cosw
3 —3 (— 1) 2t Py, st sinax 36 sina.r
T 23 P, P, P, costax Y cost
N . , sin3x sindx
/:.{[,.. — *O'_—Ef::— 2'./]. )
cos®x cos®x
2 Pourn=4, p=2,n+p==6, k=3,
ot o 1
r=al. .. (—r)2es L Azob = —2.1
(=1 2* P, Py Py cos*x teosta’
- 2t P, cosx cosa
2=3..... — - Ado* = = 2.36 ——
2% P, P, D, cosbx cossx’
- p cos2z cosa o
r=14..... — 3__ Atot =— 36 —;
]:)1.1)2 P-z coslw cosba’

3 Powrn=4,p=3, n+p=7, k=3,

A=3.. . ... ... sino =o,
P, sinz sine
=4 . —1)8 kot =12 =
4 (=1 P, P, P, cos’x cosTx’
4() Pour n=/1, 1):4, 72—!—[):8,
=4 Py o - = .

o es
cosbxr  costa

52. Neuyieme exemple :
Z = arc cosu ou & = arc cotu.

La méthode étant la méme dans les deux cas, je ferai le raison-
nement en partant de -
&= arccotu.

On a

T
z= - —arctangu.
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Posant
— 2 ou encore r= - —x,

]

Xy=

on a
r =arctangu.

Nous avons calculé dans 'exemple précédent les coefficients G, tels
que
dn:y . G (l/l.)‘.
dz? " dur’

G, étant exprimé en fonction des sinus et des cosinus des multiples

de .
Or nous avons démontré, pour passer du cas du sinus & celui du

cosinus (n°® 47), que
d.-zy . (.‘- 1 )n, (l"'Y

dz? dat

On aura done actuellement
(lll.)/ - . Wl (ll"'y
daxr (=) ZGP dur”

. s . v
1l faudra toutefois prendre la précaution de remplacer x par —~ —- x
dans 'expression écrite plus haut (n°® 51) des coefficients G,,.

RESUME.

53. La formule du changement de variable indépendante peut étre
soit mise sous forme de déterminant, soit développée sans terme

inutile.
y=[f(x), x==o¢(u):

() (&) (ame)i

1 dm,y (x)(llz) (xi)(/;z) . (xm—-l)(m) .y(m)
1.9...m dxm 1.1.2.1.2.3.. 1. 2. m (2 )12+ m

J
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20
p=n
(l’" .
_Z-_l:z ____E!_._ (),
dax p—-ll. (p-—l)

S‘ 1 | P ("B Lk
[)— ('—") g 3 I\ o ’
PypBopL (&)
p—i—g'/f{—...ﬂ—(/\'—x))\:n—p,
B+ yv+...+ }== .

Si o(u) est une des fonctions usuelles u®, ¢*, Lu, sinu, tangew,
aresinu, arclangu, on possede des formules qui peuvent étre compli-
quées, mais qui ne contiennent que des coefficients numériques i
expression générale connuc.

1 x=u":

p=n
dry 1 AL]J""P »ary
duzn—p_l{:,: 1.2...p dul”

xn

20 xr=e":

Lary [ d Cd Lo d . dy
T =\ de I @) |\ ) de

p=n
22 Dol Py
u - 2 __é_.(.).._ ur C_l__

1.2...p du?’

4° x=sinu :
p=
dll‘:)r . C CZP‘) .
dx® P dur

Pour p = n — 24,

(—1DF P, cos u
Al n—1
) —_— Apeq(n—1,0)+A, s(n-—1,1) ——
P Costa P 0" i »0) nal ' 1) T cosa
cos2u
4+ Ap(n—1,2) o e -
Ap—z(7 ’ )Qz cosu J’

Pour p =n — (2k + 1),

(__1)/.:4-1 [)”_1
cos*u P,

(n—1,9)=(—1)7=

sinu
—— Ay (R —1,2) 55—
2 COS arcosiu

(n—1+¢q)
(IZ—I)I 2...q

sin2w .
C,= . I

[-A,,_g(n—r, 1)
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PoureZp—1,
epri |, E iep, E(e—1) ep—t, '
A=V, | 84 Y(n—l)’%_[_,’-*— _ﬁ"(” 1) (n—2) 8 ,
g
p.: (— I)F'H;:

1Y = X des produits p.a e de 1, 2, ..., A3
5° x =tangu :
: gu :

p=n

dn(), - D ([1"’}’

dzn — P dur
4 =1

Pour n +p = 2#,

cOos (l

: - n— i
Dy = (—1)rthan-r [ij_’l’ cos2 1+ Ln Sr=p-t coge—! g —

(n—1)(n—2)

1.2

cos2u
PEEEE

e

Sn(n—1)Si7h% cosn 2y

v

Pour n +p =2k + 1,

n—1 n-—2o
L-—L(—————~ ) n(n-—1)857 87 cosn 2y ——0n

. n—1 _ sin u
D= (— n)p+ition=p [——1 nSp=h=t costet g ——
- 9
5|n 21U .
1.2 0 A 1

6° x —=arcsinu :

]17:—]1
([IL"}, . ([p.,,,
dx ~ P dur
p:l
. 7\ | e
. n / sin (@ 4+ o—
—sina\"% [ — cosa\/ \ 2
A — . (cosa) 1.9 1.2.3 1.2...0
Ap=3%r1.2...1n b,
12,00 102,000 1.92.../1 1.2...0y

Iy~ hy+. ..+ hg=p,
- hit2hy~+. ..+ ahy=n;

7° a == arc langu ;|
A=p

d”'}’ . G CZ[‘_)’
dan ~ 2 P dur’
A=1
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Pour n + p = 24,

r=n

Gp—-E(—— I))+,” __&;l___A) COS()_p)I
oh Py Pp Py cost+ra
h=p
Pour n+p =2k +1,
A=n
P PPN .
(;p___ E (_____ 1)7‘+k+1 i_l_ P).—l} A."O"‘ Sln(/. —-]))tl .
2h Pp_j [)[) l)).—p COS)'+[I;13

Jai démontré tres simplement que les cas de @ = cosu, x = cotu,
ainsi que ceux de o = arc cosu, x = arc cotu rentraient dans les cas
précédents.

Tous les résultats annoncés étant obtenus par application directe
et systématique des formules générales, je me bornerai & quelques
ohservations générales avant de terminer ce trop long travail.

Avant d’aller plus loin, je ferai remarquer que, si 'on remplace
a et u par les expressions plus générales ax + b el cu + d, les résultats
précédents ne sont pas sensiblement changés. Toute explication vraie
pour le premier cas subsiste pour le second. Cette observation est tel-
lement évidente que je me bornerai & 'appliquer, sans en prévenir,
quand 'occasion s’en présentera.

55. Le changement de la variable indépendante peut étre employé
en Analyse pour ramener certaines equ'mons différentielles a d’autres
plus sunples

Pour fixer les idées, je suppose qu’on- veuille trouver des équations
différentielles se ramenant aux équations linéaires i coefficients con-
stants. Afin de découvrir le caractere particulier présenté par de
pareilles équations, j'imaginerai que l'on veuille inversement repasscr
de I'équation & coefficients constants & I’équation a coefficients va-
riables. ‘

On part donc de
dary dn=1ty
dan M I

Ay -+ . +An_}__o

A,, A,, ..., A, étant des nombres arbitraires.
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Si l'on effectue la substitution

x=Lu,
, pon

on a, en posant, pour abréger, — 5= bops

dry dy N dary

dz b “Iu T by a1 s ban w dur’

du-—l Z d’ dn l,

don—1 b(n—l)lud + bpey 2 1® T A bpey g 0 1d1” T2
On arrivera a

d
B, " L 1d pr— ...+ B, y=o,

B,= Ao Dup-+Abuy pt st Appbpp

Les quantités A étant arbitraires, il est facile de voir qu’on peut en
disposer de maniere & donner aux coefficients B des valeurs quel-
conques.

Par suite, toute équation de la forme

dry =14,
AP Ay G L

dac™ ! dzn-1 T Any =0

pourra élre ramenée a une équation linéaire & coefficients constants
par la substitution inverse
€To=e".
On retrouve un résultat trés connu qui s’énonce ordinairement ainsi.
Désignant par A,, A,, ..., A, des constantes, ’équation linéaire
ZIIL.»)/ A1 dn— l,y A

dzi T ax b oder1 T +(ax+b)"‘y— ©

sc ramene a la forme a coefficients constants par la substitution
ax -+ h=c".
56. Celte propriété, tres simple, tient done & la forme particuliere
que prend la formule du changement de variable pour « = Lu; tous

les autres changements simples @ =, ... sont visiblement incapables
de donner le méme résultat. Ils ne pourront ramener a avoir ses coef-
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ficients constants qu’une équation linéaire satisfaisant & deux condi-
tions. Premierement elle doit rentrer dans un type donné. Deuxieme-
ment ses coefficients numériques doivent vérifier certaines équations
bien déterminées.
Par exemple, on a (rouvé
& = uP,

ary I dy dn oy
dzn = unt l:b”']u du -+ b" 2 2 d 2 sy u dlt"’-].

Il en résulte que I'expression générale des équations qui se ramenent
a I’équation linéaire a coefficients constants par la substitution

=k
est
A dary dy’
"Eﬁ b/lﬂx == +bnlldx

dz"
cdrty Pooa [ Ay
— l)p[ -1, n—1 L Tt -+ .. —{—...+-——;u E_" Tz ]-l—/,) =-0.

byns +-. élant des nombres dont nous avons trouvé 'expression géné-
rale; A, A,, ... étant » quantités arbitraires.

. . , , . [ dy
Si donc on a commencé par mettre partout en évidence (xm),

,dy 12 3+ : dn y Y.
x? cee x"—f—-i , le coefficient de x”—'—} sert a déterminer w;
dJ, dL i

les coefficients de —

xl

n—1 4,
dans les multiplicateurs de (ar,’“'[x“_’>, e

o d? dy - .
2222 ), (2 == ) doivent prendre des valeurs numériques déterminées,
da? dx

. .. . 1 dry® .
quand on aura pris arbitrairement le coefficient de —- x’l+)- S
e ([.l‘”,

maintenant on choisit arbitrairement le coefficient de dans un

L
(=P
seul des (n — 1) termes qui conliennent cetle quantité, les cocefticients
seront déterminés dans les (n — 2) autres termes. Continuant ainsi,
on verrait qu’on ne peut prendre, une fois p. déterminé, que » coef-

e . . I
ficients arbitraires, un pour —= un pour ——— --+» ¢t enfin un
LT
pout z
Chacun des autres changements simples x = ¢, x = sinu, ... four-

Anp. de ' Ee. Narmale, 3% Série, Tome I1I. — Novexpre 1886, 49
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nirait immédiatement un calcul analogue. 1l est d’ailleurs inutile de
récrire sous une autre forme des résultats connus.

57. 1l semble, au premier abord, que la question n’ait guere avancé.
Mais, si 'on réfléchit au résultat précédent, on s’apercoit qu'on a gagné
de ne plus étre tenté d’essayer les substitutions élémentaires indiquées
plus haut lorsque I'équation ne rentre pas dans un certain type facile
4 reconnaitre. ‘

Il vesterait a calculer effectivement les coefficients numériques, relas
tifs aux changements élémentaires, pour les valeurs de n les plus
simples, et & ramener une équation différentielle donnée 4 une autre
du méme degré déja étudiée, linéaire ou non. Je laisscrai de coté ce
calcul, plutot long que difficile, qui n’exige, d’ailleurs, la connaissance
d’aucun résultat général, en me bornant a un exemple.

Silona n =2, I'équation

: ‘_bnﬂfzd.‘y 'd‘y 11 ’Z'd'y

de | T T gy Ty =)

se transformera en une équation linéaire a coefficients constants par la

substitution
u—= xt.

On vérifie facilement que celle équation peut s’écrire

N~ —— - Wty = fi (2
A(l./c'~’+ dz TLETT S1(2),

d*y  Balt—(p—0A dy
L
en désignant par A, B, C trois paramétres constants.
. D’une maniére un peu plus générale, on peut dire que ’équation
I g [ q

Ay Blax - Dk—Aa(p—1) ‘ st o
T e + Clax + byP=ry = f(a),

ol A, B, Csont des constantes, se ramenera a I’équation linéaire & coef-
ficients constants par la substitution

u=(ax -+ b)*

On obtiendrait le méme résullat avec la substitution un peu plus

générale
cu +d= (azx -+ b)¥.
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58. Enfin, si, sans s’occuper des applications, on veut arriver a des

formules algébriques, difficiles & vérifier directement, rien n’est plus
facile.

Je donnerai un seul exemple.
Nous avons trouvé, pour le cas de & = cosu, les résultats suivants

(n°47) :
d""}' , dp‘y
Tr = X, (=G G

Pourlb: m — 2k,

— 1)k i
Cp’_( 1) []3U+B smu_Bzcoszu.”]'

T sin”u Ysinu sin®u

Pour p =m — (2k +1),

N (— 1)+ cosu sinawu
»— o B1 T + Dy
sin™ u sinu sin®u

L’expression générale des coefficients B a été donnée explicitement.
Or, si l'on veut traiter le méme changement de variable par le déter-
minant de Wronski, on obtient d’abord

dcosu dcos*u dcostu ... dcos™'u dy
I dmy | d”cosu dm™costu dvcosPu ... d™cos™tu dmny
1.o2...m dx™ I.1.2...1.2...m(dCOSu)l+2+tm

Je rappellerai la formule
n
2"~! cos® @ = cosna -+ I—COs(n —2)a—+....

Remplacant cos”u par cette valeur, il est évident que par des com-

binaisons de colonnes on se ramenera a P

dcosu dcos2u ... dcos(m—1)u dy
1 dny | d”cosu d"cosau ... d"cos(m—1)u dmy
ro2...omody T altetn=2y q o, 1.9, .. m(d cOS )T tm

Développant le déterminant suivant les éléments de la derniere
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colonne, on aura ‘
(cosu)t .o [eos{m —r1)u]D

..........................

(cosu)r—) .. Lol

(___l)m-o—p
(cosu)P+) ., L.l
_ (cosu)tm) oo [eos(m—1)u]tm
(— I)PCI,__ (m—2) (m —1) ; .
2 : 1.2.1.2.3...1.2...(m —1) (— sinu)+2+.+n

On a donc obtenu explicitement le développement de déterminants
a forme trés symétrique suivant les multiples de sinu et de cosu.

59. L’exemple géométrique traité dans la deuxieme Partie du Cha-
pitre IT (n° 28 et 29) montre qu’il y aurait de nombreux développe-
ments a obtenir si 'on s’adressait & la théorie des courbes gauches et a
celle des surfaces. Je me borne a le rappeler au souvenir.

60. Je laisserai de colé tous les développements analogues aux pré-
cédents qu'il serait facile de tirer soit de I’Analyse pure, soit de ses
applications géométriques.

Le but que je me suis proposé me parait atteint. Non seulement des
formules générales ont été indiquées; mais encore la plupart d’entre
elles ont été appliquées a quelque exemple et toujours le calcul a été
fait systématiquement jusqu’au bout. La possibilité d’utiliser les for-
mules ne peut plus, des lors, étre mise en doute, et ¢’est ce que je
tenais A établir.



