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SUR LE

C H A N G E M E N T DE V A R I A B L E S
(SUITE),

PAU M. E. MARCHAND,
P R O F E S S E U R AU L Y C E E DE C A R C A S S O N N E .

CHAPITRE I I I .

35. La formule générale relative au changement de la variable indé-
pendante s'est présentée comme appl icat ion immédiate de la série de
Taylor.

Cauchy, par ses célèbres Mémoires sur les inlégrales définies prises
entre des l imi tes imaginaires, a montré que cette série découla i t natu-
re l lement des deux formules

f^)=— f^^ /w^) ^ i r f^)^
t/ l 2nrjg z — x ^ I .2.. . /Z ^i^J^^—^y1^1'

II est certain que ces intégrales remarquables cont iennent tous les
résultats q u i précèdent. Je l 'é tablirai d 'abord rapidement (première
Partie) en retrouvant les formules qui ont servi de point de départ .

Il y a p lus . Toute formule de Calcul intégral est susceptible de nom-
breuses transformations dont il faut savoir prof i ter . C'est ce que j'ai
sur tout essayé de faire dans ce Chapi t re en me plaçant successiveineni
à deux points de vue différents, l 'un général (deuxième Partie), l ' aut re
plus par t icu l ie r ( troisième Partie).

Comme il ne s'agit ici que de ces intégrales prises le long d 'un con-
tour C, auxquel les on n'ose pas d 'o rd ina i re appliquer couramment les
méthodes classiques de l 'Analyse, je me suis cru autorisé à donner au
calcul tout le développement qu'il comporte.
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PREMIÈRE PARTIE.

36.
„/ , M,,\, \ I . 2 . . . / 1 r f\x')dxy^fW, /")(^)= -^- j^^'^

^C

Oi% r e m a r q u a n t que rintégration par parties donne

r f{^dx ^_ r^ _/(^)_1 ^ r </(^)
^(.r—^oy"1"1 L^ (^—^o)^^ /^^(.r—^o)^

on voit que -!- -—'A^ .^0 ^t qu^on peut écrire
[ n ^ ,z" — .z'o ) ' J (;

no /wf- ^^ ^2...(^~i) r dy(K) y (^)_———^———^^^^.

Or on sait que, lorsqu'il ne s'agit comme ici que de différentielles
premières dy, le choix de la var iab le i n d é p e n d a n t e n'intlue pas sur la
forme du résultat. Je puis imaginera exprimé en fonction de ///, // étant
une fonction de x^

u -— UQ fdy\ (u — u^Y /dîy\

•y=^+--———^U+~^?)o+•••+l{/t+l•

Remarquant que (^-) -, (€—} ? • • • s o n t des constantes et désignant
•l A \^/o V^^/o ..v

ces constantes par y, y\ . . . , il vient

dy ̂  ̂ =^0) ̂ ^ ̂ rî  ̂  ,. ̂ ^
•* 1 • S •

On a Fintégrale
/^ , ^ ( ? ^ . — — U n ) , . d ( U — — ^ O * ) 2 ^, ^ (, î) / y^——^+y/^—^+...+^R.-.îfw^^L'--'^!^1! f 1_______L2_________.

0/ 27T/. ^ {X—X^

Rien n'empêche de considérer u comme une fonction de x et de
chercher le résidu dans cette hypothèse. Le mul t ip l ica teur dej^ sera,
a part le facteur numérique 1.2... Çn — i), d o n t je ne m'occupe pas
pour l ' instant, le coefficient de (^—^o)^ dans le développement
par la formule de Taylor de iî .̂ ^ Ce développement est, en

, I, • 2 • • 1* f)
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remarquant que, pour x==^^ on a

// = ^/o,

ce qu'on indique par la notation (u — u^)
d\u-

1 . 2 .
- u,y
-P

1 . 2 . .

1
1 . 2 . .

1

d
•P

d
'P

( n '{if

(^•-
1 . 2 .

a
ih}''+-

^"rç^
..p Lca

——^'0

1

— ^o)

+^-^[(^--^);J](1)+... J

'[(^--^p)^... L
1.2. . ./? ( 1.2. . .7.? L ' / J )

d'après le lemme du 11° 3. Ici encore, il faut tenir compte de ce que
\{u — Uo)^^ doit être considéré comme coefficient constant,

d(u-u,)P [{u-^y]^ d^—^y
1 .2 . . . p l. 2 . . .p 1,2. . .p

Le coefficient de Çx — ^o)""1» c'est-à-dire le résidu, sera
i

[(U^U,)P]W.
i. 2 . . .p i. 2 . . . ( n — î )

Nous retrouvons la formule du début

d^y^^(^^^^-.[(——^^ÇZ^....
<:/̂  ' ' du 1 . 2 (^2(A)

37. Dans le cas de deux variables indépendantes, on a

1 . 2 . . .O Î . I . 2 . . .pd^. _^i_^_p rr
~4TT2 J,^(

î û^ â?y
dx^ dy^ ~~ - 47T2 ^ ̂  (^ - ̂ o)^1 (y - yo)134'1

Imaginons d'abord z exprimé en u et (;

ii — UQ fdz ^
: \ d l i .

y - ^ f d z ^
~~[d^

Ici ^i, <^ ... sont des nombres; u etv peuvent être considérés comme
du dv -

des fonctions de x et y

{u-u^ ^-^y'1.2. . .? . î. à . . .p .
— î î y !
'"" Ï . â . . . } . 1.2. . .fJ.^ I .â . ..

[(^ - ̂ P ( ^ - ï'o)^]^ (^ - ̂ )a (y -jo)^
2...}. 1.2. . .fJ.^ I .â . . .a I . 2 . . . J 3

^7^72. de l'Éc\ Normale. 3e Séné, Tome IIÏ. -- OCTOBRE 1886. 44
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Le lon^ des deux contours fermés C et (7 ce terme donnera sim-
plement

__ ̂  ———^ ————x———— ————î———— ————L-^ [(^ -1- ^)>- (p - ̂ 1^.
" 1 .2 . . . ) . ï . a . . . p i 1 .2 . . . a 1 . 3 . . . P - • •'•'' r

'̂x-i-^ ̂
On a donc, en simplifiant et rétablissant —^--—,

w ^=^.:...^.;...^'---'^-1'-^^-
DEUXIÈME PARTIE.

38. Je viens de rappeler que, si l'on prend les notations habi-
tuelles x, y, y = /(^), on trouve

ci-y ̂  ̂ .,.(^1) r^^_^^
d^ 9^1 J^ (^—.z-o)^1

ou^ en employant l 'intégration par parties,

r fw^ ^ i r y(^) 1 i r^AA^.
J^ {x-x^ n L(.r--.^'Jc ^J^ (^-^o)71

D'après une remarque déjà faite, si fÇx) est holomorphe à l ' intérieur
du contour C,

r_/(^_)_i _
i^-^Y1]^099

d'autre part^ on sait que, même si oc n'est pas variable indépendante,
f^dx^df^^f^du.

On a donc, pour le changement de variable
x-=Q(u), ^o=9(a),

la formule
(V\ ^^I-^LLII^^^tn-/ d^'~ " ^i ^[9(^-9(0)]^'

Posant
il — a = A; d^où rfa == û^Ay
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on a à effectuer

f \ fW + ̂ fW •+•• • .4- /^R"] [À ç/(a) 4- -^ç^a) -4-.. .1"" dh.

Reprenant les notations habituelles^

d^y i . a . . . ( , z - . i ) / - / /, < / /^ \-n
^————^î——j^^^ - { - ' ' ' ) [ / ^ ^ T - . X ^ - ' ) dh-

Le contour C étant fermé, il suffira de calculer le coefficient A de /z~1

et d'écrire
d^r—— == 1 .2 . . . ( n — i)A.dx"' ' '

39. Première méthode. — On peut essayer de calculer directement A.
En mul t ip l ian t par h'1 la quantité sous le signe /, on peut écrire

d!îv { N ( r h . \( , h v \~n
^=I.2...(n-I)^+^y+...^,r/+^^4-..^) ,

à condition de ne prendre dans le second membre que le coefficient du
terme en /^~1.

Exemple 1 :

cl3 y ( , h , /^ï ,,, \ ( , h , h1 ,, \ - 3

—4 = i. a ( y 1 -+- - y " 4- —— ///. . . | x 1 4- —— x" -^ ———^ x 1 " . . . ) .
CW V l J ï . 2 J ) \ l . 2 1 . 3 . 3 /

Puisqu'il faut calculer le terme en P, il suffit de se borner dans
chaque parenthèse aux termes en À2. Réduisant

^1 ^î
I,2Z-^-3 .7"——»

1.2 , t/ .2^°

rV 3 , , xv\ , ï x ' s c 1 1
ï.2'— — - ^ / - 4 — , —y——,

I \ ï I .2 / < ^/0

,/ 3 , , .,, 3 .4 , ,x^\ , 3^2—^^^y ( — —;T^/-4^///+ ~—4^/-5— L y —-—,
\ 1.2.3 1.2 4 / x

on obtient la formule connue

d^y ___ .a?^ ( sc'f" — y' ̂  ) 4- 3 x 1 1 ( j7 ̂ >// — ̂ / ̂ // )
: , " • 1 da^ • . ' 1 ! .r75 - • • ! ! 1 ' •• ! • 1 1
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Exemple I I :
X = U2, X! 4- ——— X" + . . . •=. 2 /̂, •+• À.1 . 2

II vient alors

^-=:I.2...(n-I)^y+^y/...N)(2«.+^)^

== l.2...(n — l) (.y'+ ̂  y " . . .^ ["(a ̂ )-" — ^ (^z^-^-Vz. . .1 ,

^^y(^,)^I^<t<i/^-T)!l(ZL±^^^
^^ ^v 7 I .2. . . (^—,ï) I . - 2 . . . ( / Z — « ) v ; t/ •

p=l

Le coefficient est sous forme de produit de facteurs.

Expression générale des coefficients. — Je rappellerai les résultats
suivants :
j '» ( a + X)^P -=. arP — p- ̂ p-î .̂  -4-. _

+ (-,). P^^^L-^ a-P-^+...,
î % A . i , y,

(a + x)-"=\ (- i)" ̂ -^ a-"-^x\
LMÂ *' ff. A ^~i

<r<<a; a é tant un entier positif pouvant s^innuler,
^=i, l\==i;

.30 (a+^^...+^^=y(^^)ap£^^^a(/,+ ,
^U A al1' //-i

=: Y („ na ̂ ^J^ îL— ,y-p-a Ap />s
Z^ ; P^Pp...Pxa " • • ' & î

(3-hy-+-. ..+5i=a;

Y À /^ \^
r^rs^^r^i^34""-*)

^V^^a^^J^rItoL^^ _L-. ̂ L',̂ ^ /y ̂ 2Y^.. .̂ ( ̂  i j l2/ / p^pp-.-p^^pg^j^71' r

(3 .+ y 4-. .. •+• À == o;.

Si l'on veut avoir seulement le coefficient de h^, il faudra donner
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à [S, y, ..., À des valeurs telles que

j3 + 2 y 4- . . . 4- ( ̂  — l) }, =: ̂  __ ̂

et, pour chaque valeur de a qu'on en déduit par

a==p -hy -h.. .-+- X,
calculer

( n« . Pp-i+a ï^ — J ^ ^——^——p^pp. . .p>.pf^. .p^

On arrive à cette règle

dn-^ = ̂  /+ A2 //+ -Al y^4, . + . A^ ___, y(«5
J^ ll/ i l/ i.a17 • • i.?...^/^—!)"7 ?

A ^Vf ,^' P^-! (^)^.(^^p 2^' / pp...p).pj...pi: (^T^ 3

a, p, ,.., À étant des entiers positifs tels que

j3+ ay+...+ (k—î)^=n—p,

(3 -4- y +.......... 4- ^ == a.

On déterminera d'abord les systèmes de valeurs de [3, y, . . . , X satis-
faisant à la première équat ion; on en déduira a et, par suite, le coef-
ficient de Ap.

40. Deuxième méthode. — En posant

/ // \ / //2 \-n

F(^) = [ y ' + -y... ) (A^+ — — ^ • • • ) »
\ I / \ 1.2 /

on a

S-'——^f/w'"^-'-^-^
A étant le résidu par rapport à A de F(À). Or on sait que

F(À)=^+.. .+^+?(^

^ F(À) = A,,+ A^iA +... 4- AA^-14- À» 9(/Q.
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Il devient évident que

(,EÎ;
[j^i[7^.F(/z)]^,..(^.-.i)A==——1————àd/^-1

On peut écrire ainsi cette formule^ déjà signalée (19)?

d.^y
'd^1

d'^
dh^-1 (y+T-y- X1 -+- ——— .2-" . . .

^ 1.2

Pour développer le calcul, je poserai

// -=. y14- - y " •4-.. • y ^ ̂  ̂  V=:<-^
On a

^.-i ( if'V) ^-^V fi — i, dit cl^'V • „ d^1 u
^___ • «— 11 • __ i ______, .__ ._______ —1_, -4— y —.—..-.,_—_ «-^— .̂̂ ^^ ^ _ _ f^ ^-..—^^ .-[- — _ r • . .-T- v /,/7,»-^.i

dh1^clh11 "1 ï dh clh^d/i'1-1

Mais ici on a

donc
^V
~dhy

V ==/(,'),, ^=y( /Q;

=, (^)(^)-L -4-. __
' / ch r . 2

^ .̂ . ̂ dv „,. __(^)(.)^v + + ̂ ___(^)C.) ̂
^^ "' ' ; ch ï . 2 ' / d^ ï . a.. .pv / d^i1ï. a . . . /?

-=— ^^1^
pîComme il faut faire h = o dans le résultat, les quantités (~r)\ ( { " / fi~i

se calculent sans peine

-, (̂ .̂ ZiIZL^^JZ^^'^'V^
{ . 2 . . .i \ dv1 } /,=o ï . 2 . . . l

_ ^( /^ - ( - i ) . . . ( n + ^ — i . ) _ï_
—^•l) ï72'..;Ï ^//À4"^

D'autre part, (^y^ étant la dérivée d'ordre p d'un produit de y fac-
teurs

( ̂ YP) ==V -————\il—E.————,^. ( ̂ w ï ;cp) . . . î;a) )^.
^ î,. 2 . . • a. 1. 2 . . . p . . . J . 2 . . . 71. '

Or on sait que
^•(a+1)

"oT+^x^
^W)^,-=

donc on îi
/ ^ (» )_Y . r -2 . . . /? _g^)_.,..^^
v / ^Z îTî ToTTTiTaT"^ (a+i). . .(À+i)3

^ ^-p ^_.4-),=^p.-,
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D'ailleurs, par suite de l'hypothèse
: ' • • ' • ! ç(Q)^y s= o, •

a, ^, ...,, X sont q entiers positifs non nuls.
En résumé, nous arrivons à

cl''1 y f n — i ,..-- (n — i) ( n — a ,,, —
j^ =y V^,+ ———y^V^-^——^———y^v,_3+. . .-+-r^\,

V ~ ,(^^ . ^(7^1) (P^)^v^-—— / ^^ï^+ - ^3 • ^Ti--""

/z(^-H)...(n4-7J—l) (^)^5
-4— 1 -——- J }f ———————————————————————————————————.———— ~————————— « ! 1

v / 1 . 2 . . .p œ'^î1

Vo-V=^.

(^y)^)==V_.——p——.r^^1)...^^1),
^ Pa-i-i. . . Px-i-i
^ -+-P _}„_.+ \-^p^

a, p, . . . , À étant y entiers positifs non nuls.
Le calcul de V^, peut être présenté ainsi

V _ n (tQ^ 7Z(7l+l) (P2)^V p — — y ̂ r̂ -+- ^ ^ / / i + 2 +- • •

. . . n(/z+i).».(/i+^-i) ̂ )^
' ; 1 . 2 . . .j? .r-̂ ^ '

Or (^y^ contient un seul facteur p^; (^2)^ contient deux facteurs ç^
dans chacun de ses termes; (ç^3)^ en contient 3, .... Si alors on forme

(^-4-^-1-.. .-1- VciY,

qu^n multiplie les termes qui ne contiennent qu^un facteur par
— T-^-n? ceux qui en contiennent deux par n ^ —^^ - ' • > et qu'on

remplace ^(a) par ——? on aura le développement.
On est conduit à la règle suivante :

S=^(7i+^+^+-..+^)^
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On développera la puissance (n -— i)1^ et l'on remplacera (y^ par
^•(a-i-î)y(a)? (^y)0' P^ —" /———r"" P^ cet[e substitution, tous les termes qui

se dédu isen t les uns des autres par la permutat ion des indices infé-
r ieurs i , a, ..., n — i des quant i tés^ deviennent identiques; il suffira
d'en calculer un seul

--ĵ -il-t̂  r»
Pa...P), 1 " (r

et de mul t ip l i e r non par leur nombre;, mais par le facteur

•n P — ^ (^ - t - 1 ) ' • •(^^^^/^^^^^^^^^^
""' j.^...,;>

p é t a n t le nombre des fadeurs (; différents-
Exemple :

d\y _ y\
d^ """ (Ï7)3•~71^(yl+ î(l-+-(ï2)2.

Terme ne contenant ni ^ ni (^ :

y 3 y///

(^' d>où r̂
Termes contenant un seul facteur ç7 :

^.rî^ y^?, i)l=t (,roù ^^^y^+y^).
Terme contenant deux facteurs (; différents :

s /
^1^71, I)J===-^,

on a donc
3.4 , /^\2 ï.27'
1.2 v \ 3 / (^ /)8

On retrouve bien, en réduisan t au même dénominalexir,

^y — flz l̂rijElL^̂ ^^"~' ' < ( . ^ / y s ^ ' •
I/analogie avec le développement de la puissance d'un polynôme est

complètement mise en évidence. On est en droi t d'affirmer que le
ca lcu l est du même ordre de difficulté.
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41. S'il ne s'agissait que de calculer les coefficients numériques de
l'expression de —— en fonction de x ' , x'\ . . . , y , y " , ... ou d'établir
la pareille avec la formule du binôme, il n'y aurait plus rien à ajouter.
Mais on serait tenté de reprocher à la première méthode d'exiger la
résolution des équations

p - h 2 y -4-. ..4- (Â-—i )7 .= :n—/? , a^= ^ + y 4-...-+- 1,

et à la deuxième méthode de forcera calculer avec les quanti tés p, sauf
X11 X^à remplacer ultérieurement ç7, par — s (^ ̂  par -3-5 • • - 3 ce qui empêche

de faire, dans un exemple particulier, les réductions qui pourraient
abréger le calcul.

Il est heureux que, grâce aux nombreuses transformations auxquelles
peut se prêter une intégrale, la formule puisse acquérir beaucoup d'ex-
pressions distmctes. Je me bornerai à en indiquer une. Je pourrais
partir successivement de la première méthode et de la deuxième mé-
thode, ce qui établirait net tement le lien nécessaire qui doit permettre
de passer de l 'une à l'autre. Je ne transcrirai cependant qu'une seule
démonstrat ion, afin de ne pas trop m'attarder dans ces calculs théo-
riques, et de réserver plus de place aux applications particulières.

dt^y42. Dans la première méthode^ "y-̂ - se déduit de

,.2...(n-I)[J/4-^y/+...]p+^^+...]^

Le calcul consistera à prendre la puissance — n d'une série entière,
S'il ne s'agissait que d 'une puissance positive quelconque, le résultat

s'obtiendrait immédiatement. La série de Taylor, qui a donné

h , À5 „
X —— .270== -x + ———a?"-+-. . .,

donne aussi
^^^y^^^^p]^^^^^p]a^^^

le point placé au-dessus de oc — a?o signifiant toujours que l'on devra
remplacer x par x^.

Ann. de FÉc. Normale, 3e Série, Tome IIÏ. — OCTOBRE 1886. 4^
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D'après le lemme du n0 3, ceci se réduit à
hP . /}P+'1(.,,^^y^^^^[(^^^)P](.)+^^^^^^[(^

A p p l i q u a n t une remarque (n0 5) exposée plus hau t avec détail , on
peut aussi écrire

fîp . /fp-^-1

(,x - .ro)^= ———— (^)^)+ ————-,———-. (.a -̂̂  4-....
' ' 1.2. . . ? ' ' 1.2. . .(p +l) v

On a donc, pour une puissance positive,

[ /, "]/; /,// Lp+t
kP .^+_i.,^+..t ^——-———(,^P)^)+————-:—————^(.^)( /^1)^ . . . .

1.2 J 1.2. . .7^' 1.2. ..(p +l)

Or : « Lorsqu'on a formé les puissances entières et positives d^une
)) série ordonnée suivant les puissances croissantes d'une variable x,
)) on peu t en d é d u i r e facilement le développement d 'une puissance
ï> quelconque

a==Ao-l~Ai.z ' -hA2^-l- . . .-t-Art^'-l-....

)) Si Von désigne par B,/^ le coefficient de x11 dans le développement
)> de u^f on aura

o _ «,î> A m - i f \ /^ ^ (^^i)(,n-a) (W-l)...(^-^4.l)']B ,̂̂  ^B(I,.)A<, j^-(m-i)+———^^———-...±——^^^-_^_.J

B,„Ar-f'-^-a)+(OT~2)(ff^"^)—.±(ffl••2)•••(/"-/t+t)1in [m — i)
L ^^ I . 2 , . . ( / Z — a ) |1.2 L ^^

m(f7i— i) (m—9.)+./n(/!!̂ ^ A^ l ï - fm^^ | t^.ri)^71-4) ^(^~3)...(^-^+l)1
• î'.2.3 . "^'^^ L1 v/' l'/~r ï . " 2 • — — ^ — — ^ ^ - ^ — — J

w(^^..i)...(/n-^-hr)+ ————^_^————...A, !̂ ^

» ou, en sommant les coefficients placés entre parenthèses?

P — mîi A^-l [(^ ""• m^3 '"~ W) - • •(^ ~^)1L(,,, ̂  ̂  m B^,)A, ^ ———^^_^.^————J

,n(/n«i), .^_2r(3~-/7z)( / i - /^) . . . (^-w)1+__^_.B^^Ao ^————^—^^———J+.,

rn(m-î)...(m-n+i) .
^.———ïTaTT."^———0- »^^)- ) )

( rra^ ̂  Calcul différentiel, par M. J. Bertrand, n° 332. )
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Ici nous avons
h „ , ^a-^

u=x'^-——x'..., Âa-==—————————^î •1.2 ? 1.2. ..(a-h i)

Tî — ^ B(I,^) ( / Î - { -2 ) ( /1 .+3) . . . ( /?4-^ )
li(-^)———— y ̂ T ——————i.2. . . (^ - l )——————

1 4- / ^ (^-^- I ) ^p) (^+3) (^- i -4) . . . (^+/->) _
1.2 X"^ I . 2 . . . ( / J ' — 2 )

-ï- r T^7^-4-1)—^4--^--1) ^P)
' ' I.2.../; X'^P 5

- _ (^)(^g?

"^^-TTaT^TTT^"

Reniplaçant p par n —^, on a, pour le coefficient de ——i——^—?
l'expression suivante :

. (^ _ ^ r ^ (^ + ̂ ) (n + 3).. .(27i^^) i (^)(rt-fl4•l)

L ! i . 2 . . . ( / z — p — i ) .a/^1 1.2.. . ( ^ — 7^ -M)
^ ( / z + i ) ( n 4 - 3 ) ( n - i - 4 ) . . . ( 2 / z — 7 . > ) ï (^2) ̂ -7^2; ^

1.2 ï . a . . . ( / z — 7 5 — s ) ^4-2 i . a . . . ( n — ^ 4 - 2 )

• . / ^ ,71(/Z+I). . . (2/^^~I) I (>^(^)
v / 1. 2 . . . ( 71 —/?) ^l^-P ï . a . . . 2 (/l — /> ) _

Je ferai observer en passant que, ayant

B^^^^B^^Ar1^,^;^^]^...,

on n'a pas le droit de faire n = o ou n = ï .
On peut voir directement que

B^=A^, B^^A^Ai,

et il en résulte que, pour généraliser la formule, il n'y a qu'à adopter
les conventions

. (w /4 -x ) . ..(m4- n) r. 2. . .(r?i4- n)
(( ÎS ( /l, 77Z) == -——————-———-——————- == ———————-——————— ?

Ï . 2 . . . 7^ 1. 2 . . . !7l. 1. 2 . . . H

N ( o , / ? z ) = = i si m>o, N( / z ,o )== i si /? >o.

» Si w ou n est négatif, N(n, w) == o^ lors même que l'autre quan-
» tité serait nulle {Algèbre supérieure, parJ.-A. Serret). »
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Remarque. — Nous avons démontré au début de ce travail qu'on a
(n0 5^ et 5)

{x.P)W=[{x—œ^P}W= ( ^P)W— -^(^p-i)^)^-^.. . . .

On aura i t donc une expression algébrique des coefficients du chan-
gement de la variable indépendante, qui n'exige plus la résolution
d'équations indéterminées

(3 +2y+. . .=n—1/;, a^p -4-y-i-. .. .

TROISIÈME PARTIE.

43. Da moment que nous avons obtenu la formule

( ^==9(.r),

| ̂  == ( ̂  )(.) ̂  + + lî  ̂ z,
l c/.̂  '- / du " • " 1 . 2 . . ./z ^^?

comme conséquence de l'intégrale définie, nous pourrions renvoyer
purement et s implement aux applications faites dans les deux premiers
Chapitres»

Mais je tiens à bien montrer comment, dans chaque exemple parli-
culiery on peut transformer directement Fintégrale en lui appl iquant
les méthodes générales que l'on possède actuellement,

On sait qu'il existe des méthodes remarquables pour le cas des frac-
tions rat ionnel les et pour celui des. fractions rationnelles de sin<r et
de cos^. Je vais en profiter dans cette troisième Partie.

Je rappelle ce résultat relatif aux tractions rationnelles

r ^ / . rv , v. ^j^dx-^j^^^ _
B N — N ' A ^ ï ,

nVo==ADL —NK, o)^==B<i)b •-N'K — V o /
( n — i ) V i = A , X i — N K i , ^=:BXi — N ' K i — V ^ ,
. . . . * . . . . . . . . . » . . . . . . . . . y • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . * . . . . . . ,

¥»-,== A X^,-NK,,-i, X/^BX^-^K»-!-¥'„.„
U=^,
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)) K, K i , . . . , K^i étant des polynômes complètement arbitraires.-»
{Cours d'Analyse de U École Polytechnique, par M. Ch. Hermite, p. 26"-
a68).

Si l'on intègre le long d'un contour fermé G, [—1 s'annulera
•vr L Je

puisque la fonction ^ est visiblement holomorphe à l ' intérieur du
contour

C-^dœ- f^.^iN^^-J.N^'

Je suppose K === K,, = . .. === o et B == const. ; on a

^===BX —-^(A^y ,n

^^B^^-^A^y-^^CAXO7

=B2X~fl+--i—^B(AX) /+-— I——r[A(AXyr,\n n—i/ ' / ^ (^—- i ) 1 - v / - 1

•
Supposant démontré que

^ == B^î. - f-î- + ——— +... -h ——I——\ W--1 (A Dî. ) /

\n n — i /z — /c 4- r y ' '

+ | —J——r +...] B ^-2 [A(AX) / ] /—...,L./i(/z — i) J L v / J ?

les coefficients étant la somme des produits i à i ^ i à ^, 3 à 3, - . . de
i i i^^^, ...̂ ^^ ,̂ on a

e)^=: B^^ - f-^ -h...+ ——'-.——\ B^(A^y+. ..- ̂ 5W
\^i /i — /c 4-1 / n— k

^B^X — f-1- -i-.. .4- ———N) B^^A^)^....\n n — /c/ v /

La loi se trouve démontrée,

U^B^.X-^B^ l(A-X) /4-^B^2CA(A?^) r] /- .?3B^3{A[A(AX) /0 /} /4-.^

s^ étant la somme des inverses des n premiers nombres, s^ la somme
des produits deux à deux de ces inverses, etc.
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D'autre part, remarquant la loi de formation de ces expressions
(Axy, [A(A^y]\ ..,, on voit que, si ron posait

• c%=y, k'=~l^' 1 !

on aurait ! - - !' . * •
(A^)==^=^ ^^'-Ê'

A[A(À.r^)']'=^, ...............

la variable indépendante étant une quant i té quelconque M. Par suite,

IA(AW=^[ê}'

!A[A("WJ-=^[g}

Celte loi de formation sera d'ailleurs appliquée dans le second exemple,
ce qui la rendra plus nette à l'esprit. Il faut évidemment supposer que,
dans chaque exemple où l'on applique cette formule, il ait été possible
d'exprimer ̂  en fonction de la variable indépendante u.

44. Premier exemple : .
x ==: e111.

On a
d'^y _ ^^^^^—J) r cty ___
d^ ~ 9.7:1 j^ ( e^^ — e1^'

On met d'abord en facteur ̂  == ^? et le coefficient de ̂  est

±. L^l^(LlZlll Ç uîï^ —^ — du
x'ï wi J^ i.â...(p"-i)(^—i)"

Bien que e11 ne soit pas un polynôme entier, il est facile d 'appl iquer
la formule qui vient d'être écrite,

N = = e " — i .

De BN — N ' A ^ i , on tire ^ • 1 1 . , ^ " . " , ' 1 • • :.
1 ' . . 1 1 1 -B^A^—i. /• '•]1' ' : ''• 1 : ' 1 ' • ; ' 1 1
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On a
X==^-1,

(—l)7^1 V= u.P-i^.s^liP^y+S^UP-1)^...-^ (—l)^1^-!^---1)^-^;

le dénominateur de l'intégrale est ramené à

i . i '
• • (^^=^i

Tout terme du numérateur qui contiendra u permettra de diviser le
dénominateur et le numérateur par u; la quant i té sous le signe f res-
tant finie, l'intégrale.prise le long du contour fermé C sera nulle. Le
résidu sera fourni par le terme

(- I^-l S^ÇU?-1)^ = (- î)P-1 l .2. . .{? -I)^-i;

donc
(_ i) l̂ U = (- 1)^-1 I .2. . .(p - 1)^,

f——îÇ!——__L—ciu=:{- i^-1 f^l^"1^-1 ^=:^^^-1)7^^-?
J^ I.2...(p—l) (ê^—1)^ v / Jç 6^-1 ' / 7 1

On retrouve le résultat déjà obtenu au n° 17, En effet, on a d'abord
p == /z

d^ v Y^ d^ 'v
^——^=: I . 2 . . . ( /Z - - J ) > (--l)^^^-.!——--'

^tzt ^J ^uf}
/;=i

Or ^_i étant la somme des produits p — i à p -— i des inverses des
(n — i) premiers nombres, i .^ . . .(/i — ï)^-i est la somme des pro-
du i t s (/z — p ) à (n -— p) de ces (/z — i) premiers nombres. Désignant
par S^ la somme des produits p ap des n premiers nombres naturels?
on a -

^ ̂ y. — V . . ̂ p ̂ -p ̂ y.
'd^~~ 2^' ) /l~i'^?

p=i
c'est-à-dire

cl^y \'cl . ,~} [ d . 1 ( c l \dy^ —L == — ( ̂  ̂  i) ^ ( / ^ _ - 2 ) . . . " - ~ - — i ) - - - ;
<;te^ [^ v 'J \_du ' 'j V^ y^5

mais il faut remarquer que cette formule générale ne donne tous les
cas particuliers que si l'on adopte quelques conventions spéciales
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simples. Quel que soil n, si l 'on fai t p =: /?, on est conduit à écrire S^
et l'on constate di rectement que ce coefficient est égal à i.

II y a plus. Si l'on fait n = o, il vient

^o^Z-^ ̂d^~~ -1 cia^

Cette formule sera exacte si l'on prend les définitions suivantes
<r _ ^ d\r _7ix^ ~~ y9 Tn^ ~ y'

s,%=i.
Ce résultat , qu i peu t paraître étrange, nous servira plus loin.

45. Deuxième exemple :
x == u\\

On a

f^Z =- ll̂ L̂ lZl̂  f ______^______ — llÎLLI^^Zl1 ) V"__^jîîZ^i^^^/( " . 2 TT / j^ [( u + ̂  )P- -»- u^Y ^ 2 7i /: "^ TT^rr^^T)5
//= l

• . _ /",__J^^^^^ ^// je [(^^"<i7^
Cette intégrale se ramènera à une autre de la forme

f-__Jl^i_^= /^__£^L^_.
^(„+^)'J~<" / ^^^^,)"

^c I

Remarquant que U est un polynôme entier, on aperçoit que le résida
ne peut être produit que par le terme constant de U. Il s'agit de trouver
ce terme constant.

De l'égalité
K[(u + u,y^ u^] - A^Çu + ̂ )P-I == i,

on lire immédiatement

, , : B=-V' A=^^°.< /j.^^
On a vu que

U^g^-i^^^g^^^^,)^.... '
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On peut mettre en facteur ^—Y"^—^ et si l'on fait A = u 4-z/o,
., , \l{'d/ ^oil vient

(-I)/^-l^^lu:=^-^(A^)/4- 4[A(A^)7-«••.

D'après une remarque déjà faite, si Ton pose

x==yî A=^)

on a

r Â ^ A T r v r — ^ /̂ .A[A(A.%)]-,^^J, ....
T • 1 9 \ /Ici 1 on a

A I

A == u -(- UQ == — 3
t2? . . , , , _

Û7=L(^+Î^)? ;<=:—.^^4-^.

Comme d'ailleurs
y=^-S y=^,

on a
— (ga;-- ^o)^ _ eF^ P e^-1^ p { p — ï ) e^-^

. . . , " " " " ^ -p-T^-T"-4 ' . ' 1 . 2 ^—p—-"^. ,

y^== -1- L7^^— ^(^--i)/^/^^-1)^^... 1

= - P / c (^+^o)p— :^(^—I)Â ' ^o(^+^o)p - l+••• j ,

(7^).== l[pA+l(^+ ̂ o)^1-- ̂ (p- 0^1^(^+ ̂ )p~2+. . . |.

On obtient donc
(_^)^1^1U ̂  ̂ -, __ ̂  i L2(,,^ ^^1__ £(p__i)2^ + ̂ )^-2. . 1

+^[^(^'+^ZO)P"1"^(P~J)3^("+^'0)P"2'^

Le résidu s'obtient dès lors à simple vue,

^^(-^-^^•.•(^-i) <-1 ^ r^ -^ rn i ^ 1^^ z i.2...jy ^^^r1 ~^L T^~ J ^• •J .
-â^'-^-)- • • • ] • • • £•

^/z/2. ̂  Z^c. Normale. 3e Série. Tome ÎÎI. — NOVEMBRE 1886. 4^
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Combinant avec la parenthèse le coefficient (—ly2-"1 i^. • .(^— i j
et appelant S,, Sa,. . . les sommes des produits (/î— i )— i à ( / i — i)--- i ,
^ — ^-_ ^ à Çn —-1) —- 2, ,.. des (n — i) premiers nombres, i l
v ient

y^^ -M'--^-)--K,^-^-)--]--^ ( ^ L/ I t < / J ^2 L' î

Or, posant /(5;)===^% l'accroissement Ç donné à s étant î , les diffé-
rences étant régressives, on a

AV(^)=^-^(^~I)2+P(^——0(^~2)^....
J. 1. • ̂

Introduisant, pour rendre la formule plus symétrique, le terme n u l
so A^-s, on a (^-^--f(^...].4

^(^^[^--^+...1
M l-^" P-1 Js=/»-

La difTérence d'une somm'e étant la somme des différences des termes,
on a

[^A^-^A..-+...]

^A4s^^--...l=A4^^-iV..(i~^iY|.L ^ J uA^ / \^ 7J

~>n—t
^

=A^S^^-... =A^p f^ - i ) . . . ( ^~ /zL ^ J Ij^v^ / \lJf

Posant, d'après les notations des factorielles,
z ( z \ ( z \ î î u
- - — I . . . - — n^rï)=— ^-P-,
^\^ / \p- / ^

on retrouve le résultat établi plus haut (n° 24),
/?=/!

d^y ^Y „ î A^/^^P- ^y__î . -̂ .- '̂  yrP—tt'^ __ ——J1_____ „ „ _ , _ •/,, ,

^/A Zu v-11 ï • 2 - * ' p ^uf)
p=i

^=v^^ 
p̂=l

46. Troisième exemple :

On a
x === sin M.

^y _ x . 2 . , . ( / i — i ) /" ______dy____
ĵ?'1' 2 TÎ: i j^ [sin ( ^^ 4- UQ ) — sin UQ y1 '
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Je rappellerai d'abord la méthode générale d'intégration relative à
une fonction rationnelle de sina? et de cos<r.

« On pose
gx^/^î ̂  ̂

)> De la résulte
^ — ï ^4-1sin^==———==> cos^=———3

2 À \ / — t lîz

» de sorte qu'on peut faire

/(sm^cos^)=1-^y { s )

» F ( z ) et 1̂  (s) désignant des polynômes entiers en z. » (Cours d'Ana-
lyse de F Ecole Polytechnique, par M. Hermite, p. 32ï.)

Dans le problème actuel, je poserai
pUÎ ——— /y /ïït'ni ——— '- •t/ —— ^/y G Q —— ^»Q ^

on a
sln(^ + ^o)==

2.<?o^î

. / , . ^^ 2 —I ^—•I (^—I)(^.52+•ï)s in(^+ Uo) — s i n ^ o ^ —0—- — -°—~ = -—————° '• - f) i— VT 1 r\ if j r\ '—• -f •iA iVi y .-y t -a -<^0 (. «& o»<i«>y (

Le coefficient de -7-̂  esta^^

1.2. . . ( / l~~ l ) 27^^ /> ^^ Z^-^ ç[u

i . 2 . . . (p—î ) ~iïr j^ (^—i^c^^-hip*
Je m'en vais prendre -s comme nouvelle variable. Le contour sera

choisi de manière à contenir le seul point critique z = î , la seconde
racine du dénominateur ̂ s + i = o lui étant extérieure.

i T l / r \ .» i dz ï . - . . uz
uP^du^.-—î-(L^-1- — ̂  —(L.^)^-1—•^p-.i\ ï ^ ^ ^p\ / ^

On arrive donc tout naturellement à

JL. ^'{ï- \rîf^l) <2Ti -/,-, /^ ^-^L^)^1^/^ ^-^L^)^1^
/ (^i).^+^yi^i i.2...(^-i) ̂  J ,^^. T
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Je m'appuierai sur le résultat suivant. On donne la fonction ration-
nel le

i
<c (.r — a)^1 (x — b)^1'

» Soit, pour abréger,
, . / .,, 1 .2. . .(m+/0(m, n) = (— i)71 —————-—————?i . 2 . . . m .i.2...n

)) les multiplicateurs des facteurs

i i i
x—a 0—a) 2 ' "*' (.y—^)0"-1

» seront
((3,a) (P^^O _ (P,o) ^

(^^^)a•4-p-n? (^_^)a4-P Î '"3 (a-ô)P-1-1

(Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, par M. ïlermite, p. 5.)

Ici
- T 2 COS Uoa — b === i -+- ~T == ————- -w z /"••

-"0 ^0

Si donc on pose

zn-l (L5)^-l==A.o 4- A i ( 5 — i ) + A 2 ( ^ — i ) 2 -4-... 4-A^(^—r) / ^+.. . ,

on aura , pour le coefficient de —^

1 . 3 . . . { n — î ) 2^ .^^ r̂ LziiiZLz-l̂  -4- (^---^^-^^Ai ,̂  1
i . 2 . . . ( ^ — i ) ^ /2_cos_Mo\^-1 /acos^y1-2 l '

L V""^"^ \ ^ ~ ) J
ou encore

//^p iii_LîLrî  [" (^—^^—AlAo^- 1

i .^ . . . ( /?—i) [_ a^-"-1 cos^""'1

(/z _^^_2)A^^- 1 (n—i,Q)A^ï1
2/&-2 cos Mo2 /"'2 ' ' ' ^o5 < J *

Si maintenant où remplace ^o par sa valeur cos^o+ ^sin^o ^^ p^r
suite, ^^ par cosp^+ isïnjpUo, il est évident, diaprés la nature de la
question, que le résultat ne doit pas contenir le facteur i. On est donc
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en droit d'écrire
^z—Vr ^y "
dx^^Z^ p duP'

p=n — 2 À",
^ / .,. I I . 2 . . . ( ^ — ï ) [" . COSUC«= (— î)"-——— ————-———- A«-i(n — ï , o) 4-A,,-J/i — ï , ï) ———p v / CO^U 1 . 2 . . . ( j?—l) |_ n lv ? / ll -" ' / 2 COS^

. , . CQS2U 1
4-A^(^I,2)^^^+...J,

^ = / î — ( 2 Â ' 4 - ï ) ,
I n / N/^i I ï .2 . . . ( / z — i ) r, sin^1 C^,=(—ï) ^ + ' l———————-———~ A^-2(^--i, ï)———^ ^ ' / cos"^ ï .2. . .<j?~-i) L ' acos^
1 A / x sm2^ 1
( ^ +A^(7Z-I,.)^^^4-...J.

On a, pour les coefficients Ao, A^ ...,
, ^^£(^""ÎLP~1•S)1—•"^L-^-—^L

=^~l(L7î-l^)!Eil+•£(n—I)^""2(L^-l^)(£-^ 4-....

Or remarquons que, si l'on avait calculé la formule relative au chan-
gement de variable x •==. e11 par la formule

d^y / - x , , dy (i^)^ c^y—- ==:(uY^ —- + -—-— -7-4 + * • • ?d^ ' du 1.2 <r/?^2

on aurait été amené à ce résultat
(L^)W= (— î^-p Pp s^r^--",

S^^ étant la somme des produits n — p à TI —-p des n — i premiers
nombres naturels ï , 2, ..., (zi — ï).

L'hypothèse z == ï correspondant à Lz = o, on a
[L^]a=(-i)^P^S;^.

On obtiendra donc aisément ce résultat

I.2...£Â.=p^Js£:^l+£(^~I)Ser? ! • 1 -[sn^+^^-iîs^
+£<^^(n~I)(n^2)s^r+•••]3

£^-I,, S^=(~I)^

ï . ' 2 , . . . & Ag — ï p - i ^e-i •"' 7 '< "' — A / "e-2
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11̂  étant la somme des produits p. à pi des .̂ premiers nombres i ,
2, ..., X.

Nous avons, d'ailleurs, remarqué (n° 44) que l'on doit faire S°.^ == i.
Ce fait est très important ici. Tant quejF)>i, comme £ ^ p — i , A o n'entre
pas dans la formule et Ŝ "1"1 a son exposant supérieur au plus égal à
son exposant inférieur. Si p = î , il faut conserver A() et remarquer
aussi que» dans tous les termes Sj_i, Findice supérieur surpasse de i
l'indice inférieur; il faut alors pousser jusque S°^ et ne conserver que
ce terme, comme je vais le vérifier.

Application numérique :

^~Vr dî)Y

^ """Zl ^du^

=s=j[?==:i, ^==5, d'où Â ' = = 2 ;

on a

1 I . 2 . 3 . 4 f A , ^ * / v COS^ A / -. C O S 2 / /., / .„ 1 1 . 2 . 3 . 4 1 A / ^ * / v GOSU * / , C O S 2 / /(J,=:(—i)2——. ———-- A4 (^—i ,o ) - l "A3 ( / î— i , i) ——— + A 2 ( / ^ — r , 2)-.——r-v cos5^ i [ " ^ / • j \ ? ' a c o s ^ ' a ^ c o s 2 *.,,_ i— r-——- ———— Af,(n— i, o) ^A^in— i, i) ——— +A2( / î — r, 2) —,——r-""v cos5^ i L ^ / • ^ \ ? ' a c o s ^ - a 2 ces2 / /
A / .̂  cos3^ . , ,, cos4^4" Ai ( n -— ï, 3 ) -;~-~,^^^^^ 4- AO ( n — l, 4 ) -"———1 \ ? / ^ ».^ç3 * 0 \ ? « / 4 /,s^cos3^ •" ? '^/'cos^^

On a d^abord

î.2J.4^==S^44S^+...+4^44^3•2• ISO•l= I•2•3^I ï . 3 * 0 < <4,

I.3.3A^=S^-^-34Si !+...-^-3^- l 4.3.2S^i=i.2.3.4S^i,
l ï . 2. o

i .2A2=Sî4-^4S^ +^ ^.SS0^ 3.4SI,,

iAi=S;+^4SÎ, == 4S^,

Ao=S!, == S»,,

At=i, A3=4» Aî=6, Ai=4? A(|=:I,

,/ \ / / \ 5 ,. . 5.6 /, , 5.6.7(4,o)==i, (4,1)=--, (4,î)=:—, (4,3)=-.^^,
A ! . < & I . - n î . O

«."= |̂-
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On a donc
^ 24 | cosu 45 COS2ZZ 35 cos 3^ 35 cos4^

• * ' __— - j •» ___ y A ________ _ 1 _;_^ __________ _^_ ^___ ___________ 1^ ____ ______• 1
1 C O S 5 ^ |_ COSU 2 COS2^ 2 COS3 U 8 COS^zJ

2° ==p=:2, 71 === 5, /C==l ,

p (-—i)2 1 . 2 . 3 . 4 [ . siïîu s'm^uL^=: ——^— ————— A3 (4, i) ———— 4- Ao(4, 2)————COS5^ I |_ 3 ' y ' 2 C O S M " 9 ' ^ C O S ^ U
, ., «. sin3M . ,, ,, shiiu ~\4- Ai (4, 3)———— 4-Ao(4, 4)-7—— -

• 23 COS^U - / 2 4 C O S 4 • ^ ^ J

On a

i . 2. 3Â3= Sr24"1 + 3 4Sî + 3-^ 4.3 Sg = 2 ~- 12 -î- 36 := 26,I I • 2

r .^A^S} +^4So° = ^ • 1 4 , 8 = 7 ,

IA^SS =i,

AO == o,
. _ i3 _ 7 _

A S — — - ^ - ^ A â — — — 5 A I — — I ,

. 5 5.6 5.6.7
^ t)——— (4^)=^. (4,3)=--^.

Il vient donc
^ i r sinzz « . / s in2K ,.sm3^"|C == ——^ _ a6o——— +3i5——-— —io5——— •cos^u L cosz< cos2^ cos-z^J

3° ==?•=: 3, /i==5, /c===i ,

-, I 1.2.3.4 r i / ^ ^ A f r \ GOSU . . , . COS2U
c3=-cos^——T-LÀt (4 'o)+3(4 ' I )îco^+A2<4 '2)^coi^+••••

Or

i.a.S^A^i.Jsr^+^SiM-^-^.asd^.aEii-S.iô+S.î/l],
L I I •2 J

I.2.3A3=I.2rS^-h^4Sî1==I.2[-3+I2],

l.2Aî==I.2Sî,

Ai ̂ ^ — 3 A 3 '^- o, A^:== i y12



368 E. MARCHAND.

d'où
^ ï r oï' COSM ./.cossMlC == ——r- —35-l-9ô ——— — 45» ——— •

cos^L COSM cos^J
4° ==.p= 4, ^ ==-5^ /c==o,

f -^ ' j x ^-^rA ^1 iM sm"L4~" cos5^ 1 . 2 . 3 ^^^^^r^s^5

i .2.3A3=i.s.3S^ A3==i,
p _ 10 sin^z

4 c o s 6 ^

3^ ^^3 ==5, /x==5, /c==o,

p I 1 . 2 . 3 . 4 ? . / , ^^c^r^^^4^0^
ï .2 .3 .4A4=i .2 .3 .4 .SS, A4=i,

C.=———.ces5 u

11 est très facile maintenant d'exprimer tout en fonction de shn/ et
de cos^. Le calcul ne présente pas assez d'intérêt pour que Je le tran-
scrive. On retrouverait le résultat qui se calcule directement

d'y __ ! ï d^y losinu c^y 10 cos2^ 4- 45 sin^ d^y
dx^ cos8^ du^ cos^ u du1' c ï s 7 ^ . ' d u ^

55sin u CQS2^^J^S_sin^ <^2y
cos8^ Tlu^

9 cos4^ + 90 sin2 ̂  cos2 M + îo5 sin4 ̂  û?y
c o s ^ ï ï ' d u '

47. Quatrième exemple :
x= cosu.

Le résultat se déduit immédiatement du précédent. Posant
* TT

x == sin0^ , 0== — —'z^,

on a
^-^v^^^^^^^^ . (^"^^ ^y
dO^ v / ^ ' i.a ^2 1 * " 1 J . 2 . . . A 2 J^'

Comme u== ̂  — 6, ^== — ï, ^// .===z^ = = . . - . = 0, il ne faut donc
2i ^ 1 .
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conserver à chaque coefficient, (^p)'w que les dérivées premières; il ne
restera qu 'un coefficient

(^)^=:i.2...n(^ys (FOU (un)w =(—ïy1.ï . 2. . . n ' /

I I vient donc
d^y __ cî^r rZ2^J-•+-llJ _ J^+i
~de^~dru^' dô^1 = ~~ du^^ '

Alors^ puisque
^sin^ ^=VrA

<^ ^ p ̂ p

on a
. — ^ _ ^ ^ _ _ ( — I ) A ' rr» . , n c0^ , r» eosaô "|
/ 2 Â > ^-cos^ L^^^co^^^-cos^-4--^
.,,_., ^ ^ , . \ n _ (—i)^1 r R sin0 s in20 ']/^^(2Â+i) , C,--^^-^ B,^^+B,^^-4-...J;

il en résulte
d'1 Y v^ dP ra?==cos"' ^=i(-•)'c^'

/.=^-2/., C^^TBo+B^-^^-B,^sin'1» |_ sinzt " sin2^ sin3^p - sin» « L 0 1 sm« ~ "2 smïTT ~ D3 ̂ in^
cos^u sin5?^

1 sj 4 • f 1 •>-' 5 ï—5—— —— • . •sirr u sin5 //
cosu - sinarz/,=:.-(./€+,), C^^^-^h^+B^sin^ î^ sinz/ " sin^u

Le calcul sera le même que dans le casprécédent . J ' indique rapi-
dement la marche.

Application numérique :
d^
d^1

Comme coefficient de —^-y on adu

p == ï , k =: i,
i 1'̂  ^s u ^ sin a u _ cos 3 z^_—i ^ I,. cos u ^ sin 2^ cosSz^ "i

sm4^ L "iînT^ ''sin2^ "^im^ ~ ' " y

B ==— -Ll2-̂  il3 4' B == I t 2 - 3 3 il5 i. B --— I'2-3 4 - 5 . 6 ^.
'>1 ^ ^ I . 2 S 2 5 '5 t""~ 1 Ï . 3 2 2 5 3'"" I 1 . 2 . 3 2 ^

Bi=-36, B2=45, B3=—i5.
^///i. ^e ZYîc. Normale. 3" Série. Tome ÏII. — NOVEMBRE 1886. 47
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Le coefficient de —y- estdu^
^=:2, Â - = = I ,

^^^ra^B.^.-B,0^].siii^/ |_ sm^ sur u J
B o = = i i , 'Bi=—3o, B2-=i5.

Enfin, pour —, on a
^ == 3, A" = o,

i r cos^i p _ i . a . 3 4 ..——.— lî ——— , i5 -^— ——— i - == — o.
sin^ ii [ sin u J 1 .2 a

On repasserait fac i lement de cette expression à

d'\y _ i cl'\Y 6 ces u c/3 y
dj^ sin4 ^ ^^4 srû^Tr 'du^

4^i^_-j--15 cos2 ̂  J^y 9 sin2 ^ COS._^.,.+_.I,^_CO.S1^ ^^
sin6^ du21 s in7^ <:///

48. Cinquième exemple :
^rzziaag^.

On a
"d^ _ L^̂ liZLri1! f _____^___ _
</.y^ ~" Q . ' K I j^ [ lang ( a -+- UQ ) — tang^^T- *

Or on sait que
z ==r 6 '̂"', tang u := ^ ——^5 ?

! -•(- -3-

tang(^^)»taz.g.o=.^^^

En posant, pour abréger, l 'écriture a == — ? on voit sans peine que
^0 l ï

le coefficient de ^7^7 qui étaitdu y l

j_ i:̂ _: •(^-^1) r ___upzldu.__ ^
2 7T ^ I . ->.. .'7( '̂— T)" j^ ^^^^-^^y-^-^^^ »

deviendra

(^ ̂  — ̂ 11^^ ̂  ̂  (L±^ r^±^l cHL^
' / 27T^ l .2 . . . (^—I) j91 UJ ^ ,̂ ( ^ — ï ) ^ a ( -L^•
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Posant
^=£, ^(L^=^(LOV

on a
F rc . ^nWV

_^_Â!^^^, y^{l±^ " ) ^ ^
27:^ I . 2 . . . P v / v / 2^ ^ ( £ — 1 ) "

Écrivant, pour abréger,

(^a)-^==F(a
cfc-,

on a
^(^^^FCO+^—'F^X)^...^ .aw~î)/l~l F^-1^!)^...;

I I « J a . . . ^ / 2 ' ••'— 1 j

on voit que le coefficient —• devient

r ( ï _4_ - 2 \ n.
f^.l)P(i\n+P———„——— v 1 " 0 7 F^-^fl).
' / ' / 1.9.. . .p 2^^ ' /

Tout revient au calcul de F^^i); or

r.-.^^(^^^^^«(^^^^

Or nous avons déjà remarqué que, pour ^ = ï » on a

<^(Lg)^ —— ( . y ç ^ — — ,__ ..q^pjïy-p
— — - ^ y — — 0 < / - l ï O y - l — — ^ •l;- ^ A A ^ ^ t ï

en désignant par 11̂  la somme des produits ^ à (J- des A premiers nom-
bres naturels.

D'autre part, pour S; == ï , on a
-sg+îa •+- i = —T5— *, ••^o

Le coefficient de —^ devient alors, en groupant les termes,

(__ J ) P Çiyt+p ^-P ^ + ̂ Y^p ̂ n'-ln ̂ il±2Y"1 s-/-^ £0

^7; ^l+————— / \ 2^ ; ^-â .

Remarquani, comme plus haut , que le résultat ne doit pas contenir i,
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on obtient , en repassant à sinu et cosu,

; cos^, ^^== cos/w -+• i sin pu.

On aura
^ / Yn. ^'^•y == tang ̂ , -7—- == > -On -T— •^y_Vn ̂
^ .LÀ ^ul

i ° n + p == 2 ̂  :

D,, --= (— J)^71 a^-^J S;̂  cos2" ^^ 4- ^-Y^ n S;̂ -1 cos2^-1 ^
71 ~1 ^rcos2-1^00^/z,— ;; _p — ^ ^- ^ i^ft-i —" - • ^ --/i-a '--- ^

+ ( / t-1)^-2) „ (n - i) S»,:r2 cos—^ « c0^" +... ;

2° 7? -1- /? == 2 À- 4- I :

D^ == _ (_ i)P+/< a»-/1 f"^-1- 71 S^-' cos2»-1 u S1^M-

+ ("̂ lî r̂ ) „(»_.) s;i:r2 cos—« ̂  +...
ï » 2 ••'

Application numérique :

d>y —Vn ^y

^4 ^ZÀ > du1' "
On a

/z =: 4, /) "= î , n-\- p-=. 5, À- = a ;

l)^^— (-.j)3^ ^ 4 S ^ c o s 7"'3 , /.,^ . sin^— /, S2 r*r»(s7 // ————
1 '2.

3.2 , „ / - , , . sin 2 u 3 . 2 . i , ^ -,,. ,. sin 3 u \
+. —^^Sîcos'5^-—,--^——«4.3.2SScos î : )u -—— ;

Ï • à -i 1 . 2 . 0 •'•1 \

3.2 , „ / - , , . sin 2 ̂  3 . 2 . i , ^ -,,. ,. sin 3 ̂  |
-^4.3 Sî cos6^—^" + ̂ ^4-3.2 S^ cos^z ---,—[;

/ i==4» /?=2, /i~h"7^==:6, /c==3;

D,=(-I)s2^^Sjcos^^+ ^481 cos^0^ 4-^4.3 S; cos6^0^' ;

/i==4» p'=:3y ^-+-^==7, /c==3,

--.(—i^ll^^SScos^^sin^ ,

n==4, /?==4, /i+p=8, /c=4;
(_ ï )820g^ cOS^^.
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49. Sixième exemple :
x =cotu.

Il me semble inutile d'insister à nouveau sur les remarques presque
évidentes qui ont permis de passer du cas de x=sinu à celui de
,r = COSM. On aura

dnY YÎ dPrx •==. cot u, —L •==. y En — -
^x ^ du11

i ° /z + p = 2 k :

Ep == (-- i)2p4-A-^-.p [ g^ sin27^ + 'i-llî./z S;̂ -1 sin2^-1 u sm-"
L I " 2

( n — î ) ( / i — 2 ) / . - , , „ , . . , cos2^._- î;————^———/ ^ (^ _ ^ S; ""Ç"2 sin2^"2 ?^ ——5—
T <-) ' ' '- 'u «•) 3

. „ . s\n3u . , , cos4^ 1— . . . sin2^"3 u —-— +... siD271-4 u ——— -h ... .
23 " 24 |

2° 7Z +p == ÛÀ 4- 1 :

:E/, = (- 1)^+^1 ^^--^r-^-^-1- /i S;i:r1 sin2"-1 u cos^

( 7 î — " ï ) ( / î — 2 ) ^^ . S'm2U—4-2—————L^—————i^(^_i)S^ 2g^2/i-2^——^_
Ï . 2 -^

. „ , cos3^ . .„ , cos4^ 1— . . . sm^-"-3 z^ —— — ... sm2^4 <^ —— -4- - . . .2 2" J

Application numérique :

^—VF Jp.̂
^•5 ~~~ZA p duP '

On a, pour n = 5, p = T, n +jo =6, À= 3,

r 4 ^ r.^ • o sinz^ 4 - ^ f / n o . fl cossu[̂  == (— 1)2+3 a/, sf siû10 a + - 5 S^ sm9 u —— — — 5.4 Sj sm8 u ——^-
j ï. 2 1 . 2 2

-^-î^-38!"^"-^-?5^-3-28!^].

S^i.ï.S.^s^, S;=-r.î.3=-6, S;=i.2, S;=i.
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On a

— 24 |y sin10^ — ?Â5 sin^u — a3.5 sin8^ ces 2 u 4- 5.4 sm3^ -+- 5 cos^/].

Pour n=5, p =•2, 7î +7? = 7, /^ == 3, • • •

E.=(-0^^3f45Sjsm^.c^s^+^5.4Sism^/,s^^
L Î 2 1 . 2 ' 2 22

4.3.2 ^ . . . cos3//
-T-i-S5-4-38^111"-^- '

S|=r.a+i.3+2.3==n, S^==—(i+a)==—3, S^=i.

Pour /?, = 5, /? = 3, n -+-P = 8, /c =; 4,

0,= (-1)»-^ ["Sj sin" u + 4 5SÎ sin» « sln^ - 4-3 5.4 S^ sin° // c^s^^,
L I 2 1 . 2 " 9/2 |

S^ = ï . 2 + i . 3 4- ï . 4 4" 2 . 3 + 2 .4 4- 3.4= 35,
S^=-(i+2+3)==~6,
So _ „2 — 1 .

Pour n = 5, p = 4, n +^ ==9^ /i: === 4 »

D,==(~I)8+Wâ^45Sosino^cos^ |, S°-=iLI a J 4

Pour n = 5, p == 5, n +p == 10, k = 5,

Ds=(—ï) l o -+• s 2 0 S? sin^z^^—sin1 0^.

Revenant à sin^ cl à cos^, on obtiendrait le résultat obtenu par un
calcul de proche en proche,

/-7o ï/ ,

^4 =24sm6<— Scos^-h ïosin^cos 2^— sin4^"]^u , ,du
• Ssia^^— ^ocos^^^-aosiî^^cosz^l^-7

" du1

//«'{ v
•aosin8^^"- 6 cos2^ "+-sin2^]-—^

ClU'^

d1'1' Y cî^ v
• 20 sWuCOSU——- — Siû101?/ —J--di^ di^

50. Septième exemple :
x == arc sin u.

Je ferai d'abord la remarque suivante. Dans le Chapitre II, on a
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démontré que
„ cl^r V A^o" .d>'Y

X == L U, -7—— == > ——————^ U^ ——— •
^ -Zj î * 2 • • . ̂  ^À

Or, si l'on appliquait la méthode que j'utilise présentement, le coeffi-
cient de — seraitcili^

— I '2 ' • •( / ^- I) r (^—^'l ^
2 7 r ; " i . 2 . . . ( À — î ) J ^ { L u — L u ^ y 1

On a donc l ' identité suivante

î .a.. .(n —i) r(u'— UQy^du _ A^o" .' y '»yp27rz Jç (L« — LuoY1' À
ij»

Revenant au problème actuel,

x = arc sin u, u == sin x^

le coefficient de —^ sera l'intégrale

—L. L ^ ' ^ ' {n—I) /' ̂ (^ — Uo)1' _ ï ( /î — î ) ! F d^\qx—sin^o)^
•iT.i î . a . . . j / J^ (^—.rj^ "~ -27 '̂ y.»! J^ (.r—-.^o) / ^

II a déjà souvent été remarqué que rieri n^empêche de changer la
variable sous le signe /. J'emploierai encore la formule

^2 __ ^
z == e^1, sincT =—^—y œ-==.--^iLz^

Substituant, on obtiendra

^[(^^)v;o'ï 1.2. . . ( / z - ~ i ) (IY-P 1 dz
27Î:Z 1 . 2 . . , { p - — î ) p ( 2 Z o ) P ^ / ^ (L .3—LSo) '

Si l'on pose
d\(z^z,)(z^J^'}î)

J——^ - /J ^w,
ou est ramené au calcul suivant :

F(^) = F(s,) + i^»F'(5o) 4-. • • .

T-^———^5.
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Il s'agit d'obtenir un certain nombre de termes de la forme

— JL^A^Lzz1!. ̂ ZL J ĵ̂ fiL- r^-^-'dz
27U I . 2 . . . (p—l )7? (2^)P l .2...(?,--i)^ {LZ—L^Y

ou encore, d'après la remarque in i t ia le ,

i i.a. ..(?—1) (^-^ F^-^Oo) 27^' A5^- ^
27:? 1 .2. . .(/? — l ) p (2^o)^ 1 .2. . . (À — l) 1 .2 . . .(/Z^T) } ; " O

ï'fl.—p ,-T\—n

-p/n^17"-1'^)^0"-
Revenant au développement de F^^^-So), on a à effectuer ce calcul

ai

^\{s-^^+^\Y ^
L \ ^ / .1 __ ik, " A__ r/ ^ \»1^û tM / ^ i 1

———————.te):---————-2pa~P) -J (-' - 'o)]Lr+^ J '

Comme il faudra faire s = s,, on ne peut prendre que la valeur a ==p,

-"-"(^p^n^yr'''-i. ,̂ t /,-p ^\ ^/ j

On voit d'abord qu'il e&t nécessaire que "À soit au moins égal à p . 11
reste à calculer

^n

V^ ^°1. .)-/> |Y^o+J YI ̂ -^
/- oP ? PS ''5" ——^—— )
J«J ^ A ^ A A - / . L\ -' / Js^So
À."=p

Or on a f^-^. ̂ , ̂  ̂  ^ ^_ ̂ _^) ^
\ •w / Ï Z 1 . 2 Z "

II serait facile de prendre la dérivée d'ordre A —p de cette expression,
et, en remplaçante par cos^o+ ismx^ et ̂  par cos^^+^'sin^^,
on obtiendrait (en ne conservant que la partie réelle), une expression
algébrique générale du coefficient ̂ . Cette formule théorique me
paraissant presque inapplicable, je ne la développerai pas. Je me bor»
nerai à faire le calcul dans le cas de .r= arclang^, ce qui montrera
cla i rement ce qu'il resterait à faire ici.
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51. Huitième exemple :

Le coefficient de —— sera

ou encore

—— p/^! f dju—uoy
2 TT /' P^ J^ [ arc tang a — arc tang ^o ]

J P^i /^[tang.r----tang.rop
27" P^ J ( ^ — ^ ) ^

Or
.e2^—!tang^=:-,-^
^"a'1 -4- .1

Posant e2^ ==: z ,

tang^ — tang^'o =—^1' -,——^——^——-, .r = -ï- L(^o4- i) {z + i) a <
II v ient

^"PT^'7 (io"^^^ (Li""!̂ )77

Posant, pour abréger,

-^^Foo,
F(,.) =F(^) +i^F'(^,) +...+ -^—^^^^(.-o) -

le coefficient cherché sera une somme de termes de" la forme

( 2 l)'^" P, -i FO-1 ) ( ao ) r ( S - 5, )•>-' (/.-(ap"^ P,,_, F'^-1)^,,) /•
(5,+l)^ P/, Px-i j--(-'^

3 T C ( - / (30+I)/ ' P/, PX-I J ( L S — — L ^ ) "

D'après la remarque faite dans l 'exemple précédent, on peut encore
écrire

(liY^ ^p» ^F^-1^^)
1 / P/, P). (so+i)"

Reste à développer le calcul de F()'-l)(sQ) qui nous permettra de recon-
n a î t r e immédiatement que \, quant i té inférieure ou égale à n, n'est

Ann. de l ' K c . Normale, 3e Série. Tome III . — NOVEMCBE i8t!G. .^8
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j a m a i s inférieure à/?. En effet,

^ir^oy
V z +1 y YI p-»^ -SpoTt-j^- ̂ (a) ̂ s + ̂ 'y^'-

Comme on doit faire ultérieurement; z =z^ on ne peu t prendre que
In valeur a ==/?, ce qui n'est évidemment possible que si X^p. Il reste

" p^P.^+Q-^^Ç-O^^^^^i.^l>.-.y, F)^p ( 3 Q - ) _ j r ) A

c'est-à-dire
/ n / '\ n-^rp \\r\n ^\(-'l^-^'"'•+•'•-tï-)(,^^•

Revenant à x,
^o _ <?2^/> _ {}.ex^ (?•r.•/' _ .̂/:

^o+i e^'u^'-hi "' ^^^'-i-1 a " o . c o s . ' z ' o 1 9

T _ î __ ÎÎ^V ,1 ^-.r,,/

^o +1 ~" ^T^FT ~" ;̂i~:̂ 7 ie^' """" a^j'i^o '

Suppr imant l ' indice de x^ qui est inuti le,
* ^ " P'i < . ^\-P}xi

(— î ̂  ( 2 0^ „——-—————— A^O" ———————^———— -
IV-i P^P),..-^ a^^cos^^.r

Si main tenan t on ne prend que la partie réelle qui doit seule rester
dans le résul tat , il v ient

d'1' y V ^ d'1 y.z- =: arc tang (//, 'y-^ == > G;, —4 •ax LHÂ ^u/

î 0 n +-P = 2/c :

\=-.n

fi^ V (- r)^^ -..__p^-__ A^o^ cospt "~ ̂ 5-
' L ' ) . ^ P ^ P , P ^ , ° co^^^"'^

).=/3

^0 ^ 4-^ === 2^ 4- » :

G^y(-i)^^^ ,^4^
•^ - , 2^ P/^iPpP}..;, . COS^^1

Às=p 1 1 1 - ,
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Application numérique :
^
dx^

En faisant successivement X == r , X == 2, X === 3, A = 4, on a :
s° Pour 7i == 4, p == r, 71 -+-p = 5, ^ = 2,

/ = = ï . . . . . . . À — p = - o , sino=:o,

}.=:o....... ( i^24 P1 1^0^ sin^ ^ ,, sm^-
• K ; 2^ PoI\Pl° COS^ -"^^CÔS^5

)^3....... (-ry^-^^o-^^ ..SÔ811^,
a ' r i P o F g COS-\z' cos*;r

^=4. . . . . . . . - ^^,sin3.r^_ ^ s ina^^
cos^;" ^ cos5.^'

2° Pour n ==. 4, ;; = 2, ^ +/j == 6, k = 3,

î > - = : = 2 • • • • • (-I)2+^p7î>^.A204^22 PTlÙ^o^^coi^ =~~<î'if{^K'

.^3..... ^ ^ ^^o - ^ 0 ^ - ^ ..36^^
2•i P iPaPi COS0^.- COS^r

' / = = ^ - p3 A^o^ 0 8 2 ^— o.COSa^.
" " Pi-P^Pa œs^ -~1 "œi^3

3° Pour n == 4, p == 3, ^ +^ == 7, /r = 3,

smo ==o,

} .=4. . . . . . . . ' f i)8 p3 A^4 sm^ -i3 sin^^ . . . . . . . . . . . . . . ^ i ^ ^ y - , - , 7 _ —— -12
PsPaPi COS7^""' COS7^3

4° Pour /^ == 4, ^ == 4, /z +p == 8,

}':= 4 ' " " • " " < " " (- I)8 ÎÇPTPo A40' cos^ = cos^"

52, Neuvième exemple :

.ymarccos^ ou .y== arccot^.

La méthode é t an t la même dans les deux cas, je ferai le raison-
nement en partant de

,z-=: arc cou/.
On a

^= - — arctangM.2
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Posant
7T 7:.ri == — — .r ou encore ,r -==. — — .z'i,
2 2

on a
.•2-1:=: arc tan g u.

Nous avons calculé dans l 'exemple précédent les coefficients G, tels
que

^J^Vr ^"
5^ "Z //^73

G^ étant exprimé en fonction des sinus el des cosinus des m u l t i p l e s
de .r,.

Or nous avons démontré, pour passer du cas d u sinus à celui du
cosinus (n° 47), que

^Z-f n/A.
<^ "̂  - / C/A-"

On aura donc actuellement

^=(-n"VG,,^.)/I^G,^.•"-^ '; ^'"d^

II faudra toutefois p rendre la précaution de remplacer x pa r^ — x
dans l'expression écrite plus haut (a° 51 ) des coefficients G^.

RÉSUM.É.

53. La formule du changement de variable indépendante peut être
soit mise sous forme de d é t e r m i n a n t , soit développée sans terme
i n u t i l e .

y=zf{x}, ^rrry(^) :

• o

(.ry1) (.p2)^ ... (^i?-1)^) 'y( i )

T rf'^y {xY^ (,r2)^") ... (.y^-"i)(w) y(w)
. 2. . . m dx^1 \. i . 2. i. a. 3. . . î , ï>.. .. m ( .y;7 ) l•^-2-+"• • •+-w ^
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p-^n
drï y
——IT-^^^^tl ~~ Zj 1.3. . . ( p — l )p=i

• 4 -V(- r)a____ P^-! (^')^1^^
^ Pp...P,Pt..P^ (.r^)^ 1

(34-274- . . . + ( Â • — î ) À = : / ^ — 7 ^
,3 4- 74-.. .4- Â = a. •

Si ç(a) est une des fonctions usuelles i^, e^, Lu, s'mu, ^ngu,
arcs in^ a r c t ang^ , on possède des formules qui peuvent être compl i -
quées, mais qui ne cont iennent que des coefficients n u m é r i q u e s à
expression générale connue.

[° X =1^ :

X' •dîty — V -l. A/!l ̂ n~^ > d l ) r .
dx.111 ~ Z^]j71 1 . 2 . .,p up 'du^'

p=:i
2° x ==. e11 :

•'•'•Ê^fê-c-)]^-.-')]dx^

3° ,2-== Lu :

4° x = sïnu :

Pour/^ == n — 2/c,

' d . ~] / d^ - ( ^ , ) 1 . ^ <r
d^

d^y \^ A^o71 d^Y———^-— '~~~ ^ ____. ///^._- - * 1 - *
<^2^ ^ I - î l • • -p du1' î

/?==!

^Z-Vr ^Z^^/î "~ zL /' ̂ ^/' '

(-1)^ p^l-"p.-ir.- p^ ^A,. COS II
2 COS^/

COS 2 ^

A,/-1 ( ^ — i , o ) 4 - A/,_2 ( n — î , î ) ——cos^ Pp_i

-h A^sÇn — 1 , 2 )
y ces-?/

Pour^ === /z ~ (2^ 4- î ) ,

r (—i)^1 P,^i r^ , . s in^ s ina^ ^[
^^-œs^P^I^-2^1"^0^^

î .a. 3.. . ( / î —14-7)
(^-J,Ç)==(-I)^

T . a. . . ( n — î ) T . 2.. . q
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Pour e^p — i ,

.....£A3=p^Js^rl4-^(.^-I)sj:?+^^(/^i .a...£As=P^ S^+14-^(/^-I)^^/4-~^^(^-I)(/^-2)Sr^
•~ * ""' J

s;;=(~ï)^

^= 2 des produits ^ à p de i , 2, . . . , À;nr
5° x = tanû^ :

^ Vn ̂
^^ ~~~ Z^ p du^ '

/^i

Pour /// +p =: 2 / 0 ,

1^ ̂  (_ i)/^/-a^^ fs^^ cos2^ ^ + /^^ ̂ S^"1 cos2^1 z<œ^^-'/ï-l ^vo te. r- _——^^/î»a

+ ̂ -Z^LZL^ „(,__ ,)s;^-2 cos——«^"^3 •^-- •^'»-a '--"•' "-—,2-

Pour n -+-p == aÀ- -t- i,

I)/, == (— i)P+/.-+i z't-p '1—l- rtS^:i'-1 cos2»-1 « s1^"/, == (— i)p+/.-4-i gK-/. j "_r_

-h ̂ '"^.^^^^^ - ̂ )s"^2 COS2'^-2(( ̂  • • •';

6° x === arc si n^ :
//=;/!

V A ^ I ) r

2^ p^ïp^i
d^ _ ̂  ^r
^^""2^ '^

.sin^V. /^cos^X^. s i n ( ^ + a ^ .
A^V ,.... .„(cos^l/!! LjL̂ L,2̂  XZIIELL.. L~ î~^~''J

/' ZLl ' " " I * 2 . . . / Z i I . 2 . . . A 2 1 .9 . . . . A. " l ' Ï .2 . . . / / " , î
2 Jl . --S . . . /^ 1 . .i-5 . . . //y

'7° x === arc tang^ :]

/^+ ^g-4~..,4- ho!.==p,

hi + 2 Aa -{--. . . 4- a //^ == //, ;

^\r .̂  V p, .̂r
^/2' Z^ p ciuP '

l^i
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Pour n -\-p == 3/c,

G -Vf-nï.+A-^ p?-1 A^o^0^-""^'^-Z^ I) 2>- rv,p,p,_,-10 cos^.r
À=^

Pour n 4-p = ̂  4 - r ,

G^y^,))^^ p^ ^o^5111^
/ Z/ ^ P^-iP^Px-p COS^^-

1=^

J'ai démontré très s implement que les cas de x'==:cosu, x == çoiu,
ainsi que ceux de x == arccos^, oc = ^rccolu rentraient dans las cas
précédents.

Tous les résultats annoncés é t a n i obtenus par appl ica t ion directe
et systématique des formules générales, je me bornerai à quelques
observations générales avant de terminer ce trop long travail .

54. Avan t d'aller plus loin, je ferai remarquer que, si l 'on remplace
,'r et u pa r les expressions plus générales âx + b et eu "4-J, les résul tats
précédents ne sont pas sensiblement changés. Toute explicat ion vraie
pour le premier cas subsiste pour le second. Cette observation est tel-
l ement évidente que je me bornerai à l ' app l iquer , sans en prévenir,
quand l'occasion s'en présentera.

55. Le changement de la variable indépendante peut être employé
en Analyse pour ramener certaines équat ions différentielles à d'autres
plus simples.

Pour fixer les idées, je suppose qu'on veuil le trouver des équa t ions
différentielles se r a m e n a n t aux équations linéaires à coefficients con-
stants. Afin de découvrir le caractère par t icul ier présenté par de
pareilles équat ions, j ' imaginerai que l 'on veui l le inversement repasser
de l 'équation à coe f f i c i en t s constants à Inéqua t ion à coefficients va-
riables.

On par t donc de
, cl^r . d^y „

• -: , Ao^-hA.^±,+...+A.y=o, . ,

AQ, A^ ..., A^ étant des nombres arbitraires.
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Si l 'on effectue la substi tut ion
x== Lu,

i ' Apo% ion a, en posant, pour abréger, ———— •==- b^p,

d^y , dy , .^r , ,^r
^ =^1 ^+^ ^^ 4 - " • • 4 - z / - ^y
^-1}' . ^r , ,^r , , ,.^-1)-
^^ := b^ " d u . + ̂ 1<2^^ ~}~' • "+ ̂ -——^^-1J7^?

On arrivera à
B»"'l^+B."?t-l^-^...+B„y^o,

By,-= Ao^p+ AI ̂ -i, /,•+". . . 4- ^n-pbpp.

Les quan t i t é s A é t an t arbitraires, il est faci le de voir qu'on peut en
disposer de manière à donner aux coefficients B des valeurs quel-
conques.

Par suite, toute équat ion de la forme

d11 Y cl'1 "~l YAo^^+A^^^^+...4-A,j-o

pourra êire ramenée à une équation linéaire à coefficients constants
par la s u b s t i t u t i o n inverse

;r == <?".

On retrouve un résultat très connu qui s'énonce ordinairement ainsi.
Désignant par Ai , Ag, ..., A/( des constantes, l 'équation linéaire

^+___^^Z^..^___A^ y^p
clx^ a x ' - ^ - b clx^^^ \ax 4~ by1

se ramené à la forme à coefficients constants par la subst i tut ion
ax --1- b •== 6^.

56. Cette propr ié té , très simple, t i en t donc à la forme particulière
que prend la fo rmule du changement de variable pour «x* == Lu; tous
les aut res changements simples x = u^, ... sont visiblement incapables
de donner le même résultat. Ils ne pourront ramener à avoir ses coef"
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flcients constants qu'une équation linéaire satisfaisant à deux condi-
tions. Premièrement elle doit rentrer dans un type donné. Deuxième-
ment ses coefficients numériques doivent vérifier certaines équations
bien déterminées.

Par exemple, on a trouvé
x =^ yp-,

d'^y i [" dr , ^r y ^'rt
d^ = ̂  L -1 " ̂  ̂  nîî UM ̂  -r" • ̂  bnîn u d^\ *

• II en résulte que l'expression générale des équations qui se ramènent
à l'équation linéaire à coefficients constants par la substitution

n -=. x^
est

).0 V , Cl'1 Y , €ÎY~\
1 /i ^"n —_—— _! l— À y "/ 1

aW \ _ " ' t dx"- • • • • - ' - 0" ' •t dx \
).i r, '^-'r 1 "f-,,-i[t dv~\ .

+ ̂ ^[^-.——"-^^^•••J -- ••+ -^ [^^\ +/.,r=.o.

b^, ... é t a n t des nombres dont nous avons trouvé l'expression géné-
rale; ^o» "̂  • • • é tant ^ q u a n l i î é s arbitraires.

/ ^v ^Si donc on a commencé par mettre par tout en évidence ( < r — L

(^—}i ' ' ^ ( x n € — - , \ le coefficient de (^—- ) sert à (léterminer UL;\ d^ ] \ clx^ ) \ dx'1 j l

T / /"//i!'—^ V\les coeffîcienis de — dans les mult ipl icateurs de \xîiw{^-7—7^1)^ * • * ?tic * ' \ duc j

{x^—Ç}^ ( ^ ^ } doivent prendre des valeurs numériques déterminées,
\ CiûC ~ J \ CiSG j

T / f^1 '\/'\quand on aura pris arbitrairement le coefficient de --^[^-j—^ )• S'

main tenan t on choisit arbitrairement le coefficient de ^_^ dans un
seul des (n — x) termes qui cont iennent cette quanti té , les coefficients
seront dé te rminés dans les Çn—2) autres termes. Con t inuan t ainsi,
on verrait qu'on ne peut prendre, une fois (JL déterminé, que n coef-
ficients arbitraires, un pour-^? un pour ^^ • - - 5 et enfin un

P011^
Chacun des autres changements simples x == euy x === sin^, . - . four-

Àrçfi. 4e l ' É c . N'nrmaîe. 3» Série» Tome Î1I.— NOVEMBRE 1886, 49
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n'irait immédiatement un calcul analogue. 11 est d ' a i l l eurs inu t i l e de
récrire sous une au t re forme des résultats connus.

57. Il semble, au premier abord, que la question n 'ai t guère avancé.
Mais, si l'on réfléchit au résultat précédent , on s'aperçoit qu ' on a gagné
de ne plus être t en té d'essayer les subs t i tu t ions élémentaires indiquées
plus h a u t lorsque l 'équation ne rentre pas dans un certain type facile
à reconnaître.

Il resterait à calculer effect ivement les coefficients n u m é r i q u e s , rela-
tifs aux changements é lémentaires , pour les valeurs de n les plus
simples , et à ramener une équation différent iel le donnée à une aut re
du même degré déjà é tudiée , linéaire ou non . Je laisserai de côté ce
calcul , p lutôt long que difficile, qui n'exige, d'ailleurs, la connaissance
d ' aucun résultat général, en me bornant à un exemple.

Si l 'on a n == '2, l 'équation

^•g-'-"^]-^-^1-^'
se transformera en une équation linéaire à coefficients constants par la
subst i tu t ion

u == x^.

On vérifie facilement que cette équation peut s'écrire
d^y B ̂  - ( p ~ i} A dy ., , _ /. / ,A —y 4- ——————————— —— 4- \.^L i > — J i \^' ) f
dx1 x dx

en désignant par A, B, C trois paramètres constants.
D'une manière un peu plus générale, on peut dire que l 'équation

A ̂ T + Î L±^̂ ^ 4- C(^ ̂  bY^y ==/(.r),
doc^ a'r -t" b

où A, B, C sont des constantes, se ramènera à l 'équation linéaire à coef-
ficients constants par la subst i tut ion

ur==. (a.r4- b)^.

On obtiendrait le même résultat avec la substitution un peu plus
générale

eu.-^-d^^ax "^ by\ -
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58. Enfin, si, sans s'occuper des applications, on veut arriver à des
formules algébriques, difficiles à vérifier directement, rien n'est plus
facile.

Je donnerai un seul exemple.
Nous avons trouvé, pour le cas de œ==cosu, les résultats solvants

(n° 47) :
^^V / ^ ^r.
dx^ ~~Z/ ï; ^duP

Pour p==.m — 2/c,

_ (-O^Tp T. smu cosa^ 1
\Jtp ———— — — — — — — — Dy -t— 13, ———————— ———— Jpa ———;———-———— . . . j ./ sm"1^ [_ ' smu î sin^u j

Pour p =m — (2/: + i),

/, (—i)^4-1 F cosu -^ sina^ 1
Ln == ———:——————— i3i —————— -J- A>.) ———————— . . . 1 ./ sn^u L sin^ -' sin2^ J

L'expression générale des coefficients B a été donnée explici tement .
Or, si l 'on veut traiter le même changement de variable par le déter-

minant de Wronski, on obt ient d'abord

d ces ii d cos2 u d cos3 u ... d cos7"-1 u dy

î d'^ y _ J d^1 cosu d^cos^ u d^ cos3 u ... d^1 cos^-1 u dtn y
\ . a . . . m dx^1 ~~ 177.2.. . 1 . 2 . . .^nÇdcosuy^^''^^

Je rappellerai la formule

^n-l QQ^n^^ QOSna ~r- — C O S ( / Z — 2)a +. . . .

Remplaçant co^u par cette valeur, il est évident que par des com-
binaisons de colonnes on se ramènera à a

cl cos u d cos 2 u .. ; d cos ( m — î ) a Jy

î c^y _ [ ̂  cosz^ d'11 cos 2 ̂  ... d^ cos (m — î) u d^ y
J . 2 . . . W ^://I 2T^24-...-Hw-â} î . j . 2 .. . 1.2. . . m (JCQS a)1-1-2-^--^^

Développant le déterminant suivant les éléments de la dernière
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colonne, on aura
| (cosuY11 " ' [cos(m — Q^]^(cosuY11

(COSM)^-1?

{cosuy^i
. j\m+p

(— i)PCp= --̂ -̂ -̂ .̂̂ (cos^)^ [COS(w.—l)^]^

2 2 1.2. ï .2 .3 . . . i . 2 . . .(/7i — i) (— sin^)14-24"---"^

On a donc obtenu explicitement le développement de d é t e r m i n a n t s
à forme très symétrique suivant les multiples de smu et de cos^.

59. L'exemple géométrique traité dans la deuxième Partie du Cha-
pi tre II (n08 28 et 29) montre qu'il y aura i t de nombreux développe-
ments à obtenir si l'on s'adressait à la théorie des courbes gauches et à
celle des surfaces- Je me borne à le rappeler an souvenir.

60. Je laisserai de côté tous les développements analogues aux pré-
cédents qu^i l serait f ac i l e de tirer soit de l 'Analyse pui'e, soit de ses
appl ica t ions géométriques.

Le but que je me suis proposé me paraît a t t e in t . Non seulement des
formules générales ont été indiquées; mais encore la p l u p a r t d 'entre
elles ont été appliquées à quelque exemple et toujours le ca lcu l a été
fai t systématiquement jusqu'au bout. La possibili té d'utiliser les for-
mules ne peut plus, dès lors, être mise en doute , et c'est ce que je
tenais a é tabl i r .


