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SUR LA

THÉORIE DES RAYONS LUMINEUX,
PAU G. KIRCHHOFF( ') .

(Traduit par P* DUHEM.)

Les raisonnements par lesquels on cherche à expliquer la formation
des rayons lumineux, leur réflexion, leur réfraction, ainsi que les phé-
nomènes de diffraction, reposent surtout sur les considérations qui ont
été développées par Huygens et par Fresnel. Sous bien des rapports,
la rigueur de ces raisonnements laisse à désirer. Il semble que Fêlât
actuel de nos connaissances ne permette pas encore de déduire des
hypothèses qui const i tuent la théorie des ondulations une théorie de
ces phénomènes qui soit à l'abri de tout reproche. Toutefois, on peut
donner aux raisonnements don t il s'agit une plus grande précision. Je
me permettrai de communiquer à FAcadémie quelques déductions re-
latives à cet objet. Pendant une série de plusieurs années, j'ai exposé
dans mes leçons à l'Université la partie fondamentale de ces déductions.
Quelques Mémoires, publiés par M. Frôhlich (2) et par M. Voigt (3),
sont destinés au même but.

1. Nous supposerons que la lumière consiste en vibrations transver-
sales de Félher. Nous supposerons en out re que, dans le milieu où l'on
étudie le mouvement l umineux , Féther se comporte comme un corps

0) Ce Mémoire de M. Gr. Kirchhoff a paru aux Sitzun^berichte der Kôniglicli Preum-
.w/ien Âkademie der J^ùsenschaften zu .Berlin, t. IÏ, p. 641; 188%.

( 2 ) ffieàematm's Ânnalan der Phfsik ufid Chernie, Band 111, p. 876; Band VI, p. 4 ï4 ;
Baûd XV, p. 592.

(3) Wieclemcmn's Ânnalen der Physik und Chemie; Band IIÏ, p. 53a.
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solide, élastique, isotrope et homogène, dont les particules sont sou-
mises uniquement à l'action des forces qui résultent de leurs déplace-
ments relatifs.

D'après ces hypothèses, si Von désigne par u, ^, w les composantes
parallèles aux trois axes coordonnés du déplacement d 'une par t icule
élilérée, si l 'on désigne par oc, y, z les coordonnées de la position
d 'équi l ibre de cette par t icule à l ' ins tan te les quanti tés u, p^v vér i f ient
l 'équation aux dérivées partielles

(.) ^=^.
Dans cette équa t i on , Aç représente la somme des trois dérivées par-

tielles du second ordre obtenues en prenant deux fois la dérivée de la
quant i té ç, so i t^par rapport à x, soit par rapport à y, soit par rapport
à z. La lettre a représente la vitesse de propagation de la lumière. Tou-
tefois on ne doit pas prendre pour u, v, w trois so lu t ions quelconques
de cette équation ( t ) , il faut encore que ces solul ions vérif ient l 'équa-
t ion

an àv àw— -^ — 4- — == o.
Ôoc Oy à^

Soient U, V, W trois solutions quelconques de cette dernière équa-
t ion. Les quanti tés u, v, w, définies par les égalités

W (?

<)V âW: àz y
,à^_.(W

àx c)z

.àv_ _ày
ày àx

représentent un mouvement lumineux possible. Inversement, à tout
mouvement lumineux correspondent trois fonctionsU, V, W, q u i véri-
fient ces équations (1).

Dans la suite, nous représenterons par la lettre 9 l'une quelconque
des six quantités U, V, W, u, v, w. Si nous désignons par T la durée de

( 1 ) CLEBSCH, Korchardt's /ourncd 'fur reine und cin^cwcmdte Mcuhematik^ Band LXÎ.
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vibration de la lumière supposée homogène, chacune de ces six quan-
tités sera une fonction linéaire et homogène des quantités

f . tcos27:^? smaTiFp

Nous prendrons pour mesure de l ' intensité lumineuse, au point de
coordonnées x, y , z , la moyenne a r i thmé t ique des va leurs que prend
la quanti té

^-1- ç^^_ ^,2

pendant le temps T. Si nous posons

U ••==- '"0 COS 2 71 7p -h V Sin 2 TT Fp ?

r=r^ C O S ^ T Î — -+-'<?' sm27r?,p

n» •= •^> cos r-t TC — 4- ̂ / sin a TT •^ i

cette Intensité aura pour valeur

K^2 + ̂ )/â -+- ̂ 2 -i- ̂ ^ -+• ̂ 2 + ̂ /2).

Supposons que l'espace indéfini soit rempli par le milieu considéré.
Supposons que, dans ce mi l ieu , se trouve une source de lumière en un
certain point i de coordonnées x^ y^ ^,. Désignons par r^ la distance
mutuelle du point de coordonnées oc, y, z et du point de coordonnées
' ^ ^ y ^ ^ i - Désignons enfin par ^ la longueur d'onde de la lumière,
c'est-à-dire le produit aT. L'hypothèse la plus simple que l'on puisse
faire su rcp , hypothèse permise d'ailleurs si cp désigne l 'une des quan-
tités U, V, W, consiste à poser

(3) o= -J- cos27r(-^ — m ) -
/l \ A l/

Ayant cette expression de y, il est facile d'en déduire une autre expres-
sion plus générale qui se rapporte au même cas. Il suffit de multiplier
l'expression précédente de ç par un facteur cons tan t , d'ajouter à / une
constante, de différentier une fois, puis une seconde, par rapport à x^

Ann. de VÉc. Normale. S^Série. Tome III.—SEPTEMBRE 1886. SQ
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à y, ou à ^ i , et d 'ajouter ensemble, membre à membre, toutes les éga-
lités ainsi obtenues.

On peut faire subir au résultat de cette opération une simplification
impor lan te : il suffi t pour cela d ' i n t r o d u i r e une hypothèse qui a, en
Opt ique, une importance capitale, à savoir l 'hypothèse que la longueur
d'onde peut être traitée comme un i n f i n i m e n t pet i t . Dès lors, si l'on
tient compte seulement des termes de l 'ordre le plus élevé, on obtient
le résultai suivant :

D [v\ i\ ïy . ( f\ t\
(,) ? - ̂  cos^^ - ̂  + ̂  s.n.rr^ » ̂ .

Dans cette expression, les quan t i t é s D et D' dépendent de — 1 ^ — 5
i—1) ou, ce qu i revient au même, de (—1^ (—1^ <—1? c'est-à-dire que cesôzi • v'^ oy v^
quant i t és dépendent de la direction de la ligne r^ ; à part cela, elles sont
constantes.

En vertu des équations (^) , u, c, w admettent des expressions de
même forme; selon que ç sera égal à u, à ^ on bien à w, désignons les
valeurs de D, D' par A, A\ p a r B , B', ou bien par G, C/. Ces six lettres
représenterontdes quantités qui dépendent d e l à direct ion de la ligner^
mais qui , à part cela, sont constantes . L ' in tens i lé de la lumière aura
alors pour valeur, au point de coordonnées ce, y, ^,

—— ( A2 + A/3 4- B2 4- W2 4- (P + (Y2 ).
a/-^

Cette expression mont re que l ' intensité don t il s'agit est inversement
proportionnelle au carré de la distance du point considéré au point
lumineux. Elle montre, en out re , que cette intensité varie avec la di-
rection de la ligne r\. La loi de ces variations se relie à la loi du mou-
vement du point l u m i n e u x .

Dans ce qui va suivre, nous prendrons pour source de lumière un
point lumineux semblable à celui que nous venons de considérer et
nous rechercherons comment la lumière qu'il émet est modifiée par un
corps étranger placé dans le voisinage de ce point. Au cours de ces
recherches, nous aurons à faire usaged'un lemme important . Celemme
se déduit de l 'application du théorème de Green aux fonctions qui sa-
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tisfont à l 'équation aux dérivées partielles que ç vérifie. Ce lemme
constitue une forme plus précise et plus générale de la proposition bien
connue sous le nom de yrincipe d'Huygens. M. Helmhoitz l'a déjà
démontré dans son Mémoire in t i tu lé Théorie de la znbration de Uair
dans les tuyaux owerts ( i), et il en a montré l ' importance; dans le
numéro suivant, nous allons exposer ce théorème sous une autre forme,
en suivant une voie différente.

2. Soient -o et 'Ç deux fonctions de x, y, z continues, ainsi que leurs
dérivées partielles du premier ordre par rappor t aux variables .r, y, z
en tous les points d 'un espace limité (cet espace peut d'ailleurs se
composer de plusieurs parties séparément limitées). Désignons par d^
un élément de volume de cet espace. Soit ds un élément de la surface
qui le limite (cette surface peut aussi se composer de plusieurs parties
séparément l imitées) . Désignons par N la normale à l 'élément^, celle
normale étant dirigée vers l ' intér ieur de Fespace considéré. Le théo-
rème de Green donne l 'égali té

— ̂ à— \ as •==. f(^ M) — 0 A<)) A.

Dans cette égalité, posons o = y et supposons tout d'abord que •Ç
satisfasse aussi à l 'équation (i); nous aurons

ou bien

r / à^ ^ày\ , i rf^à'^ àî^\ ,
A^^^^^-a-y^^-^^^^^

/Y <K) ^^ / ï à rf^ào àV\ ,
A^^^^^-ai^J

Mul t ip l ions les deux membres de cette égalité par dt et intégrons entre
deux valeurs du temps, l'âne négative, que nous désignerons par — t\
l 'autre positive, que nous désignerons par t'\ Nous obtiendrons alors,
en taisant usage d'un symbole bien connu , l'égalité

'5' M^-^-^M.-W.,
(1 ) HELMIÏOLTZ, Théorie dcr Litftschwingun^en in Rôhrea mit ojtfbnen Enden (.Borchcirâ.t'a

Journal fur reine und cmge^incite Mcithcmc^ik, ^3i\([ Wl\).
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Posons maintenant
^^F^t^)^

ro

expression dans laquelle r^ désigne la distance du point de coordon-
nées o c ^ y - j -s à un certain point o choisi arbitrairement, tandis que F
désigne une fonction qui devient inf in iment petite pour toute valeur
finie, positive ou négative de la variable dont elle dépend, qui n^est ja-
mais négative et qui, en outre, satisfait à la condition

(6) - ' yp(ç) jç:
pourvu que l 'intégration s'étende d'une valeur négative et finie de *C à
une valeur positive et finie de la même quanti té .

Considérons maintenant un espace entièrement clos, rempli par
réther homogène et ne renfermant aucun point lumineux. Désignons
par s la surface qui le limite et par ds un élément de cette surface. Pre-
nons le point o à l 'intérieur de cet espace. Du point o comme centre,
décrivons une sphère infiniment petite et appl iquons l'égalité (5) à ce
qui reste de l'espace considéré lorsqu'on en exclut le volume de cette
sphère. Désignons par.rfS un élément de la surface de cette sphère.
Prenons pour ^ une valeur assez grande pour que la quanti té

/•o — al1

soit négative et finie lorsqu'on y remplace i\ par la plus grande des
valeurs que r^ prend sur la surface s; cette quantité sera a fortiori néga-
tive et finie dans tout l'espace considéré. Moyennant ces conditions, les

/ïrt'*") ! !

valeurs de '<? et de -.- qui figurent au second membre de l'égalité (5)
correspondent à des valeurs positives ou négatives, mais finies, de
r^ -4- at; ces valeurs sont donc égales à zéro. L'égalité (5) devient alors

^ ^'f^-^^c^-^-
Les intégrales que renferme le second terme peuvent être effectuées.
Désignons parR le rayon de la sphère inf in iment petite, et, dans le
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calcul de l'expression qui multiplie dS^ négligeons toute quantité dont
le produit parR 2 est infiniment petit. Nous pourrons alors poser

(W i^==-^F(aO, -ç=o,

et nous aurons
f{^-^^)^=-WW,

spo désignant la valeur de ç au point o. Remarquons maintenant que la
quantité F(at) ne diffère de zéro que pour les valeurs infiniment petites
de aty et que, en vertu de l'équation (6), on a

f F{a£)d£=î-
J^t' a

(at) dt= -•
a

Nous trouverons pour valeur du second terme de l'équation (7 )

^ , .
—-^-?o(o),

expression dans laquelle 90 (0) désigne la valeur de ço pour i === o.
Dans le premier terme de l'équation (7) on peut également, grâce

à l 'équation (6), effectuer l'intégration par rapport à t. On a tout
d'abord

'af^^cl^af'1^^^J ^ t àN J^ ro <?N . y'o <)N

Dans la dernière valeur de — on doit supposer qu'après avoir effectué
la différentiation on pose

/=:—^.
a

Si l^on pose

m ^=fw.
l'expression 4 (—, qui figure dans l'égalité en question, aura pour
valeur

Lff-^}.
/ •o-7^ a)
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Nous avons ensui te
G. KFRCHHOFF.

^¥(/\,+at) ^
à^ — ''a____ ^ V f , . , . , ^ , I àr, î ()V(f\,+a{)
^ - ——^——— - ^-^<( /o+^) + ̂  ̂  ^ ———^———

et, par suite,
à-1

^,^'A=^<-/.)^^^^^

expression dans laquelle ç ( — ^) désigne la valeur de y pour / = ~ /^"
Transformons la dernière intégrale au moyen d'une intégrat ion par
parties, et remarquons que la fonction F s^annule toutes les fois que la
variable dont elle dépend prend une valeur finie; nous trouverons pour
valeur de l'expression précédente

^L
y'o ^ ( /jA _ ^ _^ (hj^ âo

à'N 9 Y ' a j ^ a 7, dN J(^

^9Dans cette dermère expression, -L a la valeur qu'il prend pour

a

En reportant dans l'égalité (7) les résultats que nous venons d'ob-
tenir, et en changeant l'origine des temps de telle façon que l ' instant
qui , dansée qui précède, servait d'origine, devienne m a i n t e n a n t l 'in-
stant t, nous obtiendrons le résultat suivant :

'^^.("-/[^(-^-^^'^-^•('-d''-
Les deux premiers termes de l'expression qui mul t ipl ie ds peuvent être
réunis en un seul, qui est le suivant

à T\; a^
(W1 ro

en convenant, dans cette différentiation, de regarder ro comme seul
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variable, et de conserver aux autres quantités dont dépend <p(Y) les
valeurs qu'elles ont en un point de l 'é lément ds. On a alors

(10) 4 ^ < p o ( ^ ) = I ^ds,

égalité dans laquel le on a
J,-rA f(t^^\( . 1 ) ^=^iL.,^^^^^^^^^

• / <^ /'o r'Q

et dans laquelle la fonctionya la signification déf inie par l'égalité (8).
De ces résultais découle la conséquence suivante :
Le mouvement de Féther à l ' intérieur de l'espace que l imite la sur-

face .y peut être regardé comme provenant d 'une couche de points lumi-
neux distribués sur la surface s; en effet, chacun des deux termes qui
composent Q peu t être regardé comme provenant d 'une source de
lumière concentrée en un point de l 'élément ds.

Le raisonnement suivant permet de démontrer que , moyennan t une
certaine condition que nous supposerons toujours remplie dans la suite,
l 'équation (10) demeure encore exacte lorsque tous les points lumineux
sont situés à l ' intér ieur de la surface ^ et que le point o est extérieur à
cette surface; seulement, dans ce cas, la normale N doit être comptée
vers l'extérieur de la surface. Dans ce cas, appliquons l'égalité (10) à
un espace l imi té intérieurement par la surfaces et extérieurement par
une sphère de rayon in f in iment grand. Soit dS un élément de la surface
de cette sphère. Nous obtiendrons l'égalité

47rcpo(^)^ ÇQ.€ÎS^ ( ÛdS.

Supposons main tenan t que, jusqu'à une certaine valeur f inie du temps,
Féquilibre ait régné dans tou t l'espace. Dès lors, pour une valeur néga-
tive et inf in iment grande de t, les quant i tés <?(^) et f(t) sont égales a
zéro en tous les points de l'espace, et, en particulier, en tous les points
de la surface de la sphère infiniment grande. Cela étant, supposons que
l'on choisisse le poin t o à distance finie et que l'on considère unique-
ment des valeurs finies du temps; la quantité Q sera alors égale à zéro
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pour tous les éléments rfS, car, en tout point de la surface de la sphère,
i-—- /-^ est négatif et infiniment grand. Des lors, nous obtiendrons
l 'équation (10). Nous avons introdui t , il est vrai, cette restriction que
le point o est situé à une distance unie et que le temps a une valeur
finie; mais cette restriction n'est qu 'apparente; quelle que soit la
position du point o et la valeur de £9 on peut choisir le rayon de la
sphère assez grand pour que les considérations précédentes conservent
leur valeur.

Si l'on applique l'égalité (10) à deux surfaces fermées qui ont une
-par t ie commune et qui renferment toutes deux le point o sans ren-
fermer les points lumineux, ou toutes deux les points l u m i n e u x sans
renfermer le point o, et si Fon retranche membre à membre les deux
résultats obtenus de la sorte, on arrive à la conclusion suivante :

L'intégrale f Qds, étendue à une surface fermée qui ne renferme ni
le point o, ni les points lumineux , est égale à xéro.

Cette intégrale s'annule encore pour une surface fermée qui enve-
loppe à la fois le point o et les points lumineutx. On le reconnaît en
appl iquant successivement l'équation (10) à deux surfaces fermées qui
ont une partie commune et dont Fune renferme le point o sans ren-
fermer les points lumineux, tandis que l 'autre renferme les points
l u m i n e u x sans renfermer le point o.

On voit immédiatement comment on aura à appl iquer l 'équation (10)
au problème qui nous occupe et qui a été énoncé au commencement du
paragraphe précédent. Supposons que l'espace indéfini soit rempli par
de l 'éther homogène. Dans cet espace se trouve un point lumineux i.
Il engendre un mouvement auquel correspond une certaine fonction y\
Supposons que, dans l'espace, on introduise un corps étranger; le mou-
vement est modif ié ; la fonction y' se transforme en la fonction cp; le
problème consiste à déterminer la valeur de la fonction y pour tout
point extérieur au corps. Désignons par ds un élément de la surface du
corps et par dS un. élément de la surface d'une sphère infiniment petite
ayant pour centre le point lumineux. En vertu de l'égalité (10), nous
aurons

47ryo== ( ' QdS^ Cûds.
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La première de ces deux intégrales a âne valeur facile à déterminer.
La variation que subit le mouvement en un point de l'élément cIS par
l'effet de l ' introduction du corps étranger n'est pas inf in iment grande,
si l'on excepte un certain cas particulier. Comme d'ailleurs la surface
sphérique dont fait partie l'élément dS est infiniment peti te, cette
variation n'a aucune influence sur la valeur de l'intégrale. On peut
donc, dans cette intégrale, remplacer <p par o'. Alors, en vertu de
l'équation (10), si l'on désigne par ç'(o) la va leur de G/ au point o,
cette intégrale aura pour valeur 4^ ç'C0)* On a donc

(13) 47T^(0 )==47^Ç / (0 ) -}- ( ^4.77 y(o) == 47^9 /(o) •4- s Qds.

Cette équation permet, en général, de déterminer ç(o) lorsqu'on
connaît la fonction cp' et que l'on connaît en outre, pour tous les points
de la surface du corps, les valeurs de y.et de (—

3. Avant de pousser plus loin nos recherches, i l nous fau t déter-
miner la valeur que prend l'intégrale j ûds é tendue à une surface
limitée, au moins sous certaines conditions. C'est celte valeur que nous
allons maintenant chercher.

Nous supposerons, pour effectuer celte recherche, que la longueur
d'onde est infiniment petite. Nous supposerons que la quant i té o se
rapporte au mouvement produit par un point l u m i n e u x et est, par
conséquent, exprimée par l'égalité (4). Nous supposerons que, pour
aucune portion d'étendue finie, soit de l'aire à laquelle s'étend l'inté-
gration, soit de la ligne qui l imite celte aire, la quan t i t é r\ -h/'ç n^a une
valeur constante ou une valeur différant inf iniment peu d'une con-
stante. Enfin, nous supposerons que la ligne droite qui j o in t les

points i et o ne passe ïii par un point du contour de la surface, ni
par un point infiniment voisin de ce contour ,

Dans ces conditions, nous démontrerons que l'intégrale considérée
est égale à o si la ligne droile qui joint les points i et o ne rencontre
pas la surface s. Le calcul nous montrera que, dans le cas où cette
droite rencontre la surface s, l 'intégrale en question a pour valeur
±:4^Ço» ^ signe •+- devant être choisi si la normale N au point de

Ânn. de VÉc. Normale. 38 Série. Tome III.— SEPTEMBRE 1886. 4°
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rencontre fait un angle aigu avec la ligne, droite menée du point i an
point o, et le signe — devant être choisi si cet angle est obtus. D'ail-
leurs, ce dernier résul tat dérive immédiatement de l 'équation (10), si^
conformément à ce que nous venons d'énoncer, l'intégrale considérée
est égale à o lorsque la droite ne rencontre pas la surface.

Prenons tout d'abord pour ç la valeur donnée par l'égalité (3);
posons, par conséquent,

i /r,i r
^T^^ T -T

Nous aurons alors

<W7^
_- ^cos^^-^0-^^ ^cosa^ ^ ^^V^~a)=-~^ ^c

3TC à l aJiTC^sin^f^p--\l-^sin„(^^--\1 o A ON \ À 1 /^ / •oÀ (^N \ À T/

puis, en vertu de l'égalité (8),

l^ro\^ __ ^cos37rf^±^---)
^o* \ ^/ /" î^o ^N^, Y ). T/

271: <3/'i . /'/'i4- ro ^\
»— .—.—»-.— -̂ —„„-,. §^jj[ 'gj 'j^ i «—————«— -. - ","• j •

r\r^ ()N \ À T/

L'égalité (i i) nous donnera alors

i r-h r / ï ^ri i <)ro\ /^i4"/ 'o t \\il-=.-——— — — — — cosajr ————-—^1 / ' i roV- i^N ro f)N/ \ •À J7

I -^(^-^——(^-T)-

Pour déduire de cette valeur de Û la valeur de l'intégrale considérée,
nous prendrons pour point de départ le théorème suivant :

Soient ?('() une/onction de 'C, qui demeure continue lorsque *C croît de *Co
à ̂  et S une constante. L'intégrale

04) . ' ^ l^sin(KÇ+ô)^Ç] •j^ c^ „ , . ,

tend vers o lorsque K cro& au delà de toute limite.
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L'exactitude de ce théorème peut être établie par des considéra-
tions tout à fait analogues à celles que Dirichlet a exposées, dans ses
recherches sur la série de Fourier, au sujet d'une intégrale semblable.
On partagera l ' intervalle compris entre les limites de l'intégration en
parties telles que, dans chacune d'elles, la quanti té -^- conserve und^
signe constant et aille sans cesse en croissant ou sans cesse en décrois-
sant; on supposera que le nombre de ces parties est fini; pour démon-
trer ensuite que l'intégrale considérée s'annule pour chacune de ces
parties lorsque K devient infiniment grand, il sufBra de partager cha-
cune d'elles en intervalles secondaires, de telle façon que toutes les
valeurs de Ç pour lesquelles s^KÇ -4- §) est égal à zéro marquent les
points de division entre ces intervalles, et d'écrire les inégalités faciles
à trouver auxquelles satisfont les valeurs absolues des intégrales rela-
tives à ces intervalles.

Le théorème dont nous venons de parler entraîne le suivant :
Si la dérivée première de la fonction F^C) est continue dans rinteîvcille

compris entre Ç === Ço et Ç == Ç ^ , on a, lorsque K croît au delà de toute
limite, Végalitè limite

/•» Cl Jfff j- ,7p -lE^

(i5) • K —sin(KÇ+â)^=- —cos(KÇ-i-o) .

En effet, le premier membre de cette égalité peut , au moyen d 'une
intégrat ion par parties, s'écrire

r r/F "i^ r^ d2^- ^cos(K.Ç^ô)J -hj l^cos(KÇ-^)^;

mais la nouvelle intégrale qui figure dans cette expression est de même
forme que l'intégrale (14)' Elle tend donc vers zéro lorsque K croît au
delà de toute l imite .

Considérons maintenant une surface ^, l imi tée de tous côtés, dont
les courbures varient d'une manière cont inue d ' u n point à un autre.
Soit ds un élément de cette surface. Soient r, et i\ les distances d'un
point de cet élément à deux points fixes i et o/ et posons

,, , , ! , , , . , , , ^ ! , Ç === r,-h ro.! . , • 1 . - ^ - 1 1 , . - : . 1 ' . - - - ! ! 1 :
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Désignons en outre par G une quantité qui varie d 'une manière con-
tinue avec la position de Félément ds, par § une constante, et cher-
chons vers quelle limite tend l'intégrale

(16) f&s in(KÇ4-â)^ •

lorsque K croît au delà de toute limite.
Pour y parvenir, traçons la surface représentée par l 'équation

Ç =: const.

Cette surface est un ellipsoïde de révolution ayant pour foyers les deux
points i et o. Cet ellipsoïde coupe la surface suivant une certaine ligne,
Envisageons la partie de la.surface .? qui se trouve comprise entre deux
de ces lignes d'intersection, l'une correspondant à la valeur variable *C
et l ' au t r e à une valeur constante arbitrairement choisie de *(, que nous
nommerons Z. Posons

(17) F (ç )=±fe^ ,

l'intégrale qui s'étend à la portion de la surface s que nous venons de
définir étant précédée du signe 4- si l'on a Ç >> Z et du signe — si l'on
n ^ << Z. D'après ces notations, si nous supposons que ctC, soit un accrois-
sement positif, nous aurons

d¥ ,,̂
= ( G ds,

l 'intégration qui s'étend à la portion de la surface s comprise entre les
lignes d'intersection de cette surface avec les deux ellipsoïdes qui cor-
respondent aux valeurs ^ et ^ + d'C, de *(. Désignons par Ço la moindre
valeur de *( sur la surface s et par ^ la plus grande valeur de *( sur là
même surface. L'intégrale (16) aura alors pour valeur

^d¥f"^sm(KÇ+<5)^.
L,n

Elle deviendra donc identique à l'intégrale (i/i)- Elle tend donc vers
zéro lorsque K croît au delà de toute limite si la fonction F(^) est con"
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t inue en tous les points de la surface s. C^est ce qui a lieu si Ç n'a une
valeur constante pour aucune portion d'aire finie de la surface s.

Envisageons maintenant , en conservant les mêmes notations, l'ex-
pression

(19) K rGsin(KÇ4- ' î ) ds.

Par une transformation semblable elle devient identique à l'intégrale

K f ^sinCKÇ+ô)^
J^ CiQ

qui forme le premier membre de l'égalité (i5). Si donc la quan-
tité —? définie par l 'égalité (18), est continue en tous les points de lau"»
surface s, cette intégrale tend vers le second membre de l'égalité ( î 5 )
lorsque K croît au delà de toute limite.

La dérivée—est discontinue si la quanti té ^ est constante le long
d'une portion d 'é tendue finie du contour de la surface.?. Si l'on exclut
ce cas d'exception, cette dérivée ne peut présenter de discontinuité que
si la différentielle d'C, s 'annule en un point de la surface. Il nous faudra
chercher en particulier ce qui arrive dans ce cas. Si, pour le moment,
laissant de côté ces cas d'exception, nous admettons l 'exactitude de
l'égalité (i '^)? nous en déduisons sans peine que l'expression (19) tend
vers zéro lorsque K croît au delà de toute limite. En effet, en vertu des
hypothèses que nous faisons en rejetant les cas d'exception, c'est seu-
lement pour un point ou pour un certain nombre de points du contour
de là surface s que *( at teint sa plus grande valeur. Il en est de même
pour la plus petite valeur de Ç. Pour chacun des points dont il s 'agit»
l'intégrale ( Q d s dont 11 faut calculer la valeur pour obtenir, au moyen

de l'égalité (i 8), la valeur correspondante de ^ est un infiniment petit
d'un ordre plus élevé que l'ordre de ^C; la valeur correspondante de
/•/i?
-^ est donc égale à zéro.

Cherchons maintenant la valeur de l'expression (19) dans le cas où
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ctC s'annule en un point de la surface s. Soient
, ' • . ; ' ^ ' , " g(x,y,z)-=-o ' . ! , • •

l 'équat ion < l e la surface 5-, et .r, y, z les coordonnées du po in t ou ctC
s 'annule . On a alors

àfji _^ àr, ̂ ^<^
àx à.:v ' 'J à'y
ôf\ àr^ _ -. àg

. . .. , , -—" , -—— .— ]Li —.— y . . , . . , '
oy d,y or
Ôt\ <)/•„ , Ô^
——— „[_ ^—— -^ j^ ___ 3

àz àz àz

L désignant u n fadeur indéterminé. Soient a^ ^, y/les cosinus des
angles que fait avec les axes de coordonnées la ligne menée du point i
au point, de coordonnées x , y , .z; soient ay, po, yo les cosinus des angles
que fait avec les axes de coordonnées la ligne menée du point o au po in t
de coordonnées^, j, z; soient, enf in , a, [3, -y les cosinus des angles que
fait avec les axes de coordonnées la normale N menée à la surface .y au
point de coordonnées x, y , z. Les égalités précédentes peuvent s'écrire

a^ -l- ao=iMa, , ' ! • •
(20) . (3,+(3o=M(V

1 ' • 1 714-yo=My,

M désignant un nouveau facteur.
Ces égalités démontrent tou t d'abord que les trois l ignes^, T\, et N

sont dans un même plan; elles montrent aussi que l'on a

M (aai + (3pi + yy^) =: M(aao 4-P|3o+•7/0).

Cette demière égalité exprime que l'on a l'une des deux conséquences
suivantes :

Ou bien l'on a

c'est-à-dire
M == ô,

ai=——ao, j3i=—|3o, y^rrr—yo,

et alors le point de coordonnées x, y , s est situé entre les points i et o
sur la droite qui les joint.

Ou bien les deux directions que définissent les cosinus a,, (3^ y^
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et y-o, po, YQ forment des angles égaux avec la direction de la nor-
male N. Dans ce dernier cas, les lignes T\ et 7-0 se t rouvent de part et
d'autre de la normale N, à moins qu'elles ne coïncident avec cette nor-
male ou avec son prolongement; car les égalités (20) ne peuvent être
vérifiées par ao== a,,, po= ^, y<,==Y^ à moins que les lignes /'o et r,
ne coïncident avec la normale N ou avec son prolongement.

Changeons maintenant la signification des lettres x^ y , z. Désignons
par x, y , z les coordonnées d'un point variable de la surface ^ par
rapport à un système de coordonnées ayant pour origine le poin t qui
avait précédemment pour coordonnées x-^ y , z et ayant pour axe des z
la normale N. Supposons, en outre, que la surface s soit réduite à une
aire inf iniment petite, bien qu'infiniment grande par rapport à ~ II
nous suffira évidemment de calculer la valeur de l'intégrale (19) dans
cette hypothèse, car ce que nous avons déjà démontré nous prouve que
l'addition de nouvelles parties à la surface s ne modifierait pas la valeur
de l'intégrale.

La surface s a alors pour équation

(21) z -= a^ i X'2' 4- a a^ xy -t- a^ y ' 2 ,

a , , , 0 , 2 » a^ étant des constantes. On a, en outre,

cl s == dx dy,

Pour déterminer la forme des lignes d'intersection de la surface s avec
les surfaces 'C^^onst., nous allons former l'expression de C e t déve-
lopper Ç suivant les puissances croissantes de x et dey.

Soient x^, yo, ZQ les coordonnées du point o, et posons

po== ̂  +y^ +^.

Nous aurons alors

ro==^ — ^o)2-!- (y— ro)2-^ (^ —^o)2 • .
ou bien

FO = \/pg —• ixx^ — 2jyo — 2^0 -+- ̂ ^r y2 + ̂ .

Considérons x et y comme des quantités inf in iment pe t i t e sdu second
ordre, et développons r^ en faisant usage de l'équation (^i), jus"
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qu ' aux quantités du second ordre inclusivement. Nous aurons alors

r —— n — °̂.±_2Z° ^ 1 ̂ '2 -t- S ^.12 Xy 4- 022 J2 , , ^ -t- J2 (^o+.n-'o)2

' o— ('o . '———————————————————~ ^Q —r" —————— — —————————— *
PO po 2 PO 2p(';

Mais les quantités ao, po, yo qui f iguren t dans les égaillés (20) véri-
fient les relations

^0 Yo ^ ^Q—=—(Xo, —=:—Po, • — = — y o ;
Po po PO

on a donc
ro=:pQ-+- ao^-+ (3oy"+- (a^^/;î+ 2012^.7 -^-âr22J2)yo

4- _ [^2(i „ ̂  ) _ a^yaopo+j^î ~ PS)1.
"po

Posons de même
pr-Vtz-1-+-JÏ+^;

nous trouverons

r, = pi -4- a^x 4- (3îj + (û?^^24- aan.yy + ̂ 22 J2)-/!

^^[^(,_^)__3^^p^^^(^(3^^

Mais, grâce au système particulier de coordonnées que nous avons
adopté, nous avons

a •==. o et (3 == o,

et, par conséquent, en vertu des égalités (20),

ai4-ao=o, |3i4-(3o==o.
Nous aurons donc

Ç =: Ao+ Aii^-h a Aïs xy 4- AssaJ2,

égalité dans laquelle on a

|Ao == po-f- pi,

An ==011(71-+-70) 4-
y2 r ^
^^ , l ——— ^0i — af x ~ aio / i~" ""~~——

2pi 2po

(22) . V A / ^ ^ll3! ^oPo•• 1 Al2=al2(yl+yo)—.—u ——t-°Ms— ^12^71 "i- 7o;— .——- — -——°,
^pl -"po

A.=^(y^^)-,l^ê!+^ê!,
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Les courbes d'intersection des surfaces Ç == consL avec la surface s
sont, diaprés cela, des sections coniques semblables et semblablement
placées qui ont toutes pour centre l'origine des coordonnées. Suppo-
sons que l 'équation de ces sections coniques rapportées à leurs axes
pr inc ipaux soit

ç — Ao == pi ̂  -4- ̂ y2,

ou bien, en d'autres termes, désignons par p^ et p.s> les racines de
l'équation du second degré

(23) (An~p)(A^--pO--A^=o.

Si les deux quantités p., et ̂  sont de même signe, les sections coniques
considérées sont des ellipses. Dans ce cas, si les quantités ^ et ̂  sont
toutes deux positives, Ao est une valeur minima de Ç; si, au contraire,
les quant i tés ^ et ;̂  sont toutes deux négatives, Ao est un maximum
de 'C. Dans le premier cas, l'aire de l'ellipse qui correspond a une cer-
taine valeur de t a pour valeur

Tr(;-Ao)

v^T^
Dans le second cas, elle a pour valeur

7T(Ao~0_

</̂ 2

Dans les deux cas, les radicaux doivent être pris avec le signe +, de
telle façon que la racine carrée d'une quanti té positive soit elle-même
une quantité positive.

Reprenons maintenant l'égalité (17). Donnons la valeur Ao à la quan-
tité que, dans cette équation, nous avions désignée par Z. Pour toutes
les valeurs de Ç qui correspondent à des ellipses situées entièrement à
l'intérieur de la surface.?, nous aurons, dans l 'un comme dans l 'autre
cas,

FO^G^^Al},
V^i ̂ 2

égalité dans laquelle G se rapporte au point de coordonnées < r = = o ,
Arm, de l ' Ê c . Normale. 3° Série. Tome II. — SEPTEMBRE 1886. 4l
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y == o. Nous aurons alors
^ „ r 7r '
-y—————— ———————————— ij —————————————————————————————————__ »

as V^l^-2

Supposons qu'aucune partie du contour de la surface s ne coïncide
avec l 'une des ellipses que nous considérons; -jp varie alors d 'une

wÇ

manière continue à l ' intérieur de cette surface; cette quanti té s'an"
nule pour la deuxième valeur limite que prend ^ sur la surface s.
Donc, lorsque K croît au delà de toute limite, si p^ et p^ ont des
valeurs positives, l'expression (19) tend vers

(24) • G-^==cos(KAo4~â)
VPl^2

et, si (^ et [j.ss ont des valeurs négatives, elle tend vers
nr "

( a5 ) G -——,:::.: cos ( KAo 4- <S).
V^i Pâ

Le calcul à effectuer n'est pas aussi simple clans le cas où [̂  et u^ ont
des signes contraires. Les sections coniques sont alors des hyperboles.
Dans ce cas, - ^ est discontinu pour ^ == Ao. Prenons les axes princi-
paux des sections coniques pour axes de coordonnées et donnons à la
surface s une forme particulière ; celle d'un rectangle dont les côtés,
parallèles aux axes principaux, sont représentés par les équations

x ==±: a, y ==-± &.

Arrangeons-nous de telle manière que les sommets de ce rectangle
soient sur les asymptotes. Il faudra pour cela que nous ayons

a \/^i == b </-" ̂  -= c,

p-i élant supposé positif et p.^ négatif. L'axe transverse de l'hyperbole
qui correspond à une certaine valeur de '( coïncide alors avec l'axe des
x si, pour cette valeur de *(, Ç — Ao est positif, et avec l'axe des y si
Ç — Ao est négatif. Donnons maintenant de nouveau à la quantité Z,
définie à propos de l'égalité (17), la valeur Ao, et nous aurons, pour
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les valeurs de '(, supérieures à Ao,

FW^G(2ab-——=r V^-Ç^^V
\ ^l^J /v— }

G se rapportant encore au point de coordonnées x == o, y = o. De là,
nous déduisons

civ p 2 r ' 1 dxr —d'2~J ,-—\/^i^2-~cK=G
^ - ; -+- Ao

Mais on a
j ——^^^^(^--^V/î2'--!).

On a donc
^^G-^^log^-^-^^
^ - ̂ ^ & ^/Ç^A;

On trouve de même, pour les valeurs de ^ inférieures à A'o,

dV 9. , c-4- t/C2-!-?— Ao ^ .
-^ == (r —====== log ———' ———- •

ç V—^i^2 y A o — Ç

Remarquons maintenant que la moindre valeur de *( correspond aux
points de coordonnées x = o, y == ± b et est égale à Ao -— c\ tandis
que la plus grande valeur de Ç correspond aux points de coordonnées
x == ±, a, y == o, et est égale à Ao 4- c^ ; nous aurons alors, pour valeur
de l'expression (19),

G———K F log^^^^sin^+â)^
V^lP-2 J. ̂ ^ V ^ O — — Î

C -4- \/c2— 2" 4- Ao . ,.r... ^ ^ ilog ——,___——- sm ( KÇ 4- ô) clç .
VS — Ao \

Dans la première de ces intégrales, posons
1 Ao-Ç-Ï .

Dans la seconde, posons
C--A<>=?.
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L'expression précédente deviendra
^ ___

ft . 3 T< / log^±^^[sin(KS+KAo4-ô)-sin(IU-KAo-ô)]^
V — P - 1 ^ 2 ./) V-

ou bien
^ T^;,^A , ^ /"'l^^+^-g.

/ •
G—=â==Ksin(KAo+ô) / log——1-——"cosKç^.

/o ^

Mais on a
/ït:a /—s——^

K / log^^^^cosK^g
. À v$̂

-> \ç=^

fsmKUog^-^—^ c - F si^K^log(c+^c2":-0^
\ VS /^"o ^o a^

——————————— 1 ——— B O A A A A&.4,—y?..;

^ Â-« ^ ^

.,f"̂ .,
^0

Le premier de ces trois termes est égal à o pour toute valeur de K,
car la quantité entre parenthèses s'annule aussi bien pour ^ ===== c2 que
pour i; == o; la deuxième rentre dans la forme générale de l'expres-
sion (i4); comme log(c+ y^2 "~ S) est continu même pour ^ == c2,
elle tend vers o lorsque K croît au delà de toute limite, bien que sa
dérivée croisse au delà de toute l imite» Enfin, pour K == x;, le troi-
sième terme devient

î /'""sinudu

^Jo u ?

c'est-à-dire y4
La valeur de l'expression (19)? valeur que nous cherchions à déter-

miner, est donc, dans le cas où les quantités [̂  et ^ sont de signe'
contraire,
(26) G—^===.sin(KAo+â).

WiM2

Pour continuer la discussion des expressions (24)? (^5) ^t ( ^6),
nous aurons à faire usage de cette relation
(27) ^p2=:AiiAa2—A^
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que l'on obtient tout de suite en remarquant que ^ et p-a sont les
racines de l'équation (28). Dans cette égalité (27), A ^ , A^, A^ ont
les valeurs données par les égalités (22).

Ainsi que nous l'avons déduit des équations (20), les raisonnements
qui précèdent se rapportent à deux cas distincts : le premier de ces
deux cas est celui où la surface s est rencontrée par la ligne droite qu i
joint le point i au point o ; le second est celui où la surface s renferme
un point jouissant de la propriété suivante. Les lignes menées de ce
point au point i et au point o sont dans un même plan avec la nor-
male à la surface en ce point et forment des angles égaux avec cette
normale. Le premier de ces deux cas demande à être examiné de plus
près.

Dans ce cas, on a

ai4-ao==o, Pi 4- Pô ==-o, yi+yo^o.

Les égalités (22) donnent alors

An- ^f1-^1)^-^),
^ \pi po/

Ai^—^+^)a^'4--)a,P,
po/

A— K^>-^-
Ces égalités, jointes à l'égalité (27), donnent

i / i i y ,
^-A7^7J^

Les racines p.i et p-a de l 'équation (23) sont

î / t 1 \ 1 / t ï \ ,_ _ 4, ̂ .\ et - — 4- — y^.
a \pi po; a \pi p o / ' 1

Elles sont toutes deux positives. On peut donc remplacer l'expres-
sion (19) par l'expression (24) qui devient égale à

: ̂ G^l^ 1 cos[K(p, 4- po) + à].
PI -1- Po YI
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Dans cette expression, on prendra le signe -4- ou le signe — suivant
q u e Y! sera positif ou négatif.

Dans tous les raisonnements dont l'expression (19) a été l'objet
jusqu'à présent, à était considéré comme une constante; mais ces rai-
sonnements resteraient exacts si S représentait, comme G, une quant i té
qui varie d 'une manière continue avec la position de l 'élément ds; i l
faudrai t seulement, dans les expressions (24), (^5), (^6) et (^8),
entendre que S se rapporte, comme G, au point de coordonnées x= o,
y=^= o. On le reconnaît au moyen de la remarque suivante :

La formule
sin(KÇ-h ô) ==cos3sinKÇ-4- s inâcosKÇ

permet , dans le cas où S est une quanti té variable, de remplacer l ' in-
tégrale (19) par une somme de deux intégrales de même forme, dans
l ' u n e desquelles $ a la valeur constante o, t and i s que, dans l 'autre , S a
la valeur constante -•a

Les résultats que nous venons d'obtenir nous rendent m a i n t e n a n t
facile la démonstration de la proposition relative à l'intégrale fùds
que nous avions énoncée au début de ce paragraphe.

Supposons tout d'abord que û a i t la forme donnée par l'égalité (i3),
c'est-à-dire que ç ait la forme donnée par l 'égali té (3). Posons

2ir
T-^

—-' 1 TT m == 5.

Nous voyons alors que la partie de l'intégrale considérée qui provient
du premier terme de Q est toujours égale à o; quant à la partie de
cette intégrale qui provient du second terme de Q, elle est aussi égale
à o, à moins que la surface s ne soit rencontrée par Isa l igne qui jo in t
le point o au point i, ou bien encore qu'il n'existe sur la surface s un
point tel que les lignes jo ignant ce point aux deux points o et x soient
situées dans un même plan avec la normale à la surface s en ce point
et forment avec elles des angles égaux.

Mais, même dans ce dernier cas d'exception, l'intégrale considérée
est égale à o; en effet, pour obtenir sa valeur, il faut, dans les exprès-
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sions (24), (25) ou (26), remplacer G par la valeur que prend au point
considéré la quantité

(29) -j-f^-^vv > ; / ^ / •o \<?N <3N;

Mais j^ et ̂  sont les cosinus d'angles qui sont égaux entre eux. La
valeur en question n'est donc autre que o.

Par conséquent, c'est seulement dans le cas où la surface .9 est rencon-
trée par la ligne qui joint les deux points o et i que l'intégrale fûds
diffère de o. Pour obtenir, dans ce cas, la valeur de cette intégrale, il
suffît, dans l'expression (28), de remplacer G par la valeur de la quan-
tité (29) au point de rencontre de la droite qui joint les points o et i
avec la surface s. Supposons que la direction de la normale N, qui
figure dans l'égalité ( ï3), coïncide avec l'axe des z auquel se rapporte
la quantité ̂  qui figure dans l'expression (28). Nous aurons

àî\ _ àro __
àW~719 âW^~71'

et, par conséquent, la quantité (29) aura pour valeur

271
pi po

Dès lors, nous aurons

/ - - , 4 ^ /pi 4- po ^
Ûds-=i±- ————COS27Ï: t j ^ ro — ^ '

pi+Po \ ^ T^

ou bien
f Q^ds =-± 4^ ̂ o*

9

Dans cette égalité, on prendra le signe -+" ou le signe — selon que ̂
est positif ou négatif, c'est-à-dire selon que la normale N fait avec la
ligne qui joint le point i au point o un angle aigu ou un angle obtus.

Le raisonnement que nous venons d'exposer démontre la proposition
énoncée pour le casparticulier où ç a la forme donnée par l'égalité (3).
Cette proposition ne cesse pas d'être exacte lorsqu'on passe, par le pro-
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cédé qui a été indiqué, de la forme de y donnée par l'égalité (3) à la
forme plus générale donnée par l 'égalité (4).

4. Il n'est possible de déduire des conséquences de l 'équation (12)
que si l'on a auparavant déterminé les valeurs de <p et de — à la sur-
face du corps dont cette équation suppose l'existence.

Supposons que des ondes lumineuses planes, se propageant dans un
milieu transparent, viennent tomber sur la surface plane qui sépare ce
milieu d'un autre milieu. Elles donnent naissance à des ondes planes
réfléchies et réfractées. Le fait que ces ondes existent et présentent la
direction que l'expérience leur assigne peut être regardé comme la
conséquence de la proposition suivante :

Entre les déplacements que subissent des particules d^éther situées dans
les deux milieux au voisinage immédiat de la surface de séparation des
deux milieux et les dérivées de ces déplacements, il existe des relations
linéaires, homogènes, à coefficients constants.

Supposons que y, soit la valeur de la quantité cp au point de coor-
données ^5 Y], Ç, pour la lumière incidente; que <p^ soit la valeur de la
quantité <p au même point pour la lumière réfléchie. Supposons que *(
soit négatif pour le premier milieu et positif pour le second milieu.

Soit
, f l'i -4- m'n 4" n'Ç t -+- a\

CP,==ÂCOS27C -————-——————- — ——..—— Y
\ A 1 /

/, m, n désignant les cosinus des angles que fait avec les axes de coor-
données la normale à l'onde incidente dirigée dans le sens où cette
onde se propage. On a alors, d'après la supposition que nous venons
d'indiquer,

A ( ^Ï +-m'^ — n S t •+- a -\- y \y,.== cAcos^Tr i •JÊ——.———- — ——^—'- )•• a
À "T"

Dans cette formule, c et y sont des constantes dont la valeur dépend
de la variable que représente le symbole y, de l'angle d'incidence» de
l'état de polarisation de la lumière incidente et de la nature des deux
milieux. D'après cela, on a, pour C^ o, en remplaçant les symboles ç^
et ç^ par les symboles Çz(Q et y^(<() auxquels on attribuera la même
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significat ion,

(30) 9,(^=:co,(^4~7)

et
^-°^—— ^?K^-+-y) •^ _ c——^——-

Si l'on désigne par N, comme dans ce qui précède, la n o r m a l e à la
surface de séparat ion des deux mi l ieux dirigée vers l ' intér ieur du pre-
mier mi l ieu , la seconde équat ion pourra aussi s'écrire

C3ote) JMt)—— à ^ , ( £ - + - y )
^N ~ <5N——'

SI la lumière incidente é ta i t composée d'un ensemble d'ondes diver-
sement orientées, les quant i tés ç, et y^ seraient l 'une et l 'autre la somme
d'un certain nombre de termes dont chacun serait analogue aux quan -
ti tés que, dans les égalités précédentes, nous avons désignées par ces
mêmes lettres y, et ç^; chacun de ces termes vérifierait alors des éga-
lités analogues aux égalités (3o) et (3o bu).

Ces théorèmes t rouvent une appl icat ion immédiate au cas auque l
supp l ique l ' équa t ion (12), si l'on suppose que la longueur d'onde A
est i n f i n i m e n t pet i te , et q u e la courbure de la surface da corps consi-
déré ne prend en aucun poin t une valeur i n f in imen t grande.

En vertu de l 'équat ion (12), la quantité © o » c'est-à-dire la va l eu r
de o pour un poin t que lconque o de l'espace considéré, se présente
comme une somme de termes don t l 'un provient de l'action du point
lumineux s , et les autres d 'une couche de points l u m i n e u x distr ibués
sur la surface qui limite cet, espace. Prenons u n point o i n f i n i m e n t
voisin de cette surface, et supposons même que sa distance à cette sur-
face puisse être regardée comme in f in imen t petite par rappor t à X. Les
ondes lumineuses qui rencontrent ce point doivent être regardées les
unes comme des ondes incidentes , les autres comme des ondes réflé-
chies ou réfractées, selon qu'elles marchent du point vers la surface
ou de la surface vers le point . Les points l u m i n e u x don t p rov iennen t
les premières ondes sont tous situés d'un même côté d'un plan indéf in i
mené par le point o parallèlement à l'élément de la surface l imi t e le
plus voisin du point o. Les points lumineux d'où. proviennent; Tes

Â/m. de l'Ai,-. ^annale. •3e Série. Tome; IÏ Ï .—- OCTOIÏHE 1886. 4^
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secondes ondes sont situés de l'autre côté de ce même plan . Supposons
qu ' i l n'existe dans le second milieu aucune onde incidente; le premier
renfermera alors uniquement des ondes incidentes et des ondes réflé-
chies. Supposons que la quant i té <p^ se rapporte au mouvement déter-
miné au point que désigne ici la lettre o par la lumière incidente; que
o/.se rapporte au mouvement déterminé par la lumière réfléchie; enfin
ç au mouvement résultant des deux précédents. Nous aurons

et
0==Cp,4- îpr

(îcp _ à<^i à^r
àN "'""^N'4"^"

En outre, on aura à faire usage des équations (3o) et (3o bis) si la
lumière se compose d'un seul système d'ondes; si l'on a à considérer
plusieurs systèmes d'ondes, on fera usage des égalilés qui corres-
pondent alors aux équations (3o) et (3o bis). A propos de ces der-
nières, nous avons ind iqué en quoi consistaient ces égalités.

Il est un cas plus s imple et plus accessible à l ' imag ina t ion que le cas
général. C'est celui où le second mi l i eu est formé par un corps complè-
tement noir, c'est-à-dire par un corps qui ne peut ni réfléchir la lumière
ni la transmettre. L'expérience montre que si la lumière se propage
dans un corps avec la même vitesse que dans le mi l ieu ambiant , que
si, de plus, ce corps absorbe les rayons l u m i n e u x avec une énergie suf-
fisante, ce corps sera complètement noir. Dans ce cas, comme dans le
cas d 'un corps opaque quelconque, il n'existe aucune onde qui se
meuve à l ' intérieur du corps et qu i vienne rencontrer sa surface; nous
nous trouvons donc dans les conditions que nous avons supposées rem-
plies. De plus, pour un semblable corps, la quantité que nous avons
désignée par c est toujours égale a o. Donc, les conditions qui doivent
être supposées remplies à la surface d 'un corps complètement noir sont
les su ivan tes :

(30 „ , . ^=o, ^:=o. .

Cela posé, si nous imaginons q u e l e corps dont Inéquat ion (12) sup-
pose l'existence soit un corps parfai tement noir et que sa surface soit
convexe en tout point , nous trouverons aisément les valeurs que y et
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— doivent prendre aux divers points de la surface de ce corps. Menons
un plan tangent à la surface du corps, e t , du côté de ce plan où le corps
ne se trouve point , menons un second plan parallèle au premier et infi"
niment voisin du premier. La surface du corps est située tout entière
d 'un même côté de ce plan. Dès lors, les ternies qui proviennent d 'un
élément quelconque ds de la surface figurent toujours dans l'expression
de la quant i té ç^, jamais dans l'expression de la quant i té ç,. Traçons
un cône ayant pour sommet le point l u m i n e u x i et tancent à la sur-
face. La ligne de contact de ce cône avec la surface partage cette der-
nière en deux régions : l 'une est vue du point lumineux , l'autre lui est
cachée. Désignons ici encore par <?' la valeur de la fonction <p relative au
mouvement que prendrait le point o si le corps noir était enlevé. Si le
point o est in f in imen t voisin de la région de la surface du corps qui est
vue du po in t i, le terme qui provient du point ï entre dans l'expres-
sion de (fi et a pour valeur y'. Si, au contraire, le point o est inf iniment
voisin de la région cachée au point ï , c'est dans l'expression de ^
qu'entre le terme provenant du point ï.

On a donc, pour tous les points de la première région,

(32) y^q^
à^ _ à^
^—^

pour tous les points de la seconde région, on a

à^i. ^ ^ <p,=o, ^-=0,

ou bien, en vertu des égalités (3i),

(33) y=o, ^r^0-

Supposons maintenant que le corps noir, au lieu d'être ent ièrement
convexe, ait une forme quelconque^ Les équations (3i) seront encore
vérifiées si l'on écrit les équations (32) pour tous les points où la sur-
face du corps est rencontrée pour la première fou par une droite issue du
point x , et les équations (33) pour tous les autres points. En effet, si
l'on admet l 'exactitude de ces équations, on déduit du théorème dé-
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mont ré au n° 3 que l 'intégrale \ ûds, élendue a toute la surface du
corps, s ' annule lorsque le point o est In f in iment voisin de la première
région de la surface, et est égale à — 4^90 l^sque le po in t o est in f i -
n imen t voisin de la seconde région; cela étant, il suffît de faire usage
de l 'égalité (12) pour obtenir pour toute la surface les égalités (3J).

Mais le théorème que nous avons démontré condui t à une autre consé-
quence : supposons le point o situé n ' impor te ou dans un mi l i eu trans-
parent . Si la ligne qui j o i n t les points i et o ne rencontre pas le corps
noir , nous aurons ço==(p^ . Si, au contraire, cette l igne rencontre le
corps noir deux ou plus ieurs fois, nous aurons c p o = = o . Remarquons
ma in t enan t que nous pouvons regarder <po comme représentant P u n e
quelconque des composantes u, p, w du déplacement du point o, et
nous pour rons énoncer de la manière suivante la proposi t ion que nous
venons de démontrer : dans le premier des deux cas que nous venons
d ' indiquer , le mouvemen t l u m i n e u x au point o est le même que si le
corps noi r n 'existait pas; dans le second cas, le point o se trouve dans
une complète obscurité. Cette proposition nous m o n t r e que le corps
noir porte u n e ombre, que la lumière se propage rectilignement en
rayons que l 'on peut regarder comme indépendants les uns des autres.

5. Dans le numéro précédent, nous avons fait usage d 'un théorème
énoncé au commencement du n° 3. En énonçant ce théorème, nous
avons I n d i q u é certaines condi t ions sans lesquelles il n'est p lus exact.
Lorsque ces cond i t i ons ne sont pas remplies , les conséquences que
nous venons de dédui re du théorème ne sont plus vraies. Alors se pro-
duisent des phénomènes de diffraction^

Concevons un point lumineux i entouré par un écran complè tement
noir percé d 'une ouverture. Nous appellerons bord de l 'ouver ture la
ligne de contact de la su r face du corps qui forme l'écran avec un cône
issu du point i et circonscrit à cette surface. Cette ligne partage la sur-
face de l'écran en deux régions, une région intérieure et une région
extérieure-

Désignons par s une surface limitée au hord de l 'ouverture et for-
m a n t , soit avec la surface interné de l 'écran, soit avec la surface
externe, une surface fermée qui entoure le point l umineux .
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Supposons que le point o occupe une position quelconque extér ieure
à ces deux surfaces fermées. Alors, en vertu de l ' équat ion f i s ) , des
hypothèses relatives aux corps noirs, des équa t ions (32) et (33),
enfin en vertu de l 'équation (10), nous aurons

(34) , 47T9o=f^^

en en tendan t que, pour former la fonction US qui figure dans cette éga-
li té , on remplacera ç par c/. L'intégration s'étend à la surface s.

Les phénomènes de diffraction ne peuvent se présenter que dans les
deux cas suivants : ou bien la quan t i t é T\ + ̂ o ̂  constante à un infi-
niment petit près pour une portion f in ie de la surface.? ou de son con-
tour , ou bien la l igne droite qui joint les points i et o passe in f in iment
près du contour de la surface <?.

Fresnèl a observé les phénomènes qui se produisent aux divers
points de l'axe d'une ouver tu re circulaire ou d 'un écran circulaire, le
point l u m i n e u x appartenant lui-même à cet axe. Les deux quan t i t és r,
et ro étaient alors sensiblement constantes pour tous les points du con-
tour , et, par conséquent, il en était de même de r, -h /'o.

Dans les phénomènes que Fresnèl a nommés phénomènes de diffrac-
tion, par exemple dans les franges qui se produisent près du bord de
l 'ombre d'un écran, la ligne qui j o i n t les points ï et o passe i n f i n i m e n t
près du contour de la surface s.

Fraunhofe ra é tud ié une autre classe de phénomènes de diffraction.
Considérons seulement le cas où ces phénomènes so-nt produits, sans
le secours d 'aucune len t i l le , sur un tableau in f in iment éloigné au
moyen d 'un point l u m i n e u x inf in iment éloigné. Dans ce cas, r\+r\)
est sensiblement constant pour tous les points de l 'ouverture.

Cherchons quelle est, dans ce cas, la valeur de l ' intensi té lumineuse
au point o. Dans ce but, posons tout d'abord, conformément à F éga-
l i t é (3),

I fî\ t\
(35) q/=--cos27r y — ^ •

f\ \ À JL /

La quant i té û prend alors la valeur donnée par l'égalité (i3). Les
deux termes dont se compose cette quan t i l é , grâce à l'infinie petitesse
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de 'X, ne sont pas du même ordre de grandeur, à moins que la quan t i t é

àr^ ôr^
5N"~ M

ne soit infiniment peti te; il est inutile de considérer ici ce cas parti-
culier.

D'après ce que nous venons de dire, l 'équation (34) donne

i F i fàr^ àro\ . /^i-t-^o ^\ /^^J^^^^j^^^^^^.

Pour éviter les longueurs, supposons que la surface s soit plane et
que ses dimensions soient assez petites par rapport à r^ et à r\ pou r
que, toutes les fois que r^ et r\ ou bien leurs dérivées par rapport à N
figurent autrement que comme argument d 'un sinus, on puisse les
regarder comme des constantes; supposons, en même temps, que les
lignes f\ forment des angles in f in iment petits avec les prolongemems
des lignes /\. Nous aurons alors

àro —^ àr!
•d:N "" dN

et

9o=ï——Êfsin^r^^--U^
^ r . /,. -4-
mj^^-T.^/•o ()NJ ——-\ i -T ,

Supposons maintenant que l 'on généralise l'expression de G/ par la
méthode que nous avons indiquée pour passer de l 'égalité (3) à l'éga-
lité (4). Nous aurons alors

W ^c.s,^-4)An,,,(Ç-^),

D et D' é tant des quantités qui dépendent de la direction du rayon
allant du point lumineux i au point de coordonnées oc, y, z. Cette éga-
lité conduira à la suivante

^T^^f'^^-^-^f^'^-v)''']-
I) et D' ayant la même signification que dans l'égalité précédente,

Nous pouvons maintenant supposer que y désigne l'une quelconque
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des composantes u, y , w du déplacement. Faisons cette supposition, et
remplaçons D et D' par A et A' si ç représente u, par B et B' si <p repré-
sente v, par C et C si ç représente w. Dès lors, d'après la défini t ion
donnée au n° 1 pour l 'unité d'intensité, l ' intensité de la lumière en u n
point de l 'ouverture diffringente a pour valeur

—, (A2^ A'2-4- B2-!- B72-}- C2-}- C72).
2 /"^

Désignons celte intensité par I, et posons

C-== f COS2TC-————°€lSf

C • r^ •+• rQ »S •=: 9 811127!:——.——~dS;

l ' in tens i té au point o aura pour valeur

IÎ.7I(^)'(C•+S•'•

Un grand nombre de mesures ont montré l'accord de cette formule
avec l 'expérience (1).

6. L'égalité que nous venons de démontrer suppose essentiellement
que les dimensions de l 'ouverture diffringenîe sont très grandes par
rapport à la longueur d'onde. Pour obtenir les spectres de diffraction,
on emploie souvent des réseaux dont les fentes ont seulement une lar-
geur d 'un petit nombre de longueurs d'onde. On ne saurait donc
regarder comme permise l 'application de l'égalité précédente à ces
réseaux (2), Cependant, les mesures auxquelles nous devons la con-
naissance des longueurs d'onde ont mont ré que l'emploi de cette éga-
lité donnai t avec une grande exacti tude la position des maxima de
lumière. Les considérations suivantes montrent comment ce fait peut
s'expliquer au moyen des hypothèses fondamentales qui ont été admises
par nous.

( 1 ) ^WrFiwiiLiciî, f^iedeinann's Âimcilen der Physik und Chemie, Band VI, p. 4^9«
(2) Voir FROXILÏCIÏ, îf'ieclemann's Ânncticn der Physik und ChemiCj Band VÏ, p. 430? et

Band XV, p. 692.



336 G. KrncrniOFF.
Considérons un réseau sur la nature duquel il nous est inu t i l e de

faire au.cune hypothèse; ce pourra être un réseau de fils ou un réseau
tracé sur noir de fumée, ou encore un réseau à traits de d i aman t . Sup-
posons que ce réseau soit placé dans l 'ouverture d'un écran plan formé
par un corps complètement noir. Supposons que cet écran s'étende
i n d é f i n i m e n t dans tous les sens. Désignons par ds un élément du plan
du réseau ou, pour parler d 'une manière plus précise, un élément d 'un
plan i n f in imen t voisin do réseau et s i tué du côté du réseau où se t rouve
le point o. Nous pouvons alors fa i re usage de l'égalité (9). Si l 'on sup-
pose que r\ soit in f in iment grand, cette égalité se s impl i f i e et devient

m- /Afd ^ . ^^ (^S)o ( z ) -"j ^ I.A ^ a ) ^ a w—•^—^1 ̂  _____________\_______ „ w / | //ç

a (W ()t J " *

Prenons le plan auquel appart ient l 'élément ds pour plan des xy d u
système de coordonnées. Supposons que l'axe des x soit perpendicu-
laire aux traits du réseau et que l 'origine soit au centre du réseau sup-
posé rectangulaire . Soit po ^a distance de l 'origine au p o i n t o. Soient
ao, p o » To l^s cosinus des angles que la droi te menée de l ' o r ig ine au
p o i n t o fait avec les axes coordonnés. Nous aurons

ro==:po—ao^—t6oj,

• ^° =yo et cis = clx dy.

On a ensuite
o ( i ) == A ces 2, TT Tp --h A/ sin 2 'TT ̂  5

/(Q^^l^B^cosaTr^^BsmâTT^

Ï 0^(1) 27TA/ t . 27rA . k
_ _J ^ ̂  — — cos 3 TT _ — ——— sin 2 7T ̂  ?
a àt /. 1 À 1

égalités dans lesquelles A, A', B, B' sont des fonctions de x et de y . En
reportant ces valeurs dans l'expression de ço et en choisissant conve-
nablement l'origine des temps, on trouve

F r [ n ( t ^o^-+-0oy\ ^/ - ( t ' ^o^ "-{- 0or\1 / ,(OQ-=: j C cos a TT 1 TF -h ——j^^ J -+- (7 sin % TT [ ,p 4- "J—•-—^ J ^r ^>'.
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Les quant i tés C et C'sont inversement proportionnelles à po; ce sont des
fonctions linéaires de -yo- Enf in , circonstance fort impor tante à remar-
quer, ce sont des fonctions linéaires et homogènes de A, A' et B, B^ à
coefficients indépendants de x et dey.

Supposons maintenant que la source de lumière soit un point lumi-
neux rejeté à l'infini dans la direction de l'axe des z négatifs. Dési-
gnons par 2b la longueur des traits, par 2.n leur nombre et par e la
d is tance de deux po in t s correspondants de deux traits consécutifs, la
largeur du réseau sera sue.

Supposons ensuite que les quantités A, A', B,B' et, par conséquent,
aussi les quantités C et G' soient liées à y de telle façon qu'elles demeu-
rent constantes, tandis que y varie de — & à •+- b et qu'elles s'annulent
lorsque y prend des valeurs situées en dehors de cet intervalle; sup-
posons qu'elles soient liées à x de telle façon que, x variant de ~ ne à
4- ne^ ces quantités soient des fonctions périodiques de x ayant pour
période <?, et qu'elles s 'annulent pour les autres valeurs de oc. Par suite
de ces hypothèses, nous aurons tout d'abord

(3^o
SmâTT:-^- ne^ / . ^ ^ v- ,

Q^————— 1 Ccos27r ^ -{- -—) -4-(ysmaTr p--4- —— }\dx^
po^ J-./^L V À / . \i À /J

À

^ étant infiniment petit par rapport à b, le facteur qui précède le signe
d'intégration sera in f in iment petit par rapport à b si Ro a une valeur
finie. Il aura, au contraire, une valeur finie si (3o est un infiniment
petit de l'ordre de - -

Sous le signe d'intégration, supposons que nous développions C et G'
suivant les sinus et cosinus des multiples de 2-7r:r- Nous aurons alors,
en désignant par h un nombre entier ou nul , à considérer les intégrales
de 1a forme

, 27r;r . I^OL^X y
ços/A—— sm —=:——dxe A- ne

et de la forme
P^ . , 27T^? 2'îïao^? yi s in /^——cos———dûs,

) e A«- /—ne-'—«e
Ann. de l'Éc. Norm, 38 Série. Tome III. — OCTOBRE 1886. 43
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qui sont égales à o, et les intégrales de la forme
/-» "<-'

J—iu'

, 2 7: .-.r 27rao^1 ycos// —— cos —r— dx
e A

et de la forme
F^ . , ;37r.'x' . â7r5Co.^" y
/ sm A —^— sin —^—— dx,

J^~n.. À À

qui ont respectivement pour valeur
/ h a\ . ( h À N

smaTr/^ - — — sin 2 TT ne - 4- —
\e À / \e ao,

/A ao\ II y.^
27: - — — 371 - 4" —V e \ \e A ,

et
( h ?. \ . /A ao'

Sin2'ÎT/^( -• — — Sin '2 71 /K? - •+ - -—
\e ao/ \^ À

/À a-A /// ao\2 ^ ( ^ _ ^ ° ) a^ - + — )v- À / v? À y
Ces expressions sont en général i n f i n imen t petites par rappor t à ne,

si l 'on regarde À conmie infiniment pet i t par rapport à ne', mais elles
deviennent finies dans le cas où

ao ± h^ '

est une quan t i t é in f in iment petite de l'ordre de —•
On peut supposer que la quant i té cp désigne l 'une quelconque des

cornposcmtes u, v, w du déplacement du point o. On voit alors que,
pour

ao=±:/î'-5 Po==ô,
c'

l ' intensité de la lumière aura une va leur inf iniment grande par rappor t
a l ' intensité de la lumière reçue en tou t autre point du champ. C'est
précisément ce que rexpérience a montré.

7. Les considérations que nous avons exposées permettent bien aisé-
ment de démontrer la loi de la réflexion des rayons lumineux. Opposons
un corps quelconque au po in t iumineux r - Pour simplifier, supposons
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que la sarface de ce corps soit recouverle par une couche (Tune sub-
stance noire laissant seulement une pet i te ouverture en regard du point
lumineux . Supposons, en outre, que l 'on ait choisi la forme géomé-
tr ique du corps de telle sorte que le rayon réfléchi, tel que le fournit .
l 'expérience, ne rencontre pas une seconde fois la surface du corps.
Supposons enf in , comme dans ce qu i précède, que la quant i té o' se
rapporte au mouvement qui existerait dans le mi l ieu si le corps étranger
ne s'y trouvait pas.

Commençons par admettre que la quant i té o'soit représentée par
l 'équat ion (35). On satisfera alors aux conditions à remplir en posant :

r° Pour la partie de la surface du corps qui est mise à n u ,

_ , àoi à^'
y,_^ dN'^dN7

et, par conséquent, d'après l'égalité (3o),

c ( ' î\ £-}-y\ç,.==^cosa7r(^--^,

f}o/. à î [ î\ t -+• y\
^=~^^COS27<I—-r7)^

égalités d'où l'on dédui t
/ c //! t -^r y \

9==? •+• ^ - coSâTr^y— —ir'-)-

à^ ÔQ' à î /'/î t-+- y\À = m " ̂  T: ̂ ^(y - -i-J;
1° Pour tous les points de la surface noircie'en lesquels celle-ci est

rencontrée pour la première fois par une ligne issue du point î ,
(JO à^'G = = c p ? m^im-

3° Enfin, pour tous les autres po in t s de la surface noircie,

à^0=0? é^0'
D'après les égalités (u) et ( r^) , la quant i té don t la valeur de 90

dans le cas actuel surpasse la valeur que prendrait la même quant i té 90
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si la surface tout entière du corps étranger étai t noircie est la somme
des deux intégrales

I Ç C / I àf\ ï ^/•o\ ( T\ -I- /•o t \ ,
—— _;— a ———— 1 —— wr T- — —— j çOS 3 7T ( ———ï——— —" 7.7 / fiS47rJ r i r o V i d N / • o ^ N / \ À l /

et
/ o ^ J C c ( ^r\ àf\)\ . / ' / ' i+/ 'o ^ + y\ y(87) — — / —— — 4--— smaTT ———- — ——L \ eu,' â A j / • i / -o \ ( )N dN / \ À T y

L'intégration s'étend à la por t ion de surface mise à nu, portion que
nous appellerons la surface s ( ^ ) ; À étant infiniment petit, si l 'on sup-
pose le po in t o situé a une distance finie de la surface, on pourra né-
gliger la première intégrale devant la seconde. La différence qui existe
ent re les deux valeurs de cpo ^t donc représentée par l ' in tégra le (37).

Il en est encore de même si ç', au lieu d'être représenté par r'é^a-
lité (35), est représenté par l 'égalité (36); seules, les valeurs de c et
de y sont différentes. L'intégrale (37) a la forme de l'intégrale C i q ) .
Les raisonnements relatifs à celte dernière intégrale m o n t r e n t que l ' inté-
grale (37) s 'annule en général. L'intégrale (19) ne s ' annule pas lorsque
la surface .? est traversée par la ligne qui j o i n t les points ï et o; mais
l ' intégrale (37) s 'annule encore dans ce cas; car, au p o i n t de ren-
contre de la ligne et de la surface, on a

àr_ ôr\
Im^lm . ô.

L'intégrale (87) ne peut donc différer de o que s'il existe sur la sur-
face s un point tel que les lignes joignant ce point au point o et au
point ï soient dans un même plan avec la normale à la surface en ce
point, et fassent avec cette normale des angles égaux. Ceci démontre
l'existence des rayons réfléchis et donne leur direction ; toutefois, la loi
de la réflexion sera troublée par des phénomènes de diffraction si la
quanti té ^ + r^ est constante à un infimnnent petit près pour une por-

( 1 ) II serait facile de démontrer que, si le point o est situé sur la surface ou dans son
voisinage, cette expression redonne bien les valeurs de y et de —|-qiio nous avons admises.
Toutefois, nous passerons cette démonstrationsous silence*
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tion finie de la surface s ou de son contour, ou bien encore si le point o
se trouve au voisinage immédiat de la surface qui l imite le faisceau de
rayons rétiéchis.

La loi que nous venons de démontrer détermine les directions des
rayons réfléchis. On peut en dédui re les propriétés géométriques d'un
faisceau de rayons émis par un point lumineux et réfléchis sur une
surface courbe; mais, en outre, les calculs exposés au n° 3 permet-
tent de reconnaître comment l 'intensité et la phase du mouvement lu-
mineux varient d'un p o i n t a un autre le long d'un rayon d'un semblable
faisceau.

La partie de la quan t i t é ©o qui correspond à la lumière réfléchie,
c'est-à-dire l'expression (3y), est donnée par l'une des égalités (24),
(sS) ou (26), pourvu que l'on pose dans ces expressions

r ^ K
(jr == —,

PO

K désignant une quanti té indépendante de po. Il résulte de là que, le
long d'un rayon réfléchi, l ' intensité varie avec po de manière à rester
inversement proportionnelle à la valeur absolue de

P^F-l^â.

D'après les égalités (27) et (22), cette dernière expression peut
s'écrire

( ^11PO+ ̂ ll) (^22po+ ^2) —— (^2PO+ ^12)%

les quantités b et c étant indépendantes de po, et les quantités c véri-
fiant les égalités

Cn= •KI— v^),

Ci2=—-|-aoi3o»

^= i(r-^).

En égalant l'expression précédente à zéro, on obtient une équation
du second degré en po dont les racines sont toujours réelles. Nous les
désignerons par/ et/a. L'intensité est alors inversement proportion-
nelle à la valeur absolue de

( P O — / 1 ) ( P O — / 2 ) *
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L'intensité est. i n f in i e aux pointspo ==/^ et po ===/2.Ces deux points soni
Ses foyers du rayon.

Quan t à ce qui concerne la phase, il faut remarquer que, d'après les
expressions (2/1), (25) et (26), cette phase varie brusquement de ^
au moment où le point o traverse l 'un des foyers.

I I est à peine nécessaire d'observer que la réfraction de la lumière
peu t donner lieu à une étude analogue à celle que nous avons fa i te sur
la réflexion,


