KRONECKER
Sur la multiplication complexe des fonctions elliptiques

Annales scientifiques de I’E.N.S. 1" série, tome 3 (1866), p. 295-302
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1866_1_3_ 295 0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1866, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1866_1_3__295_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

~ SUR LA MULTIPLICATION COMPLEXE

DES- - -

FONCTIONS BLLIPTIQUES,

Pin M. KRONECKER.

( Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 26 juin 1862, p. 363.)

Travuir par M. HOUEL,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE BORDEAUX.

Dans le cours de mes recherches sur les fonctions elliptiques pour lesquelles a
lieu la multiplication complexe, j’ai été conduit par le sujet méme a étudier prin-
cipalement les propriétés arithmétiques des modules correspondants, pour appro-
fondir Ia nature de ces remarquables irrationnelles numériques. J’ai pu m’appuyer,
dans ce travail, sur une théorie nouvelle et générale des formes décomposables,
dont je m’étais occupé peu de temps auparavant au point de vue le plus étendu
possible, et dont j’ai retiré tous les avantages que j’en attendais dans 'application
a la question particuliere qui nous occupe. Comme j’ai déja annoncé, au mois de
juillet de 'année derniere, les résultats des recherches en question, et que cepen-
dant les travaux algébriques qui m’absorbent en ce moment ne me permettront pas,
sans doute, d’ici & quelque temps, de développer devant I’Académie ces recherches
dans toute leur étendue, je vais communiquer aujourd’hui quelques-uns de ces
résultats, dont le sens et la portée pourront étre compris sans de plus amples
explications.

Jai déja indiqué, dans le Compte rendu d’octobre 1857 (7). quelques propriétés
de V'équation dont les racines sont les divers modules pour lesquels a lieu une

multiplication des fonctions elliptiques par y — n. J'y ai mentionné ce fait, que

(*) Une traduction de cette Note a été insérée dans le Journal de M. Liouville, ¢ série, t. 1il, p. 265.
(Note du traducteur.)
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296 SUR LA MULTIPLICATION COMPLEXE

cette équation se décompose en facteurs correspondants aux divers ordres de
formes quadratiques qui appartiennent au déterminant — »n, et que le facteur qui
répond & I'ordre proprement primitif est décomposable & son tour en six facteurs,
de degrés égaux, dont les coefficients ne renferment que des nombres entiers avec
le radical vz, et dont le degré commun est précisément égal au nombre total des
classes de formes proprement primitives de déterminant — n. L'étude spéciale de
ces équations partielles fournit encore une décomposition ultéricure de ces équa-
tions en d’autres, qui correspondent i chacune des espéces de formes quadratiques:
et, par la, la division des classes en genres, déja si importante pour la pure théorie
des nombres (Disquis. arithm., art. 227 ), se trouve encore appelée, de la maniere
la plus surprenante, & jouer son role dans une autre branche des Mathématiques,
qui appartient aussi bien 2 'Algebre qu'a PAnalyse. Le but principal de la pré-
sente Note est d’expliquer brievement le caractere essentiel de cette décomposition
des équations.

Soient ~ un nombre posmﬁmpau’ plus grand que 3, et N le nombre des classes
de formes proprement primitives de déterminant — n. Dounons, de plus, aux
lettres z et ¢ la signification qu’elles ont habituellement dans la théorie des fone-
tions elliptiques, et posons »*> =£. Il y a 6N valeurs différentes de £, pour les-
quelles la multiplication complexe par — r a lieu, et qui correspondent i I'ordre
proprement primitif des formes quadratiques de déterminant — n. Ces valeurs se
partagent en trois groupes de 2N chacun, les valears d’un méme groupe étant
racines d’une seule et méme équation & coefficients numériques rationnels; et si,
dans les trois équations correspondantes, de degré 2N, on rend tous les coefficients
entiers, alors, dans U'une d’elles, le premier et le dernier coefficient seront égaux
tous les deux & l'unité, tandis que, dans 'une des deux autres équations, le premier
coefficient étant 1, le dermer sera une puissance de 2, U'inverse ayant-lieu pour la
troisieme. £équation. L’une de ces Lroxs équations a pour racine la valeur connue
de % qui répond & _

q= e"" 48
Soient maintenant p,, pa, ps.i.., p, les divers facteurs premlers du nomhre .
L’ equatlon cn questlon, de degré 2N, se decomposera, par I mtroductlon de VP

VPareoos \/p,, en 2’ {.xcteurs, dont, chacun sera du degrc ,
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égal au nombre ou au double du nombre des formes quadratiques de déterminant
— n, contenues dans un genre. Dans le second de ces deux ecas, pour chaque valeur
de % que donne I'équation, clle admet aussi la racine 1 — £; de sorte qu’il existe
des équations en £(1r — %), dont le degré est encore égal & une fois le nombre des
classes appartenant & un genre. On peut donc formuler notre résultat comme il
suit :

Les modules singuliers pour lesquels a liew la multiplication complexe par \ — n
sont déterminés par des équations en k ow en k(1 — k), suivant que n est =3 ou == 1
par rapport aw module (; les coefficients de ces équations sont formés rationnellement
au moyen des racines carrées des divers factewrs premiers de n, et leur degré est préci-
sément égal au nombre des classes de formes proprement primitives, de détermi-
nant — n, appartenant ¢ un seul et méme genre.

Cette nouvelle décomposition des équations d’ott dépendent ces modules singu-
liers des fonctions elliptiques n’est pas seulement de la plus haute importance par
la lumiere qu’elle jette sur la nature de ces modules eux-mémes, mais encore elle
complete les applications, que j'ai rappelées plus haut, de la théorie des fonctions
elliptiques aux formes quadratiques, les théoremes arithmétiques relatifs a la divi-
sion en genres devant étre tirés désormais des recherches analytiques en question.
Il existe, en effet, une dépendance mutuelle parfaite entre ces équations partielles
et les diverses especes de formes quadratiques, de telle sorte qu'a chaque genre
correspond une équation partielle déterminée, et & chaque classe de formes qua-
dratiques renfermée dans ce genre, une racine déterminée de cette équation. Au
genre principal, par exemple, correspond I'équation partielle qui admet pour

—
—T\n

racine la valeur de £ ou de 4(r—7%) relative & g =e , et 'on en déduit les
équations partielles correspondantes aux autres genres, en changeant, d’apres les
caracteres propres & ces genres, les signes des racines carrées de p,, pas--.. p,. qui
entrent dans les coefficients. I faut observer cependant que, pour n=/4m + 3, il
n’existe point de caractere suivant le module 4, et que par suite, dans ce cas, il
manque une détermination pour les changements de signes. Cette détermination se
trouve remplacée par cette regle, que le changement de + 7 en — /2 doit se
faire en méme temps que celui de Z en 1 — Z. On obtient d'ailleurs des résultats
tout & fait analogues pour les valeurs paires de n, et afin d’éclaircir par quelques
exemples la décomposition des équations pour les diverses sortes de valeurs

n==r1, 2, 3, mod. 4,

je donnerai ici les déterminations relatives aux modules qui correspondent a.la -

multlpllcatlon complexe par y — n. Jai choisi & dessein, pour n, des valeurs des
natures les plus diverses, parmi lesquelles il se trouve aussi bien des nombres pre-
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miers que des nombres composés, et, parmi ces derniers, des nombres contenant un
facteur carré. ;

1()

mod. 4.

Pour n =6, fr== f‘x - \/5}? '1'/1 -+ \/; -+ v"a}’,

4° =3, mod. 4

Pour - n =15, 9 (2k —1)= 3 (7 =5},
n == 39, 2’(2:’:‘—!)+7‘\/3»F “';_3‘\)(2/,——-1‘1%21(5-%3\/;‘3):0

n=63, 2 (2h—12+8{7y3 +9vy7) ) (2h —1) + /3 (15543 +109y7) =o.
2V n=a, mod.ﬁ.

Pour ne=b8, Gkt )= {2+ VB
n==13,  Gh(v—=k)== (18 +B5 13,
memer, 4h(i—k) - (8437 ”3\/3*w7)
S35, Ghi—h) =64 37,
noofg, 2w -4 (- 4y7) Var ;-x"~o, . :
n=105, 4hk(x— k)= (3a—ay) \5 -f—qoz—f—ib,:& +4y+ /+x>ar)+31;3}/)’.

2, 8, y désignant respectivement les racines carrées des trois facteurs premiers
de 105, cest-d-dire v3,v5, y7. Dans la valeur de 4, donnée pour n =21, le
signe -+ de \ 3 et le signe — de 7 correspondent au genre pnnupa] c’est-a-dire
ala d(*lermmanon =1 dans la mlatlon ’

el en général, pour les quatre valeurs-de (1 — k), les déterminations des signes
3 ' e

de y 3et de V7 se déduisent ICbpeLU\ cment dcs signes de [eﬂendre ( ) (fz), en
deugmnt par V3 1a valeur positive et p‘w V7 la valeur négative. De méme;, pour
n =105, on mettra, dans Uexpression de £ (1 — £), pour «, f3, 7, les valeurs néga-
tives de v3, v5, v, si Uon veut avoir la valeur de cette expression correspondante

a a = 1. En désignant ces valeurs négatives pav o', ', 7/, on devra pr(-ndrc d]OK’S,
pour un nombre quelcongue a, TS
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Dans les cas de n =21, 37, 105, le calcul des valeurs des modules par les mé-
thodes algébriques ne serait guere praticable. Jai obtenu ces valeurs par une tout
autre marche, apres avoir préalablement trouvé la forme du résultat par la théorie.
La décomposition des équations, que j’ai exposée ci-dessus, fournit un moven
d’arriver aux valeurs des modules par un caleul assez simple, surtout lorsque le
nombre des classes appartenant & un méme genre n'est pas (rop considérable.

- . I
Ainsi, dans le cas de » = 21, par exemple, des quatre valeurs de —logg, connues
i -

d priori, J'ai tiré les valeurs correspondantes de 2z#, calculées aveec un petit
nombre de décimales seulement; jai identifié ces valeurs, d’aprés ce que nous
venons de voir, avec une expression de la forme

|

A=BY3I=Cy-==DY

lJ

1,

et j'en ai conclu facilement les valeurs, en nombres entiers, de A, B, C, D. La
nouvelle méthode que j'indique ici pour le calcul des modules pour lesquels a'lieu
la division complexe, et des coefficients des équations d’ou dépendent ces modules,
peut encore s’appliquer pratiquement & des valeurs de » plus grandes que 105;
je me propose de faire construire, par ce moyen, un tableau pour les nombres con-
séeutifsn=r1, 2, 3,..., et de prolonger ce tableau aussi loin qué possible.

Une des questions les plus difficiles qui se soie'n; présentées & moi au sujet de
ces mémes équations particlles est celle qui est relative i leur irréductibilité. Pour
des valeurs particulieres du nombre r, Uirréductibilité de ces équations est facile
a établir; mais _pojn' arriver & une démonstration générale de cette propriété, les
méthodes connues et employées jusqu’a présent ne suffisent plus. Cela tient & une
circonstance tout i fait singulivre qui se rencontre dans les équations en question,
et qui prouve encore une fois, comme je I'ai souvent répété, que les progres de
I’Algebre et de ses méthodes ont toujours pour occasion des questions relatives a
des équations fournies par les autres branches des Mathématiques, et, si je puis
m’exprimer ainsi, ils sont causés par la diversité des phénomenes algébriques que
présente I'Analyse dans ses développements successifs.

Les méthodes par lesquelles on a démontré jusqu’ici U'irréductibilité des equa-
tions & coefficients numérigues s’appuient presque toutes sur la nature des facteurs
premiers essentiels contenus dans le diseriminant. Mais les discriminants des équa-
tions partielles d’oi dépendent les modules: eorrespondants a la multiplication
pary— n ne contiennent, & ‘quelgues exceptions pres, aucuns nombres premiers
comme facteurs essentiels, mais seulement des unités. Ce n’est, il est vrai, que par
induction que j'ai trouvé cette propriété remarquable de ces équations, et je n’ai
pu encore la démontrer généralement; mais ce que je venais de constater suffisait
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déjx pour me faire renoncer & 'emploi des méthodes ordinaires, et-pour me faire

rechercher d’autres moyens de démonstration pour irréductibilité- des équations
en question. Iy suis effectivement parvenu, apres avoir déterminé, a I'aide des
principes de Dirichlet, le nombre de classes des nombres complexes formés avec
ces modules. Par cette méthode, ce n’est plus, comme dans les cas habituels, au
commencement, mais seulement i la fin de la théorie arithmétique, que se trouve
démontrée l'irréductibilité de 'équation qui sert de point de départ, et Uon obtient
en méme temps la démonstration de cette autre proposition, liée. étroitement i la
précédente, que toute forme quadratique proprement primitive de déterminant
négatif peut représenter une infinité de nombres premiers.

La théorie des nombres complexes dont je viens de parler, et dont j"ai achevé de
traiter la plus grande partie, renferme, comme cas particulier, la théorie des formes
quadratiques i coefficients complexes, @ + &y — n, et ainsi, entre autres résultats,
se trouve rétabli ce qui, selon toute probabilité, devait former le contenu de la
seconde partie, non publiée, du Mémoire de Dirichlet sur les nombres a + b y'— 1
(Journal de Crelle, t. XXIV). Cette théorie des nombres complexes renferme encore,
comme autre cas particulier, la théorie des nombres formés par 'extraction de la
-acine carrée des nombres entiers. Je ne saurais entrer dans plus de détails sur les
résultats arithmétiques obtenus, sans m’écarter du but de cette courte Note; mais je
ne puis passer sous silence une conséquence algebrigue que 'on tire de la décompo-
sition des équations en £ et en % (¢ — %), indiquée plus haut. L’affection des équations
particlles, dont les coefficients renferment les racines carrées des divers facteurs
premiers de 7, a, pour toute valeur du nombre n, une relation trés-simple avec la
régularité du déterminant correspondant, relation que, dans ma Note d’octobre 1857,
je w'ai pu indiquer que pour le cas oli 2 est un nombre premier. Le nombre des
différentes périodes des racines est précisément égal a 'exposant de l'irrégularité,
et I'équation partielle elle-méme, dans le cas out le déterminant — n est régulier,
devient une équation abélienne, en ce sens que les fonctions cycliques de ses
racines sont des fonctions rationnelles de V—1 et des racines carrées des divers
facteurs premiers du nombre n. On apercoit ici quelle est encore, sous ce nouveau
point de vue, la signification de la décomposition ultérieure des. équations qui
déterminaient primitivement ces modules singuliers des fonctions elllpthues el je

vais maintenant, pour terminer, mdlquel’ brxevement la méthode qui m’a condui
i ce re:ultat et dont la découverte m'a présenté assez de dxfhcultes.

Le principe que j’ai appliqué est celui-la méme qui m’avait déja servi A scpaxu'
tes modules d’apres 1es différents déterminants des formes quadratiques correspon-
dantes, et & ctabhr weneralemcnt les équations de degre N menuonnees ci-dessus,

dont les wefﬁczcnts ne renferment que y'7, et dont Jes. racmes sont toutes expri-
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mables en fonctions rationnelles d’une seule d’entre elles et de coefficients entiers
de la forme a <+ &7, Dans I’équation

ok =o,

a laquelle satisfont les divers multiplicateurs de la transformation du n" ordre,
et dont les coefficients sont des fonctigns de nombres entiers et de »* = %, rem-
placons le multiplicateur p par la valeur y'n. Comme I'équation modulan’e de Ia

transformation du ném ordr e,
(X,x2)=o,

devient, par la substitution de la valeur 3> =1 — »2, I'équation
Yt —k,k)=o,

qui donne les valeurs de % pour lesquelles a lieu la multiplication par y— n, le
facteur commun aux deux fonctions ¢ (yr,%) et ¢ (1 — &, %) contiendra précisé-
ment les valeurs de £ pour lesquelles le multiplicateur est ¢gal a y7. Toules ces
quantités £ sont donc liées entre elles par une -équation-dont les coefficients ren-
ferment y7, et non-seulement on isole, de cette maniere, les valeurs de % corres-
pondantes aux formes quadratiques de déterminant — n, mais encore on sépare
Pune de Pautre, pour » == 3, mod. 4, les deux espices de couples de modules com-
plémentaires, et pour n==1, mod. 4, les deux esptces de modules pour lesquelles
les formes quadratiques corrmpondantcs se dlStlI]"lleIlt entre elles par leur carac-
tere relatif au nombre 4. -

Pour parvenir h la séparation générale des genres, et par suite 4 celle des
formes quadratiques de caractére opposé par rapport d un nombre premier p, fac-
teur den, il s’agissait maintenant d’établir une équation en £, dont les coefficients
continssent la racine carrée de p, et cela de telle manitre que le signe de cette
racine fut déterminé ‘pér‘ le caractere des formes correspondantes aux diverses
valeurs de £ Pour obtenir une semblable équation, on ‘fera usage des considéra-
tions suivantes. En désignant par p un nombre premier impair, et par A un
des modules qui se déduisent de % par une transformation d’ordre p, et posant
de plus w?*=k, 2* = [, il “existe, comme on sait, entre / et %, une équation de
degré p 41, 4 cocfficients numériques entiers. La racine carrée du discriminant de
cette équation est; comme on ‘le voit aisément, une fonction de £ & coefﬁcmnt@
entiers, multxphee par y= p, oll T'on doit” prendre le signe superleur ou le qwnc
inférieur, suivant que T'on ap=1ou= 3, mod. 4. D’apres cela, pour I’ équation
de degré p, dont les racines sont p des modules transformés, savoir, Iy, Li..., bp—1
et dont les coefficiénts sont des fonctions rationnelles du (p + 1)*™ module trans-

Arnales scientifiques de ! Ecole Normale supéricure. Tome Il [lO
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formé ' et de %, la racine carrée du discriminant, abstraction faite du fac-
teur | = p, deviendra une fonction rationnelle de £ et de 7/, de sorte qu'il existe
une relation de la forme

M(L—L)=VEp.flk,0).

Si lon prend pour la valeur de % une de celles pour lesquelles a lieu la multiplica-
tion complexc par y — 7, et que l'on ait =0, mod. p, alors, parmi les p +1
valeurs de /, il y en aura une, et une seule, qui fera également partie de ces mémes
valeurs. En la désignant par 7', I’ pourra étre mise sous la forme d’une fonction
rationnelle de 4 et de y 7, et I'équation en Z,, /..., f,_, sera telle, que ses coefti-
cients contiendront rationnellement les seules quantités & et \ n. Cette équation
est maintenant, dans le sens relatif, une équation abélienne, comme cela ressort
immédiatement de ce qui a été dit plus haut, en ayant égard a ce que les racines

donnent en méme temps des valeurs du module pour la multiplication pary — np2.
Donc chacun des= (p — 1) produits
2
(l lm) (l ——lm-—i-l) . ( lp—\ - [m—l)

est une fonction rationnelle des quantités %, yn ety — 1. De [ résulte aussi, en
sappuyant sur la forme du discriminant indiquée plus haut, une équation en £
dont les coefficients, outre yn et y—1, contiennenty = p, et, en 'étudiant de plus
pres, onreconnait que la méme équation continue de subsister pour toutes les va-
leurs de % correspondantes & la multiplication par y — =, de telle sorte toutefois
que, pour la moitié de ces valeurs, il faut changer le signe du produitII, et par
suite celui dey= p. Ce changement lui-méme dépend du caractere par rapport i p
de la forme relative au module correspondant, si bien que, pour les valeurs de £
auxquelles répond un méme caractere des formes corrélatives de déterminant — r,
il faut conserver & y= p le méme signe, et, pour les autres valeurs, remplacer ce
signe par son opposé. Alors il ne reste plus qu'a faire voir, par des considérations
simples, que la racine carrée de — 1 disparait des coefficients de I'équation en £,
pour en conclure la forme que nous avons indiquée pour les équations partielles
(ui représentent séparément chaque genre de formes quadratiques. Le développe-
ment spécial de la méthode en question est seulement rendu un peu long par la
nécessité ot l'on est, pour démontrer la vérité de ’équation, d’employer la compo-
sition des formes quadratiques pour toutes Jes valeurs de £ ou pour la moitié de ces
valeurs. Cependant la théorie de la multiplication complexe fournit pour cet objet

quelques points de vue simples et nouveaux, comme je le Fu"u voir dans la suite,

en exposant complétement cette théorie. = :



