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SUR LA MULTIPLICATION COMPLEXE

f:OfCT;IO!NS.-EL-LiPTI.((UES,
PAR M. RRONECKÉR.

( Monntshericht der Âkademîe der Wissenscliafien zu. Berlin^ 26 juin î86î,, p. 363.)

T R A D U I T PAR M. HOUEL,
P R O F E S S E U R A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE B O R D E A U X .

Dans le cours de mes recherches sur les fonctions elliptiques pour lesquelles a
lieu la multiplication complexe, j'ai été conduit par le sujet même à étudier prin-
cipalement les propriétés arithmétiques des modules correspondants, pour appro-
fondir la nature de ces remarquables irrationnelles numériques. J'ai pu m'appuyer,
dans ce travail, sur une théorie nouvelle et générale des formes décomposables,
don t je m'étais occupé peu de temps auparavant au point de vue le plus étendu
possible, et dont j 'ai retiré tous les avantages que j 'en attendais dans l 'application
à la question particulière qui nous occupe. Comme j 'ai déjà annoncé, au mois de
j u i l î e t de l 'année dernière, les résultais des recherches,en question, et que cepen-
dant les travaux algébriques qui m'absorbent en ce moment ne me pennettroût pas,
sans doute, d'ici à quelque temps, de développer devant l 'Académie ces recherches
dans toute leur étendue, je vais communiquer aujourd 'hui quelques-uns de ces
résultats, dont le sens et la portée pourront être compris sans de plus amples
explications.

J'ai déjà indiqué, dans le Compte rendu d'octobre 1857 (" ) , quelques propriétés
de l'équation dont les racines sont les divers modules pour lesquels a lieu une
multiplication des fonctions elliptiques par y — n . J'y ai mentionné ce fait, que

Une traduction de cette Note a été insérée dans le Journal de M. LfowiUe,, 2e série, t. iïi, p. 265.
(Noie du traducteur.}
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cette'équation, se, décompose -eu , facteurs:11 correspondants aux .divers'1-ordres de
formes .quadratiques <]m,appartienmit1 au-déterminaîït. — riy el qiie.le/'facteur .qui
répond'àj'ordî'e1 'proprement, primitif est'décornpôsable à^oti tour e-n six facteurs,
de degrés ..égaux::,''dô.iit'ies .coefficients ne renferment que'des nombres-entiers avec-
le radical y R,''^ dentée degré coiiimuii est ̂ précisément égal' au nombre total des
classes de formes proprement primitives de déterminant — n. L'élude spéciale de
ces équations•.••,.pal.îltielles:f()lll^.ûilt encore une décomposition'"ûlté rieure de-ces équa-
tiôîis en 'd'Âiit.l'ês»: quï1 CQrrcspondeïit1 à .chacune dles'<?.?p^^•de''lforille's quadrâticines ;•
et, par'là^ la. divisiQîi des.cla.sses •en.1 genres, déjà'si'iffîportante.1 pour1 la pure théorie'
des nombres ^.Disyuis. arithm., art.'ââTJ, se„.troluve'e^corllêl'lappellé'e;,l"de la nnantère
!a,plir.s''sij.rpreB'â'iite, .à .jouer .son rôle dans1 une 'aut.re.braûche 'd'-es Matliéma tiques1,
( ju i appartient aussi bien à l'Algèbre qu'à t'Analyse. Le ibjit "principal dé la pré-
sente Note est d'expliquer brièvesïient le caractère essentiel11 de-'cette 'décoîiipositiôEi
des.équatio.ns...:.:. ,,.".fl:•... • : - . ; . : . . . . 1 . ..' . ' - 1- '1 1 ^ • • 1 , •-1 - 1 : • : ! : . : 1 ' 1 1 . 1 • • - : 1 1 1 1 -1 1 ; ; 1 • 1 1 : 1 1 1 1 1 1 1 ; 1 ' ' • ' 1 1 ' 1 1 '

Soieût: n-w ûômbre\:p;ositif impair, .plus; grand-que 3, et. N1 le^noiYibre des -classes
d.e f ormes ;,proprem^tit... primitives de déterm'iûant1 ' :—n: .Dormoiis,, ' , d . e plus, a'ux
lettres •z et.^/la.'significâtïo.n qu'elles ont. habituellement dans-lâ. -tliéôrie des'tbnc--
tiôiis elliptiques,1.: et:1 posoil^ x2 ,== .k\ .11-..y a' 6.Nlvaleurâ..(^iftereïl.tél6 de /^pôur les-
quelles ••la Tiiultiptication, complexe par \j—^•a-îieu, et^lui-correspoiident,' à l^ordre
proprement .primitif, des •.•formes quadratiques de dé te rminan t— r^ Ces 'valeurs1 se
partagent en trois:.'groupes'de 2iN' clïacuth-l.es valeurs-d'un^î'nêffîe groupe •.éiaiït
racines .d'une seule et. .même 'équation .à.'coèffîcients IIîuîllêriq lue's• lrat lionî :sels; : et si,'
dans les trois équations coîTespOûdantes,'<3e, degré- aN, .ÔB 'rend'îous tes coefficients
entiers^, alors^.dan's Vune d'elles., le,premier,et le deroier c'Qefficie.nt.seront^éga'ux'-1

tous les.deux à. l'unité, ..tandis, q-ae,, dans l'une des deux: .autres. .^quatioiis,:.le,p.reiBi:er-
coeffici<3nt étant i.,, ,1e d.eriiie.r se.ral^^3.ne,.puissa•nlce,de 2^;l^.iIlyeî'se,^aya.ût:ldb
troisièiBe,,,équ.atio.n,..,.L'une.. .de- ces .trois équations1 à. pou:ï*i;;râcit|'0,)la îV^loitr.i.coîîït.ue
de A-, q,ui-répond a , ^ _ . , . , ^ • , ^ - , ,-:-;,- :.1 , , . : . . ; , , i i , , - , : 1 1 , • , i , . . , : . . . ' . 1 . • 1 ; . ; • 1 . . ; : 1 . - . •yi^'il••...^•"i^i• .'.J,.' ^.i-:^.-:.; ....^.^..e11.,

,/^".1', " . " , . , . , './:'',,-',:-,'11,.':1';•.\\,''^^ :..-l^:=::,•e~7r^., . 1 , , : , 1 . ; - 1 , : . : . . , : 1 : ' . 1 . 1 ^ ..iro/^^.;:'1--,-::!:..11^-.^ ..„.:,.1-•,;1.;::1:1.:

So'ient"llllmlamfenarit 'l:pl:.^IJ02,l''p31,::.'./py'ilé^ premîets' 'dû nombre, n.
Lîéq'ûlâtl"OQil"lén question1,, de ̂ .degré' 2N, se décomposera^par;rmtro.d,uçt,i,pn^le V/^..,,
^/j?3,.. . , ^p^ •en^.2v^façteurs^,.doRi.chac^.n ^e.ra.du.dpgï'é . • • ^ ^ ' • . ( ^ ^ r - ^ r ' ^ ^ , ^ } ï .-t^.-^-j,1-11 .1

/ I \ y — l. . ; , . . ,4-)... N. ...-1.,,
\9j

Lé'dégre' dë'cîïàctin'e tffe-'cês" é^liations 'partielles ..sera" (îonc, "suivant que 'T'on, aura

.;„•.—1 .;:„,f:l,,-.-.li.-'-l^•ll-;ltr,:,.:, ̂  ;-,,,,',rfi ^^^.-•.^.^^.-•o^'i^/ïy'^^^ ^'^f.^'in/y.ilii sc.Irj1 ^'•.)I p^^'^^
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égal'au nombre •011 .au, double du -nombre, dés formes quadratiques- de.-dêterminîmt
—•n, contenues, dans un genre.-'Dans le second de-.ces.deLixcâs/'poiir chaque valeur
de k que donne,l'équation, .elle admet aussi ici. racine .r---A.;' d.e'"sorte qu'il existe
des; équations en:: A (,ï -—A), dont le degré est encore, égal A im'e'fbis1 le' .nom.bi'e .des
classes appartenant, à. un genre. On peut donc •formuler notre résultat comm'e il
suit1 : . . . ' 1 1 1 ^ 1 , , 1 . , • ^ . ^ ; , . , ' , , 1 ^ 1 . ,'• , :.̂ ...,,,,; , , -1 -,, , 1 1 : .

- Les modules singuliers pour'lesquels .a lieu. la. multiplication -complexe . par-y— n
sont déterminés .par des équations en k ou. en' /£ ( î;— k')^. suivant que n.est .^°) ou -EÈE i
par rapport au. module^. 4 ;. les coefficients de ces équations: sont/ormes" rationnellement
cw moyen des racines carrées, des ^ divers facteurs -'-p'rem iers. de. n', et. le'ur^degré : est préci-
sément , égal au1' nombre : .des .classes .cîe. formes -.proprement-, /mmitwes,.. de détermi-
nant — îï., appartenant' à un seul et même .g'enre....... .,. .: . : ; : . - 1 1 .' .^ , '

: Cette nouvelle décomposition, des équations d'où .d-ép^ndent ces modules singu-
liers des fonctions elliptiques n'est pas seulement de ta plus haute impOTtance'-pay
la lumière' qu'elle jette sur la nature de, ces modules; eux-mêmes,- niais- encore eile
complète les applications, que j'ai;,rappelées plus-haut,; de . l a ' théorie des ^fon-ctious
elliptiques aux fonïies quadratiques,1 les :théo,rèffîes arittiffî-'étiques' relatifs à la11 divi-
sion, en genres devant être tirés désormais des recheTches^a'Haiytiques.eïi question.
Il existe, en,effet, .unedépendance mutuelle parfaite,.eûtre ces équations: partielles
et les diverses espèces, de formes quadratiques, .de-telle" sorte qu'à 'chaque .genre'
correspond une, équatiop' partielle déterminée, e t -à .chaque, classe de for m'es. qua-
dratiques •renfermée, dans. ce genre, •une racine déter.m::i née de cette •équa lion.1 Au
genre principal, .par,,exejBple,,1 CôrrespODd - l'équation-., partielle ••qui -•admet -pour
racine-la valeur de ' k ••ou àë k[i-—• k) '••relative1'- a-^ ^•^"""^"^et rorren dëduitles
équati om ^partielles jCorrespoiidaBtes- aux' autres1 genres, 'en'changeant,"d'après les
câraclë^es:prop^es.l"à;l."Ges genres', les signes •des Taeines carré'es de p, ̂ 2,..., p ^ , •qui
entrent-dans •les coefficients, ir faut observer'cepeûdant que, pour n^^^m^-'Ï,^
n'existe point de caractère suivant le module 4, et que par suite, dans ce'cas, il
manque une détermination pour les changements de signes. Cette détermination se
trouve remplacée par cette règle,.que le, changement de -+- ^n en, —.v^.do'itse1.:
faire en même temps.que celai de k en ,i — /£.,.. On obtient d'ailleurs desjesult-ats.
tout à ̂ it analogues pour les valeurs paires de n, 'ef afin' d'éclaircir par quelques
exemples la décomposition (les équations1 pour tes diverses sortes de valeurs

j^=s=i, 2, 3, ( fnod. 4?

je donnerai ici les, déterminations relatives, au.,^ .roodules.q.m cQrr.eapônde^.t^J^
multiplication' complexe par V"1" .̂ J'ai choisi à desseiny pour n, des valeurs des
natures les plus diverses, parmi lesquelles' il se-trouve'-aussi bien des nombres pré-
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roiers. que..des nombres 'composés, .et, parmi ces, derniers, des.ûo'm-bres.-'coîit.eû.an.t un
facteur c a r r é . , , . , ; , , .. . ; - 1 ; . ; : ; 1 ' , . ' 1 1 -:,'.'.:,,:1 . '• : , 1 1 1;; .;1'.1':. . : 1 : : : 1 • : . ' 1 ; ; ' 1 :1::.1,rl 1 1 1 - ' 1 1 •':i••:•:i•: • ^ ^ • : ' . ,

•i0' n==^ !1 mod. 4- 1 .' " 1 1 . 1 1 " 1 - ' , / . . ^ .. . - . . . , ^ . , - • . . . . ; 1 - • 1 1 [ 11

..PO.UT11 -nr-Ô,' 1 .^=:(î -t- ^J31'!' r-r-V^-^- ^}%" '1 1 1 : 1 • : 1 1 1 1 • 1 1 : • 1 • 1 1 " 1 1 ' 1 1 " - 1 1 - i : i l 1 1 / i l ' ''''

^ • - 1 1 ' 1 7? '̂ ..r 10, , - k ̂  (î -4- V^ )'' (.3 '4"V 10 J 2 . " 1 ' • 1 1 •" 1 " " ' ' ' '• ' 1 1 1 1

::;° n^3, "mod. 4. , :- , ^ , , . , , , . . „ . . • ,, , . - ! - , — , . ;

:£onr :̂ :̂r:r,i:5,'-^1 :-5>â(.2Â-—•' ' l t= l lv /347 •^V 5 ) 1 » ' 1 1 1 - ' 1 • i - 1 1 • • 1 1 ; 1 1 1 1 1 1 1 - 1 ' ; 1 - 1 ' 1 ' 1 1 1 1 ; : 1 1 1 1 - 1 - 1 - 1 — ' - 1 ' 1 ' - 1 - 1 1 1 - - 1 • 1 1" • 1 1 1 iil • 1 - 1 • • 1 1

n -= 3c), s7 ( 2/f - i)2 -4- ^ v/3•(74-lll:21V^) (2^"- ï)- ' 21Ï t5 ^- 'SV^'J ̂  o.

/Î—.63, a ^ a / » — î ) 2 4-& . (7V^-9v / "7 ' ) ( 2 / ^ — 1 ) — v3 fi55 v'S-+-109 ̂ ) == o.

3° 72 .̂:.: î , mod. 4- - •

.Poui1. .7^.'^•15,. '^.^-(î.—.Â-j^C-a^^ô.)2,- • : , . -1'.'1,, ' - . . .' .--.11.:1•-•. , ^ 1 - : 1 1 , " • • • 1 • : 1 1 ' - 1 l l l i l i " 1 1 : ' 1 i ^ 1 1 •
l,^l,,:•:,lrt.l—..^3,l-:l.'..l 4^•(1111--^}l:-^^811^•-^li^••l)2^ ^^ :( :1:: ' ; : 1 1 1 — ; : 1 : • • ' 1 : 1 ' - 1 1 : 1 1 1 1 1 : 1 : ; " 1 ' • ' : ' : 1 1 ' • 1 / : 1 • 1 1 ; - 1 ^ 1 ' • 1 1 ' • 1 : 1 " 1 1 1 1 ; 1

' 1 ^ 1 : 1 ^n-^^ ; 1 4Â• l(T- l^) l lr.± (B :4-•3V^^;f3v /511--1121V^)^••• l '•'\"; l l 11" '/1:1 ' "11: ';1 , ; ,/, . \:
1 ' 1 • 1 1 " 1 : • ' 1 " /?•::-::,37'/ll'4^1(îl-F)^T6'14-V^^^^ .. .—- . 1 ^ ^ ^ , , ^ ^ ^ -

n :•-•: 4.9, 2^-i-4^ (^î.^'A .̂7.) t/>l>;/:4•~,^l:::::lloîl 1 i ' 1,..': •- : :. •^1 1 1 ^ - 1 : ' 1 1 : - ; -,•„:. 1 1 , . - 1 '
" I I J \,' • 1 /2 ^105^ 4^{i - , ^ )^ (3a— ay^^1'-}--^^ -l-.i6i3 +^4:y^^7^--h^aiâ -4-3^^);,,, .

^, •S, y •désignant respectiverioent •les1 Tacines 'carréè's •d;esl•l"'lt^ois;l•ll facteurs premiers
<îe i'o'S,' (î'est-à-dire V'S, v S ^ V ? * Dân^'-la va te ï ï r^ -dc ^,; ' 'donri le
iïo-ne — '(l le' 'v3"elle' ' ;si lgîle l ' l— de 'vT'1 correspondent au: genre-pî-mcipal^.c'est-a-dire
à^ l â ' c î é t e rmina l iona ' ^ i / dans ' i a r e l a^^^ ' " , ' :....1:.' -- . „ . , , l . ^ - r , „ / - ; : . . • - , - -;•

. „ ., ' : . . ' - . , - - . . . . . i 1 - 1 , , ' , - ^ ' ^ - -v '— 2 1 ' ^ : . , 1 1 . ^ 1 ^ :^^ ' . 1 ^^
• 1 1 ; • ; • : 1 • 1 1 1 1 ; • - ; : 1 - - 1 1 1 1 1 ' 1 ; ' 1 : ' 1 ' ; : ' : ' 1 1 " 1 1 : : 1 1 1 1 1 , . 1 - , 1 1 \:"" ^!0^^,^-—-^——51^, ,,^^ .^, ^ . ^^^^^ ,,.,,__,, ,,^ ,,.,

t>l:;eIï••g?éral, poisries1 quatre valeurs-•de-i::(1'--^.,A)•/•1es: d
de V3 et de v7,se dedl^se^tl':^especlfivemeIltl"(les' signes ̂ de^Legendm^^ en
,.désigaânt,yar,V3Ja/valeur,positi,vG:_etpar^3^^ .pOT.r
n .==..:-,ip5, w jEYï.etfcra,,.,dans-,l':expTessipnd^i,{;1, — ^^^ôiip1,^,,:^ y^lç.s^Yator&û.éga-
t^ves,•(3fâ lV3r,:;v5•,^7.^^^^
à,.-a:-=-i:-. En-Aésigaa.ntGes Yaleura^égâtivçs^par.a^^'^^^o
.,p,a,W^P nôïlûb-nêiqiieIçaBgae^ay,;^/,:; ; r 1 ; : ^ , , , - o ::.:;: •:,-;. ;::.̂  <^rn; ,^^l;!ï:ll.:lr..::::l•;ao c": ::.;;;:••! s ̂  f;1'::.^^^^'-

...L;.::.''̂ ,:.-.̂ !)''.̂ ^^)^-
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-••lïam'tes'ca's àe^^^ ,'Sj,^o6^e calcul -dès valeurs'' dés modules par-les- mé-
thodes algébriques ne serait guère praticable. J'ai obtenu ces valeurs'par une tout
autre marche, après avoir préalablement trouvé la forme du résultat par iîUhéorie.
La décomposition des équations, que j 'ai exposée ci-dessus, "fournit un moyen
d'arriver aux valeurs des modules par 'u;n calcul ^assex, simple, surtout lorsque .te
nombre des classes appartenant à un même genre "n'est pas trop considérable.
Ainsi, dans le cas de n == 2 î , par exemple, des quatre valeurs de -1-. logç?, connues

à priori, j 'ai tiré les valeurs correspondantes de a-/.-/.', calculées avec un, petit
nombre de décimales seulement; j'ai identifié •ces valeurs,, d'après ce que nous
venons de voir, avec une expression de la.foroie,; , . . :

1 1 ! AdrB^drCvï^.DvST,1

et j'en ai conclu facilement les valeurs, en nombres entiers, de A, B, C, D. La
nouvelle méthode que j 'indique ici pour le calcul des modules pour lesquels a'lieu
la division complexe, et des coefficients des équations d'où dépendent ces modules,
peut encore s'appliquer pratiquement à,dès-valeurs de n plus", grandesque io5;
je me propose de faire construire, par ce moyen, un tableau pour les nombres con-
sécutifs n == r , 3, 3,..., et de prolonger ce.tableau aussi loin que possible.

Une des questions les plus difficiles 'qui 'se soient présentées à morau sujet de
ces mêmes équatioris l lpa lrtielleâ : est celle 'qui1 est relative'a 'leur irréductibilité. Pour
des valeurs pardculières.du nombre ^,, l'irréductibilité d-e ces-équations: est facile
à établir; imis^pour arriver à u.ne^. démonstration générale de cette propriété, les
méthodes connues et employées jusqu'à présent ne sufflsent'plus. Cela tient à .une
circonstance'tout" à tait singulière qui se rencontre dans les'équations en question,
et qui proute encore une fois, comme je l 'ai souvent répété, que ' les progrès de
l'Algèbre et de ses méthodes ont toujours pour occasion des questions relatives à
des équations fournies par les autres branches des Mathématiques^ et, si je puis
jn!expnnfî.e r, ainsi, _i l . s , sont, ca.usés,,par la-diversité des-phén.omèûes.â'igébri-q-ues^'-qifô
présente l'Analyse dans ses développements successifs. , .

Les.mëtKodés"'pâr ltes lque llles"OIl ; a 'démontré' jusqu'ici ' ' 'rirreduclibilité des équa-
tion's à'eô^ffici^nts-iiiiïïîé^ique^ s'appùiènt-prësqlrë-to^tés'suT'la'nature des'facteurs
pram€îîs:'mentie!,@ conteîâ^s-daîis le disCî^Hîinâût-^IMaisde-s-d'îscrilmTOâûts des équâ-
^ipp^^partiçlles^d'-Qà.-depeBdfiQt.'des ..module'si correspondants à /'la'- multiplication
par^----.nr..Q@:•^colQI-fci•€^nent,:' à llque1quës'';llê'x•céplri<)^s•'pî*ë's, •aucuns'Bo'mbres premiers
comme facteurs essentiels, mais seulement des unités. • Ce'-'n'est, il est vrai,; que par
induction que j'ai trouvé cette propriété, remarquable de ces équations, et je n'ai
pu encore là démontrer généralement; mais ce que je. venais de constater suffisait
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déjà pour- -me -laire renoncep -a l'e-ffîploi • des méthodes •ordinaires, et'pôur- •me 'faire
rechercher d'autres moyens de démonstration poup.-l'irréductibilité-1 des -équatio-ns
eo question. J'y suis effectivement parvenu, après avoir déterminé, à l 'aide des
principes de Dirichlet, le nombre de classes des nombres complexes formés avec
ces modules., Par/cette, méthode,, ce. il'est-plus^cofflme^ dans,les^ cas •habituels, au
c.ômmeîicemen.t,, mais.seiilement- à la fin :-d.e. la' théorie, arithmétique,', que se trouve
démontrée l'iiTéductibilité de.. l'équation qui sert de^point^de.dépa.rt^.eti'oîi obtient
en même temps la démonstration de cette autre propositioû, liée^troiteroentà-la
précédente, que toute forme quadratique .•propremenl. primitive de déterminant
négatif peut représenter une infinité de nombres premiers.

La théorie des nom-bres compie'xes dont je viens 'de-parleryetdontj 'a i achevé de
traiter la plus grande partie, renferme, comme cas particulier, la théorie des formes
quadratiques à coefficients complexes, a + b \j— n, et ainsi, entre autres résultats,
se trouve rétabli ; ce qui, selon-toute probabilité, devait former le contenu, de la
seconde partie, non publiée, du Mémoire11 d.e Dirichlet sur les nombres •a -r- b v — i
f Journal de Crelle, t. XXIV). Cette théorie des nombres.complexes renferme encore,
comme autre, cas p'articulier,.la théorie des nombres- formés par l'extraction de la
racine carrée des nombres^ntiers. Je ne saurais entrer dans plus de détails sur les
résultats arithmétiques obtenus, sans m'écarfcer du but de cette courte Note ; mais je
ne puis passer sous silence une conséquence, algébrique qye l'on tire.de la décompo-
sition des équations eni et, enk ( r - K), ' indiquée plus haut.. 'L'affection des équations
partielles, dont les coefficients renferment les racines carrées, des, divers facteurs
j ) r e m i e r s d e 7 î , a, pour toute valeur du nombre n, une relation trës-simple.avec la
régularité du déterminant correspondant,, relation que, dans ma iNote d'octobre î 857,
je n'ai .pu . indiquer'que.pour le cas où n est un nombre premier.; le nombre des
différentes périodes des racines est précisément1 égal, à. l'exposanrde l'irrégularité,
et. l'équation partielle elle-même,, dans le-cas où le détermina nt — n , est régulier,
devient une équation'abélieune,1 en 'ce sens que ^les ; fonctions .cycliques de,ses
racines.. .sont-des ,fonctions ..rationnelles de:V--i. ^t.des^racmes ̂ carrées, des divers
facteurs, pr-emiers du nombre n.. On aperçoit ici quelle est.eiicore, spus.çe^ûpuv.eau
point1 , de, vue.,, -la., •signification, de... la^ décomposition,, ultérieure^ d.es-équatioB.s qui
déterm.inaieût,primitivement,.ces:mo(iules,..smguliers^desfoac^ e.lliptiquçs;,et|.e
vais,.-maintenant,, pour .terminer, indiquer ,briè.Y.ementJa,.^.éthpde,qui m
a ce.résultat, .efc4ont.la...découverte,m'.a,présenté assez^de.d.iffi^të8-:.1'^,;,,;; :-,. . . , : i 1 , ,

Le principe,que l 'ai, appliqué est celui-là même, qui-îïl'avait,, déjà sema séparer
les' modules 'd'apres^es'difBrents'dëterminanf^ correspcm-
daîites, et à'établir généralement les equatïoas^ de^degré^ N,_ mentionnées ci-dessus,
dont, les coefficieDts.'ne renferment, qw ^.^^t'.clont^ies^râciaes^^
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maVes,eii,foiictiôns,'ra'tipnnelies,,d:''U!ie sçule ..d'entre,elles ;et, de coefficients^ entiers
de.-la/forme, a 4-.&^.:Dans,lîéqlla.t|oB . . ; . , . . , • . 1 , . . . . , : . 1 . . • : . • „ , : - - . ; . : 1 :, ; ,

'\ ^ ^ ^ ^ 1 ' l l i 1 ' 1 / _ 1 _ " ' ^ 1 ^ ^1 ^ _ " ;9 (^,^):=o, 1 1 1 ' 1 " 1 1 ' "' 1 ' 1 1 1 1 1 ' "; i l l i ' ^ 1 _ 1 • 1

à laquelle' satisfont 'les' di vers- -ffîultipliçatezirs -de 1-a transformation du"7^""" ordre,
et dont les' coefficients11-soïlt des- fonctions de inombres entiers-et de^x12 = ^, rem-
plaçons 'le multiplicateur- p -par ia1' valeur ~ ' \ / n . Comme r'éqimtîon modulaire de' la
transformation 'du 'n1^ ordre, 1 ; ' 1 . : : ' - 1 — 1 - - :1 • 1 • 1 .•—'. - 1 1 1 .

' : 1 1 1 ! 1 - 1 1 1 ' . — 1 1 . : ' 1 1 • : 1 . - ' " ^ 1 ' 1 : 1 ^ . . . ' . ' . 1 . ' 1 1 1 ; 1 ̂ -(l^^o, ' 1 1 1 ; 1 ' • • 1 1 1 1 ' - ^ ^ 1 : - - • 1 • . -

devientî.parlâsubstitutiûB^el^-vâ-leLirÀ2:^! —,K2,, ̂ 'équation • / • ^

1 1 1 1 • ; 1 1 ^ 1 : 1 1 / ' • 1 ^ 1 1 ^ - 1 ' 1 1 1 1 1 1 - 1 - • • 1 ' 1 1 ^^_^f,)^o, ' • 1 • : • • 1 • 1 ' 1 • 1 1 1 : 1 ' " 1 - 1 ' 1 1 • 1 1 1 1 1 ' 1 1 - 1 1

qui doiiiie .les valeuïs -de À-'pôur lesquelles- a .lieu la 'niiilliplicatioli par y' — .n, le
facteur conim-un.^aux ..deu-x1.... fon-ctiotis ^p ' - ( \ /%,A)- let ^ ( î - — k y - k . ) .contien-dra pré-cisé-
ment les ^al-eurs de ' & ,pouT : 'lesquelles -le- •multiplicateur est-égal à^v^-'Toules^es
quantités k'sont -donc liées- -eiïtre- elles par uîle-équlat.ioll•-doBt1:es •coefficients- ren-
ferment \/"7Zy' et1 non-seulement on" is'ôle, de" cette maiiieïe, les'valeurs1 de1 k corres-
pondante's' aux 'formés quadratiques "de'detêrïïlinaflt '—n, î^ais eûcore on sépare
l'une de'l'autre, p'oiir n"= S^mod. ^^'ies^'deu.x espèces'de" couples de "niodnies com-
plémentaires^ et pôlîï n =^"i"y inod."'4? -les deux espèces de nïo'dules pour lesquelles
les formes qiiâdraliques'coïTesporidantes se distinguent entre belles parleur carac-
tère relatif'au nombre 4-" .':"""" - - 1 - 1 - - - - 1 1 • • - 1 1 1 • •- - • 1 1 . ^

"Pour 'parvenir'à la" séparatioïl '"géîl'erale"' des' genres," et 'par' "s"uife""à "celle' des
iormes 'quadratiques "de -caractère 'opposé par rapport'à un" nombre premier p.'fac--
tear'dëX'1 il s'âgissafrffiàinten'ânt^d'éta'M équiïtioîï"'en^, do'nt-les coefficients
continsse nt la racine^ carrée "de" p , 'et cela dé telle 'manière que" le" signe de cette
racine fût ••déterminé'111 " 'par ' le ' caractère1'des formes correspondantes aux diverses
"valeurs -de-A.-'Pour oBteriir une ••semblable équation, 'on "fera' usage'des considéra-
ti'ôiis suivantes'. 'Èn^âésignant -par' p-"un nombre •premier- impair,-et par 'X' un
dés modules-'qui'' ^•"déduiseût-d'e'^ par'inie • transformatiowd' ordre p , et posant
de^plùs^K2-^^, t2 =•/; 41 'existe, ""comtoe-'^n'saif^'-entre^
degré ̂  4-'•î,fJài•coefficierits•:nûmériques•'eritiers^ racine carrée tlu discriminant' de
cette équation'est; comme' cnHe voifaîsémenf,' "une -fo'nctioTr'de î à-coefficients
entiers/muîïiplïêé .par V:±:p;'ou Ton doit"" prendre ' 1e "signe supérieur ^ ou' lé signe
i'ri'ferîéur,' suivanfque' ron'a "p =11 ou 'ESE'S, 'moâ.' 4-1" D'après "cela,,' pourTéquâtion
de degré' p/1 'dont lës';'raciné^lsODtlp'des'modules trarisfbrirsés, savoir, "4, ^ .. ' . , 'Ç-{ ?
et'dontïès -coefficiénts^sorif des' fonctions rîttionnéites'du (p 4- îy^module'trans-

A'finale•s sacnt'ifu/ues de l'Ecole Normciîe supérieure. Toine IÎÎ. 40
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formé V et de k, la racine carrée du discriminant, abstraction faite du fac-
teur \, rtp, deviendra une fonction rationnelle1 de k et de //, de sorte qu'il existe
une relation de la forme

, , .' . na.-4-}==vS?.y(^.^)- :; . \ ; •:
Si l'on prend pour la valeur de k une de celles pour lesquelles a lieu la multiplica-
tion complexe par y — ^ et que l'on ait ' H E E E O , mod. p, alors, parmi les p -r-1
valeurs de /, il y en aura une, et une seule, qui fera •également partie de ces mêmes
valeurs. En la désignant par l\ I1 pourra être mise1 sous la "forme d'une fonction
rationnelle de k et de \ïiy et Féquation en 4, / i , . . . , lp_.^ sera telle, €[ue ses coeffi-
cients contiendront rationnellement les seules quantités k et \n. Cette équation
est maintenani, dans le sens relatif, une équation abélienne, comme cela ressort.
immédiatement de ce qui a été dit plus haut, en ayant égard à ce que les racines
donnent en même temps des valeurs du module pour la multiplication par ^/— np2.

Donc chacun des- (p — i ) produits

(^~^).(:^——L4-.).. .(^.-^-«)

est une fonction rationnelle des quantités "k\ \ln et y — T . De là résulte aussi, en
s'appuyant sur la forme du discriminant indiquée plus haut, une équation en k
dont les coefficients, outre \/n et \ / — i , contiennent y ̂  p , et, en l 'étudiant de plus
près, on reconnaîl que la même équation continue de subsister pour toutes les va-
leurs de A'1 correspondantes à la multiplicatioû-par-V'—n, de •tel'le sorte toutefois
que, pour la moitié de ces valeurs, il faut changer'le signe du produil 11, et par
suite celui de ^ -^-p. Ce changement lui-même dépend^u caractère par rapport lip
de la forme relative 'au module correspondant, si bien-que, pour les valeurs de k
auxquelles'1 répond1 un mênîe caractère des formes coiTélativestle déterminant — n,
il faut conserver à v=t:ple même signe, et, pourles1 autres11 valeurs^ remplacer ce
signe par son opposé. Alors il ne reste plus qu'à faire'voir, 'par'des considérations
simples, que la racine carrée de:-— i disparaît des coefficients de l'équation en k,
pour en conclure la forme'que nous ' avons indiquée' pouï les équations partielles
qui représentent séparément chaque genre de formes quadratiques. Le développe-
ment'spécial de la 'méthode en question est seulement ren8u'1 un" peu long -par la
nécessité où l'on est, pour démontrer la vérité 'deTéquatTon, d'employer la' compo"
sition.des formes quadratiques pour.toutes les valeurs-dç.A ou pour, la moitié de ces
videurs. Cependant la théorie de l'aniultipitcation'eompitexe^^fô cet objet
quelques points xle vue simples et nouveaux, comme je le ferai voir dans la suite,
eir exposant complètement cétte'théo'ri'e'.''111;1 : l : a : l i l . : - . ^ . . . : 1 • ; ' • 1 1 1 - 1 . : : ' • 1 1 . 1 - . ' - : . .^1 •1117 ̂  cî i'-.. 1 " : ' • 1 • • . : • 1 1 : . 1 1 1 " 1 1 '


