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SUR. LES

FONCTIONS D’UNE VARIABLE"

ANALOGUES AUX

FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES,
Par M. E. GOURSAT,

MAITRE DE CONFERENCES A L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

Tous les géometres connaissent le beau Mémoire de Riemann surles
fonctions hypergéométriques. L’illustre auteur établit que ces fonctions
sont définies par leurs points de ramification et les exposants de dis-
continuité, entre lesquels doil exister une certaine relation. Les tra-
vaux de M. Fuchs sur la théorie des équations linéaires ont rendu ces
résultats immédiats et ont permis de les généraliser de différentes
facons. Mais toutes ces généralisations offrent & premiere vue quelque
chose d’arbitraire, qui tient & 'indétermination méme du probleme.
Si, en effet, on essaye d’étendre la définition de Riemann aux intégrales
d’équations linéaires d’un ordre supérieur au second ou ayant plus de
trois points critiques, on voit immédiatement que cette extension ne
peut se faire sans modification. Il faudra imposer aux intégrales, outre
les conditions de Riemann, des conditions nouvelles, et il est évident
qu’a priori rien n’empéche de les choisir d’une fagon tout a fait arbi-
traire, pourvu quele probleme devienne déterminé. Mais, sil’on se laisse
guider par les généralisations déja obtenues et par la théorie des inté-
grales régulieres de M. Fuchs, on est conduit & imposer aux intégrales
des conditions nouvelles d’une forme tres simple. Ces conditions con-
sistent, d’'une maniere générale, 4 supposer que, dans le domaine de
quelques-uns des points critiques, il existe plusieurs branches linéai-
rement indépendantes, telles que le quotient de deux d’entre elles est
uniforme dans ce domaine.

(1) Les principaux résultats de ce travail ont été résumés dans une Note présentée a
I'’Académie des Sciences (25 janvier 1886).



108 E. GOURSAT.

Le probleme se trouve alors décomposé en'deux autres. D'une part,
on a a calculer les solutions en nombres entiers et positifs de certaines
équations arithmétiques. Ces équations admettent deux systemes de so-
lutions connues qui correspondent aux fonctions de M. Pochammer
(Journal de Crelle, t. 71) et aux séries hypergéométriques d’ordre su-
périeur (Annales de I’ Ecole Normale, »¢ série, t. XIT). Mais ces deux
solutions ne sont en quelque sorte que les termes extrémes d’une série
indéfinie de solutions; ce qui montre que la question est loin d’élre
épuisée.

Connaissant un systeme de solutions des équations précédentes, la
détermination des coefficients de U'équation linéaire correspondante
exige des calculs algébriques, qui paraissent devoir étre en général
assez compliqués. En faisant une hypothese de plus, on est conduit a
un cas particulier intéressant (auquel on peut d’ailleurs ramener tous
les autres), ou les coefficients sont fournis par des équations du pre--
mier degré. 1l ya deux types d’équations de cette espece du troisieme
ordre, qui du reste sont bien connus. Iy en a six pour les équations
du quatrieme ordre, dont trois sont connus déja compliétement; un cas
particulier d’'un des autres types a été rencontré par M. Brioschi dans
sesrecherchessur la transformation du septieme ordre des fonctions el-
liptiques. '

Toutes ces équations jouissent d’une propriété importante. On peut,
par des calculs algébriques, déterminer les substitutions que subit un
systeme fondamental d’intégrales convenablement choisi quand on fait
décrire a la variable un contour fermé quelconque. Les coefficients de
ces substitutions sont des fonctions algébrigues des multiplicateurs des
intégrales dans le domaine des points critiques et ne dépendent pas
des points critiques eux-mémes. Dans les cas particuliers auxquels j’ai
appliqué la méthode, ces coefficients sont des fonctions rationnelles des
multiplicateurs. Le petit nombre d’équations linéaires pour lesquelles
on a pu résoudre effectivement ce probleme donne, il me semble,
quelque intérét a cette proposition. On en déduit un certain nombre
de conséquences, qu’il est bien facile d’apercevoir. A

Pour éviter toute ambiguité, je réserverai le nom de fonctions hy-
pergéométriquesd’ordre supérieur aux fonctions que j’ai étudiées dans
le travail déja cité (Annales de I’ Ecole Normale).
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1. Soit
D(y)=o

une équation linéaire & coelficients rationnels et & intégrales régu-
lires, ayant en tout p points singuliers, a,, a,, ..., a,_,, @,, y compris
le point & = o, que nous supposerons toujours un point véritable-
ment singulier, de sorte que I'on posera @,= o . La forme générale
de cette équation sera, comme on sait,

{ ) dm y dm—1 y
/) — i m . ol N\Tme—-1 R Ax) ——-
. | 2= [h(@)]" Zzm [ Fous(@) Ty
0
3 . dm—2y .
’ -+ I."!J(a')],"h_FQ(P—Q)(‘Z.) C-i_I,’T'); T l‘m(p—fg)(df)]: O,

ol
bir)=(z—a)(z—a)...(z—a)

et ol Fouo(2), «oos Frppos) (@) sont des polyndmes d’un degré marqué
par leur indice ou de degré moindre. Le nombre total de coefficients
arbitraires que contient I'équation la plus générale de cette espece,
quand on regarde les points critiques comme donnés, est donc égal &
. m(m—+1)

p—2-14o(pg—2)+1-+...+m(p—2)+1=(p—2 —— .

Considérons les diverses équations déterminantes fondamentales re-
latives aux poinls critiques a,, a,, ..., @, de 'équation (1), la somme
des racines de ces p équations ne dépend pas des coefficients de I'équa-
tion (1). On a en effetla relation snivante, qu’il est bien aisé d’établir,

mi{m—1)(p—2)
S .

L4

(2) r=

Il suit de Ia que de ces mp racines mg — 1 seulement peuvent étre
prises arbitrairement, et la derniere sera alors déterminée par la rela-
tion (2). La connaissance de ces mp — 1 racines entraine mg — 1
équations de condition bien connues entre les coefficients de I’équa-
tion (1), nombre inférieur au nombre total des coefficients des que 7
est supérieur & 2 ou p supérieur a 3. Supposons, pour prendre le cas
général, que, parmi les racines de chaque équation déterminante, il
n’y en ait pas deux dont la différence soit un nombre entier; les coeffi-
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.

cients de I'équation (1) étant choisis de facon a satisfaire aux condi-
tions précédentes, celte équation possédera bien, dans le domaine de
chacun des points critiques, 7 intégrales appartenant respectivement
aux exposants voulus. Mais, comme il reste encore un certain nombre
de coefficients arbitraires, on voit que, quand on se donne la forme
d’un systeme fondamental d’intégrales dans le domaine de chacun des
points critiques, cela ne suffit pas pour déterminer completement I’é-
quation ni par suite ses intégrales. Lesintégrales de I'équation linéaire
la plus générale d’ordre m ayant p points singuliers, de la forme écrite
plus haut, ne sont donc pas susceptibles d’une définition analogue &
celle de Riemann pour les fonctions hypergéométriques de Gauss.

2. Il est donc nécessaire, pour généraliser le probleme, d’imposer
aux intégrales de nouvelles conditions. On pourrait, par exemple, faire
intervenir les relations linéaires entre les différents systemes d’inté-
grales (voir RiEMANN, Gesammelte Werke, p. 357); mais les générali-
sations connues jusqu’ici reposent sur des principes tout différents,
que la théorie générale de M. Fuchs permet encore d’exposer tres sim-
plement. Supposons qu’une ou plusieurs des équations déterminantes
contiennent des groupes de racines, dont les différences mutuelles sont
des nombres entiers tous différents dezéro. Si on laisse aux coefficients
restés arbitraires toute leur indétermination, il s’introduira forcément
des termes logarithmiques dans le groupe d’intégrales correspondant;
et, si 'on veut faire disparaitre ces termes logarithmiques, on sera
amené & introduire de nouvelles équations de condition entre les coeffi-
cients. Pour plus de précision, soit # = « un point singulier quelconque
d’une équation linéaire analogue i I'équation (1) et

ry re=ng, r-n, ... I—n_q,

un groupe de A racines de équation déterminante relative a ce point,
ot ny, Ny, ..., m—, sont des nombres entiers positifs tous différents,
rangés par ordre de grandeur croissante ; admeltons en outre que, pour
une autre racine 7’ ne faisant pas partie du groupe, la différence ” — r
n’est jamais un nombre entier. Pour que I’équation proposée admette,
dans le domaine du point « =a, A intégrales linéairement distinctes de

[a forme
(z—a)y'P(z—a), (x—a)y+uP(zxz—a), ...,
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ol P(x — @), P,(x —a), ... désiguent des fonctions holomorphes dans
ce domaine ct différentes de zéro pour x = g, il faudra que les coeffi-
cients de I’équation proposée vérifient cn outre

MA—1)

2

équations de condition qui, joinles aux A relations qui expriment que
r,r—n, ..., r-+n_, sontracines de 'équation déterminante, don-

nent en tout
7\()\ -+ I’)
2

équations entre les coefficients de I’équation proposée. Sil’on pose

— p2ITr
W = e,

on voit que toutes les intégrales précédentes sont multipliées par le
facteur w lorsque la variable décrit un lacet dans Ie sens direct autour
du point = a; je dirai, pour abréger, que ces intégralcs ont le méme
multiplicateur. Ainsi I’existence d’un groupe de A intégrales ayant le
méme multiplicateur dans le domaine d’un point critique et apparte-
nant respectivement a des exposants déterminés entraine

A(h=+1)
2,

équations de condition entre les coefficients de I'équation (1).

En particulier, si 'on suppose A = m, toutes les intégrales auront,
dans les environs du point x = @, le méme multiplicateur, et ce point
ne sera qu’un point singulier apparent ou du moins on pourra le
ramener a étre (el par un changement bien connu de fonction. On peut
remarquer que I’existence de ce point singulier apparent exige

m(m—-1)
2

équations de condition et que le nombre des coefficients de I’équa-
tion (1) augmente d’autant lorsque le nombre des points critiques
augmente d’une unité. La présence d’un point singulier apparent
connu n'introduit par conséquent aucun nouveau paramelre.
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3. Cela posé, nous partagerons les racines de I’équation détermi-
nante, relative 3 un pointsingulier a;, en A, groupes, deux racines d’un
méme groupe ne différant que par un nombre entier, toujours diflé-
rent de zéro, et deux racines de deux groupes distincts ne différant
jamais d’un nombre entier. Supposons de plus que, dans chacun de ces
aroupes, il n’y ait pas deux racines égales, ct soient m\”, m?, ..., m}
les nombres respectifs de racines dans chacun d’eux.

Nous avons vu que les 72} intégrales correspondant aux racines du
premier groupe contiendront des termes logarithmiques, & moins que
m (m4 1)

2

les coefficients ne vérifient équations de condition, et de

méme pour chacun des autres groupes.
Si 'on applique ceci & tous les points critiques a,, a,, ..., a, de
I'équation (1), le nombre total des équations de condition sera
i=p ko=h; ) i
mi(m 41
2

s

i=1 h=1

car, en vertu de la relation (2), une des équations se trouve satisfaite
identiquement. Pour que I’équation (1) soitcompletement déterminée,
il faudra done que I'on ait

= k=

, m'P (m 41 (m 1) (p—2
{ ,;) _A._(__.L—!:_) —_ 1l =m .(__-t__)T(L_H,> -]

=113
2 2

i=1 k=1

a la relation (3) nous devrons joindre aussi les relations évidentes
Fe=yg

) mi=m (f=1,2,...,p).

k=1

4. Toute équation de laforme (1), qui est complelement déterminée
par la forme de ses intégrales dans le voisinage des points critiques,
correspond & un systeme de solutions en nombres entiers et positifs des
équations (3) et (4). Nous sommes ainsi conduits & rechercher en pre-
mier lieu tous les systemes de solutions de ces équations.

Je remarque d’abord qu’étant donnée une solution, on peut en dé-
duire une autre en changeant g en p -+ 1 et en posant mf*™ =m; cela
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revient a supposer que I’équation (1) posséde un point singulier de
plus et que ce point est un point singulier apparent. Comme on peut
répéter cette opération autant de fois qu’on le veut, on voit que de
toute solution des équations (3) et (4), on peut en déduire une infi-
nité. En d’autres termes, a toute équation de la forme (1) jouissant de
la propriété voulue, il correspond une infinité d’équations linéaires
jouissant de la méme propriété et ayant un nombre quelconque de
points singuliers apparents, outre les points critiques de la pre-
miere. Inversement, si I’on connait un systeme de solutions des équa-
tions (3) et (4), ot un ou plusieurs des nombres 7} soient égaux i m,
on peuten déduire un autre systeme de solutions ol tous les nombres
my, seront inférieurs & 7. On peut donc se borner & rechercher cessys-
temes de solutions; chaque suite, telle que m’, m, ..., m se compo-
sera au moins de deux nombres.

L’équation (3) peut s’écrire, en tenant compte des équations (4),
i=p k=N
E(m}f’)?—t— mp=2-+m(pm-p—am),
i—1 k=1

c’est-a-dire

i=p k=M
i=1 k=1

on peut encore la mettre sous la forme suivante :

i=p k=N

(6) 2 mﬂ—z(m}f’)2 =a(m2—1).

i=1 k=1

La somme X (m;)® aura sa plus grande valeur lorsque la suite des
nombres m’, mi, ..., my,seréduira 3 deux nombres, I'un égal am — 1,
Pautre & I'unité. On aura donc

S(mi)e2Emt—am+ 2,
et le premier membre de I'équation (6) sera au moins égal a
2p(m —r).
On aura, par conséquent,

2(m?—i1)Zap(m—1)
Ann, de I’Fc. Normale. 3¢ Série. Tome III, — Avri 1886. 12
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et, par suite,
pSm—+1.

Ainsi, pour une valeur donnée de m, le nombre des potnts critiques non
apparents ne pourra dépasser m + 1. Si cette limite est atteinte, on aura
pour chaque point singulierr, =m — 1, 7, =1, ¢’est-d-dirc que m — r
intégrales auront le méme multiplicateur dans le domaine de chaque
point critique. C’est & ce type que se rattachent les équations de M. Po-
chammer (Journal de Crelle, t.71), et nous verrons plus loin que toutes
les équations du méme type peuvent se ramener i celles-Ia.

On oblient encore une solution en prenant, quel que soit m,

[ J—

() ) = o
5 mP'=mM=...=m)} =1,

— (2) — 3y (2) — — (2) e
p=3{ mP=mP=.. . =mp =1,
mP=m —1, mP=1.

Yest & cette solution que se rattachent les séries hypergéométriques
d’ordre supérieur, et j’ai fait voir (loc. cit., p. 412) que toute autre équa-
tion du méme type pouvait se ramener 4 une équation hypergéomé-
trique; mais il est clair que nous n’avons la que des solutions tout &
fait particulitres du probleme.

L’équation (5), jointe & la condition p =m -1, montre ue, pour
une valeur donnée de m, il 0’y a qu’un nombre limité de systemes de
solutions, abstraction faite de ceux que I'on peut en déduire par le
procédé indiqué plus haut. La recherche de ces solutions nous amene
a considérer toutes les décompositions possibles en une somme de
carrés du nombre entier 2 + m?(p — 2), pourvu qu’elles soient com-
patibles avec les équations (4). Je laisse de coté pour le moment la
discussion de ce systeme, et je me borne & reproduire les solutions
pour m =3 et m = 4.

m=3.

mP =mP =m =1,
I p=3{ mP=mP =mP =1,
miP =2, m}) = 1;

(1) — ) — (81— (4) .—
mP=mP =mP=ml =2,

(II) p=14

m‘ﬁ”:: mP = m(;”—_:_' mi = 1.
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m = 4.
\ mP’'=m=m=mP =,
(D p:3? mP=mP=mP=mP =,
3) — (3) — .
mP =3, mP =r;
‘ mP=mP=m=m =1,
(1) o=3¢ mP=2, mP=mP =1,
(3) — 3)— 6 .
( mP=mP=2a;
(1) — (1 — 1) —
Sml =2, mMYV=m{ =,
() p=3{ m)=a, mP=mP =1,
( mP=a, mP =mP =1;
(1) — 1) —
[ m=3, mP=r,
. s mP=3, mP=r,
(l‘) PZ&'I (3) (31
. myi=29, my'=1,
mP=mP=m=m} =1;
(1) — 1) —
mit'=3, mP =1,
. miP =23, mP=r,
(V) =41 e —
( mP=m} =2,
) — ) g l6)
mit =2, mi!'=m{ =1;
(1) — — 1) e
( mP=3=m=1,
(2) — ppl2) —
mP=m? =9
; 1 2 %
(VD) P=h1 i
( m=mPl—=o,
W k) — o
m¥=m=o;
(1) — pg(2) — py(3) — ppylh) — 3)(5) — 1
(VI b—3 m=mP=mP=m* =mp =3,
' mP=mP=mP=mP =mP =1.

5. Supposons connu un systeme de solutions des équations (3)
et (4), et donnons-nous arbitrairement les points a,, a,, ..., a,_,
ainsi que les exposants de discontinuité, en supposant qu’on puisse les
partager en groupes, comme il a été expliqué plus haut, et qu’ils véri-
fient la relation (2). Pour que I’équation (1) admette dans le domaine
de chacun de ces points singuliers un systeme fondamental d’intégrales
appartenant aux exposants choisis et ne contenant pas de logarithmes,
les coefficients des polynomes F doivent satisfaire & des relations dont
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le nombre est précisément égal au nombre de ces coefficients, de sorte
que le probleme est déterminé.

Il est aisé de voir que les coefficients des polynomes F seront donnés
par des équations algébriques; mais la discussion de ces équations dans
le cas général parait trés compliquée, au moins si 'on veut 'aborder
par des méthodes directes. Dans ce qui suit, je considére un cas parti-
culierement intéressaut, ol les coefficients sont fournis par des équa-
tions linéaires dont la formation est trés simple. Je démontre plus loin,
du reste, que les autres cas ne sont pas essentiellement distincts de
celui-la.

Admettons que les racines de chacun des groupes relatifs & 'un
quelconque des points singuliers forment une progression arithmé-
tique ayant pour raison l'unité telle que r, r+1, ..., r+n—r1.
Cette hypothese exclut, comme I'on voit, I'existence de points singu-
liers apparents pour I’équation (1), car une transformation telle que
y = (o — a) u les ramenerait & des points ordinaires. Si la condition
précédente est satisfaite pour tous les points singuliers de I'équa-
tion (1), y compris le point & = o, nous allons voir que la détermina-
tion des coefficients se fera au moyen d’équations du premier degré. Je
m’appuierai pour cela sur le théoreme suivant, que j’ai démontré dans
le travail déjh cité (Annales de I Ecole Normale, 2¢ série, t. XII, p. 265).

Pour qu'une équation différentielle lindaire d’ordre m admeiie une in-
tégrale holomorphe dans le domaine du point a, . la valeur de cette
integrale et de ses p — 1 premicres derivdes pouvant étre prises arbitraire-
ment pour x = a, U faut et il suffit qu’elle soit de la forme

(= ayrr TF Q) (2 — ayrr S
(7) + (= @) Quue o (7) T
“+ Qu-p(2) ;l/%_% o+ Qu(2)y=o,
Qs Qo -+ ., Qy €ant des fonctions holomorphes de x dans le domaine du

point a, et quel équation
o(ry=(r—p)er—m-1)—Q(a)(r—p).(r—m-+ 2)...-—'(‘)'"—!’(4) =0

n’admeite pour racine aucun nombre entier positif supérieur @ p — 1.
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- Remarquons qu’une intégrale holomorphe dont la valeur est arbi-
traire, ainsi que celles de ses p — 1 premieres dérivées, pour x = a,
équivaut en réalité & p intégrales holomorphes linéairement distinctes
appartenant respectivement aux exposants o, 1, 2, ..., p — 1. L’équa-
tion ¢(r) = o n’est autre chose que I’équation déterminante fonda-
mentale relative au point # = a quand on a divisé le premier membre
par le produit 7(r—1)...(r — p+1). La seconde condition sera donc
satisfaite si cette équation n’admet pas d’autre racine entiere.

Pour qu’une équation-linéaire d’ordre m admette dans le domaine
du point @ une intégrale de la forme

(z— a)"P(z — a),

ol P(x — a) désigne une série convergente ordonnée suivant les puis-
sances croissantes de # — a, dont les p premiers coefficients sont
arbitraires, il faudra qu’en faisant la transformation-

y=(z—ayu,

'équation en « soit de la méme forme que I'équation (7). Cette
condition sera suffisante pourvu que ’équation déterminante rela-
tive au point @ n’ait pas d’autre racine faisant partie du groupe
r,r-+1,...,r+p—r. Si le point critique coincide avec le point

x = — = », on commencera par le ramener a l'origine en posant

“‘I"‘SIH
. 2

X =

6. Le probleme de Riemann généralisé pourra alors étre posé
comme il suit. Considérons un systeme de m fonctions ¥, ¥as -5 ¥m
d’une variable «, assujetties aux conditions suivantes:

1° Chacune de ces fonctions est holomorphe dans le voisimage de
toute valeur de x, sauf dans le voisinage des points a,, @,, ... a,_,, ;

2° Quand on fait décrire 4 la variable x un chemin fermé quelconque,
ne passant par aucun des points critiques, les valeurs finales de nos
fonctions sont liées aux valeurs initiales par des relations linéaires et
homogenes a coefficients constants ;

3° Dans le domaine du point singulier ¢;(i =1, 2, ..., o) on am
branches linéairement indépendantes qui se partagent en A; groupes,
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comprenant respectivement m!’, m{", ..., mj! fonctions. Les branches
du Féme groupe sont de la forme

y=(x— a)\ Pr(z — a;),

olt Py(a — a;) représente une série convergente ordonnée suivant les
puissances positives et croissantes de = — a;, les i) premiers coelfi-
)

cients pouvant étre pris arbitrairement; aucun des nombres 7' — r{!
n’est un nombre entier. Dans cet énoncé on devra remplacer @ — »

yar !
par —

4° Les nombres m{ vérifient les équations (3) et (4), et entre les
exposants 77 on a la relation

=ph=h (i () -
(9) [”IV) r‘,”—l— mi(miP —1) l _m(m—1)(p—2) )
< o 0

2 - 2
i=1 k=1

Il existe, en général, un systeme de fonctions y satisfaisant i ces con-
ditions, et ce systeme est unique, en ne regardant pas comme distincts
les systemes obtenus en prenant des combinaisons linéaires et homo-
genes des premieres fonctions.

Les fonctions ¥y, ¥s. -+, ¥m» si elles existent, forment évidemment
un systeme fondamental d’intégrales d’une équation linéaire d’ordre m
a coefficients rationnels de la forme (1r). Cette équation ne pourra
présenter comme points singuliers, outre les points a,, a,, ..., a,, que
des points singuliers apparents. Supposons qu’elle admette ¢ points
singuliers apparents; la somme des racines des équations délermi-

. N . , , . . m(m—r1)
nantes relatives & ces points sera forcément supérieure & g——- :

2

En désignant par ZR celle somme, on aura

m(m —r)

(ro) ER>¢q

2

La relation (2) nous donne alors

i=phk=h _

mbp(m§ — 1) _ m(m—1)(p—+q— 2)’
2 ] 2

(t1) ER+EE mfd rid <

i=1 k=1~
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relation incompatible avec la relation donnée (g) et I'inégalité (10).
On aura donec ¢ = o et I'équation cherchée sera exactement de la
forme (1).

Considérons d’abord un point singulier a; & distance finie; pour

qu’il existe dans le domaine de ce point un groupe de m{’ intégrales

G} . . .
de la forme (x — @) P,(x — «;), il faudra, comme on I'a vu tout &

@l ’ . .
’heure, qu’en posant ¥ = (@ — «;)"* ©, la nouvelle équation en z ait la
forme (7), ol p =m}. Or, quand on fait cette transformation dans’é-

quation (1), on obtient une équation de méme forme

dmu
dx™m

m—1
(19) ) () =[Y(@)] " T - [G@)P () T o Fifloa (@)= o,

ot Fyly, Fil)_ss ooy Fouly sont des polyndmes entiers en « d’un degré

marqué par leur indice, qui s’expriment linéairement au moyen des
polynomes F,_,, ..., Fppos) et de quantités connues. Il faudra donc

\ . o e . (i) N ;.
que F,\,_, (x) soit divisible par (x — a;)"«, le polynome précédent
ot L(1) ,
par (z —a)™~", ... et enfin F, nie par(z —a;). Il en résulte, pour

les coefficients de I’équation (1), un nombre de relations égal &
mP(m 1)
2

inconnus.

» et ces relations sont lindaires par rapport aux coefticients

. 1 1 .
Pour le point x = — = 9, 01 posera d’abord x = e les coefficients

de ’équation en ¢ sont des fonctions linéaires des coefficients de la
premiere, et la conclusion s’applique encore & ce cas.

Ainsi, si les équations (3), (4)et (9) sontvérifiées par les nombres
m et ry, les coefficients inconnus de I'équation (1) seront déterminés par
un systéme d’ équations linéaires en nombre égal & celut de ces coefficients.

7. Nous pouvons conclure de 1a qu’en général le probleme admettra
une solution et une seule; dans chaque cas particulier que 'on voudra
étudier, on pourra effectuer le calcal des coefficients sans étre jamais
arrété par la résolution d’une équation algébrique. Les seuls cas sin-
guliers que I’on pourra rencontrer sont ceux qui se présentent norma-
lement dans la résolution d’un systeme de n équations linéaires 2 un
nombre égal d’inconnues. 1l parait évident, d’apres la nature de la
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question, qu’il ne pourra y avoir indétermination, au moins si on
laisse aux paramétres restés arbitraires, tels que les ; etles 7y, toute
leur généralité. Mais il pourra y avoir incompatibilité. Je vais en
donner un exemple, qui nous fournira en méme temps une relation
d’inégalité importante que doivent vérifier les nombres . Soit M; le
plus grand des nombres m”, ..., m{’, et M,, M,, ..., M, les nombres
analogues pour les p points critiques. Supposons, ce que I'on peut tou-
jours faire, qu’aucun de ces nombres n’est inférieur 2 M, et posons

[=p~—1
N = 25 M};

i=1

les équations précédentes seront incompatibles toutes les fois que o
sera plus grand que m(p — 2). En effet, par une transformation déja
employée plusieurs fois, on pourra supposer que I'équation (1) admet
une intégrale holomorphe dans le domaine du point x = @;, Ia valeur
de cette intégrale et de ses M;— 1 premieres dérivées pouvant étre
prise arbitrairement pour « = «;. Le coefficient de y devra donc étre
i=p—1
divisible par le produit H (z — a;)", c'est-a-dire par un polynome
i=1
de degré orw. Comme ce coefficient est de degré m(p —2), il sera iden-
tiquement nal. Il suit de Ia que I’équation déterminante relative au
point «» devra admettre une racine nulle au moins et, si cette condi-
tion est remplie, I’équation (1) ne sera pas completement déterminée.
C’est ainsi que, parmi les solutions données plus baut pour les équa-
tions (3) et (4) dans le cas ot m =4, on devra exclure la qua-
trieme.

Si, pour un systeme de valeurs attribuées aux nombres m, p, m;’, les
équations (3) et (4) sont vérifiées et si les équations linéaires qui dé-
terminent les coefficients n’offrent ni incompatibilité ni indétermina-
tion, on aura un Zype d’équations linéaires d’ordre m ayant p points
critiques, analogue & 1’équation du second ordre qui admet pour inté-
grale la série hypergéométrique de Gauss. On aura dans ce type, comme
paramétres arbitraires, les p —1 points critiques a,, a,, ..., a,_, et les
exposants i assujettis d vérifier la relation (g) ; le nombre total de ces
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i=p
p—-1+27.,~—1.
i=1

On peut, sans diminuer la généralité, supposer a,= o, a, =1,
r'=o(i=1,2,...,p—1), ce qui diminue lenombre des arbitraires
de p + 1 unités. Le nombre total des parameires contenus dans ce (ype
sera donc égal &

parameétres sera donc

i=p

Zx,-_ 3,

i=1

ou au nombre des groupes d’intégrales diminué de trois unités. Je
remarque que les fonctions de M. Pochammer et les fonctions hyper-
géométriques d’ordresupérieur sont des intégralesd’équationslinéaires
qui constituent des types particuliers de cetle espece. Pour chacun
d’eux, le nombre des parametres arbitraires est am —r.

8. Pour en finir avec les généralités, je démontrerai maintenant une
propriété importante du groupe de ces équations. Supposons que ’on
ait obtenu un type d’équations, tel que ceux que nous venons de dé-
finir, et laissons aux parameétres qui entrent dans cette équation toute
lenr généralité, de sorte que 'on pourra écarter toute relation algé-
brique ou transcendante qui ne serait pas une conséquence des condi-
tions déja établies. En particulier, nous écarterons les cas singuliers
olt I'équation ne serait pas irréductible. Cela posé, je dis que la
recherche du groupe de I’équation se ramene a des calculs algébriques.
Pour fixer les idées, supposons tous les points singuliers de ’équation
a distance finie, de fagon que lintégrale générale soit uniforme et
continue dans le domaine du point « = <. Dans le voisinage du point
x =a; on a m intégrales linéairement distinctes y'", V', ..., ¥,
qui se partagent en A; groupes; les intégrales d’'un méme groupe sont
multipliées par le facteur

wif! = e V=T
lorsque & décrit un lacet dans le sens direct autour du point = «.
Par chaque point critique menons une coupure s’étendant jusqu’a I'in-

Ann. de '"Ec. Normale. 3¢ Série. Tome I1I. — AvriL 1886. 16
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fini, de fagon que deux de ces coupures ne se croisent pas entre elles;
toutes les intégrales y deviennent, grace h ces coupures, des fonctions
uniformes de la variable dans toute 'étendue du plan. Cela fait, entre
les psystemes d'intégrales, on a o —r systemes derelations linéaires et
homogenes que j’écris sous la forme suivante :

(1) — (0) 5 tE) (0 () (F) 0, 0) 3

‘3’1 = QY Gy e @ Yo
) — U0 g U)o D (D)

([3) _}’2 1 Y1 2.2 mYms (l:‘), ))""’P);

A1) e JU) D) L g o 0D) (£) A1)
( }I}l - ll .},l + ZQ .}/2 +’ N '+ 1"&.},"1’ /

le nombre total des coefficients constants @, b, ..., lest m*(g —1). Il
est évident que le groupe de ’équation ne dépend que de ces coeffi-
cients et des multiplicateurs .

Soit Y,, Y,, ..., Y, un groupe de = intégrales linéairement indé-
pendantes ayant un méme multiplicatear w dans le voisinage d’un
quelconque des points singuliers a. Sil’on pose

Y, =V 2+ V. ..+l Z,,
Y‘.’ - a(iz)zl -+ a(22)Z2 .- “(/L”Z/n

(r4)

Yn.: a‘{”Zl -+ a(:.’mzﬂ + - a(nl,nz-'n

ol les af sont des coefficients constants arbitraires dont le détermi-
nant est différentde zéro, il est clair que les » intégrales Z,, Z, ..., Z,
sont encore linéairement indépendantes et qu’elles auront le méme
multiplicateur dans le domaine du point « = « que les intégrales Y.
Concevons que P'on fasse une (ransformation semblable pour tous les
groupes d’intégrales de I’équation. Les relations (13) seront rempla-
cées par des relations de méme forme
st = A(xi)z(ln -+ A(2i)3(zi' . A£;2 s,
S S =B s + BY s . . 4 B s,

(1) e T (D) () (7)) =i (4) -0
"(m - Lx)‘1)+ Lzl ’“2‘_"—' - '+I-‘/n. S

(13) ?

intégrale 5} ayant le méme multiplicateur que P'intégrale y dansle
domaine du point singulier ;. Il est clair encore que le groupe de 1'é-
quation ne dépend que des multiplicateurs !’ et des m*(p —1) coeffi-
cients A, B, C, ...,L. Or ces coefficients A, B, C, ..., L. dépendent
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eux-mémes des (p —1)m? coefficients @, b, ¢, ..., et des coefficients
a;, des substitutions (14), qui sont arbitraires. Soit N le nombre de

o

ces coefficients ; on a immédiatement

i

[4 k=%
z(m‘,f’)?.
k=1

On pourra disposer de ces N coefficients indéterminés, de facon &
établir entre les coefficients A, B, C, ..., L, N —1 relations algébri-
ques arbitraires, pourvu, bien entendu, qu’elles ne soient pas incom-
patibles. [On ne peut prendre que N—1 relationset non pas N, i cause
de 'homogénéité des formules (13), (14) et (15).] Par exemple, on
pourra supposer que I’on a pris les «!’, de facon que N —1 des coeffi-
cients A, B, C, ..., L, aient des valeurs déterminées. D’une maniere
générale, quel que soit le systeme de relations que l'on adopte,
les nouveaux coefficients A, B, G, ..., L ne dépendront que de
(p —1)m* — N + 1 parametres inconnus. D’apres la relation (5), ce
nombre sera égal

N=

(N

1

1

(p—1)mP—a2—m?(pg—2n) +1=m*—1;

les formules (15) ainsi préparées ne contiendront plus que m* —1 in-
connues. Pour trouver ces 7* —1 inconnues, nous n’avons plus qu’a
écrire que tout circuit enveloppant tous les points critiques ramene
chaque intégrale a sa valeurinitiale. On obtient ainsi 72* équations nou-
velles qui se réduisent & m* —1 équations distinctes, en vertu de la
relation (g); le nombre des équations nouvelles est précisément le
méme que celui des inconnues restantes. Il pourrait se faire que ces
m* —1 équations fussent incompatibles ; mais cela prouverait simple-
ment qu’on a mal choisi les N —1 relations algébriques introduites plus
haut, par exemple qu’'on en a pris une incompatible avec les der-
nieres. En définitive, on voit quel’on sera ramené a des calculs algébri-
ques, et les seules quantités connues quifigurent dans le caleul sontles
multiplicateurs w. Donc, les coefficients des substitutions fondamentales
du groupe de I'équation sont des fonctions algébriques des multiplicateurs.

Dans le Mémoire déja cité plusieurs fois sur les séries hypergéomé-
triques d’ordre supérieur, j'ai déterminé le groupe par un procédé qui
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peut étre considéré comme une application de la méthode générale ci-
dessus. D'un autre coté, M. Picard a obtenu l¢ groupe de I'équation du
troisitme ordre de M. Pochammer en partant de I'expression des inté-
gralesaumoyen d’intégrales définies (Bulletin des Sciences mathémaliques,
1885), et sa méthode s’'applique & Péquation générale de celle espece.
Dans ces deux cas, les coefficients des substitutions fondamentales du
groupe sont des fonctions rationnelles des multiplicateurs. Il en est de
méme pour I'exemple que je traite plus loin comme application de la
méthode qui vient d’étre exposée. On est ainsi conduit & se demander
si celte propriété neserait pas générale. Il suffirait évidemment de faire
voir que les coefficients des substitutions fondamentales sont des fonc-
tions uniformes des multiplicateurs, quand on choisit convenablemeut
le systeme fondamental d’intégrales. Je n’ai pu jusqu’ici le démontrer
¢n toute rigueur.

9. Quoi qu’il en soit, on déduit de ce qui précede plusicurs consé-
quences dignes d'attention : '

1° Quand on augmente ou qu’on diminue les nombres 7" de nombres
entiers quelconques, sans changer les points critiques, les multiplica-
teurs ©f ne changent pas. Donc toutes les équations ainsi obtenues ap-
parliennent & un nombre fini de classes.

2° Prenons une équation de la forme plus générale considérée aux
n* 3 et 4. Tout ce qui a été dit sur le groupe s’applique mot pour mot
a ces équations. Il sera donc possible, en général, de former une équa-
tion de la forme moins générale considérée du n® 5, ayant les mémes
points singuliers, les mémes multiplicateurs et le méme groupe. Ces
deux équalions seront par conséquent de la méme classe, et I'intégrale
générale de la premiere sera une fonction linéaire et homogene & coef-
ficients rationnels de I'intégrale générale de la seconde et de sesm — 1
premieres dérivées.

3° Les considérations employées au numéro précédent permettent
de se rendre compte bien aisément de la condition trouvée plus haut

(n°7)
=p—1
2 M;Sm(p—2).

i
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Supposons, en effet, que le premier membre de cette inégalité soit
supérieur h m(p —2) et supposons @, = ; parmi les intégrales y\',
8, . ¥ que nous avons considérées, il en existera plus de m(p — 2)
qui auront un multiplicateur égal & I'unité dans le domaine du point
critique correspondant; il en existera donc moins de 7 ayant un mul-
tiplicateur différent de I'unité. Cela posé, soit Y,, Y,, ..., Y,, un sys-
teme fondamental quelconque. Dans le voisinage du point critique ;.
on aura des relations de la forme

‘.L:)".
7 \ [3]
Y/;:Zak#ﬂ,‘ (k=1,2,...,m).
w=1
Pour que l'intégrale
MY, +2LY, 4+ .+ 2,Y,

soit uniforme dans le domaine du point critique a;, il faudra que le
coefficient de toute intégrale non uniforme yi; soit nul dans le second
membre. Si 'on veut de méme que Uintégrale précédente soit uniforme
dans le voisinage de tous les points critiques & distance finie, on a,
pour déterminer A,, A,, ..., A,, unsysteme d’équations linéaires et ho-
mogenes, comprenant au plus m — 1 équations. Il sera done possible
de satisfaire & ces équations par des valeurs de A,, A, ..., A, qui ne
seront pas toutes nulles, et ’équation différentielle admettrait une in-
tégrale uniforme dans toute I'étendue du plan et différente de zéro;
d’olt 'on déduit la méme conclusion que plus haut.

10. Les deux types d’équations du troisieme ordre correspondant
aux deux solutions trouvées plus haut sont déja connus. Desseptsolu-
tions que I'ona trouvées plus haut pourm =4, ona déja vu que la qua-
trieme devait étre écartée. Les types correspondant a la premiere, i la
cinquieme et 4 la septieme solution sont connus. La premiére solution
donne une équation hypergéométrique du quatrieme ordre, la septieme
fournit 'équation de M. Pochammer pour 72 = 4. Enfin, & la cinquieme
correspond une équation que j’ai déja signalée antérieurement (Comptes
rendus, 1882) et & laquelle se rattachent les séries hypergéométriques
de deux variables F, et ¥, de M. Appell. Il reste a examiner la deuxieme,
la troisicme et la sixieme solution.
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Je considere d’abord la deuxiémesolution. L’équation différentielle
correspondante aura les points singuliers o, 1, s avec les exposantsde
discontinuité ci-dessous :

Pour # =o0............. cee 0y 1, T— by 1= by,
R 2 T o, 1, IR}, R+,
I
DX — =0 Ay, Ay, g, ay.
g
On a
R=— 1+ b+ bg—mal——az—as——a;’

et "on suppose qu'aucun des nombres b,, b,, b, —b,, R, a, — «a.,
a,— a,, ... n’est égal & un nombre entier. Cette équation sera de la
forme
(16) (a(x—1)y"+ (Az —B)a(z—1))y”
10

| +(Ca?—Dax+E)y'+ (Fz—G)y +Hy=o.

On détermine immédiatement les coefficients A, B, C, I, I, H en
éerivant que les équations déterminantes pour x = o et pour 2 ==
ont les valeurs précédentes. On trouve ainsi

A=6+a,+ a,+ a3+ a, C=7-+32a,+ 2a, a,,
F=14 a4+ 2aya,+ 2a,aay, H=a a,a,a,,
B=3- b,+ by, E=14 06,4+ b,+ 0, 0,,

Pour trouver les deux autres coefficients D et G, nous n’avons qu’a
faire la transformation
y=(z—1)ts;

’équation en z sera

2 (e —1)ts"+[fRe + Az — Ble(x—1)*s"
+[6R(R—1)2*+3R(Azx—B)z +Ca?—Dz +E](z —1)23"
(1) SGR(R—1)(R—2)2?+3R(R—1) (Ax—B)z (2 p
+ 9R(C2? — Dz +E) + (F — G) (z— 1) | £ 13
L [RR=1) (R—2)(R—3)a* + R(R—1) (R —2) (Ax — B)z o
+RR—1)(C22—Dr+EB)+R(Fr—G)(z—1) +H(x—1)2|"

Le coefficient de z” devra étre divisible par & — 1 et celui de z par
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(x—1)*, ce qui fournit les trois relations
(R—2)(R—3)+ (R—2)(A—B)+C—D+E=o,
2(R—=1)(R—2)(R—=3)+(R—1)(R—2)(2A —B) +(R—1) (2C—D)+F—G=o0.
AR —1) (R—2)+3(R—1)(A—B)+2(C—D +E)=o.
De la premiere, on tire
D=E+C+ (R—2)(R—3)+ (R—2)(A—B)

4+B —A
_‘——0 b

2

ou, en remarquant que R=

D=E+C—(R—1)(R—2),

et cette valeur de D vérifie aussi la troisizme équation. De la deuxieme,
on tire
G=F-+(R—1)(R—2)(A—B)+ (R —1)(20 —D).

Silonsuppose b, =4, b,=13%,a,+ a,+ a,+ a, =1,0nauraR =1,

et les coefficients auront les valeurs suivantes :

A=y, B=14, E =23, C=7+32a,+ 2a,a,
F=1+2a,4 Sa,a,+ Ta,a,a,, H=«a, aaa,,
~ ~
53 C 353
D=C+ 5> G=TF— -4 —.
36 2 72

L’équation ainsi obtenue, qui n’est qu’un cas trés particulier de la
précédente, puisqu’elle ne contient que trois paramétres arbitraires au
lieu de six, avait déja été rencontrée par M. Brioschi dans ses recher-
ches sur la transformation du septieme ordre des fonctions elliptiques
(Annal di Matematica, 2° série, t. X1, p. 65; Mathematische Annalen,
Band 26, p. 108). ’

Dans le domaine du point # = o, I'équatien (16) admet deux inté-
grales distinctes holomorphes. En cherchant une série

y=0C+Ca+Ca*+...+C2"+. ..

satisfaisant [ormellement a cette équation, on est conduit a une rela-
tion de récurrence entre trois coefficients conséeutifs

[ (n+1)(n+2)[n(n—1)+Bn-+E]C, s
(18)> —(n+n2n(r—1)(n—2)+ A+B)n(n—1)-+Dnr+ G]Cry
+[n(n—1)(n—2) (n—3)+An(n—1) (n—2)+ Cn(n—1)+Fr+H]C, =o0.
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Cette relation détermine tous les coefficients successifs en fonction
des deux premiers C, et C, qui restent arbitraires. Je désignerai celte
série par )

F(Cy, Cyy @y, @y, gy ayy by, by, ),
et je poserai

'7(]: o, (l‘, Wy, Uy, Ay, [)l’ b‘.’: .93) (ah az, as, (l,,, bu b-)’ .‘Z'),

=37,
j(o, 1, @y, @y, Ay, Ay, Oy, by, ) = :‘?2(611: Ay, Ay, Ay by, by, ),
Si, dans I'équation (16), on fait la transformation
y=(x—1)kz

I’équation en z sera de la méme forme que la premiere; les quantités
a,, a,, a,, a, seront remplacées respectivement par «, + R, a,+ R,
a, + R, «,+ R.
L’équation (16) admet donc aussi les deux intégrales
(1— )85, (a,+ R, ay + R, a, + R, a, + R, by, b,, x),
(1—2)* Fy(a,+ R, ay+ R, ay+ R, @, -+ R, by, by, ).

Comme I'équation (16) n’admet que deux intégrales holomorphes
distinctes dans le domaine du point « == o, on aura des relations de la
forme

Ty, @y gy iy, by, by ) = Cy (1 — 2)RFy (g + R, @y + R, ay -+ R, @+ R, by, bay )
4 Cy (1 — @) Fy (@ + R,y -+ R, @ty + R, ay R, by, by, ),
Ty (ay, Uy gy @4y Oy Doy 22) = Cy (1 — )R 7, (a;+Ryay +R,a;+-R,a, R, by, by, )

4 Co(1 — 2R Fy () + R, a0+ R, a3+ R, a, +R, by, by, x).

’

On trouve bien facilement qu'il faut prendre
Ci=1, = R, Cy=:0, Cp==1.

11. Pour montrer que la méthode précédente pour trouverle groupe
n’est point impraticable, je vais 'appliquer & cette équation, en me
bornant d’ailleurs au cas général ol on la suppose irréductible.

Soient @, 9., ¢;, ¢, les quatre intégrales linéairement indépen-
dantes qui se comportent d’une maniére simple dans le domaine du
point x = o, de telle sorte qu’en désignant par (y), ce que devient y
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quand on fait décrire 3 la variable un lacet dans le sens direct autour
du point # =@, on ait

(01)o=9,, (92)p= 0, (03)0= w1 @3, (04)0= w29,

P e?a-c\/—_l(l—b,)’ Wy = 627:,/—1(1—1;ﬂ).

Soientde méme ¢, ,, 4,, 4, les quatre intégrales linéairement in-
dépendantes qui se comportent d’une maniéresimple dans le voisinage
du point x =1, de telle sorte qu’on ait

(b)i==1dy, ()1 =1, (P5) =Ry, () =84y,
Q — e2™/—1R,

Considérons les lignes droites indéfinies —o...0, +1...+ o
comme des coupures; les fonctions ¢ et deviennent uniformes dans
toute I’étendue du plan, et 'on a entre ces intégrales des relations de
la forme

0= oty s + By $a -+ y1 Y+ 01y,

s Qs = 0y Yy + Bado+yobs+ 324’4,
?3:“34’1+53‘3{a+73¢3+ 93 Uy,
0= oYy + Bu s+ vy Us+ 0y,

(1)

que ’on peut aussi mettre sous la forme suivante :

Yo =y o1+ By G+ ¥ P+ 0y i
Ps = oty 01 =+ B @2+ ¥ 95—+ 05 @i,
b= g1+ By pat 700 8, 90

‘ Yy = @i+ Bl pa+ ¥, @5+ 01 ¢,
(20) (

Nous pouvons prendre, pour former un systeme fondamental, les
quatre intégrales 9,, 9., §,, .. S’il existait, en effet, entre ces quatre
intégrales une relation linéaire, telle que

Ao, +Bao,+CY;+ Dy =o,
Pintégrale
(D:A(Pi—l—BCPg'—:—' (C‘-Pj—i‘ D'.!Jg)

~serait uniforme dans toute I'étendue du plan et I’équation (16) ne se-
rait pas irréductible, contrairement a I’hypothese. On voit immédiate-
Ann, de I’Fe. Normale. 3¢ Série. Tome III. — AvriL 1886. 17
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Nr N

ment, pour la méme raison, que Y0, —v,¢, ne peut étre nul. Les
équations (20) donnent alors

’3;'?1—6’11})2:(9"16;_“;6’ o1+ (B 05— B30, (P°+(/1°2—72 3) Pas
Jabi— 71 ¢ = (alt"/’e—“;7’1)9"1‘*‘(61/2_62 /1)‘?2‘*’(01/-’—/10.)?*

Les intégrales ¢,¢, — ¢, du, vo Ui — ¥\ 4. sont holomorphes dans le
domaine dua point x=1 et linéairement 1ndependantes. On peut done
supposer qu’on a pris pour Y, et 4/2 ces ‘intégrales elles-mémes, ell on
peut de méme remphcer (Y, 8, — 720, )@, par o, et (c,7. a1 Y\ 0y) 0,
par o,. Les deux premieres des lelauons (20) peuvent alors §’ bu'ne

= . S‘-Iil =Ao 1+B?a+<P3a
(21) | da= Coy+ Doyt 0,

sans que cctte substitution ait changé la forme des relations (19). On
voit de méme que le déterminant «, 3, — o, B, est différent de zéro, et
’on peut écrire

_f.‘_l_ {31‘92 — 0, ("/1@2—715 )'J'z‘f‘ ’311 ’32‘61)",’1'..’
o1 2 —"aﬂJl 1 231 ﬁ‘z_aﬂt-‘i
Ga@r— % Ga (7100 — ya0) Uy (Or oy — 0 03) 1y
=, + t2h ot
0‘251"‘%@ 0‘2(31“" “1@2
B0 Bios o0, — ¢t 0y ..
les intégrales S22 122 B9 %2 oy distinctes et holomorphes
1ﬁ1-—a)pz a’ﬁl Oy 92

pour @ = o. On peut donc supposer qu’on les a prises pour les fone-
lions o, et g, elles-mémes, ce qui ne change pas la forme des rela-
tions (2r), et.I’on aura

9= qh -+ Al'jb;;“{‘ B/dg/,,

s =0y C'Yy+ D',

On voit de la méme fagon que A’D’ — B'C’ ne pourra étre nul; les
deux intégrales A"Y, +B'),, €', + D', seront distincles et auront
le méme multiplicateur € dans le domaine du point  =1. On peut
donc supposer qu'on les a prises pour ¢, et J, et les équations précé-
dentes s’éceriront -

0=+ Yy
(22) 39 L’H ‘1‘} ’
[ 92 =thy+ Uy
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En définitive, en choisissant convenablement les intégrales, les rela-
tions linéaires entre ces intégrales seront données par des formules de
la forme (2r1) et (22). Il est facile de voir qu’aucun des coefficients B
et Cne peut étre nul, toujours en supposant I'équation irréductible. Si
I'on avait, par exemple, B = o, les relations

bi=A9i+0;, o=+,

montrent que ¢, et Y, formeraient un systeme fondamental d’inté-
grales d’une équation linéaire du second ordre i coefficients uniformes.
On pourra alors supposer B=1; il n’y a pour cela qu’a changer o,, {,,
oy, Y3 en By, BY,, By,, B, respectivement.

Cela posé, il est facile d’avoir les substitutions fondamentales du
groupe de I’équation. En eflet, lorsque la variable a décrit un lacet
dans le sens direct autour du pointx =1, on a

((Pi)l:('l.ll)i—"(%)1:4)1'*‘9%:4’1‘*‘ Qo — ) =R+ (1—Q)J,.
On trouve de méme

(92)1 =Q¢a 4+ (1— Q) s,
W=+ (1—0y) (Ao, ~+ BCP&);
($2)o= s+ (1— ) (Co;+ Doy),

de sorte que les substitutions fondamentales sont les suivantes :

(01)0 == @y,

Z (92)0= 92,
0 (‘-]’1)0:(')1411"‘(1"“031)(A%"‘B‘?z):
(b2)o= ANUNEEG — ) (CCPl -+ D‘Pz);
(01)1 = Qo+ (1— )y,
2 (92)1 = oy —+ (1 — Q) s,
1 (%)1—"—‘-’-1)17
(dﬁz)l = ‘-Pz-

Pour que le groupe soit completement déterminé, il nous suffit de
connaitre les coefficients A, B, C, D. Pour trouver ces coefficients, con-
sidérons la substitution auxiliaire X, Z,; c’est celle que subissent les
quatre intégrales lorsque la variable décrit dans le sens direct un con-
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tour fermé, renfermant & son intérieur les points o et 1. On trouve im-
médiatement qu’apres un pareil chemin I'intégrale

Aoy ~+ @y -+ vy =+ ps,

olt 4, &, v, g sont des constantes quelconques, se change en la nouvelle
intégrale

[2Q4+K (- (1— o)A+ v (1 —w) A+ p(1 — ) (1—0,) C +p (1 —w,) Clo,
[+ (1 —Q)(1—w)B+v(—o)B+p(1—Q)(1—w,)D+p(1 —ny)D]o,
[ (1 — Q) + v]w Y+ [ (1 — Q) -+ pJogds.

Cherchonsa déterminer A, i, v, p, de facon que I'intégrale considérée
se reproduise, 2 un facteur constant pres S, lorsque la variable déerit
le contour précédent. On aura les quatre équations

M =S+ (1—Q)(1—w))A]l +p(1— ) (1 — 0,)C
+v(1— o)A +p(t—ao)0=o0,
Hi—Q) (1= 0)B + p[Q—8+(1—Q) (1—m) D]-+v(1—m) B4-p (1—u,) D=0,
AM1—2 o +v(n,—8)=o,
p(1— )a+p(w,— 8) =o.

L’élimination de A, 1, v, g conduit, apres quelques réductions fa-
ciles, & I’équation suivante pour déterminer S :

(L (0, —8) (wa— 8)
+ (L —=8)(1—2)S (0w, —S) (1—wy)D
| (11— a>zs (01— 1) (02— 1) (AD — BC)
( + (1= Q) 8(0—8) (2 —8) (0, —1)A =o.

8)?

D’un autre coté, cette équation doit admettre pour racines les quan-
tités ), w),, o), o,

' — -1 . ey - 1 . oyl
w,=¢e 270,/ 1 {J)’?‘ — 2T,/ 1 0)’3 — 2T,/ 1 (-)’,* — e-—?.‘rl:r(;\/-—l,

et Uon aura identiquement

(24) F(8)=(8 — ) (8 —w)) (8 —wy) (S — ).
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En égalant les termes constants des deux membres, on parvient a la

relation
9 r ’ ’ ’
w0 Q2= 0} wy e, o),

qui est satisfaite, comme on le voit, en remplacant les lettres w, o', O
par leurs valeurs. Si, dans'identité (24), on fait successivement § =€),
S =w,, S=w,, on a les trois équations

(@ — ) (=) (R — ;) (Q — w},) =2 (1 — Q)2 (1 — 0,) (1 — ) (AD — BC), !
(00— ') (o —'0)'2(031'— o)) (0, — o))

=i (1 —QP(1— ) (1 — ) (AD —BC) + (1 — Q) (03— 6,) (& — 0,) (1 — ) A,
(02— 0) (my— wy) (2 — o)) (0 —))

=03 (1—Q)2 (1— ) (1 — 0,) (AD — BC) 4+ 0, (1 — ) (o0, — w3) (2 — 05) (1 — w,) D.

On en tire A, D, AD — BC et par snite BC. Nous avons vu que ['un
des coefficients B ou C pouvait étre pris & volonté; sil’on prend par
exemple B=1, on aura C, et les substitutions fondamentales X, et X,
seront completement déterminées. Les coefflicients sont bien, comme
on voit, des fonctions rationnelles des multiplicateurs.

12. Si 'on augmente lesnombres @ ¢t b de nombres entiers quelcon-
ques, les multiplicateurs @, o’ ne changent pas, tandis que Q peut
changer de signe simplement. On en déduit que toutes les équations
du type (16), ainsi obtenues, appartiennent & deux classes distinctes.
Les cas ou I'équation (16) n’est pas irréductible donnent lieu 2 une
discussion plus compliquée. Il faut tenir compte, non seulement des
multiplicateurs, mais des valeurs elles-mémes des exposants de discon-
tinuité.

Les substitutions fondamentales du groupe de I’équation, ramenées
a leur forme canonique, sont de la forme

= (,)’1, Y2y V3 YVis Y1y Yo ©1)ss ®2)4),
3 (J’xa Vs Y3 Yus Vi Ve 9,}'3: 9.}/4)-

Inversement, & tout groupe dérivé de deux substitutions de cette
forme on pourra faire correspondre en général une infinité d’équa-
tions de la forme (16). En particulier, si ce groupe est fini, on aura
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une infinité d’équations de ce type dont 'intégrale générale s’expri-
mera au moyen de fonctions algébriques.

13. Le sccond type d’équations aura les trois points singuliers
o, 1, o, avec les exposants de discontinuité ci-apres :

o, 1, a, o

0, I, B, B’ pour z =1,
I, T+1, y, 7y pour x==co.

pour x = o,

On suppose qu’aucun des nombresa, o, 8, ', o — o, B — ¢, I'— v,
I' — v/, ¥y — ¥ n’est un nombre entier et 'on a de plus la relation

ol +a+a'+B+p'+y+y =3
L’équation sera de la forme

2z (x —1)2yV 4+ (Az — Bz (xz —1)y"

25
(25) +(Cx*—Dax+E)y' +(Fox—G)y + Hy =o.

On trouve immédiatement

B=5—a—2d,

E=4—20—2d + ad,

A—B=5—p—p,
C—D+E=4—2f—2p8~+pBF,
A=10—(aa+c' + B+ p),
C=3A—1r+yy+(y+7) (2l + 1)+ T(T +1),
F=2A—C—6+yy' (2l +1)+ (y +y)[ (T +1),
H=yy'T(T +1).

Pour déterminer G, nous écrirons que, lorsqu’on substitue la place
de y une série de la forme

y:x“‘[‘ a +?_1+@.+
T T )

les coefficients de @, et de @, sont identiquement nuls. On trouve
ainsi

'CT+1)(T+2)(A—B) —=T(T+1)(2€C—D) +T(2T—G)—H=0;
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d’otr 'on déduira G. Remarquons qu’en remplacant H par sa valeur le
facteur commun I' disparaitra, de sorte que 'on pourra toujours en
déduire G.

La derniere équation du quatrieme ordre, qu’il nous reste i former,
sera de la forme

(26) { z(r =) (@—a)y"+(Azx*+ B+ C)z(z—1)y”
7 [ +(Dx*+Ex?+Fz+G)y +(Hz2+Kz-+L)y' +(Mz+N)y=—o.

Les exposants de discontinuité seront respectivement

o, 1, 2, Yy pour #=o,

o, 1, @& o—4+1 » x=1I1, 0, 0+1, ¢, o' +1 pour z=-ce.

o, 1, B, B+1 » x=a,

On suppose qu’aucun des nombres «, 3, v, ¢ — 2’ n’est égal i un
nombre entier et que I'on a la relation

2o+ 2B +y+ 20+ 20 =1.

Les coefficients A, B, C, ... sedéterminent de la méme manidre que
plus haut, mais leurs expressions sont de plus en plus compliquées.

14. La recherche des solutions convenables des équations (4) et (5)
peut se formuler ainsi: « Former un Tableau rectangulaire de m co-
lonnes horizontales et de p lignes verticales, dont tous les éléments
soient des nombres entiers positifs ou nuls, de telle facon que la
somme des ¢léments de chaque ligne soit égale & m et que la somme
des carrés de tous les éléments soit égale & 2 +m* (g —2). »

Le probleme peut se décomposer en deux autres. Remarquons que
la somme des carrés des éléments d’une méme ligne ne pourra dépasser,
d’apres une remarque déja faite, m* — 2m + 2. Supposons que la
somme des éléments de la #®®° ligne soit égale & m* — am + 2 — «,.
Les nombres «; devront vérifier 'équation

i=p

ch: 2(m—1)(m—+1—p).

i=1

Connaissant les solutions de celte équation, que I’on trouve immé-
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distement, on sera ramené i chercher les solutions en nombres entiers
et positifs ou nuls de plusieurs systemes indépendants d’équations de
la forme

h=m h=m

Xi=M.

Xp=m,

=~

|\

=~
i
-

h=1

Si 'on veut former tous les systemes de solutions correspondant &
une valeur de m, il parait commode de former d’abord toutes les par-
titions de m et la somme des carrés correspondant & chacune d’elles.
Une fois ce tableau formé, une simple inspection donnera facilement
toutes les solulions convenables.



