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SUR. LES

F O N C T I O N S D'UNE VARIABLE'^
ANALOG-UES AUX

FONCTIONS
PAR M.. E. GOURSAT,

. M A I T R E DE C O N F É R E N C E S A L ' É C O L E N O R M A L E S U P É R I E U R E .

Tous les géomètres connaissent le beau Mémoire de Riemann sur les
fondions hypergéométriques. L'i l lustre au teur établit que ces fonctions
sont définies par leurs points de ramif icat ion et les exposants de dis-
cont inu i té , entre lesquels doit exister une certaine relation. Les tra-
vaux de M. Fuchs sur la théorie des équations linéaires ont rendu ces
résultats i m m é d i a t s et ont permis de les généraliser de différentes
façons. Mais toutes ces généralisations offrent à première vue quelque
chose d 'arbitraire, qui t ient à l ' indétermination même du problème.
Si, en effet, on essaye d'étendre la déf in i t ion deRiemann aux intégrales
d 'équa t ions linéaires d ^ u n ordre supérieur au second ou a y a n t plus de
trois points critiques, on voit immédia t emen t que cette extension ne
peut se faire sans modification. Il faudra imposer aux intégrales^ outre
les c o n d i t i o n s de Riemann, des conditions nouvelles, et il est évident
qu'a priori rien n'empêche de les choisir d'une façon tout à fait arbi-
traire, pourvu que le problème devienne déterminé. Mais, si l'on se laisse
guider par les généralisat ions déjà obtenues et par la théorie des inté-
grales régulières de M. Fuchs, on est conduit a imposer aux intégrales
des condi t ions nouvelles d'une forme très simple. Ces conditions con-
sistent, d 'une manière générale, à supposer que, dans le domaine de
quelques-uns des points crit iques, il existe plusieurs branches linéai-
rement indépendantes , telles que le quotient de deux d'entre elles est
uniforme dans ce domaine.

(1) Les principaux résultats de ce travail ont été résumés dans une Note présentée- à
l'Académie des Sciences ('z5 janvier 1886).



ïo8 E. GOURSAT.

Le problème se t rouve alors décomposé en 'deux autres. D 'une par t ,
on a à calculer les so lu t ions en nombres entiers et posit ifs de certaines
équations a r i thmét iques . Ces équat ions admet ten t deux systèmes de so-
lu t ions connues qui correspondent aux fonctions de M. Pocliammer
(Journal de Crelle, t. 71) el aux séries hypergéométr iques d'ordre su-
périeur (Annales de l'Ecole Normale, 2e série, t. XII) . Mais ces deux
solutions ne sont en que lque sorte que les termes extrêmes d 'une série
indéfinie de so lu t ions ; ce qui mont re que la question est l o in d'être
épuisée.

Connaissant un système de solut ions des équat ions précédentes, la
déterminat ion des coefficients de l 'équation l inéa i re correspondante
exige des calculs algébriques, qui paraissent devoir être en général
assez compliqués. En faisant une hypothèse de p lus , on est condui t à
un cas particulier intéressant (auquel on peut d'ailleurs ramener tous
les autres), où les coefficients sont fourn is par des équa t ions du pre-
mier degré. 11 y a deux types d 'équat ions de cette espèce du troisième
ordre, qui du reste sont bien connus. Il y en a six pour les équa t ions
du quatrième ordre, dont trois sont connus déjà complètement ; un cas
par t icul ier d'un des autres types a été rencontré par M. Brioschi dans
ses recherches sur la t ransformation du septième ordre des fonctions el-
l ip t iques .

Toutes ces équations jouissent d 'une propriété importante . On peu t ,
par des calculs algébriques, déterminer les subst i tut ions que subi t un
système fondamental d'intégrales convenablement choisi quand on fa i t
décrire à la var iable un con tour fermé quelconque. Les coefficients de
ces subst i tu t ions sont des fonctions algébriques des mult ipl icateurs des
intégrales dans le domaine des points critiques et ne dépendent pas
des points critiques eux-mêmes. Dans les cas part iculiers auxquels j 'ai
appliqué la méthode, ces coefficients sont des fonctions rationnelles des
multiplicateurs. Le petit nombre d'équations linéaires pour lesquelles
on a pu résoudre effectivement ce problème donne, il me semble,
quelque intérêt à cette proposit ion. On en dédui t un certain nombre
de conséquences, qu'il est bien facile d'apercevoir.

Pour éviter toute ambiguï té , je réserverai le nom de fonctions hy-
pergéométriquesd'ordre supérieur aux fonctions que j'ai étudiées dans
le travail déjà cité (Annales de l'École Normale).
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1. Soit
<î>o- )=o

u n e équation l inéaire à coefficients rationnels et à intégrales régu-
lières, ayant en tout p points singuliers, a^ a^ . . . , a — , , 0?, y compris
le p o i n t x == oo , que nous supposerons toujours un point véritable-
ment singulier, de sorte que l'on posera Op== co . La forme générale
de cette équa t ion sera, comme on sait ,

(0
^(J)= [^(^"^-^^(^^^^(-^S^

( ^uH^r1-2^-^^} ̂ S +...+ F/.(p-^)j==o,
ou

^(.r) = (.r — a^^x —a.i)... (x — a^)

et où Fp-.2(^), ..., Fw(p-2) (^) sont des polynômes d'un degré marqué
par leur indice ou de degré inoindre. Le nombre total de coefficients
arbitraires que cont ien t l 'équation la p lus générale de cette espèce,
quand on regarde les points critiques comme donnés , est donc égal à

/ / V / . W ( /"- -+• ï )p — -2 -4- i 4- 2(p — 2)-4- ï -I". . .-+- m(p —- ••î) -h J -= (p— 2) ————- -r- m.

Considérons les diverses équat ions déterminantes fondamentales re-
latives aux points critiques a^ a^, . . . , a p d e l'équation (ï), la somme
des racines de ces p équations ne dépend pas des coefficients de l 'équa-
tion ( ï ) . On a en effet la relation suivante, qu'il est bien aisé d'établir,

m ( m — J ) ( p — a)
(2) Sr

II suit de là que de ces mp racines mp— i seulement peuvent être
prises arbitrairement, et la dernière sera alors déterminée par la rela-
tion (2). La connaissance de ces mp — ï racines ent ra îne /np — ï
équations de condition bien connues entre les coefficients de l 'équa-
tion (r) , nombre inférieur au nombre total des coefficients dès que ni
est supérieur à % ou p supérieur a 3. Supposons, pour prendre le cas
général, que, parmi les racines de chaque équation dé terminante , îl
n'y en ait pas deux dont la différence soit un nombre entier; lescoeffî-
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cienis de Inéquat ion (c) étant choisis de façon à satisfaire aux condi-
tions précédentes, celte équation possédera bien, dans le domaine de
chacun des points critiques, m intégrales appar tenant respectivement
aux exposants voulus. Mais, comme il reste encore un cer ta in nombre
de coefficients arbitraires, on voit que, quand on se donne la forme
d'un système fondamental d'intégrales dans le domaine de chacun des
points cr i t iques, cela ne suffit pas pour déterminer complètement l'é-
quation ni par suite ses intégrales, Lesintégrales de l 'équation l inéaire
la p lus générale d'ordre m ayant p points singuliers, de la forme écrite
plus haut, ne sont donc pas susceptibles d 'une déf ini t ion analogue à
celle de Riemann pour les fonctions hypergéornétr iques de Gauss.

2. Il est donc nécessaire, pour généraliser le problème, d ' imposer
aux intégrales de nouvelles condi t ions . On pour ra i t , par exemple, fa i re
in te rven i r les relat ions linéaires entre les différents systèmes d ' in té-
grales (voir RIEMANN, Gesammelle Werke, p. 357); mais les général i -
sations connues jusqu'ici reposent sur des principes t o u t d i f fé ren ts ,
que la théorie générale de M. Fiichs permet encore d'exposer très sim-
plement . Supposons q u ' u n e ou plusieurs des équations dé terminantes
con t i ennen t des groupes de racines, dont les différences mutuel les sont
des nombres entiers tous différents de zéro. Si on laisse aux coefficients
restés arbitraires toute leur i n d é t e r m i n a t i o n , il s ' i n t rodu i r a forcément
des termes logar i thmiques dans le groupe d ' intégrales co r r e spondan t ;
et, si l'on veut faire disparaître ces termes logari thmiques, on sera
amené à introduire de nouvelles équa t ions de condi t ion entre les coeffi-
cients. Pour plus de précision, soit oc = a un po in t singulier quelconque
d 'une équation linéaire analogue a l ' équa t ion ( ï ) et

r, r-h^i, r-h/^, . . . /•—/^~.i,

un groupe deÀ.racines de l'équation déterminante relative à ce point ,
où n^n^, ..., n^i sont des nombres entiers positifs tous différents,
rangés par ordre de grandeur croissante ; admettons en outre que, pour
une autre racine r' ne faisant pas partie du groupe, la différence f — r
n'est jamais un nombre entier. Pour que l 'équation proposée admette,
dans le domaine du p o i n t < r = = = a , ^ intégrales l inéairement distinctes de
la forme

(^—a)' 'P(^—a), (se—ay^zP^^—a), .,.,



SUR LES FONCTIONS D'UNE VARIABLE, ETC. I I I

où P(.r — a), P^—a), ... désignent des fondions holomorphes dans
ce domaine et différentes de zéro pour oc == a, il faudra que les coeffi-
cients de l 'équation proposée vérifient en outre

ÀO-i)

équations de condition qui , jointes aux X relations qui expriment que
r, r -h-^ i , .. ., r+/^-< sont racines de l 'équation déterminante , don-
nent en tout

Àq+i)

équations entre les coefficients de l 'équation proposée. Si l'on pose
^ = e^

on voit que toutes les intégrales précédentes sont multipliées p a r l e
facteur œ lorsque la variable décrit un lacet dans le sens direct autour
du point x = a; je dirai, pour abréger, que ces intégrales ont le même
multiplicateur. Ainsi l'existence d'un groupe de X intégrales ayant le
même mult ipl icateur dans le domaine d 'un point crit ique et apparte-
nant respectivement à des exposants déterminés en t r a îne

^(À+i )
2.

équations de condition entre les coefficients de l 'équation (i).
En particulier, si l'on suppose À ==m, toutes les intégrales au ron t ,

dans les environs du point x == a, le même mult ip l icateur , et ce point
ne sera qu 'un point singulier apparent ou du moins on pourra le
ramener à être tel par un changement bien connu de fonction. On peut
remarquer que l'existence de ce point singulier apparent exige

fn(?n-\-î)
2.

équations de condition et que le nombre des coefficients de l 'équa-
tion (i) augmente d 'autant lorsque le nombre des points critiques
augmente d'une unité. La présence d 'un point singulier apparent
connu n ' i n t rodu i t par conséquent aucun nouveau paramètre.
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3. Cela posé, nous partagerons les racines de l 'équat ion délermi-
nante , relative à un points ingul ier^- , en X^ groupes, deux racines d 'un
même groupe ne d i f f é r an t que par un nombre entier, t o u j o u r s diffé-
rent de zéro, et deux racines de deux groupes distincts ne d i f férant
j a m a i s d 'un nombre entier. Supposons de plus que, dans chacun de ces
groupes, il n'y ait pas deux racines égales, et soient m^\ yn^\ ..., m^
les nombres respectifs de racines dans chacun d'eux.

Nous avons vu que les m^ intégrales correspondant aux racines du
premier groupe cont iendront des termes logari thmiques, à moins que
les coefficients ne v é r i f i e n t /nl—^^1——' é q u a t i o n s de condi t ion , et de
même pour chacun des au t res groupes.

Si l'on app l ique ceci à tous les points cri t iques a^ a^, . . . , a? d(*
l ' équa t ion ( î) , le nombre Iota! des équations de condi t ion sera

/==p A-==).;
V Y ̂ [w!̂ ^ _,.
/ = î k = î

car, en vertu de la relation (2), une des équations se trouve satisfaite
i d e n t i q u e m e n t . Pour que l 'équation (î) soit complètement dé te rminée ,
il faudra donc que l'on ait

< 3 ) V V^^^^^ ̂ , ̂  „ ['(Z-L^ r̂:̂ ) ^ , '
Zj ^J 2 2
/: = 1 k = 1

à la r e l a t i on (3) nous devrons jo indre aussi les relat ions évidentes
k^li

11) \m^m (/=i,,2, . . . ,p). •
/(•=i

4. Toule équation de la forme ( i ) , qui est complètement déterminée
par la forme de ses intégrales dans le voisinage des points critiques,
correspond à un système de solutions en nombres entiers et positifs des
équations (3) et (4). Nous sommes ainsi conduits à rechercher en pre-
mier lieu tous les systèmes de solut ions de ces équations.

Je remarque d'abord qu'étant donnée une solution, on peut en dé-
d u i r e une autre en changeant p en p -hi et en posant mp+l=m^ cela
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revient à supposer que l 'équation (i) possède un point singulier de
plus et que ce point est un point singulier apparent. Comme on peut
répéter cette opération autant de fois qu'on le veut;, on voit que de
toute solution des équations (3) et (4)» on peut en déduire une infi-
ni té . En d'autres termes, à toute équation de la forme ( i ) jouissant de
la propriété voulue, il correspond une infini té d 'équations linéaires
jouissant de la même propriété et ayant un nombre quelconque de
points singuliers apparents , outre les points critiques de la pre-
mière. Inversement, si l'on connaî t un système de solutions des équa-
tions (3) et (4)? où un ou plusieurs des nombres m\ soient égaux à m,
on peut en déduire un autre système de solutions où tous les nombres
m\ seront inférieurs à m. On peut donc se borner à rechercher ces sys-
tèmes de solutions; chaque suite, telle qnem\, m\, . . . » w^. se compo-
sera au moins de deux nombres.

L'équation (3) peut s'écrire, en tenant compte des équations (4)^
i = p k == \i

y Y (/n^)2-^ mp == 2 -+- m(pm -}- p — a m ) ,
f — l Â-=l

c'est-à-dire /•=p/c=^

(5) V Y^^)2^^-^2^-2^'
t == 1 /r = 1

on peut encore la mettre sous la forme suivante :
^'=pr Â-=^ ~i

(G) ^ ^^S/^2 r^2^2--1)-
Â̂ - = l

La somme 2(/n^.)2 aura sa plus grande valeur lorsque la suite des
nombres m\, m\, , . . , m1^ se réduira a deux nombres, l 'un égal à m — r ,
l'autre à l 'unité. On aura donc

ÏÇm{y^ynti—-2m-+-2y

et le premier membre de l'équation (6) sera au moins égal à
a p ( / n — i ) .

On aura, par conséquent,
2(^2_i)^ p(^_- i )

i5Ann. de l ' É c . Normale. 3e Série. Tome III. — AVRIL 1886.
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p ̂  m 4- ï *

Ainsi, pour une valeur donnée de m, le nombre des points critiques non
apparents ne pourra dépasser m -+- ï . Si cette l imite est at teinte, on aura
pour chaque poin t singulier^ -==. m— ï , r[, === ï , c'est-à-dire que m — r
intégrales auront le même mul t ip l ica teur dans le domaine de chaque
point critique. C'est à ce type que se rattachent les équations de M. Po-
chammer( Journal de Crelle^ t. 71), et nous verrons p lus loin que toutes
les équations du même type peuvent se ramener à celles-là.

On obt ien t encore une solution en p renan t , quel que soit m,

m( D - : m'
m( 2 ) - : m( 2 ) .

:7H^'= ï ,
iml25:^!,

m\ : m

C'est à cette solution que se rat tachent les séries hypergéométriques
d'ordre supérieur, et j 'ai fait voir (foc. eu., p. 4 . ï ^ ) que toute autre équa-
tion du même type pouvai t se ramener à u n e équat ion hypergéorné-
t r ique ; mais il est clair que nous n'avons là que des solutions tout à
fait particulières du problème.

L'équation (5), jointe à 1a condit ion p ^ m - i - ï , m o n t r e que, pour
une valeur donnée de m, il n'y a qu'un nombre l imi té de systèmes de
solutions, abstraction faite de ceux que l'on peut en déduire par le
procédé indiqué plus haut . La recherche de ces solutions nous amène
à considérer toutes les décompositions possibles en une somme de
carrés du nombre entier ^ -hw^p — û), pourvu qu'elles soient com-
patibles avec les équations (4). Je laisse de côté pour le moment la
discussion de ce système, et je me borne à reproduire les solut ions
pour m == 3 et m= 4-

m = 3.

m( ï ) . : m1

(I)

(II)

)=3

p = 4

m'(2 ) . ,,(â? .
-> ( 3 î .

m( i ) . : m( 2 Ï -

m'(D-

= m
: m
m

:m\
:m\

( ï ) .
'3 '
(2 ) .
'3 '
(3) .

( 3 ) -

= 1 ,

= Ï ,

= 1 ;

.m^
: rnV

:2,
: I.
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m == 4-

n5

( I )

(II)

(III)

(IV)

(V)

(VI)

(VII)

1 = 3

i=3

P==4'i

<'=
m"'==
m^=

/M'11'^

mm—
""1 —

( W1!3'^

<>=
<;=
TO't3'^:

m^'=:

<•=
/<•=

/ <'=
) <>=

/M"'==
W'^rr:

m'/'=
/«^'=

7»',»=

m^'=

TO'i''^

/n,"=

/P?.^

/n^3

3/

/7l,11

2.

7/433

2,

2,

2,

3,

3,
3,
m^

3,

3,
^3)

2,

3=:
ma21

w,̂
w,41

my
m^

=m^=
==m^==:

m^^

=m^=
my=

==:2;

m^=
m^^
my=

Tny=.
m^-=
my=

=m^=

m^^r-.
m.^=.

= 2,
m^=

m^=i,
== a-,
==2,

=,2;

=^1^=

=^=

m^
my

î ;

m^
my

my
m^
my

i,
^
î,
m^5

Ï,

î ,

^^4)

//l^41

W1^

: m
m-

5. Supposons connu un système de solutions des équations (3)
et (4), et donnons-nous arbi t ra i rement les points a^ a^, . . . , a.^
ainsi que les exposants de discontinuité, en supposant qu'on puisse les
partager en groupes, comme il a été expliqué plus haut , et qu'ils véri-
fient la relation (2). Pour que l'équation (î) admette dans le domaine
de chacun de ces points singuliers un système fondamental d'intégrales
appartenant aux exposants choisis et ne contenant pas de logarithmes,
les coefficients des polynômes F doivent satisfaire à des relations dont
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le nombre est précisément égal au nombre de ces coefficients, de sorte
que le problème est déterminé.

Il est aisé de voir que les coefficients des polynômes F seront donnés
par des équations algébriques; mais la discussion de ces équat ions dans
le cas général paraît très compliquée, au moins si l'on veut l'aborder
par des méthodes directes. Dans ce qui suit, je considère un cas parti-
culièrement intéressant, où les coefficients sont fournis par des équa-
tions linéaires dont la formation est très s imple. Je démontre plus loin,
du reste, que les autres cas ne sont pas essentiellement distincts de
celui-là.

Admettons que les racines de chacun des groupes relatifs à l 'un
quelconque des points singuliers forment une progression ari thmé-
tique ayant pour raison l 'uni té telle que r, r + r , ..., r + n — ï .
Cette hypothèse exclut, comme l'on voit, l 'existence de points singu-
liers apparents pour l'équation (i), car une transformation telle que
y== Çx — a^u les ramènerait à des po in t s ordinaires. Si la condit ion
précédente est satisfaite pour tous les points singuliers de l'équa-
tion (i), y compris le po in t s == oo, nous allons voir que la détermina-
tion des coefficients so fera au moyen d'équations du premier degré. Je
m'appuierai pour cela sur le théorème suivant, que j'ai démontré dans
le travail déjà cité (Annales de l'École Normale, 2e série, t. XJÏ, p. ^65),

Pour qu^une équation différentielle linéaire d'ordre m admette une in-
tégrale holomorphe dans le domaine du point a, . Ici valeur de cette
intégrale et de ses p — i premières dérivées powant être prises arbitraire-
ment pour oc •== a, il faut et il suffit quelle soit de la forme

^ - ay>t'"p S + Ql (^(lr "°a)m^ ̂ S ̂  —
^4-1 y

(7) • , ^{^—^Q.m-p^(^)^^

-h Qm^ W ̂  + . . . 4- .Q/,/ {X)y r== o,

Qi » Qa? • • ' 9 Q.m étant des fonctions holomorphes dex dans le domaine du
point a, et que V équation

y(r)=: ( / • - — p ) . . . ( r — 7 / ^ 4 - I ) — ( ) l ( a ) ( / > — 7 ? ) . . . ( r — m -i- 2)...— (^--^(a) ^-o

n admette pour racine aucun nombre entier positif supérieur à p— j ,
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- Remarquons qu'une intégrale holomorphe dont la valeur est arbi-
traire, ainsi que celles de ses p — i premières dérivées, pour x= Œ,
équivaut en réalité àjo intégrales holomorphes l inéairement distinctes
appartenant respectivement aux exposants o, i, 2, ..., p — i. L'équa-
tion <p( r )==o n'est autre chose que l'équation déterminante fonda-
mentale relative au point x == ci quand on a divisé le premier membre
par le produit r(r— i) .. .(r — p+ i). La seconde condition sera donc
satisfaite si cette équation n'admet pas d'autre racine entière.

Pour qu'une équation-linéaire d'ordre m admette dans le domaine
du point a une intégrale de la forme

0-- ay'P(x — ci'),

où ï{x- — a) désigne une série convergente ordonnée suivant les puis-
sances croissantes de oc — a, dont les p premiers coefficients sont
arbitraires, il faudra qu'en faisant la transformation

y-==.^x—ay'ic,

l 'équation en u soit de la même forme que l 'équation (7). Cette
condition sera suffisante pourvu que l 'équation déterminante rela-
tive au point a n'ait pas d'autre racine faisant par t ie du groupe
r , r -h i , ..., r+p — r . Si le point critique coïncide avec le point
x === "̂  == OD , on commencera par le ramener à l'origine en posant

x ••

6. Le problème de Riemann généralisé pourra alors être posé
comme il suit. Considérons un système de m fonctions y^ ja,. -, y m
d'une variable oc, assujetties aux conditions suivantes:

1° Chacune de ces fonctions est holomorphe dans le voisinage de
toute valeur de oc, sauf dans le voisinage des points a^Oa, . « . a?,,, ce;

2° Quand on fait décrire à la variable oc un chemin fermé quelconque,
ne passant par aucun des points critiques, les valeurs finales de nos
fonctions sont liées aux valeurs initiales par des relations linéaires et
homogènes à coefficients constants ;

3° Dans le domaine du point singulier a ,( i== i, 2, . - • , p ) on a m
branches linéairement indépendantes qui se partagent en X, groupes,
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comprenant respectivement m^\ m^, . . . ,m^ fondions. Les branches
du ^uïme groupe sont de la forme

y = {x — a^P^x — a,),

ou P/^.r— a^) représente une série convergente ordonnée suivant les
puissances positives et croissantes de x— a^ les m^ premiers coeffi-
cients pouvant être pris arbi t ra irement; aucun des nombres r^ — r^
n'est un nombre entier. Dans cet énoncé on devra remplacer x — co
P^ ^-

4° Les nombres ?n^ vérifient les équations (3) et (4), et entre les
exposants r^ on a la relation

(9) ^^[..^^+ îî^^^ = ̂ Z^Z^l.
1=. 1 A=l

II existe, en général, un système de fonctions y satisfaisant à ces con-
ditions, et ce système est unique, en ne regardant pas comme distincts
les systèmes obtenus eïi prenant des combinaisons l inéaires et homo-
gènes des premières fonctions.

Les fonctions y^ j^, .... y^, si elles existent, forment évidemment
un système fondamenta l d'intégrales d 'une équation linéaire d'ordre m
à coefficients rationnels de la forme (i). Cette équation ne pourra
présenter comme points singuliers, outre les poin ts a,, a.^ ..., a?, que
des points singuliers apparents. Supposons qu'elle admette q points
singuliers apparents; la somme des racines des équat ions détermi-
nantes relatives à ces points sera forcément supérieure à q m^1-^ f '
En désignant par 2R cette somme, on aura

/ v <-,,,, rn( m — r )(10) . iR>^_____._.

La relation (2) nous donne alors
/=;PÂ-==)^

(ii) s R + V V [^) ̂  + ̂ ^^2)1 = ̂ rill.̂ ±.?r_2-),
,=1 ,À-=:1 "" ' ,
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relation incompatible avec la relation donnée (9) et l'inégalité (10).
On aura donc q •== o et l'équation cherchée sera exactement de la
forme (i).

Considérons d'abord un poin t singulier cii à distance finie ; pour
qu'i l existe dans le domaine de ce point un groupe de m^ intégrales
de la forme Çx— a)^'P/,(,r ~-a^), il faudra, comme on l'a vu tout à
l'heure, qu'en posant y == Çœ —a^iu, la nouvelle équation enta i t la
forme (7), ob p == m^. Or, quand on fait celle transformation dans l'é-
quation (i), on obtient une équation de même forme

( 1 2 ) <I)(^(^=[^^)]-^ +[^^)]/-iFFU^,r)^^ +...+F;^(^-=o,

où Fp^o, F^p-ia, . . . » FLItp-a) sont des polynômes entiers en x d 'un degré
marqué par leur indice, qui s 'expriment l inéairement au moyen des
polynômes F p _ a , ..., Vm^~2) Gt de quant i tés connues. Il faudra donc
que F^p^(^) soit divisible par (.y — a/y"fc, le polynôme précédent
par Çx — a)^"1, ... et enfin F^/'Vi P^ ('/r ""•" ai)- ̂  en résulte, pour
les coefficients de l 'équation (i), un nombre de relat ions égal à
,,,(0/ yn^') -4- l^

-J-—-^——•> et ces relat ions sont linéaires par rapport aux coefficients
inconnus .

Pour le point oc = -^ = ce, on posera d'abord x == J-, les coefficients
de Inéquation en t sont des fonct ions linéaires des coefficients de la
première, et la conclusion s 'applique encore à ce cas.

Ainsi, si les équations (3), (4) et (9) sont vérifiées par les nombres
m^ et r^', les coefficients inconnus de F équation (i) seront déterminés par
un système d'équations linéaires en nombre égal à celui de ces coefficients.

7. Nous pouvons conclure de là qu'en général le problème admet t ra
une solution el une seule ; dans chaque cas particulier que l'on voudra
étudier, on pourra effectuer le calcul des coefficients sans être jamais
arrêté par la résolution d'une équation algébrique. Les seuls cas sin-
guliers que l'on pourra rencontrer sont ceux qui se présentent norma-
lement dans la résolution d'un système de n équations linéaires à un
nombre égal d'inconnues. Il paraît évident, d'après la nature de la
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question, qu'il ne pourra y avoir indé te rmina t ion , au moins si on
laisse aux paramètres restés arbitraires, tels que les a^ et les rj^, toute
leur généralité. Mais il pourra y avoir incompatibilité. Je vais en
donner un exemple, qui nous fournira en même temps une relation
d' inégali té importante que doivent vérifier les nombres m^5. Soit M^ le
plus grand des nombres m^, ..., m^, et M i , M,'2; ..., Mp les nombres
analogues pour les p points critiques. Supposons, ce que l'on peut tou-
jours faire, qu'aucun de ces nombres n'est inférieur à Mp et posons

/.=p-i
D1L= V M,;s

les équations précédentes seront incompatibles toutes les fois que c)ït
sera plus grand que m(p — 2). En effet, par une transformation déjà
employée plusieurs fois, on pourra supposer que l 'équation ( ï ) admet
une intégrale holomorphe dans le domaine du poin ts ==a^ la valeur
de cette intégrale et de ses M-i— i premières dérivées pouvant être
prise arbi t rairement pour x == a^ Le coefficient de y devra donc être

^p~i
divisible par le produi t TT Çx— a^, c'est-à-dire par un polynôme

i=Ï

de degré 51L, Comme ce coefficient est de degré m(p — 2), il sera iden-
tiquement nul . Il sui t de là que l 'équation déterminante relative au
point co devra admettre une racine nulle au moins et, si cette condi-
tion est remplie, l 'équation (i) ne sera pas complètement déterminée.
C'est ainsi que, parmi les solutions données plus haut pour les équa-
tions (3) et (4) dans le cas où / n = 4 » on devra exclure la qaa-
trieme-

Si, pour un système de valeurs attribuées aux nombres m, p, m'^ les
équations (3) et (4) sont vérifiées et si les équations linéaires qu i dé-
terminent les coefficients n'offrent ni incompatibili té ni indétermina-
tion, on aura un type d'équations linéaires d'ordre m ayant p points
critiques, analogue à l'équation du second ordre qui admet pour inté-
grale la série hypergéométrique de Gauss. On aura dans ce type, comme
paramètres arbitraires, les p — i points critiques a^ a^ » . . , a^ et les
exposants r^ assujettis à vérifier la relation (9) ; le nombre total de ces
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paramètres sera donc
z=pp~i4-y^/—i.
;= i

On peut, sans diminuer la généralité, supposer ci^ = o, û^^ 1 ?
7^ == o(i == i, 2, . . , , p — i ) , ce qui diminue le nombre des arbitraires
d e p -4- i unités. Le nombre total des paramètres contenus dans ce t ype
sera donc égal à

z = = p •

^,-3,
1=1

ou au nombre des groupes d' intégrales d iminué de trois un i t é s . Je
remarque que les fonctions de M. Pochammer et les fonctions hyper-
géométriques d'ordresupérieur sont des intégrales d 'équat ions l inéa i res
qui const i tuent des types par t icul iers de cette espèce. Pour chacun
d'eux, le nombre des paramètres arbitraires est im — r .

8. Pour en finir avec les généralités, je démontrerai main tenant une
propriété impor tan te du groupe de ces équat ions . Supposons que l'on
ait obtenu un type d ' équa t ions , lel que ceux que nous venons de dé-
f inir , et laissons aux paramètres qui entrent dans cette équation toute
leur généralité, de sorte que l'on pourra écarter toute relat ion algé-
brique ou transcendante qui ne serait pas une conséquence des condi-
t ions déjà établies. En particulier, nous écarterons les cas singuliers
où l 'équation ne serait pas irréductible. Cela posé, je dis que la
recherche du groupe de l 'équation se ramène à des calculs algébriques.
Pour fixer les idées, supposons tous les points singuliers de l ' équat ion
à distance finie, de façon que l ' in tégrale générale soit uniforme et
continue dans le domaine du point x = ce. Dans le voisinage du point
x == a,, on a m intégrales l inéairement distinctes y'^\ y^, . . . y V ^
qui se partagent en \- groupes ; les intégrales d 'un même groupe sont
multipliées par le facteur

^=ie^^

lorsque x décrit un lacet dans le sens direct autour du point x == a/.
Par chaque point critique menons une coupure s'étendant jusqu'à l'in-

Ann. de VÉc. Normale. 3° Série. Tome ÏIÏ. — AVRIL 1886. ^6
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f ini , de façon que deux de ces coupures ne se croisent pas emre elles ;
toutes les intégrales^ deviennent, grâce à ces coupures , des fonct ions
uniformes de la variable dans toute l 'étendue du plan. Cela fa i t , e n t r e
les p systèmes d'intégrales, on a p — î systèmes de re la t ions l inéaires et
homogènes que j'écris sous la forme suivante :

^ ( 1 ) — — ^ 5 . y ( f ) _ l _ /y(^y(^_|_ _J_^ (QvC ' ) 1jr ^ — «^ j f ̂  -+- M^ «j 3 -(-... , -^- a^y ^y \
y ( l ) — — A ^ 5 y ^ ) 4 _ A ^ ) y ( ^ ) , J» / /0y(0 f

( r3 ) . y2 ~^i ^1 4 -^ .^+--^ ^mjm. (,^:^ 3^ ... ,?),.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
,.(l)_ ^-) ^(/) . ^Qy( / ) i ^ ^/:),-(/)j/^ — ^l ^ l ^ "2 ^ 2 -r. . .-T" t f n J n i y i

le nombre tota l des coefficients constants a, 6, . . . , ^est //^(p "—i). I l
est évident que le groupe de l 'équat ion ne dépend que de ces coeffi-
cients et des mul t ip l i ca t eu r s co^..

Soit Yi, Y^, ..., Y/^ un groupe de n intégrales l inéairement indé-
pendantes ayant un même mult ipl icateur 00 dans le voisinage d ^ u n
quelconque des points singuliers a. Si l 'on pose

Yi == a^Z^ a^-h. . .+ aî^Z,,,

^^ Y, -= ̂ 2)Z,+ a.^Z^h. .. -h ̂ Z,,

ou les a^î sont des coefficients constants arbi traires d o n t le d é t e r m i -
nan t est différentde zéro, il est clair que les n intégrales Z , , Za ..., Z^
sont encore l i néa i r emen t indépendantes et qu'elles au ron t le même
mul t ip l ica teur dans le domaine du p o i n t x ==- a que les intégrales Y.
Concevons que l'on fasse une t ransformation semblable pour tous les
groupes d'intégrales de l 'équat ion. Les relations (ï3) seront rempla-
cées par des relations de même forme

l ^)=A^^-^-^^)-i-...+•A^^
(^ . ) ^'=B^^+.B^^+...+B^^,

f ,,( 1 ) — T (Q „(/) i T (/•) „(/•} _. ^, y ( ï ) ^(/')( ^ — 1^^ ^^ -{- ju^ A.,^ -+-... -t- Iĵ ,^,^.,

l ' intégrale ̂  ayant le même mult ipl icateur que l 'intégraley^ dans le
domaine du point singulier^. Il est clair encore que le groupe de l'é-
quat ion ne dépend que des multiplicateurs co '̂ et des m^p — i ) coeffi-
cients A, B, C, . . . ,L . Or ces coefficients A, B, C, . . . , L dépendent
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eux-mêmes des ( p — i ) m 2 coefficients a, 6, c, ..., / e t des coefficients
a^ des substitutions ( î 4 ) » qui sont arbitraires. Soit N le nombre de
ces coefficients ; on a immédia tement

/• = p y, = ),(-
N-^^zf)-.

i = l A- == l

On pourra disposer de ces N coefficients indéterminés, de façon à
établir entre les coefficients A, B, C, . . . , L, N — i relations algébri-
ques arbitraires, pourvu, bien en t endu , qu'elles ne soient pas incom-
patibles. [On ne peut prendre que N — i relations et non pas N, à cause
de l 'homogénéité des formules (i3), (i4) et (i5).] Par exemple, on
pourra supposer que l'on a pris les a^, de façon que N — i des coeffi-
cients A, B, C, • . . , L, aient des valeurs déterminées. D'une manière
générale, quel que soit le système de relations que l'on adopte,
les nouveaux coefficients A, B, G, . . ., L ne dépendront que de
( p — i ) / ^ 2 - — N + i paramètres inconnus. D'après la relation (5), ce
nombre sera égal à

(p — i ) w.2 — 2 — /n2 (p — 3 ) 4- i ==•: ni2 — î ;

les formules (i5) ainsi préparées ne cont iendront p lus que m2—! in-
connues. Pour trouver ces m1—i inconnues, nous n'avons plus qu'à
écrire que tout circuit enveloppant tous les points critiques ramène
chaque intégrale à sa valeur initiale. On obtient ainsi m2 équations nou-
velles qui se réduisent à w 2 — i équations distinctes, en vertu de la
relation (9); le nombre des équations nouvelles est précisément le
même que celui des inconnues restantes. Il pourrait se faire que ces
w 2 — i équations fussent incompatibles; mais cela prouverait simple-
ment qu'on a mal choisi les N — i relations algébriques int rodui tes plus
haut , par exemple qu'on en a pris une incoinpatible avec les der-
nières. En définitive, on voit que l'on sera ramené à des calculs algébri-
ques, et les seules quantités connues qui figurent dans le calcul sont les
multiplicateurs œ. Donc, les coefficients des substitutions fondamentales
du groupe de F équation sont des fonctions algébriques des multiplicateurs.

Dans le Mémoire déjà cité plusieurs fois sur les séries hypergéomé"
triques d'ordre supérieur, j 'ai déterminé le groupe par un procédé qui
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peut être considéré comme une appl icat ion de la méthode générale ci-
dessus. D 'un a u t r e côté, M. Picard a ob tenu le groupe de l ' équa t ion du
troisième ordre de M. Pochammer en p a r t a n t de l'expression des inté-
gra les au moyen d ' intégral es dé fîmes (Bulletin clés Sciences mathématiques,
î885), et sa méthode s 'applique à l 'équation générale de celle espèce.
Dans ces deux cas, les coefficients des subst i tut ions fondamenta les du
groupe sont des fonctions rationnelles des mult ipl icateurs . Il eu est de
même pour l 'exemple que je traite p lus loin comme app l i ca t ion de la
méthode qui vient d'être exposée. On est ainsi c o n d u i t à se demander
si celle propriété ne serait pas générale. Il suff i ra i t év idemment de faire
voir que les coefficients des s u b s t i t u t i o n s fondamenta les sont des fonc-
tions un i fo rmes des mul t ip l ica teurs , quand on choisit convenab lement
le système fondamenta l d'intégrales. Je n'ai pu jusqu ' ic i le démontrer
en toute r igueur .

9. Quoi qu'il en soit, on dédu i t de ce qu i précède plusieurs consé-
quences dignes d 'a t ten t ion :

i° Quand on augmente ou qu 'on d iminue les nombres r^ de nombres
entiers quelconques, sans changer les points critiques, les mul t ip l i ca -
teurs co^ ne changent pas. Donc toutes les équations ainsi obtenues ap-
par t iennent a un nombreyZhî de classes.

2° Prenons une équat ion de la forme plus générale considérée aux
n05 3 et 4. Tout ce qui a été di t sur le groupe s 'applique mot pour mot
à ces équat ions . Il sera donc possible, en général, de former une équa-
t ion de la forme moins générale considérée du n° 5, ayan t les mêmes
points s ingul iers , les mêmes m u l t i p l i c a t e u r s et le même groupe. Ces
deux équations seront par conséquent de la même classe, et l ' intégrale
générale de la première sera une fonction l inéaire et homogène à coef-
ficients rationnels de l ' intégrale générale de la seconde et de ses /n— i
premières dérivées.

3° Les considérations employées au numéro précédent permet tent
de se rendre compte bien aisément de la condi t ion trouvée p lus hau t
(n°7)

r

Y M , 5 m ( p — 2 ) .
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Supposons, en effet, que le premier membre de cette inégali té soit
supér ieur h ??z(p—*â) et supposons a-== 20; parmi les intégrales j^',
jr^, . .,,y^ que nous avons considérées, il en existera plus d e m ( p — ^ )
qui a u r o n t un mu l t i p l i c a t eu r égal à l'unité dans le domaine du point
c r i t i que correspondant; il en existera donc moins de m ayant u n mul-
t i p l i c a t e u r différent de l ' u n i t é . Cela posé, soit Y, , Y^, ..., Y/^ un sys-
tème fondamental quelconque. Dans le vois inage du point c r i t i q u e a^
on aura des relat ions de la forme

pi = m

Y^. -= y y'ic^y^ {k ~= i, 2 , . . . , m).
[i=i

Pour que l ' intégrale
^Y,^7.,Y2+...+A,,Y,,

soit un i fo rme dans le domaine du point cr i t ique a^ il faudra que le
coeff icient de tou te intégrale non uniforme y^ soit nul dans le second
membre. Si l 'on veut de même que l ' intégrale précédente soit uniforme
dans le voisinage de tous les po in i s critiques à distance finie, on a,
pour dé terminer À, , X^, , . . , 7^, un système d'équalions l inéaires et ho-
mogènes, comprenan t au plus m—i équations. Il sera donc possible
de satisfaire à ces équations par des valeurs de X, , "^2, ..., X^ qui ne
seront pas toutes nulles, et l ' équat ion différentielle admet t ra i t une in-
tégrale uniforme dans toute l 'é tendue du plan et différente de zéro;
d'où l'on dédui t la même conclusion que plus haut.

10. Les deux types d 'équations du troisième ordre correspondant
aux deux solu t ions trouvées plus haut sont déjà connus. Des sept solu-
tions que l 'on a trouvées plus haut p o u r w = 4 » on a déjà vu que la qua-
tr ième devait être écartée. Les types correspondant à la première, à la
c inquième et à la septième solution sont connus. La première solution
donne une équation hypergéométrique du quatr ième ordre, la septième
fournit l 'équat ion de M. Pochammer pour m == 4. Enfin, à la cinquième
correspond une équat ion que j 'ai déjà signalée an tér ieurement (Comptes
rendus, ï88a) et à laquel le se rattachent les séries hypergéométriques
de deux variables F^ eit\ d e M . A p p e l l . Il reste à examiner la deuxième,
la troisième et la sixième solut ion.
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Je considère d'abord la deuxième solution. L 'équat ion différentiel le
correspondante aura les points singuliers o, î , coavec les exposants de
discontinui té ci-dessous :

Pour x •==. o . . . . . . . . . . . . . . . . o, i, i — <^i , i — b^
» x-=. i . . . . . . . . . . . . . . . . o, î , B, R4-S

i
)) X == -p -= CO . . . . . . . . . . <%i, ^2, ^3, a;,.

On a
p _ i "4- ôi -4- ^2 — <^i — Og — a^ — (^4

à

et l'on suppose qu ' aucun des nombres b^ b^ 6 , — &y, R, a, — a.,
a^—a^ ... n'est égal à un nombre entier. Cette équat ion sera de la
forme

( 1 6 ) ( .z-2 (,r — i)2^ -4-= (A^- — B ) x{x — i îy^
I + (C^—.D^ -.i.-E)./̂  (F^ - G)y-t- Hr=:o.

On détermine immédia tement les coefficients A, B, C, E, F, H en
écrivant que les équations déterminantes pour x = o et pour /r==cc
ont les valeurs précédentes. On trouve ainsi

A == 6 + <?i -h 02 -h ^3 + ̂ 4, C = 7 -h 3 2 ̂  + ̂  a,i Oâ,
F= i + 2^i + Sc/ia2+ 2^10303, ll^-a^^a^a^
B ==: 3 4- by 4- /^,, E == l 4- &, 4- /^ 4- b, b^

Pour t rouver les deux autres coefficients D et G, nous n'avons qu'à
faire la transformation

y=(^-i)1^; .
l 'équation en z sera

x^x —1)^4" [4R.y 4- A^ - B]^ — i)3^7

4- [6B (R - i)^2 4- 3 R(A.r - B)^ 4- C-r2— D^ 4- E](^ — i,)1^
:l(R — i) .(R. — a)^2^ 3R(R ~-1) (A,^ — B),^]
4- 2R(C^-D.y4-E) 4 - ( F ^ — G ) (^— ^J^-1)-3 1

^R - i) ( j.{ _ a) (R _ 3)^ ̂ , R (R _ ^ (^ _ ^ ( ̂  ̂  _ j^ ̂

^ J . r4R(R-i).(R-2)^+3R(R~i)(A,^-B),^1
\ L + 2R(C^-D.y4-E) 4-(F.r-~G) (^- i )J^-1

r|{(R « i) ( j.{ _ a) (R _ 3)^ ̂ , R (R _ ̂  (^ _ ̂  ^ ̂  ̂  _ j^ ̂  -.
L •+ R ( R — i ) (C ̂  — I) .r 4- E ) 4- R ( F x — G ) ( x - j) 4-11 ( ̂  - i ) 2 1 ^

Le coefficient de z ' devra être divisible par x — i et ce lu i de z par

4- R ( R — i ) (C ̂  — I) x 4- E ) 4- R ( F x — G ) ( ̂  - j ) 4" II ( œ -1 )2
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(.r — î)2 , ce qui fourni t les trois relations
( R _ 3 ) ( R - 3 ) + ( R - û ) ( A - B ) + G ~ D -h E •=- o,

2(R-i)(R-2)(R~3)+(R-i)(R-2)(9A-B)+(K-i)(2C-B)+F~(x=o,
4 ( R - î) (R - 2) + 3(R -1) (A - B) -+- 2 ( C - I) + E) = o.

De la première, on tire
D = E + G + ( R — 2 ) ( R - 3 ) + ( R - 2 ) ( A - B )

on, en remarquant que R = i-Ï—'—'>

I ) : = E - + - C - - ( R - - i ) ( R — 2 ) ,

et cette valeur de D vér i f ie aussi la troisième équat ion . De la deuxième,
on tire

G = F+ (R -1) (R — 2 ) (A -- B) + (R ~ î) ( â C - D).

Si l'on suppose b^ == -|p b^=^a^ + a^^r a^+ a,, == î , on auraR ===1,
et les coefficients auront les valeurs suivantes :

A-^7, B = = 4 , :E=^, C = 7 + 3 2 ^ ^ + 2 ^ , a ^
F == î "+- 2 Oi + ̂  ai ^2 -4- -S ̂ i Oa ^3, H == r^ (%3 a-^ ^4,

•n - r^5 3 ' r F ( . 3 5 3U — fi 4- — ? (j =: ̂  — -- -4- ——.
ob . -a 72

L'équation ainsi obtenue, qui n^est qu'un cas très par t icul ier de la
précédente, puisqu'elle ne cont ient que trois paramètres arbitraires au
lieu de six, avait déjà été rencontrée par M. Brioschi dans ses recher-
ches sur la t ransformat ion du septième ordre des fonctions el l ipt iques
(Annali cli Matematica, 2e série, t. XII, p. 65; Malhematische Annalen,
Band26 , p. 108).

Dans le domaine du point œ •===. o, l 'équation (16) admet deux inté-
grales distinctes holomorphes. En cherchant une série

y =.CQ -f- Ci x •+- 63 x14-... + G/, ̂  +...

satisfaisant formellement à cette équation, on est condui t à une rela-
tion de récurrence entre trois coefficients consécutifs

î {n 4- î) (^ + 2) [n(n - — î ) -4- Bn -hE]C^+2
( 1 8 ) - {n-+-1) [ïn{n - î ) (/z - s) + (A 4- B) n(n — î) + Dn + GJC/^i

( + [n(n — î) (n—2) (/ i—3)-t-A^(/î— î) (^—2)+ Cn(/î—i)4- F/is+HJC/t =:o,
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Cette relation détermine tous les coefficients successifs on fonction
des deux premiers CQ et C, qui restent arbi traires . Je désignerai ce t t e
série par

J(Co, Ci, ap a^ ^3, a^ b^ h^ œ.},
et je poserai

rT( i , o, ai, €1.^ a^ a,,, b^ b^ x ' ) '==:S\{a^ a^ a^ a^ b^ b^ .r),
^(o, i, a^ a^ a^ a^ b^ b^ x) =:^(a^ a^ 03, a^ b^ b^ x ) ,

Si, dans l'équation (16), on fait la t ransformat ion

J:=::(^--I)R^

l 'équat ion en z sera de la même forme que la première ; les q u a n t i t é s
ci^a^a.^ a,, seront remplacées respect ivement par a, 4" R, as-t-R,
a^ 4- R, a,, + R.

L'équation (i61) admet donc aussi les deux intégrales

(i -• .z-)11 ̂  (ai 4~ R, ci., 4- B, r/3 -h R, ^4 4- R, ^i, ^2, ^)»
(i -— .r)11 ^2(^1 4- R, ^2 4- R, ^3 4- R, 04 -l- î{, bi, b^ .r).

Comme l'équation (16) n 'admet que deux in tégra les l io lomorphes
distinctes dans le domaine du po in t x == o, on aura des re la t ions de la
forme

•^i (^i.» ̂  ^3» ̂  ^ i? ^^ «^) '̂  Ci ( l -— *r)K ̂  (ai 4- R, ^2 4- R, as 4- R, 04 4- R, b^ b^ .r)
+ Ça ( ï — î;-)11 Ja (^1 4-- R, Oâ + R» ^3 4- R, «4 4- R, /.'.i, 63, ̂ ),

^2 (^1,^2, ât3, 04, //ï, 62, ̂  ) == €3 ( i •— ^)R ̂ i (Oi 4" R, 03 -4- R, o;} -h R, 04 4- R, b^ b^ ,:r)
-!- €4 ( ï — .y/)11 ̂  (ai 4- R, ^2 + R, as 4- R, a/, 4- R, ̂ , 63, .r).

On trouve bien faci lement qu'il faut prendre

C^I, C,rr=R, C,=:o, €4=1 .

11. Pour montrer que la méthode précédente pour trouver le groupe
n'est point impraticable, je vais l 'appl iquer à cette équa t i on , en me
bornant d'ailleurs au cas général où on la suppose irréductible.

Soient 94 , Ç a » 9»» 9/< les quatre intégrales linéairement indépen-
dantes qui se comportent d'une manière simple dans le domaine du
point .T=== o, de telle sorte qu'en désignant par (y)a ce que devient y



SUR. LES FONCTIONS D U N E VARIABLE, ETC. 129

quand on fait décrire à la variable un lacet dans le sens direct au tour
du point x =a, on ait

(91)0:== 9l, (<?î)o= ?2î (93)o== ^1 93, (?4)o=û0294,

OÙ

0^= ^/^(i-A), &)2= e^^t1-^).

Soienide même ^.,, ^2? ^g, ^4 les quatre intégrales l inéairement in-
dépendantes qui se comportent d'une manière simple dans le voisinage
du point x == i, de telle sorte qu'on ait

(^)l^l, Wî==^ (^3)1=^4^ (^)l=^4,

où
^^^TC^II^

Considérons les lignes droites indéfinies — c o . . . o , -4-1. , .+-co
comme des coupures; les fonctions cp et ^ deviennent uniformes dans
toute l 'étendue du plan, et l'on a entre ces intégrales des relations de
la forme

<pi = ̂ i ̂ i •+- (3i ^2 H- yi ̂ 3 -l- ̂  4^
?2 -== 03 ̂  •+- Pa ̂ 2 + y^3 4- ̂  ̂ ^(n)
?3 = ̂  ̂ 1 4- ^3 ̂ 2 •+- 73 +3 -+- ̂  ̂ .,

94= 04^1 + ?4 ^2-+-74 4^3-+-^4 ^4?

que l'on peut aussi mettre sous la forme suivante :

(30)

/ 4/1 = a\ 9i+ P, ?24- /i 93-4- ̂  94,
] ^2 = a, 91+p^ 92 +72 93 -+-^94.

4^3 = ̂  9l -+- ^3 9â + 73 ?3 -4- ̂  94,

4^4 •== ^4 ?! -+• (^4 92 -i- 74 ?4 •+• ̂  ^ ' ^

Nous pouvons prendre, pour former un système fondamental , les
quatre intégrales y ^ , y^, ^, ^- S'il existait, en effet, entre ces quatre
intégrales une relation linéaire, telle que

l'intégrale
À9i4-B92+C^i+ D4^===o,

<Ï>=A9i- t -B92=—- ( C ^ i - h D ^ a )

serait uniforme dans toute l'étendue du plan et l 'équation (16) ne se-
rait pas irréductible, contrairement à l'hypothèse. On voit immédiate-
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ment , pour là même raison, que ^\^—^S\ ne peut être n u l . Les
' _ . ̂ ' . ̂  / - _ \ j ^ -^ ^ ^ -^ *. -1...... ^équat ions (20) donnent alors

^^-o^,=«ô,-a,ô,)9,+(^^-^^)y,+(y^,-y,â,)93,C l U ^ — o c ^ u ^ ^ ^ - ^ ^ p i O a — p a 0^92-+-^102—y-gô-jç; , ,

7,^~y^^^(a,y3-a3/,)y,+((3 /,y,-p,y,)^+(r^y;~

Les intégrales â^ — 0/^2. Ta^ — y^a sont holomorphes dans le
domaine du point x-== i et l inéairement indépendantes . On peut donc
supposer qu'on a pris pour ̂  et ^3 ces'intégrales elles-mêsïies, et l 'on
peut de même remplacer (y^— y^ c^)^ par 93 et (o^^ --^o,)^
par 94. Les deux premières des relations (20) peuvent alors s'écrire *

( 2 l )
( ^ i==A©i-4-B924-y3 ,
( iparr: Cçi -+- D<p2-4- cp/,,

sans que cette subst i tu t ion ait changé la forme des re la t ions (KJ). On
voit de même que le dé terminant a^ f^ •- a^ (3., est d i f fé ren t de zéro, et
l'on peut écrire

ÊiîrzA^ ̂  .̂ (y,. P. - 72 Pi ) '̂  4- ̂ î ^gĵ .
alpa—aaiS, Tl ailSa—^Pi

a^91-^^^^ -= ri ^- illf̂ Z2 'Ïll̂ 3 + ( '̂  ̂  — û<i o.> ')r^,^ Pi - ̂ 1 Pâ ' Tâ ' "aâ pYrr ĵsT"--— ^

les inlégrales ll̂ ,̂ 1^% som dis[mct^ ^ holomorphes
pour oc ===o. On peut donc supposer qu'on les a prises p o u r les fonc-
tions ^ et ça elles-mêrnes, ce qui ne chang-e pas la forme des rela-
t ions (a r ) , etJ 'on aura

y^^+A^y+B^,
92=:^-i.-Cy^+l)^^,

On voit de la même façon que A'D-~ BTy ne pourra être n u l ; les
deux intégrales A^,+.B^,, (^3 + D'^ seront d is t inctes et a u r o n t
le même m u l t i p l i c a t e u r û dans le domaine du poin t x = i. On peut
donc supposer qu'on les a prises p o u r ^3 et ̂  et les équa t ions précé-
dentes s'écriront

(22)
\ 9ï:=li;l-+-4^

1 ?2=:r^i-+•4^•
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Eo définitive, en choisissant convenablement les intégrales, les rela-
tions linéaires entre ces intégrales seront données par des formules de
la forme (21) et (22). Il est facile de voir qu 'aucun des coefficients B
et C ne peut être nul , toujours en supposant l 'équation irréductible. Si
l'on avait, par exemple, B = o, les relations

.^=Acpi-+-93, 91 ==^1+^3

montrent que 4^ et ^3 formeraient un système fondamental d'inté-
grales d'une équation linéaire du second ordre à coefficients uniformes.
On pourra alors supposer B = î ; il n'y a pour cela qu'à changer ç,, 4'f,
Og, ^3 en Bcp.i, B'sp^ B^, B^g respectivement.

Cela posé, il est facile d'avoir les substi tut ions fondamentales du
groupe de l 'équat ion. En effet, lorsque la variable x décrit un lacet
dans le sens direct autour du point oc == î , on a

((pi)^=(^)^+(^)^=^4-a4/3^ipi+^(9i—^o=^cpi-h-(i--^)^,.

On [rouve de même

(93)1 •= ûcpa -I- (ï — ^)4^
('•pOo^^i^-t- (î-- û)i) (A(pi-4- B î p g ) ?
(^2)0=^2^2^ ( l — û ^ ) (Cy l - l -Dcpa )?

de sorte que les substitutions fondamentales sont les suivantes :

x
s,

(pOo-^yi»
(92)0== ps?
(^ i )o== .û ) i^ i - l - ( i—coi ) (A<p i -4 -B©2^
(^3)0 = C02^2-t- (î —— Côa) (Cqîi -+- f) 92);

(9,h=:^4-(ï-^)^
(93)1 =^92 4- ( ï . — — ^ ) ^ ,

(^ l ) l=^l ,
(^)l-^.

Pour que le groupe soit complètement déterminé, il nous suf f i t de
connaître les coefficients A, B, C, D. Pour trouver ces coefficients, con-
sidérons la substitution auxiliaire 2i2o; c'est celle que subissent les
quatre intégrales lorsque la variable décrit dans le sens direct un con-
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tour fermé, renfermant à son in té r i eur les poinis o et i. On trouve im-
média tement qu'après un pareil chemin l ' intégrale

^t+^^a-l-'^i-^-p^â,

où À, (J-, v, p sont des constantes quelconques, se change en la nouvelle
intégrale

[ À a - + - À ( i — ^ ) ( i — c x ) i ) A + ^ ( ï — & ) i ) A 4 - ^ ( i - - ^ ) ( i — & . ï 2 ) C ^p( i - - -û )2 )C]®i
- i - [^^+À(i—"^)( i— o ^ ) B + ^ ( t — c,)i)B -h^(i — ^ ) ( i — a ) â ) I)-i-p(ï —o»2) l ) ]92
-+- [ A ( ï -- ^2) + ̂ ^ 4- [>(l — ^2) -1- p]&)2^2.

Cherchons à déterminer "X, [ji, v, p, de façon que l ' intégrale considérée
se reproduise, à un facteur constant près S, lorsque la variable décr i t
le contour précédent. On aura les quatre équations

Hû - S -+- (i -Q) (i-o^A] 4- p.(i - ̂ ) (i - G)2)C
•+•^(1— û » i ) A 4 " p ( l — G ) 2 ) G === 0,

?.( ï-^)(i~û)OB4-^[û-SH-(r-^)(i-^)I)]+^(i-^,)B
Â ( i — ^ ) o ) i ~ | - z ' ( o ) i — S ) = o ,
p.( ï — Q) 0)2 + p ( ̂ î — S ) === o.

L'éliolination de 'X, p., v, p condui t , après quelques réductions fa-
ciles, à l 'équation suivante pour déterminer S :

r / (S)^(a-S) 2 (c , ) ,~S)(o^-S)
^ | + ̂  - S) (r -SI) S(^ ~ S) (ï - G,),)!.)

1 -+- (ï - ̂ )2 S^Qi- ï) (û)2— ï) (AD — BC)
[ + (i — à) S (0)2 — S) (^ -- S) (f,)i — ï.) A = o.

D'un autre côté, cette équation doit admettre pour racines les quan-
tités OJ^, CO^, 0)^, 0^,

o^ = e-2^'^1, G)^ = e-^^, (^ 1= ^-âîc^^^T^ ^ ̂  ^-STC^.V^,

et l'on aura identiquement

(?4) /(S) = (S—G), ) (S - ̂  ) (S - 5)3 ) (S - <).
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En égalant les termes constants des deux membres, on parvient à la
relation

ûûi ûOa î22 == û)^ cOg Ci/g (A>^ ,

qui est satisfaite, comme on le voit, en remplaçant les lettres œ, a/, Q
par leurs valeurs. Si, dans l'identité^), on fait successivement S ==Q,
S =0),, S= 003, on a les trois équations

(û -^)(^-c^)(^ - co^) (^-o),) ̂ ^(i-Û)^! -^)(i-^) (AD- BC),1.

(&)i — G/i) (û0i — 0)2 (û)i — C,)^ ) (C0i — C^ )

=û)j(I-^)2(I—^)(I—û),J(AD—BC)+cOl(I-^)(&)2-yO(^-œO(l~ûJl)A,
( ̂ 2 — &/^ ) ( G)2 —— Ç,)^ ) ( &)2 —— 0'̂  ) ( ûûa —— ^4 )

= û)j(i —^)2( i — c.)i)(i -- ̂ )(AÏ) — BC) 4- c,)2(î — û) (œi— û32)(^— 0)3) (i — GOa)!).

On en tire A, I), AD — BC et par suite BC. Nous avons vu que l 'un
des coefficients B ou C p o u v a i t être pris à vo lonté ; si l'on prend par
exemple B = î , on aura C, et les subst i tut ions fondamentales 2y et. 2^
seront complè tement déterminées . Les coefficients sont bien, comme
on voit, des fonctions rationnelles des mu l t i p l i ca t eu r s .

12. Si ' l 'on augmente les nombres a et b de nombres entiers quelcon-
ques, les mul t ip l ica teurs co, œ' ne changent pas, tandis que û peut
changer de signe s implement . On en dédu i t que toutes les équations
du type (16), ainsi obtenues, appar t iennent à deux classes distinctes.
Les ca& où l ' équat ion (16) n'est pas irréductible donnen t lieu à une
discussion plus compliquée. Il faut tenir compte, non seulement des
multiplicateurs, mais des valeurs elles-mêmes des exposants de discon-
t inu i té .

Les substitutions fondamentales du groupe de l 'équat ion, ramenées
à leur forme canonique, sont de la forme

-^(./i» y^ 73, y,i. ; ji, ja, "ij3> ̂ y^\
^i (7i. 72» 73? ̂  î 7i» 7â> ^y'à, ^74)-

Inversement, à tout groupe dérivé de deux subst i tut ions de cette
forme on pourra faire correspondre en général une infinité d'équa-
tions d e l à forme (ï6). En particulier, si ce groupe est fini, on aura
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une infinité d'équations de ce type dont l'intégrale générale s'expri-
mera au moyen de fondions-algébriques.

13. Le second type d'équations aura les trois points singuliers
o, i , co, avec les exposants de discontinuité ci-après :

0 , 1 ^ a, (y! pour .^==0,
o, i, (3, (3^ pour a- ==.ï,
r, r + x , y, y ' pour .y==co.

On suppose qu 'aucun des nombres a, a', P, ^ c<- — ^r, ^ — f^', r — y y
F „-. v^ y — y' n'est un nombre entier et Fon a de plus la re la t ion

2T + a + a'-h- p + (S^- y -l-y' = 3.

L'équation sera de la forme

r ̂ .^yv^^-BM^-i)^
% } | +(C^ 2 —I)^+E)y / +(F^—G)y-hI Iy=o .

On trouve immédiatement

B •= 5 - a - a',
E= 4— 2a — aa^ aa^
A-B^S- .p-p^
C ~- I) 4- E == 4 — 2 ? ~ 2 ̂  + PjS7,
A=: ï0—•(a .+a / +(3-+-(3 / ) ,
C =: 3A — 11 + yy7 + (y + y' ) (2? + î ) + r(T -4- i),
F = 2À — C - 6 -h yy'(2r 4- i) + (y -+- f)T{T -+• i),
H^yy'rcr+i) .

Pour déterminer G, nous écrirons que, lorsqu'on substi tueala place
de y une série de la forme

p ( G,, a» \
y=^-I^o-h-^+^+...L

\ tz' Ju j

les coefficients de a^ et de a^ sont identiquement nuls. On trouve
ainsi

r ( r+ i ) ( r+2) (A-B)—r( r4 - i ) (3C-"D)+r (3 r -G) - i i= -=o ;
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d'où l'on déduira G. Remarquons qu'en remplaçant H par sa valeur le
facteur commun T disparaîtra, de sorte que l'on pourra toujours en
déduire G.

La dernière équation du quatrième ordre, qu'il nous reste à former,
sera de la forme

( ^(^~I)2(^~a) ^y I V-^-(A^ â+•B.r-i-C).y(^--I)y7

/ ( 4"(D^3+E.z l 2+F^+GQy /+(H^2-hK^-i-L)J /4-(M^+

Les exposants de discontinuité seront respectivement

o, i , 3, y pour .3? ==o,
o, i , a, a 4-1 » ^==1, à, 04-1, ô', Sf 4-1 pour x -=. ce'.
o, ï , j3, j3 4-" i » ,z'-=== a,

On suppose qu 'aucun des nombres a^ [3, y, S — o' n'est égal à un
nombre entier et que l'on a la relation

2 a 4- a (3 4- y 4- 2 r3 4- 2 ô7 = i.

Les coefficients A, B, C, ... se déterminent de la même manière que
plus hau t , mais leurs expressions sont de plus en plus compliquées-

14. La recherche des solutions convenables des équa t ions (4) et (5)
peut se formuler a ins i : <c Former un Tableau r ec t angu l a i r e de m co-
lonnes hor izonta les et de p lignes verticales, don t tous les é léments
soient des nombres entiers positifs ou nuls, de telle façon que la
somme des é léments de chaque ligne soit égale à m et que la somme
des carrés de tous les éléments soit égale à a 4-w!(p —2). »

Le problème peut se décomposer en deux autres. Remarquons que
la somme des carrés des éléments d 'une même ligne ne pourra dépasser,
d'après une remarque déjà faite, w2— im 4- s. Supposons que la
somme des éléments de la {wm^ ligne soit égale à m2 — im .4- 2 — a^.
Les nombres a^-devront vérifier l 'équation

i=p
y y.i •==. 2 ( m — i ) ( m 4- i — p ).

Connaissant les solutions de cette équa t ion , que l'on trouve immé-
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d ia î emen î , on sera ramené à chercher les solut ions en nombres entiers
et positifs oa nuls de plusieurs systèmes indépendants d 'équations de
la forme

II -= ///, il ==. Wy x/,=m, y^^1-
h = 1 h = 1

Si l'on veut former tous les systèmes de solut ions correspondant , à
une ' va l eu r de m, il paraît commode de former d'abord toutes les par-
t i t ions de m et la somme des carrés correspondant à chacune d 'e l les .
Une fois ce tableau formé, une simple inspection donnera f ac i l emen t
toutes les s o l u t i o n s convenables .


